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AVANT-PROPOS

Cette pr�publication est constitu�e des trois premiers chapitres d'un ouvrage encore
inachev�, consacr� � la construction et aux propri�t�s de base de la cohomologie rigide
des vari�t�s alg�briques sur un corps de caract�ristique p. Ecrits entre 1987 et 1991, ils ont
circul� depuis de mani�re informelle. Dans la mesure o� ils ont d�j� servi de r�f�rence
dans divers articles, et sont notamment utilis�s de mani�re essentielle dans la d�mons-
tration du th�or�me de Þnitude donn�e dans [Be4], il nous para�t utile de les rendre
accessibles de mani�re plus syst�matique, sans attendre la r�daction compl�te de
l'ouvrage auquel ils seront incorpor�s. Nous attirons n�anmoins l'attention du lecteur
sur le fait qu'il ne s'agit pour l'instant que d'une r�daction provisoire, susceptible d'�tre
modiÞ�e dans la version Þnale.

Les trois chapitres qui sont rassembl�s ici constituent la partie g�om�trique, Ç pr�-
cohomologique È, de cet ouvrage. Le chapitre 0 est consacr� � des rappels sur certaines
constructions de base de la g�om�trie rigide sur un corps valu� non archim�dien K. On y
trouvera notamment la construction de la Þbre g�n�rique d'un sch�ma formel sur
l'anneau v des entiers de K (due � Raynaud [Ra1]), celle de l'espace analytique associ� �
un sch�ma de type Þni sur un corps valu� non archim�dien, et les relations entre ces
deux espaces. Signalons simplement que la construction de la Þbre g�n�rique d'un
sch�ma formel est g�n�ralis�e ici au cas d'un v-sch�ma formel adique localement de
type Þni, dont la topologie n'est pas n�cessairement d�Þnie par l'id�al maximal µ de v.

Cette construction est li�e � celle des tubes, introduits dans la premi�re section du
chapitre 1. Si P est un v-sch�ma formel (µ-adique), et X un sous-sch�ma localement
ferm� de la Þbre sp�ciale P0 de P, nous associons � X un ouvert de l'espace analytique
rigide PKÊ, Þbre g�n�rique de P, que nous appelerons tube de X dans P, et que nous note-
rons ]ÊXÊ[PÊ. Lorsque X est ferm� dans P0Ê, ce tube joue dans la d�Þnition de la cohomologie
rigide le m�me r�le que les voisinages inÞnit�simaux dans celle de la cohomologie de de
Rham alg�brique en caract�ristique 0 [Ha2], ou les voisinages � puissances divis�es en
cohomologie cristalline [Be1]. Lorsque X n'est pas propre sur k, la consid�ration de ces
tubes ne sufÞt pas � d�Þnir une bonne cohomologie pour X, � cause des probl�mes de
convergence au bord qui motivaient d�j� l'utilisation des alg�bres faiblement compl�tes
de Monsky-Washnitzer [MW1]. Il y a donc lieu d'introduire certains voisinages des tubes,
que nous appelerons voisinages stricts, et qui sont �tudi�s dans la deuxi�me section du
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chapitre 1. Dans la troisi�me section, nous montrons les th�or�mes de Þbration reliant
les tubes de X dans deux sch�mas formels P et P' : si u : P' @ P est un morphisme lisse
induisant l'identit� sur X, le morphisme de fonctorialit� ]ÊXÊ[P' @ ]ÊXÊ[P est une Þbration
localement triviale en disques ouverts. Le point le plus d�licat est de prolonger ce r�sultat
en un sens convenable � des voisinages stricts de ces tubes (th. 1.3.7). Ces th�or�mes
jouent un r�le crucial pour prouver que les constructions qui sont effectu�es par la suite
sont ind�pendantes de la fa�on dont les vari�t�s (de caract�ristique p) sont plong�es dans
des sch�mas formels lisses d'in�gales caract�ristiques, et sont de nature fonctorielle par
rapport � ces vari�t�s.

L'objet du chapitre 2 est de construire une cat�gorie de coefÞcients pour la cohomo-
logie rigide, la cat�gorie des isocristaux surconvergents. Il s'agit d'une variante de la
notion de cristal : de m�me qu'un cristal sur X peut s'interpr�ter comme un module �
connexion int�grable sur le compl�t� p-adique du voisinage � puissances divis�es de X
dans un sch�ma formel lisse P, un isocristal surconvergent sur X s'interpr�te comme un
module � connexion int�grable sur un voisinage strict du tube ]ÊXÊ[PÊ, dont la connexion
v�riÞe certaines conditions de convergence. Pour en donner une d�Þnition valable pour
tout k-sch�ma de type Þni, nous introduisons dans la premi�re section un analogue
faisceautique des conditions de surconvergence de Dwork et Monsky-Washnitzer, qui
permet d'associer � tout faisceau ab�lien E sur un voisinage strict du tube de X le
faisceau j���E des sections surconvergentes de E. Nous utilisons cette construction dans la
seconde section pour d�Þnir la condition de surconvergence d'une connexion le long d'un
ferm� de la Þbre sp�ciale. Soient alors Y une compactiÞcation de X, et Y Ì@ P un plon-
gement de Y dans un v-sch�ma formel P, lisse au voisinage de X. Gr�ce aux th�or�mes
de Þbration du chapitre pr�c�dent, on montre dans la troisi�me section que la cat�gorie
des j���o]ÊYÊ[-modules � connexion int�grable et surconvergente ne d�pend que de X, et est
fonctorielle en X : on obtient ainsi la cat�gorie des isocristaux surconvergents sur X
(resp. des F-isocristaux surconvergents si l'on se donne de plus une action de Frobenius).

Les deux derni�res sections explicitent les relations entre cette notion et les notions
analogues en cohomologie cristalline, et en cohomologie de Monsky-Washnitzer. Dans le
cas o� X est propre, on y montre comment un F-cristal sur X d�Þnit un F-isocristal sur-
convergent sur XÊ; pour cela, on reprend une m�thode due � Dwork, qui consiste �
utiliser l'action de Frobenius pour �tendre le domaine de convergence de la s�rie de
Taylor de la connexion au tube ]ÊXÊ[P2 tout entier. De m�me, lorsque X est afÞne et lisse,
avec X = SpecÊ�A, on prouve que la donn�e d'une action de Frobenius sur un module �
connexion int�grable sur une alg�bre faiblement compl�te A� relevant A entra�ne la
surconvergence de cette connexion, ce qui fournit une description de style Monsky-
Washnitzer de la cat�gorie des isocristaux surconvergents sur X.
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0.  RAPPELS  SUR  LA  G�OM�TRIE  ANALYTIQUE  RIGIDE

Pour les notions de base et les r�sultats fondamentaux concernant la g�om�trie
analytique rigide, nous renvoyons le lecteur au trait� de Bosch, G�ntzer et Remmert
[BG], ainsi qu'aux articles de Tate [Ta1], Kiehl ([Ki1], [Ki2]) et Raynaud [Ra1], et aux
ouvrages de Fresnel - Van der Put [FV], et GerritzenÊ- Van der Put [GV]. Nous rappelons
bri�vement ici quelques d�Þnitions et r�sultats fr�quemment utilis�s par la suite.

On d�signe par K un corps complet pour une valeur absolue non archim�dienne,
not�e ¾-¾Ê; on note v l'anneau des entiers de K, µ son id�al maximal, k son corps
r�siduel, â0

Ê* Ç é>Ê0 l'image de KÊ* par l'application valeur absolue, et â�* = â0
Ê*ÊÊ¢ Ý Ç é>Ê0Ê;

â�* est un sous-groupe multiplicatif dense de é>Ê0. Soit A un anneau topologique,
poss�dant un syst�me fondamental (Vi) de voisinages de 0 tel que les Vi soient des sous-
groupes additifs de AÊ; on notera A{t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn} l'anneau des s�ries formelles Ä(  t  ) = Ï a  q  �  t  

�q,  

avec   t  �q = t1
�q1Ê.Ê.Ê.Êtn

�qn, telles que a  q  
   @ 0 lorsque ¾   q   ¾ := q1 + .Ê.Ê. + qn @ +Ê& (s�ries formelles res-

treintes)Ê; on le munit de la topologie pour laquelle un syst�me fondamental de voisinages
de 0 est form� des sous-groupes

Wi  =  {ÊÄ(  t  ) Ô A{t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn} ¾ ×    q   , a  q   Ô V�Ê}.

On dit qu'une A-alg�bre topologique B est topologiquement de type Þni si elle est
isomorphe, comme A-alg�bre topologique, � un quotient d'une A-alg�bre de la forme
A{t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn}. Une K-alg�bre de Tate est une K-alg�bre topologiquement de type Þni.

0.1. Espaces analytiques rigides

(0.1.1) Rappelons qu'une topologie de Grothendieck t sur un ensemble X est constitu�e
par la donn�e d'un ensemble f de parties de X, comprenant ,̄ X, et stable par
intersections Þnies, et, pour tout U Ô f, d'un ensemble Cov(U) de recouvrements de U
par des parties de f, v�riÞant les conditions :

(i) (U) Ô Cov(U)Ê;
(ii) si U, V Ô f, V Ç U, et si (Ui)i Ô Cov(U), alors (V õ Ui)i Ô Cov(V�)Ê;

(iii) si U Ô f, si (Ui)i Ô Cov(U), et si, quel que soit i, (Ui,Êj)j Ô Cov(Ui), alors (Ui,Êj)i,Êj Ô
Cov(U�).
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Les parties U Ô f seront simplement appel�es ouverts, et les recouvrements (Ui)i Ô
Cov(U) recouvrements admissibles. Une application f : (�X', t') @ (�X, t) entre
ensembles munis de topologies de Grothendieck est dite continue si l'image inverse d'un
ouvert (resp. recouvrement admissible) est un ouvert (resp. recouvrement admissible).
Pour tout ouvert U Ç X, la topologie induite sur U est d�Þnie de la mani�re �vidente.

Nous dirons qu'une topologie de Grothendieck est satur�e si elle v�riÞe de plus les
conditions suivantes (cf. [BG, 9.1.2]) :

(iv) si U Ô f, si V Ç U, et s'il existe (Ui)i Ô Cov(U) tel que, pour tout i, V õ Ui Ô f, alors
V Ô fÊ;

(v) si U Ô f, si U = ôi UiÊ, avec Ui Ô f, et s'il existe (Vj)j Ô Cov(U) qui soit un recou-
vrement plus Þn que (Ui)iÊ, alors (Ui)i Ô Cov(U).

Il est possible de recoller des topologies satur�es [BG, 9.1.3] : soient X un ensemble,
(�Xi)i un recouvrement de XÊ; on suppose donn�es des topologies de Grothendieck t�i sur
les Xi telles que : a) les t�i sont satur�esÊ; b) pour tous i, j, Xi õ Xj est ouvert dans Xi et XjÊ,
et les topologies induites par t�i et t�j sur Xi õ Xj co�ncident. Il existe alors une unique
topologie de Grothendieck satur�e sur X, telle que (�Xi)i soit un recouvrement admissible,
et induisant sur chaque Xi la topologie t�i : une partie U de X (resp. un recouvrement
(Uj)j de U) est ouverte (resp. admissible) si et seulement si, pour tout i, U õ Xi (resp.
(UjÊÊõ Xi)jÊ) est un ouvert de Xi (resp. un recouvrement admissible de U õ XiÊ).

(0.1.2) Si A est une K-alg�bre de Tate, on note SpmÊ�A le spectre maximal de A. Pour tout
x Ô SpmÊ�A, correspondant � un id�al maximal � Ç A, on d�signe par K(x) le quotient AÊ/Ê� :
rappelons que c'est une extension Þnie de K (cf. [BG, 6.1.2] ou [FV, II.3.5]), qui poss�de
donc une unique valuation prolongeant celle de K. L'anneau de cette valuation sera not�
v(x), son id�al maximal µ(x)Ê; pour f Ô A, f(x) d�signera l'image de f dans K(x).

Soit X = SpmÊ�A. Un sous-ensemble V Ç X est appel� domaine sp�cial (ou rationnel,
mais le terme ÒrationnelÓ a d�j� bien des sens en G�om�trie Alg�briqueÉ) s'il existe
f0Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfn Ô A, engendrant l'id�al unit�, tels que

(0.1.2.1) V  =  {Êx Ô X  ¾  × i = 1,Ê.Ê.Ê.Ê,Ên, ¾�fi�(x)¾ ² ¾�f0(x)¾Ê}.

L'ensemble des domaines sp�ciaux est stable par intersection ([BG, 7.2.3], [FV, I I I
1.3]).

Nous consid�rerons X comme muni de la Òtopologie de Grothendieck forteÓ de [BG,
9.1.4]Ê; rappelons-en la d�Þnition.

a) Un ouvert est une partie U Ç X poss�dant un recouvrement (Vi)i par des
domaines sp�ciaux ViÊÊ, v�riÞant la condition de Þnitude :

(A1) Pour tout homomorphisme A @ B d'alg�bres de Tate, induisant h : Y = SpmÊB @ X
= SpmÊ�A, tel que h(Y�) Ç U, il existe un nombre Þni de Vi dont la r�union contient h(Y�).

b) Un recouvrement d'un ouvert U par des ouverts Ui est admissible s'il v�riÞe la
condition de Þnitude :
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(A2) Pour tout homomorphisme d'alg�bres de Tate comme en (A1), il existe un
recouvrement Þni de Y par des domaines sp�ciaux plus Þn que le recouvrement
(h-1(Ui))iÊ.

On appelle recouvrement sp�cial un recouvrement admissible par des domaines
sp�ciaux.

La topologie de Grothendieck ainsi d�Þnie est satur�e.

A tout domaine sp�cial V de X, d�Þni comme en (0.1.2.1), on associe l'alg�bre de Tate

(0.1.2.2) â(V, oX)  =  A{T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTn}�/�(�fi - f0�Ti).

C'est l'alg�bre de Tate universelle pour les homomorphismes de A dans une alg�bre
de Tate B tels que l'application SpmÊB @ SpmÊ�A correspondante envoie SpmÊB dans VÊ; en
particulier, elle est ind�pendante � isomorphisme canonique pr�s du choix de f0Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfn
d�Þnissant V (cf. [BG, 7.2.3 prop. 4] ou [FV, III 1.2]). Le th�or�me d'acyclicit� de Tate
(voir [Ta1, 8.2], [GG, 2.4 Satz 3] ou [BG, 8.2.1 cor. 2]) permet d'en d�duire un faisceau
d'alg�bres sur X, en posant pour tout ouvert U de X

(0.1.2.3)  â(U, oX)  =  Ker [Õ
i

Êâ(ViÊ, oX) @@ Õ
i,Êj

Êâ(Vi õ VjÊ, oX)],

o� (Vi)i est un recouvrement sp�cial de UÊ; â(U, oX) est l'alg�bre des fonctions ana-
lytiques, ou holomorphes, sur U. La donn�e sur X de la topologie de Grothendieck d�Þnie
plus haut et du faisceau oX d�Þnit l'espace analytique rigide afÞno�de X = SpmÊ�A.

(0.1.3) Exemples. Ñ  (i)ÊÊToute partie de X afÞno�de au sens de Tate [Ta1, 7.1] est r�union
Þnie de domaines sp�ciaux ([GR1], [BGR, 7.3.5 cor. 3]), donc ouverte. Toute r�union Þnie
d'ouverts afÞno�des de X est un ouvert, tout recouvrement Þni d'un ouvert par des
ouverts afÞno�des est admissible.

(ii) Tout ouvert de Zariski de SpmÊ�A est ouvert pour la topologie de Grothendieck, et
tout recouvrement d'un tel ouvert par des ouverts de Zariski est admissible ([Ki3, 1.3 et
1.4], [BG, 9.1.4 cor. 7]).

(iii) Pour i = 1,Ê.Ê.Ê.Ê,Êr, soient fi,Ê0Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfi,Êni
 des �l�ments de A tels que, pour tout i,

fi,Ê0Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfi,Êni
 engendrent l'id�al A, et

V  =  {Êx Ô X  ¾  × i, × j ³ 1,  ¾�fi,Êj(x)¾ < ¾�fi,Ê0(x)¾Ê}.

Alors V est un ouvert de X. Soit en effet a Ô µ, et, pour tout n ³ 1, soit

Vn  =  {Êx Ô X  ¾  × i, × j ³ 1,  ¾�fi,Êj�
ÊÊn (x)¾ ² ¾a�fi,Ê0�ÊÊn (x)¾Ê}.

Chaque Vn est intersection de r domaines sp�ciaux, donc est un domaine sp�cial, et V =
ôn VnÊ. Les Vn forment un recouvrement sp�cial de V : pour v�riÞer (A1), on observe que
fi,Ê0 ne s'annule pas sur VÊ; si h(Y�) Ç V, et si gi,Êj est l'image de fi,Êj dans B, les gi,Ê0 sont
donc inversibles dans B, et on applique aux gi,ÊjÊ/�gi,Ê0 le principe du maximum [BG, 6.2.1
prop. 4] :
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(0.1.4) PROPOSITION. Ñ  Soient B une alg�bre de Tate, f Ô B. Il existe x0 Ô SpmÊB tel que,
pour tout x Ô SpmÊB, on ait

¾�f(x)¾  ²  ¾�f(x0)¾.

Rappelons qu'on d�Þnit la (semi) norme spectrale de f par

®�f�®�sp  =  supÊxÊÔÊX ¾�f(x)¾Ê;

il existe donc x0 Ô X tel que

®�f�®�sp  =  ¾�f(x0)¾.

(0.1.5) Sous les hypoth�ses de (0.1.3) (iii), il r�sulte de (0.1.2.3) que l'alg�bre des fonctions
analytiques sur V est donn�e par

(0.1.5.1) â(V, oX)  =  
Ò#
limÊÚÊ@Ê1- â(VÚÊ, oX)  =  

Ò#
limÊnÊ@Ê& A{T�i,Ê�j,Ên}�/�(��fi,Êj�

ÊÊn  - a�fi,Ê0
ÊÊn Ti,Ê�j,Ên),

o� a Ô µ est un �l�ment arbitrairement Þx�, et o� les ß�ches de transition envoient
Ti,Êj,ÊnÊ+�1 sur fi,Êj�ÊfÊÊ-1

i,Ê0 ÊTi,Êj,ÊnÊ.

Par exemple, nous appellerons Þbr� trivial en boules (unit�) ferm�es de dimension
relative d, de base X = SpmÊ�A, l'espace analytique afÞno�de Y = Spm A{T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTd} (muni
de la projection naturelle Y @ X�)Ê; si A = K (resp. et si d = 1), nous dirons que Y est la
boule (unit�) ferm�e de dimension d (resp. le disque (unit�) ferm�). Le sous-ensembleÊ

(0.1.5.2) U  =  {Êx Ô Y  ¾  × i,  ¾ti(x)¾ < 1}

est un ouvert de Y, appel� Þbr� trivial en boules (unit�) ouvertes de dimension relative d,
de base X (resp. boule ouverte, disque ouvert)Ê; d'apr�s (0.1.5.1), l'alg�bre des fonctions
analytiques sur U est donn�e par

â(U, oY)  =  
Ò#
limÊn�@�&  A{tiÊ,�ÊTi,Ên}�/�(t i

�n - aTi,Ên),
soit :

(0.1.5.3) â(U, oY)  =  {ÊÄ = å
  q  

ÊÊa  q  �  t  
Êq Ô A[[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtd]]  ¾  × Ú < 1, ®a  q  
  ®�Ú¾q¾ @ 0 si ¾   q     ¾ @ &Ê},

o� ®-® est une norme de Banach sur A.

Si Ú Ô é, avec 0 < Ú < 1 (resp. et si Ú Ô â�*�), le Þbr� en boules ouvertes (resp. ferm�es)
de rayon Ú est l'ouvert (resp. le domaine sp�cial) de Y d�Þni par les conditionsÊ:

× i,  ¾ti�(x)¾  <  Ú       (resp. × i,  ¾ti�(x)¾  ²  Ú)Ê;

lorsque A = K, d = 1, nous utiliserons les notations habituelles D(0, Ú�-�) (resp. D(0,ÊÊÚ�+�)).

(0.1.6) Un espace analytique rigide (ou simplement un espace analytique) sur K est un
ensemble X muni d'une topologie de Grothendieck satur�e, et d'un faisceau de
K-alg�bres oXÊ, poss�dant un recouvrement admissible (�Xi)i tel que chaque XiÊ, muni de
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la structure induite, soit isomorphe � un espace analytique rigide afÞno�de au sens de
(0.1.2). Un ouvert de X isomorphe � un espace afÞno�de est appel� ouvert afÞno�de. Si X
lui-m�me est un espace afÞno�de, cette notion d'ouvert afÞno�de co�ncide avec celle de
Tate [Ta1, 7.1], gr�ce au fait que tout ouvert afÞno�de au sens de Tate est r�union Þnie de
domaines sp�ciaux.

La Þbre oX,Êx de oX en un point x Ô X est un anneau local. Un morphisme de K-
espaces analytiques f : Y @ X est la donn�e d'une application continue de Y dans X, et
d'un K-homomorphisme de faisceaux d'anneaux locaux fÊ-1�oX @ oYÊ. Tout morphisme
d'alg�bres de Tate A @ B d�Þnit un morphisme d'espaces analytiques SpmÊB @ SpmÊ�A, et
le foncteur Spm est pleinement Þd�le [BG, 9.3.1 prop. 1].

Si U Ç X est un ouvert, alors U, muni de la structure induite, est encore un espace
analytique. On d�duit imm�diatement de (0.1.1) un th�or�me de recollement pour les
espaces analytiques [BG, 9.3.2].

Si f : X @ Z et g : Y @ Z sont deux morphismes de K-espaces analytiques, le produit
Þbr� X |Z Y est repr�sentable dans la cat�gorie des K-espaces analytiques [BG, 9.3.5]. De
m�me, si K @ K' est une extension isom�trique de corps complets munis de valeurs
absolues, on d�Þnit par tensorisation par K' et compl�tion un foncteur d'extension des
scalaires de la cat�gorie des K-espaces analytiques vers celle des K'-espaces analytiques
[BG, 9.3.6]. Si K' est Þni sur K, la restriction des scalaires de K' � K sur le faisceau
structural munit tout K'-espace analytique d'une structure de K-espace analytiqueÊ; ce
foncteur est adjoint � gauche du pr�c�dent.

(0.1.7) Soient X un espace analytique, i Ç oX un faisceau coh�rent d'id�aux, Y le
support de oXÊ/�i. Il existe sur Y une structure canonique d'espace analytique telle que oY
= oXÊ/�i : lorsque X est afÞno�de, i est d�Þni par un id�al I Ç â(�X, oX), et Y est l'espace
analytique afÞno�de Spm(â(�X, oX)Ê/ÊI)Ê; le cas g�n�ral s'en d�duit par recollement. La
notion d'immersion ferm�e entre espaces analytiques en r�sulte.

Un espace analytique X est dit quasi-compact s'il poss�de un recouvrement
admissible Þni par des ouverts afÞno�desÊ; un morphisme d'espaces analytiques est dit
quasi-compact si l'image inverse de tout afÞno�de est quasi-compacte. Il r�sulte du
principe du maximum (0.1.4) qu'une boule ouverte n'est pas quasi-compacte.

Nous dirons que X est quasi-s�par� si l'intersection de deux ouverts afÞno�des est
quasi-compacte, et s�par� si le morphisme diagonal X @ X | X est une immersion
ferm�e [BG, 9.6.1]Ê; tout espace s�par� est quasi-s�par�. Dans un espace quasi-s�par�,
toute r�union Þnie d'afÞno�des est un ouvert, tout recouvrement Þni par des afÞno�des
est admissible.

Soient X un espace analytique, t la cat�gorie des faisceaux d'ensembles sur X.
Comme les faisceaux associ�s aux ouverts afÞno�des de X forment une famille g�-
n�ratrice de t, on v�riÞe trivialement les assertions suivantes :

(i) Un ouvert U Ç X est quasi-compact (resp. quasi-s�par�) si et seulement si l'objet
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correspondant de t est quasi-compact (resp. quasi-s�par�) au sens de [SGA 4, VI 1.1]
(resp. [SGA 4, VI 1.13] ). Les ouverts de X qui sont des objets coh�rents de t au sens de
[SGA 4, VI 1.13] sont donc les ouverts quasi-compacts, quasi-s�par�s.

(ii) Quel que soit X, t est un topos alg�brique au sens de [SGA 4, VI 2.3]. Pour que t
soit un topos coh�rent [SGA 4, VI 2.3], il faut et il sufÞt que X soit quasi-compact, quasi-
s�par�.

Ces remarques permettent de d�duire de [SGA 4, VI 5.1, 5.2] l'�nonc� suivant :

(0.1.8) PROPOSITION. Ñ  (i)ÊÊSi X est un espace analytique quasi-compact, quasi-s�par�,
les foncteurs HÊi(�X, -) commutent aux limites inductives Þltrantes.

(ii) Soit f : Y @ X un morphisme quasi-compact, quasi-s�par� d'espaces analytiques.
Alors les foncteurs R�if* commutent aux limites inductives Þltrantes.

(0.1.9) Suivant Kiehl [Ki1, 2.3], nous dirons qu'un espace analytique est quasi-Stein s'il
poss�de un recouvrement admissible par une suite croissante d'ouverts afÞno�des telle
que, pour tout i, l'image de â(�XiÊ+Ê1Ê, oX) dans â(�XiÊ, oX) soit dense. Par exemple, pour tout
Ú, le Þbr� en boules ouvertes de rayon Ú de base afÞno�de d�Þni en (0.1.5) est quasi-Stein,
car un recouvrement par des Þbr�s en boules ferm�es de rayon Ú'n @ Ú-, Ú 'n Ô â�*, v�riÞe
les conditions requises.

(0.1.10) Un morphisme d'espaces analytiques f : Y @ X est dit Þni s'il existe un re-
couvrement admissible (�Xi)i de X par des ouverts afÞno�des, tel que pour tout i l'ouvert
fÊ-1(�Xi) soit afÞno�de, et l'alg�bre â(�fÊ-1(�Xi), oY) Þnie sur â(�XiÊ, oX) [BG, 9.4.4]. Le
faisceau f*(oY) est alors une oXÊ-alg�bre coh�rente, dont la donn�e est �quivalente � celle
du morphisme f : Y @ X.

(0.1.11) Nous dirons qu'un morphisme d'espaces analytiques f : Y @ X est lisse (resp.
�tale) s'il existe des recouvrements admissibles (Yi)i et (�Xi)i de Y et X par des ouverts
afÞno�des, tels que :

(i) f(Yi) Ç X�iÊ;
(ii) si Ai = â(�XiÊ, oX), Bi = â(YiÊ, oY), il existe un isomorphisme

Bi  �  Ai{T1,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTn}�/�(�f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr),

avec det(ÙfjÊÊ/ÊÙTk)1Ê²Ê�j,ÊkÊ²Êr inversible dans Bi (resp. et r = n). Pour d'autres caract�risations
et propri�t�s des morphismes �tales et lisses, nous renvoyons � [BK], [Ki3] ou [Rb1].
Lorsque X = SpmÊK, les anneaux locaux de Y sont alors des anneaux r�guliers [BG, 7.3,
prop. 8].

Le faisceau des formes diff�rentielles relatives ã1
YÊ/ÊX est le oY-module i�/�iÊ2, o� i est

l'id�al de l'immersion diagonale Y ÌÊÊÊ@ Y |X Y ([BK], [Ki3], [Rb1])Ê; c'est un oYÊ-module
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coh�rent, qui est localement libre (resp. nul) si f est lisse (resp. �tale). On d�Þnit comme
en g�om�trie alg�brique le complexe de de Rham ãÖ

YÊ/ÊXÊ, la notion de module � connexion
int�grable sur Y relativement � X, et le complexe de de Rham eÊÊ¢ ãÖ

YÊ/ÊX � coefÞcients
dans un module � connexion int�grable (e, ø). Lorsque f est lisse, l'immersion diagonale
est r�guli�re, et les faisceaux oYÊ|ÊYÊ/�iÊnÊ+�1 sont localement libres de rang Þni sur oY (pour
les deux structures de oY-module)Ê; lorsque K est de caract�ristique nulle, on en d�duit les
pr�sentations �quivalentes usuelles de la notion de module � connexion int�grable sur Y,
relativement � X [Be1, II ¤ 4].

(0.1.12) Un espace analytique rigide S est dit connexe s'il satisfait l'une des conditions
�quivalentes suivantes :

(i) l'alg�bre â(S, oS) ne poss�de pas d'idempotents autres que 0 et 1Ê;
(ii) il n'existe pas de recouvrement admissible de S form� de deux ouverts non vides

disjoints.
Si S poss�de un recouvrement admissible par deux ouverts connexes d'intersection

non vide, alors S est connexe.

Le principe du prolongement analytique s'applique notamment sur les espaces
analytiques connexes et lisses :

(0.1.13) PROPOSITION. Ñ  Soient X un espace analytique rigide connexe, tel que l'an-
neau local oX,Êx soit int�gre pour tout x Ô X, et f Ô â(U, oX) une fonction analytique. S'il
existe un ouvert non vide U de X tel que la restriction de f � U soit nulle, alors fÊÊ= 0.

Supposons d'abord que X soit afÞno�de, soit X = SpmÊ�A. Comme X est connexe, il est
aussi connexe pour la topologie de Zariski [BG, 9.1, prop. 8]. Si x Ô X correspond � ~ Ç A,
les composantes irr�ductibles passant par x correspondent aux id�aux premiers
minimaux de A~�. Comme l'homomorphisme canonique A~ÊÊ@ oX,Êx est injectif [BG, 7.3,
prop. 3], et oX,Êx int�gre, il en est de m�me de A~ pour tout ~. On en d�duit que X est
irr�ductible, et A int�gre. L'homomorphisme AÊÊ@ oX,Êx est alors injectif pour tout x, et
l'�nonc� en r�sulte.

Dans le cas g�n�ral, soit (�Xi)iÊÔÊI un recouvrement admissible de X par des ouverts
afÞno�des. Quitte � rafÞner le recouvrement en rempla�ant chaque Xi par ses
composantes connexes, on peut supposer les Xi connexes. Si U õ Xi  ,̄ il r�sulte de ce
qui pr�c�de que f¾Xi

 = 0. Par suite, si X' est la r�union des Xi tels que f¾Xi
 = 0, X' est non

vide. Soit X" la r�union des Xi tels que f¾Xi
  0. Si f¾Xi

 = 0 et f¾Xj
  0, alors Xi õ Xj = ,̄

d'apr�s le cas pr�c�dent, si bien que X' õ X" = ¯. De plus, X' et X" sont des ouverts de X : il
sufÞt en effet, d'apr�s (0.1.1) (iv), de v�riÞer que X' õ Xi (resp. X" õ Xi) est ouvert pour
tout i, et cette intersection est soit �gale � XiÊ, soit vide. EnÞn, d'apr�s (0.1.1) (v), le
recouvrement (�X', X") de X est admissible, puisque (�Xi)iÊÔÊI est un recouvrement plus Þn.
Comme X est connexe, X" est vide, et f = 0.
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0.2. Espace analytique associ� � un v-sch�ma formel

(0.2.1) Soit a Ô µ un �l�ment non nul. Sauf mention explicite du contraire, nous
supposerons que, pour tous les v-sch�mas formels X consid�r�s dans cet article, la
topologie de oX est la topologie a-adique (condition qui ne d�pend pas du choix de a) :
l'espace topologique X, muni du faisceau de vÊ/�an�v��-alg�bres oXÊ/�an�oXÊ, est donc un
sch�ma usuel, et l'homomorphisme oX @ 

Ò#
limÊnÊoXÊ/�anoX est un isomorphisme. Nous

dirons qu'un v-sch�ma formel X est localement de type Þni (resp. de type Þni) s'il
poss�de un recouvrement (resp. un recouvrement Þni) par des ouverts afÞnes Xi = SpfÊ�AiÊ,
o� Ai est une v-alg�bre topologiquement de type Þni. Tout ouvert afÞne de X est alors
spectre formel d'une v-alg�bre topologiquement de type Þni.

Un v-sch�ma formel X est plat si et seulement s'il est sans torsion. Si X est lo-
calement de type Þni, et si i Ç oX est l'id�al de torsion, X' Ç X le support de oXÊ/�i, l'espace
annel� (�X', oXÊ/�i) est encore un v-sch�ma formel localement de type Þni, qui est le plus
grand sous-sch�ma formel plat de X : pour s'en assurer, il sufÞt de v�riÞer que si A est
une v-alg�bre topologiquement de type Þni, et I Ç A l'id�al des �l�ments de torsion, AÊ/ÊI
est s�par�e pour la topologie a-adiqueÊ; or AÊ/ÊIÊÊÇ (�AÊ/ÊI) ¢ K, et (�AÊ/ÊI) ¢ K = A ¢ K est une
alg�bre de Tate, donc s�par�e pour la topologie d�Þnie par les an(�AÊ/ÊI) [Ta1, 4.5].

(0.2.2) A tout v-sch�ma formel X localement de type Þni on peut associer un K-espace
analytique XKÊ, gr�ce � la construction qui suit, due � Raynaud (implicite dans [Ra1]Ê; voir
aussi [Mu1, pp. 133-134]).

Soit d'abord X = SpfÊ�A un v-sch�ma formel afÞne de type Þni. Puisque A est to-
pologiquement de type Þni, A ¢ K est une alg�bre de Tate, et, par d�Þnition, XK est
l'espace analytique afÞno�de Spm(�A ¢ K).

On observe alors que les points de XK sont en bijection avec les quotients de A qui sont
int�gres, Þnis et plats sur v. En effet, si R est un tel quotient, R ¢ K est une extension
Þnie de K, d�Þnissant un id�al maximal de A ¢ K. R�ciproquement, si K' est l'extension
Þnie de K d�Þnie par un id�al maximal de A ¢ K, l'image R de A dans K' est une v-
alg�bre plate int�gre. Si t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn sont des g�n�rateurs topologiques de la v-alg�bre A,
leurs images dans K' sont dans l'anneau de valuation v' de K' [Ta1, 5.2], et sont par
cons�quent enti�res sur vÊ; R est donc Þnie sur v. On remarque d'autre part que, v �tant
hens�lien et R Þnie int�gre, R est une v-alg�bre locale, et que le support de SpfÊ�R Ç SpfÊ�A
consiste en un unique point ferm� de X, qu'on appellera sp�cialisation du point x Ô
Spm(�A ¢ K) correspondant � R.

Soit maintenant X un v-sch�ma formel localement de type Þni. On d�Þnit XK
comme l'ensemble des sous-sch�mas ferm�s Z de X qui sont int�gres, Þnis et plats sur v.
Le support d'un tel sous-sch�ma Z est encore un point ferm� de X, qu'on appellera
sp�cialisation du point x Ô XK correspondant � Z. En associant � tout point de XK sa
sp�cialisation, on d�Þnit donc une application
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(0.2.2.1) sp  :  XK  Ê##@  X.

Pour tout ouvert afÞne U = SpfÊ�A Ç X, sp-1(U) est en bijection avec Spm(�A ¢ K) = UK et
peut donc �tre muni d'une structure d'espace analytique par transport de structure.

On d�Þnit alors la structure d'espace analytique de XK gr�ce � la proposition
suivante :

(0.2.3) PROPOSITION. Ñ  Soient X, X' deux v-sch�mas formels localement de pr�senta-
tion Þnie.

(i) Il existe sur XK une unique structure d'espace analytique v�riÞant les condi-
tionsÊ:

a) l'image inverse par l'application sp : XK @ X de tout ouvert (resp. recouvrement
ouvert) de X est un ouvert (resp. recouvrement admissible) de XKÊ;

b) pour tout ouvert afÞne U Ç X, la structure induite par XK sur UK = sp-1(U)
co�ncide avec celle qu'on a d�Þnie en (0.2.1) par transport de structure.

(ii) L'application sp d�Þnit de mani�re naturelle un morphisme de sites annel�s
XKÊÊ@ X [SGA 4, IV 4.9].

(iii) L'espace analytique XK est fonctoriel en X, et, pour tout morphisme de v-sch�mas
formels u : X @ X', le diagramme de morphismes de sites annel�s

X Ò##ÊÊÊ
sp

XK

u É É uK(0.2.3.1) À À
X 'Ê Ò##ÊÊÊ

sp
X'K

est commutatif.

L'espace analytique XK est appel� Þbre g�n�rique de X.

L'unicit� de la structure analytique de XK est claire. Pour prouver son existence, on
choisit un recouvrement de X par des ouverts afÞnes XiÊ; soit Ai = â(�XiÊ, oX). Pour recoller
les structures analytiques donn�es sur les XiÊKÊ, on consid�re d'abord, pour f Ô AiÊ, l'ouvert
afÞne D(�f�) Ç XiÊ. Regardant f comme un �l�ment de Ai ¢ K = â(�XiÊKÊ, oXiÊKÊ

), on a alors

(0.2.3.2) sp-1(D(�f�))  =  {Êx Ô XiÊK  ¾  ¾�f(x)¾ ³ 1}.

En effet, si x Ô XiÊK correspond � un quotient R de AiÊ, le point sp(x) est dans D(�f�) si et
seulement si l'image de f n'appartient pas � l'id�al maximal de R, donc si et seulement
si l'image de f n'appartient pas � l'id�al maximal de l'anneau de valuation v(x) Ç K(x),
i.e. si et seulement si ¾�f(x)¾ ³ 1. Par suite, sp-1(D(�f�)) est un domaine sp�cial dans XiÊKÊ.
De plus, on a

â(D(�f�), oX)  =  Ai{T}�/�(�fÊT - 1),

de sorte que D(�f�)K est l'espace analytique associ� � (�Ai ¢ K�){T}�/�(�f�T - 1), c'est-�-dire
pr�cis�ment l'espace analytique induit par XiÊK sur sp-1(�D(�f�)), d'apr�s (0.1.2.2).
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Comme l'espace topologique sous-jacent � Xi est noeth�rien, l'ouvert Xi õ Xj est
quasi-compact, donc r�union Þnie d'ouverts de la forme D(�f�), avec f Ô Ai (resp. f Ô Aj)Ê;
ce qui pr�c�de montre donc que XiÊK õ XjÊK = ôfÊ�ÊD(�f�)K est ouvert dans XiÊK (resp. XjÊK).
Fixons un recouvrement Þni de Xi õ Xj par des ouverts D(�f�), f� Ô AiÊ, et, pour tout �, un
recouvrement Þni de D(�f�) par des ouverts D(�f�Êº), avec f�Êº Ô AjÊ. Alors les sp-1(D(�f�Êº))
forment un recouvrement Þni de XiÊKÊÊõ XjÊK par des domaines sp�ciaux de XiÊK et de
D(�f�)KÊ; mais, comme D(�f�)K est un domaine sp�cial dans XjÊKÊ, les sp-1(D(�f�Êº)) sont
aussi des domaines sp�ciaux de XiÊK [BG, 7.2.4 th. 2]. Par cons�quent, les sp-1(D(�f�Êº))
constituent un recouvrement admissible de XiÊK õ XjÊK dans XiÊK et dans XjÊKÊ. D'apr�s ce
qui pr�c�de, la structure induite par XjÊK sur sp-1�(D(�f�Êº)) co�ncide avec celle de
D(�f�Êº)KÊ, qui co�ncide aussi avec celle qu'induit D(�f�)K = sp-1(D(Êf�)), elle-m�me �gale �
la structure induite par XiÊKÊ. Par suite, XiÊK et XjÊK induisent la m�me structure ana-
lytique sur XiÊK õ XjÊKÊ, ce qui permet de munir XK d'une structure analytique par
recollement.

Comme la topologie de XK est satur�e par construction, il sufÞt pour prouver la
condition a) de la prouver lorsqu'on remplace X par l'un des XiÊ; comme Xi a une base
d'ouverts de la forme D(�f�), elle r�sulte de la quasi-compacit� de U. L'assertion b) r�sulte
de ce que XiÊK et UK induisent la m�me structure sur XiÊK õ UKÊ, d'apr�s le raisonnement
pr�c�dent.

L'application sp d�Þnit alors un morphisme de sites XK @ X (au sens de [SGAÊ4, I V
4.9.3]). Si U est un ouvert afÞne de X, on a par construction

â(U, sp*ÊoXKÊ
)  =  â(sp-1(U), oXKÊ

)  =  â(U, oX) ¢ K.

Le pr�faisceau V �ÊÊÊ@ â(V, oX) ¢ K est un faisceau sur V, car l'espace sous-jacent � U est
noeth�rien. On en d�duit l'identiÞcation

(0.2.3.3) sp*ÊoXK
  =  oX ¢ K,

et, pour tout ouvert U Ç X, un homomorphisme

(0.2.3.4) â(U, oX) ¢ K  Ê##@  â(U, oXKÊ
)

qui est un isomorphisme lorsque U est quasi-compact. En particulier, le morphisme sp
est ainsi un morphisme de sites annel�s.

Soit enÞn u : X @ X' un morphisme de v-sch�mas formels. Si Z = SpfÊ�R est un sous-
sch�ma formel de X, int�gre, Þni et plat sur v, de support z Ô X, soient z' = u(z), et Z' Ç X'
le sous-sch�ma formel dont l'alg�bre R' est d�Þnie par le carr� commutatif

o�X', z'Ê ##@ o�X, zÊÊÊÊÊÊ

É É
ÀÀ ÀÀ
R' ####@ ÊR.

La v-alg�bre R' est alors int�gre, Þnie et plate. On d�Þnit u : XK @ X 'K en envoyant le
point correspondant � Z sur celui qui correspond � Z'. Pour v�riÞer que uK est continue,
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on se ram�ne au cas o� X et X' sont afÞnes, d'alg�bres A, A', et, si u est d�Þni par Ä : A' @
A, u��K s'identiÞe, via la discussion de (0.2.2), � l'application Spm(�A ¢ K�) @ Spm(�A' ¢ K�)
d�duite de Ä. L'extension de u�K aux faisceaux d'anneaux est alors imm�diate, ainsi que
la commutativit� de (0.2.3.1).

(0.2.4) Remarques. Ñ  (i)ÊÊL'espace analytique XK est quasi-s�par�. En effet, si UÊÊÇ XK
est un ouvert afÞno�de, le recouvrement de U par les U õ XiÊK est admissible, donc U est
recouvert par un nombre Þni de U õ XiÊKÊ; on se ram�ne alors � v�riÞer que les U õ XiÊK
sont quasi-compacts. Soit (Uj) Ô Cov(U) un recouvrement Þni de U par des domaines
sp�ciaux rafÞnant le recouvrement par les U õ XiÊKÊ, avec Uj Ç Xi(j)ÊKÊ; il sufÞt que les Uj õ
XiÊK soient quasi-compacts. Mais Xi(j)ÊK õ XiÊK est r�union Þnie de domaines sp�ciaux de
Xi(j)ÊK�, donc Uj õ XiÊK est r�union Þnie de domaines sp�ciaux de Uj�, et est par cons�quent
quasi-compact.

(ii) Si X est de type Þni, XK est quasi-compact.

(iii) XK ne d�pend que du plus grand sous-sch�ma formel plat de X.

(iv) Le foncteur XK commute aux produits, et transforme immersions ouvertes (resp.
ferm�es) en immersions ouvertes (resp. ferm�es).

(v) Gr�ce � (0.2.3.4), on peut consid�rer toute section f Ô â(U, oX) comme une
fonction analytique sur l'ouvert UK Ç XKÊ, qu'on notera encore f. On observera que, pour
tout x Ô UKÊ, on a

(0.2.4.1) ¾�f(x)¾  ²  1.

En particulier, lorsque U est afÞne, la formule (0.2.3.2) peut encore s'�crire

(0.2.4.2) s

(vi) Soit T Ç XK un sous-espace analytique ferm�, d�Þni par un id�al coh�rent i Ç
oXKÊ

. Soit i' le noyau de l'homomorphisme compos�

oX  Ê#@  sp*ÊoXK
  Ê#@  sp*ÊoTKÊ

.

Comme oXÊ/�i' est plat, on v�riÞe facilement que i' d�Þnit un sous-sch�ma formel ferm�
T' Ç X, tel que T 'K = T, appel� adh�rence sch�matique de T dans X.

(0.2.5) Exemples. Ñ  (i)ÊÊSoit X = SpfÊÊv{t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtd} l'espace afÞne formel de dimension
relative d sur v. Alors XK = SpmÊK{t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtd} est la boule unit� ferm�e de � d

KÊ.

(ii) Soient f Ô v{t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtd}, U = D(�f�)Ê; comme on l'a vu plus haut, UK est l'ouvert de la
boule unit� ferm�e d�Þni par la condition ¾�f(x)¾ = 1. Ainsi, pour X = ^�GmÊvÊ, XK est la
couronne d�Þnie par ¾t(x)¾ = 1 dans SpmÊK�{t}.

(iii) Nous donnerons d'autres exemples en (0.3.6).

(0.2.6) Supposons maintenant, jusqu'� la Þn de (0.2), que v soit un anneau de valuation
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discr�te. On peut alors construire la Þbre g�n�rique d'un v-sch�ma formel sous des
hypoth�ses plus g�n�rales que celles de (0.2.1).

Soient en effet X un v-sch�ma formel localement nÏth�rien, i un id�al de d�Þnition
de X. On suppose que le sous-sch�ma ferm� X0 Ç X d�Þni par i est un v-sch�ma
localement de type Þni Ê; on observera que cette condition est ind�pendante du choix de
l'id�al de d�Þnition i. Sous ces hypoth�ses, on peut associer fonctoriellement � X un K-
espace analytique, que nous noterons encore XKÊ, de mani�re � retrouver la construction
pr�c�dente dans le cas o� la topologie de oX est la topologie µ-adique.

Consid�rons d'abord le cas o� X est afÞne, soit X = SpfÊ�A, et Þxons une famille
f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr de g�n�rateurs de I = â(X, i). Pour tout n ³ 1, posons

Bn  =  A{T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr}Ê/Ê(�f1
ÊÊn - ¹�T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr

ÊÊn - ¹�Tr),

o� A{T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr} d�signe le compl�t� de A[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr] pour la topologie ¹-adique. Les
hypoth�ses faites sur X entra�nent que BnÊ/Ê¹�Bn � AÊ/�(¹, f1

ÊÊn
Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr

ÊÊn)�[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr] est une
k-alg�bre de type Þni, de sorte que Bn est une v-alg�bre topologiquement de type Þni, et
BnÊÊ¢ K une alg�bre de Tate. Pour n' ³ n, il existe un homomorphisme canonique
Bn'ÊÊ@ÊÊBn envoyant Ti

Ê' sur fi
ÊÊn'Ê-Ên�TiÊ, et le morphisme

Spm(Bn ¢ K)  Ê##@  Spm(Bn' ¢ K)

qui s'en d�duit identiÞe Spm(Bn ¢ K) au domaine sp�cial de Spm(Bn' ¢ K) d�Þni par les
conditions ¾�fi(x)¾ ² ¾¹¾�1/�n. On d�Þnit alors XK comme l'espace analytique r�union des
Spm(Bn ¢ K), dont ceux-ci forment un recouvrement admissible par construction.
L'espace XK ne d�pend ni du choix des g�n�rateurs fiÊ, ni de l'id�al de d�Þnition i. En
effet, si g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgs engendrent un id�al de d�Þnition j, et si l'on note Cn la famille
d'alg�bres d�Þnie comme plus haut � partir des gjÊ, il existe des relations de la forme
g j

�mÊÊ= ÏÊi hiÊjÊ�fiÊ, ce qui montre que les gj
�mnr/�¹ sont des �l�ments � puissances born�es dans

Bn ¢ K. On en d�duit pour tout n un homomorphisme canonique Cmnr ¢ K @ Bn ¢ K, et
on v�riÞe alors facilement que ces homomorphismes sont compatibles pour n variable et
d�Þnissent un isomorphisme ôn Spm(Bn ¢ K) Ê #ÊÊ �Ê@ ôn Spm(Cn ¢ K). On voit de m�me
que XK est fonctoriel en X. On observera que, lorsque µ�oX est un id�al de d�Þnition de X,
on peut prendre ¹ pour famille de g�n�rateurs, et l'homomorphisme AK @ Bn ¢ K est
alors un isomorphisme pour tout n. On retrouve donc bien dans ce cas la d�Þnition
pr�c�dente de la Þbre g�n�rique XKÊ.

Il existe encore un morphisme de sites annel�s sp : XK @ X, qu'on peut d'ailleurs
d�duire de (0.2.2.1) de la mani�re suivante. Pour n' ³ n, les homomorphismes naturels
AÊÊ@ Bn' @ Bn donnent des diagrammes commutatifs

Spm(Bn' ¢ K) ÊÊ##@sp
Spf�(Bn')

É É
É É X
À À

Spm(Bn ¢ K) ÊÊ##@sp
Spf�(Bn),
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et le morphisme sp : XK @ X s'en d�duit par passage � la limite. Il est clair que le
morphisme sp est fonctoriel en X. En particulier, soient g Ô A, et U = SpfÊ�A{g}Ê. Le
morphisme canonique UK @ XK induit alors un isomorphisme UK Ê #ÊÊ �Ê@ sp-1(U). En effet,
si on note

B'n  =  A{g}{T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr}Ê/Ê(�f1
ÊÊn - ¹�T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr

ÊÊn - ¹�Tr),

on a B 'n � Bn{T}Ê/Ê(Tg - 1), de sorte que Spm(B 'n ¢ K) s'identiÞe au domaine sp�cial Vn de
Spm(Bn ¢ K) d�Þni par la condition ¾g(x)¾ = 1. Si Un est l'image inverse de U dans
Spm(Bn ¢ K), l'ouvert Vn n'est autre que sp-1(Un) d'apr�s (0.2.2). Comme UK =
ônÊÊSpm(B 'n ¢ K), l'assertion en r�sulte.

Dans le cas g�n�ral, on peut d�Þnir XK en prenant un recouvrement affine (Xi) de
X, et en recollant les XiÊK gr�ce � la remarque pr�c�dente, suivant la m�thode de (0.2.3).

Remarque. Ñ  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes, il n'est plus vrai en g�n�ral que XK soit
un espace analytique quasi-compact. Si on prend par exemple pour X le sch�ma formel
SpfÊ�v[[t]], dont la topologie est d�Þnie par l'id�al (t), l'espace afÞno�de
Spm((v[[t]]{T}�/�(t�n - ¹T)) ¢ K) est le disque unit� ferm� de rayon ¾¹¾1/Ên, et XK est alors
le disque unit� ouvert.

Si Z est un sous-sch�ma ferm� de X0Ê, et ^X le compl�t� formel de X le long de Z, la
proposition suivante montre qu'on peut identiÞer la Þbre g�n�rique de ^X � l'image
inverse de Z par le morphisme de sp�cialisation sp : XK @ X. Ce point de vue sera utilis�
syst�matiquement en (1.1) pour d�Þnir le tube associ� � un sous-sch�ma ferm� de la Þbre
sp�ciale d'un sch�ma formel µ-adique.

(0.2.7) PROPOSITION. Ñ  Soient X un v-sch�ma formel v�riÞant les hypoth�ses de
(0.2.6), i un id�al de d�Þnition de X, X0 = V(i), Z Ç X0 un sous-sch�ma ferm�. Notons ^X
le compl�t� formel de X le long de Z. Si sp : XK @ X est le morphisme de sp�cialisation,
sp-1(Z) est un ouvert de XKÊ, et le morphisme canonique ^XK @ XK induit un isomor-
phisme d'espaces analytiques

^XK  Ê#�#@  sp-1(Z).

Par recollement, on se ram�ne au cas o� X est afÞne. Posons X = SpfÊ�A, I = â(X, i),
et soit J � I l'id�al de Z. On choisit des g�n�rateurs f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr de I, et des g�n�rateurs
g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgs de J. Notons comme pr�c�demment

Bn  =  A{T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr}Ê/Ê(�f1
ÊÊn - ¹�T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr

ÊÊn - ¹�Tr),

et Un = Spm(Bn ¢ K). D'apr�s (0.2.3.2), un point x Ô Un est tel que sp�(x) Ô Z si et
seulement si on a ¾�gi(x)¾ < 1 pour tout i, gi �tant consid�r� comme �l�ment de BnÊ.
Comme les Un forment un recouvrement admissible de XKÊ, il en r�sulte que sp-1(Z) est
un ouvert de XKÊ. Soit Ún = ¾¹¾1/�n. On peut �crire sp-1(Z) comme la r�union des afÞno�des
Vn = {Êx Ô Un ¾ × i, ¾�gi(x)¾ ² ÚnÊ} = Spm(B 'n ¢ K), o�
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B 'n  =  Bn{T1�',Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTs�'}Ê/Ê(g 1
�n - ¹T1�'�,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgs

�n - ¹Ts�').

D'autre part, si ^AÊ est le compl�t� J-adique de A, et si l'on pose

Cn  =  ^A{T1�',Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTs�'}Ê/Ê(g 1
�n - ¹T1�'�,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgs

�n - ¹Ts�'),

^XK est par construction la r�union des ouverts Wn = Spm(Cn ¢ K). Comme il existe des
�l�ments hiÊj Ô A tels que fi = ÏÊjÊhiÊjÊgjÊ, les �l�ments fi

ÊÊnsÊ/Ê¹ sont � puissances born�es dans
Cn ¢ K, de sorte que l'homomorphisme A @ Cn ¢ K se factorise par Bns ¢ K, puis par
B 'nsÊÊ¢ K. Par suite, le morphisme Ä : ^XK @ XK envoie Wn dans VnsÊ. R�ciproquement, on
observe que B 'ns est nÏth�rien et complet pour la topologie µ-adique, donc aussi complet
pour la topologie J-adique [AM, ch. 10, ex. 5], celle-ci �tant plus Þne d'apr�s les relations
g i

�n = ¹Ti�'. Le morphisme A @ B 'ns se factorise donc par ^A, et on en tire une factorisation
Cns ¢ K @ B 'ns ¢ K. Il en r�sulte que Ä induit un isomorphisme de ^XK sur sp-1(Z).

0.3. Espace analytique associ� � un K-sch�ma

Soit X un K-sch�ma localement de type Þni. Nous rappelons ici comment munir
l'ensemble XÊf des points ferm�s de X d'une structure d'espace analytique (voir aussi
[BG, 9.3.4], [FV, (III.4.6)] ou [GV, III (1.18) (5)])Ê; l'espace analytique ainsi obtenu sera
not� XÊan.

(0.3.1) Supposons X afÞneÊ; soit X = SpecÊ�A, et Þxons une pr�sentation

 A  �  K��[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�/�(�f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr).

Pour tout m ³ 0, soient A 0
m l'image dans A de la v-alg�bre v�[amt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êa

mtn], o� aÊÊÔ µ est
un �l�ment Þx�, et Xm Ç XÊf l'ensemble des points tels que ¾ti(x)¾ ² ¾a¾�-�m pour tout iÊ; en
posant t i

�(m) = amtiÊ, fj
ÊÊ�(m) = fj(a-mt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êa

-mtn), on a donc

A  �  K��[t1
�(m),Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn

�(m)]�/�(�f1
ÊÊ�(m),Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr

ÊÊ�(m)).

La sous-v-alg�bre A 0
m

 de A d�Þnit une topologie sur A, et la K-alg�bre s�par�e compl�t�e
correspondante est

^Am = K�{t1
�(m),Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn

�(m)}�/�(�f1
ÊÊ�(m),Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr

ÊÊ�(m))

(car tout id�al de K{t 1
�(m),Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn

�(m)} est ferm�). Si Ä : A @ B est un K-homomorphisme de A
dans une K-alg�bre de Tate, il d�Þnit une application entre les spectres maximaux h :
SpmÊB @ SpmÊ�A = XÊf. Pour que Ä se factorise par �^AmÊ, il faut et sufÞt que Ä(�A 0

m) soit born�
dans B, soit encore, d'apr�s [Ta1, 5.2], que ¾Ä(t i

(m))(y)¾ ² 1 pour tout i et tout y Ô SpmÊB. I l
en r�sulte que l'homomorphisme canonique A @ ^Am est universel pour les homomor-
phismes de A dans une alg�bre de Tate B tels que h(SpmÊB) Ç XmÊ.

En particulier, l'homomorphisme canonique A @ ^Am induit une bijection SpmÊ� ^Am @
XmÊ, qui munit Xm d'une structure d'espace analytique afÞno�de. Pour tout m, Xm est un
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domaine sp�cial de XmÊ+�1Ê, et la structure analytique induite par XmÊ+�1 est �gale � celle de
XmÊ. Il existe donc sur XÊf = ôm Xm une unique structure d'espace analytique pour
laquelle les Xm forment un recouvrement admissible, et induisant la structure donn�e
sur les XmÊ. Cette structure est ind�pendante du choix de a et de la pr�sentation A �
K��[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�/�(�f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr). En effet, si on choisit un autre �l�ment a' Ô µ, et une
pr�sentation

A  �  K��[t'1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êt 'n']�/�(�f1Ê'Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊfÊ'r')

d�Þnissant des sous-ensembles X'm Ç XÊf, il existe des polyn�mes gi tels que
t 'iÊÊÊ=ÊÊgi(t1,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn). Par suite, il existe pour tout m un entier m' tel que Xm Ç X'm'Ê, et Xm est
un domaine sp�cial de X'm'Ê. La propri�t� universelle de ^Am montre que ^Am est aussi
l'alg�bre du domaine sp�cial Xm de X'm'Ê, de sorte que la structure analytique de Xm co�n-
cide avec celle qu'induit X'm'Ê; l'unicit� de la structure analytique d�Þnie sur XÊf en
r�sulte.

(0.3.2) LEMME. Ñ  Soient X un K-sch�ma afÞne de type Þni, XÊan l'espace analytique
associ� d�Þni en (0.3.1).

(i) Si U Ç X est un ouvert de Zariski, U õ XÊan est un ouvert de XÊanÊ; si (Ui)i est un
recouvrement ouvert (de Zariski) de U, (Ui õ XÊan)i est un recouvrement admissible de
UÊÊõ XÊan.

(ii) Pour tout f Ô â(�X, oX), la structure analytique de D(�f�)an co�ncide avec la
structure induite par XÊan sur D(�f�) õ XÊan.

Puisque les Xm forment un recouvrement admissible de X�Êan, il sufÞt pour prouver (i)
de v�riÞer que les Xm õ U (resp. (�Xm õ Ui)i) sont ouverts dans Xm (resp. forment un
recouvrement admissible de Xm õ U) pour tout mÊ; comme XmÊÊõ U (resp. (�Xm õ Ui)i) est
un ouvert de Zariski (resp. un recouvrement par des ouverts de Zariski) de XmÊ, cela
r�sulte de (0.1.3) (ii).

Soient f Ô â(�X, oX), D(�f�) Ç XÊ; Þxons a Ô µ, et une pr�sentation

â(�X, oX)  �  K��[t1�,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�/�(�f1�,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr).  

On en d�duit la pr�sentation

â(D(g), oX)  �  K��[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊtnÊ,�ÊtnÊ+1]�/�(�f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊfrÊ, f�tnÊ+�1 - 1),

d�Þnissant le recouvrement admissible (Um)m de UÊan. Il sufÞt alors de montrer que XÊan

et UÊan induisent la m�me structure sur les UmÊ. Mais Um est le domaine sp�cial de Xm
d�Þni par la condition ¾tnÊ+�1(x)¾ ² ¾a¾Ê-Êm, soit encore ¾�f(x)¾ ³ ¾a¾m, et les alg�bres
associ�es � Um comme ouvert de UÊan ou comme domaine sp�cial de Xm satisfont la m�me
propri�t� universelle, d'o� la co�ncidence des deux structures.

La construction de XÊan dans le cas g�n�ral s'ach�ve par la proposition :
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(0.3.3) PROPOSITION. Ñ  Soient X, X' deux K-sch�mas localement de pr�sentation Þnie.
(i) Il existe sur l'ensemble des points ferm�s de X une unique structure d'espace

analytique XÊan v�riÞant les conditions :
a) pour tout ouvert U Ç X (resp. recouvrement ouvert de U), U õ XÊan est un ouvert de

XÊan (resp. un recouvrement admissible de U õ XÊan)Ê;
b) pour tout ouvert afÞne U Ç X, la structure induite par XÊan sur U õ XÊan = UÊan

co�ncide avec celle qui a �t� d�Þnie en (0.3.1).
(ii) L'inclusion i : XÊan @ X est de mani�re naturelle un morphisme de sites annel�s

[SGA, IV 4.9].
(iii) L'espace analytique XÊan est fonctoriel en X, et, pour tout morphisme de K-

sch�mas u : X @ X', le diagramme de morphismes de sites annel�s

XÊanÊ Ê##@ X
uan É É u

(0.3.3.1) À À
X'Êan Ê##@ ÊX'

est commutatif.

Compte tenu du lemme (0.3.2), la d�monstration de (i) est formellement identique
�Êcelle de (0.2.3) (i). Pour d�Þnir un morphisme oX @ i*ÊoXÊan faisant de i un morphisme
de sites annel�s, il sufÞt de donner, pour tout ouvert afÞne U Ç X, un homomorphisme
â(U, oX) @ â(UÊan, oXÊan) compatible aux restrictions. Les Um formant un recouvrement
admissible croissant de UÊan, on a

â(UÊan, oXÊan)  =  
Ò#
limÊm â(UmÊ, oXÊan)  =  ÒÊli #mÊm ^Am

(en reprenant les notations de (0.3.1) pour A = â(U, oX)), et l'homomorphisme cherch�
est l'homomorphisme canonique A @ 

Ò#
limÊmÊ ^AmÊ.

Soit u : X @ X'Ê; alors u induit une application uan de l'ensemble des points ferm�s de
X dans l'ensemble des points ferm�s de X'. Pour v�riÞer la continuit� de uan, on se
ram�ne au cas o� X = SpecÊ�A, X' = SpecÊ�A', et on se donne des pr�sentations A =
K��[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�/ÊI, A' = K��[t '1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êt'n']�/ÊI'Ê; soit Ä : A' @ A d�Þnissant u. Comme les Ä(t 'i) sont des
polyn�mes en les tjÊ, il existe pour tout m un entier m' tel que u(�Xm) Ç X'm'Ê. On en d�duit
un carr� commutatif

^Ä
mÊm'^A'm' ###@ ^Am

û û
É É
A' ####@ A

qui montre que la restriction de uan � Xm est induite par le morphisme d'alg�bres de Tate
^ÄmÊm'Ê. Comme les Xm forment un recouvrement admissible de X, la continuit� de uan en
d�coule. EnÞn les ̂ÄmÊm' font de u : Xm @ X'm' un morphisme d'espaces afÞno�des, donnant
par recollement l'extension de uan aux faisceaux d'anneaux. La commutativit� du
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diagramme (0.3.3.1) est alors �vidente.

(0.3.4) Remarques. Ñ  (i)ÊÊLe foncteur XÊan commute aux produits Þbr�s, transforme
immersions ouvertes (resp. ferm�es) en immersions ouvertes (resp. ferm�es).

(ii) Si X est s�par�, il en est donc de m�me de XÊan. Nous verrons plus bas que, bien
que X soit toujours quasi-s�par�, il n'en est pas n�cessairement de m�me pour XÊan (cf.
(0.3.6) (ii)).

Lorsqu'on part d'un v-sch�ma X localement de type Þni les constructions expos�es
en (0.2) et (0.3) sont reli�es par la proposition suivante :

(0.3.5) PROPOSITION. Ñ  Soient X un v-sch�ma localement de type Þni, ^X son compl�t�
formel, ^XK la Þbre g�n�rique de ^X (au sens de (0.2.3)), XK la Þbre g�n�rique de X, ÊXKÊ

an

l'espace analytique associ� � XKÊ. Il existe un morphisme canonique d'espaces
analytiques � : ^XK @ XKÊ

anÊ; le morphisme � est une immersion ouverte lorsque X est
s�par�, de type Þni, et est un isomorphisme lorsque X est propre sur v.

Soient Xk la Þbre sp�ciale de X, et Z Ç ^X un sous-sch�ma formel ferm�, int�gre, Þni
et plat sur v, d'alg�bre R. Si U Ç X est un ouvert afÞne, d'alg�bre A, contenant le point
ferm� de Xk support de Z, Z est un sous-sch�ma formel ferm� du compl�t� formel Û de U.
On en d�duit les homomorphismes A @ ^A @ÊÊ@ R, o� ^AÊÊ= â(�Û, ôX) est le compl�t� a-adique
de A. L'image de A dans R est denseÊ; comme R ¢ K est un espace vectoriel de dimension
Þnie, l'image de A ¢ K est ferm�e dans R ¢ K, donc �gale � RÊÊ¢ K. Il existe alors n tel
que anR soit contenu dans l'image de A, de sorte que celle-ci est ouverte dans RÊ; �tant
dense, elle est donc �gale � R. Le quotient R de A d�Þnit un unique sous-sch�ma ferm� Y
de U, tel que ^Y = ^ZÊ; la Þbre g�n�rique de Y est le point ferm� x de UK (donc de XK)
correspondant au quotient R ¢ K de A ¢ K. On v�riÞe imm�diatement qu'il ne d�pend
pas du choix de UÊ; l'application � : ¾�̂XK¾ÊÊ@ ¾�X KÊ

an¾ est alors celle qui associe au point de ^XK
correspondant � Z le point ferm� x de XKÊ. Il est clair qu'elle est fonctorielle en X.

Pour v�riÞer que � est continue, il sufÞt de montrer que pour tout ouvert afÞne V Ç
X, et tout ouvert U (resp. recouvrement admissible (Ui)i) de XKÊ

an, �-1(U) (resp. (�-1(Ui)i)
est un ouvert (resp. recouvrement admissible) de ^VK. Comme le morphisme ^VK @ ^XK @
X KÊ

an se factorise par l'ouvert V KÊ
an de X KÊ

an, on est ramen� � v�riÞer la continuit� de � dans le
cas o� X est afÞne. Dans ce cas, ^XK = SpmÊ^A ¢ K est l'ouvert XKÊ0 de XKÊ

an (avec les
notations de 0.3.1), et l'application � est l'inclusion naturelle de XKÊ0 dans X KÊ

an, continue
par construction. Dans ce cas, � est m�me de fa�on �vidente un morphisme d'espaces
analytiques. Lorsque V varie, ces morphismes se recollent, ce qui fait de � un morphisme
d'espaces analytiques dans le cas g�n�ral.

Lorsque X est s�par� sur v, le morphisme Y @ X est propre, puisque Y est Þni sur
v. Par suite, Y est ferm� dans X et est l'adh�rence sch�matique de sa Þbre g�n�riqueÊ;
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l'injectivit� de � en r�sulte. Pour tout ouvert afÞne V de X, ^VK est l'ouvert afÞno�de XKÊ0 de
X KÊ

an, donc est un ouvert afÞno�de de X KÊ
an. Si de plus X est de type Þni, ^XK est une r�union

Þnie d'ouverts afÞno�des de X KÊ
anÊ; comme X KÊ

an est s�par�, ^XK est donc un ouvert de X KÊ
an. De

m�me, si (�Xi)i est un recouvrement afÞne Þni de X, les ^XiÊK forment un recouvrement
admissible de ^XK dans X KÊ

an. Comme les structures analytiques induites par ^XK et X KÊ
an sur

^XiÊK co�ncident pour tout i, la structure analytique de ^XK est la structure induite par X KÊ
an.

Supposons enÞn X propre sur v. Soit x un point de X KÊ
an, consid�r� comme point

ferm� de XKÊ, de corps r�siduel K(x). Si v(x) est l'anneau des entiers de K(x), le crit�re
valuatif de propret� montre qu'il existe un unique v-morphisme SpecÊ�v(x) @ X
prolongeant le morphisme SpecÊK(x) @ XKÊ. Son image sch�matique est un sous-sch�ma
ferm� de X, int�gre, Þni et plat sur v. Son compl�t� formel Z est alors un sous-sch�ma
formel de ^X v�riÞant les m�mes propri�t�s, qui correspond � un point de XK dont l'image
par � est x.

(0.3.6) Exemples. Ñ  (i)ÊÊSi X est l'espace afÞne de dimension n sur v, le morphisme � :
^XK @ X KÊ

an est l'inclusion de la boule unit� ferm�e dans l'espace afÞne analytique � K
nÊÊan.

(ii) Soit X le sch�ma non s�par� obtenu en recollant deux copies X1 et X2 de la droite
afÞne � 1

v le long de l'ouvert U compl�mentaire de la section nulle. Le compl�t� formel ^X
est alors le sch�ma formel obtenu en recollant deux copies ^Xi de la droite afÞne formelle
le long de �Û. Sa Þbre g�n�rique ^XK est donc obtenue en recollant les deux copies ^XiÊK du
disque unit� ferm� le long de �ÛKÊ, qui est la couronne d�Þnie par ¾t(x)¾ = 1. D'autre part,
X KÊ

an s'obtient en recollant deux copies de � K
1Êan le long du compl�mentaire de l'origine. Le

morphisme � : ^XK @ X KÊ
an est donc le recollement des deux ouverts ^XiÊK le long du disque

unit� ouvert �point�, et n'est pas injectif.
On remarquera que X KÊ

an n'est pas quasi-s�par�, car l'intersection des deux copies du
disque unit� ferm� est �gale au disque unit� ferm� �point�, qui n'est pas quasi-compact.

(iii) Si X est l'espace projectif æ v
ÊnÊ, � est un isomorphismeÊ; XK et X KÊ

an sont donc �gaux �
l'espace projectif æ K

ÊnÊ, muni de sa structure analytique. Soit (t0Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn) un syst�me de
coordonn�es homog�nes, et notons Xi l'ouvert o� tiÊÊÊÊ0. Un point x Ô æ K

ÊnÊ, de corps r�siduel
K(x), est d�Þni par (t0(x),Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn(x)) Ô K(x)nÊ+Ê1, d�termin�s � multiplication pr�s par un
�l�ment de K(x)*Ê; on peut supposer que les ti(x) sont dans v(x), et que ¾ti(x)¾ = 1 pour
un i. L'adh�rence sch�matique de x est l'image du morphisme SpecÊ�v(x) @ æ v

Ên d�Þni
par (t0(x),Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn(x)), et elle a pour Þbre sp�ciale le point image de Spec(v(x)Ê/Êµ(x)) @
æk

ÊnÊ; il appartient � Xi | SpecÊk si et seulement si ¾ti(x)¾ = 1. Par suite, la Þbre g�n�rique
^XiÊK de ^Xi est l'ouvert de æ K

ÊnÊÊan d�Þni par :

(0.3.6.1) × j,   ¾tj(x)¾  ²  ¾�ti(x)¾.
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1.  LE TUBE ASSOCI� A UN SOUS-SCH�MA D'UN SCH�MA FORMEL

Soient P un v-sch�ma formel de type Þni, X un k-sch�ma, et supposons donn�e une
v-immersion X @ P. On se propose d'associer fonctoriellement � ces donn�es un ouvert
de la Þbre g�n�rique PK de P, le tube de X dans PKÊ, et certains voisinages particuliers de
celui-ci, dits stricts, qui permettent d'�tendre � des situations g�om�triques plus
g�n�rales la notion de surconvergence, classique en analyse p-adique depuis les travaux
de Dwork et Monsky-Washnitzer. Les th�or�mes de Þbration �tablis en (1.3) pour ces
tubes sont une �tape essentielle de la construction de la cohomologie rigide.

On rappelle que, pour tout ouvert U Ç P et tout f Ô â(U, oP), on consid�re f comme
une fonction analytique sur l'ouvert UK de PK gr�ce � l'homomorphisme (0.2.3.4), et que
¾�f(x)¾ ² 1 pour tout x Ô UKÊ.

1.1. D�Þnitions et propri�t�s �l�mentaires des tubes

(1.1.1) PROPOSITION. Ñ  Soient P un v-sch�ma formel localement de type Þni, de
r�duction P0 sur k, et X Ç P0 un sous-k-sch�ma. Le sous-ensemble sp-1(�X�) des points de
PK dont la sp�cialisation est dans X est un ouvert de PKÊ. S'il existe des sections f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊfrÊ,
g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgs Ô â(P, oP), de r�ductions Ềf1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊỀfrÊ, `g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êg̀sÊÔ â(P0Ê,ÊÊoP0

), telles que X = Y õ U,
avec Y = V(�Ềf1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊỀfr), U = D(�g̀1) ô .Ê.Ê. ô D(�g̀s), alors sp-1(�X�) est l'ouvert de PK d�Þni par
les conditions

(1.1.1.1) × i,  ¾�fi(x)¾  <  1,      ÁÊj,  ¾�gj(x)¾  =  1.

Puisque, pour tout recouvrement afÞne (P�)� de P, le recouvrement (P�ÊK)� de PK est
admissible, on peut supposer P afÞne, et la premi�re assertion r�sulte de la seconde.

D'apr�s (0.2.3) et (0.2.4.2), sp-1(U) est ouvert dans PKÊ, d�Þni par la condition

Á j,   ¾�gj(x)¾  =  1.

Comme V(�fi) est compl�mentaire de D(�fi), on d�duit de (0.2.3.2) :

sp-1(V(�fi))  =  {Êx Ô PK ¾ ¾�fi(x)¾ < 1},

et sp-1(V(�fi)) est ouvert d'apr�s (0.1.3) (iii). Par suite, sp-1(�X�) est intersection Þnie
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d'ouverts, donc est ouvert, et est d�Þni par les conditions de (1.1.1.1).

(1.1.2) D�Þnitions. Ñ  (i)ÊÊSous les hypoth�ses de (1.1.1), l'ouvert sp-1(�X�), muni de la
structure analytique induite par celle de PKÊ, est appel� tube de X dans PKÊ; on le notera
]�X�[PÊ, ou simplement ]�X�[.

Par construction, ]�X�[ ne d�pend que du sous-sch�ma r�duit XredÊ. De m�me, on ne
restreint pas la g�n�ralit� en consid�rant les sous-sch�mas de P0 plut�t que les sous-
sch�mas formels (�ventuellement annul�s par un id�al � Ç µ) de P.

(ii) Supposons maintenant donn�e une v-immersion de X dans un v-sch�ma
alg�brique s�par� P, et soit ^P le compl�t� formel de P. L'immersion de X dans P se
factorise par ^P. D'autre part, la Þbre g�n�rique P̂K de ^P s'identiÞe, d'apr�s (0.3.5), � un
ouvert de l'espace analytique PK

ÊÊan associ� � la Þbre g�n�rique PK. On peut donc encore
d�Þnir le tube de X dans PKÊ, qu'on notera aussi ]�X�[PÊ, comme �tant le tube ]�X�[ ^PÊ,
consid�r� comme un ouvert de PK

ÊÊan.

(1.1.3) Exemple. Ñ  Soient X un sch�ma quasi-projectif sur k, X ÌÊÊÊ@ æv
Ên une immersion.

Il existe alors des polyn�mes homog�nes f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊfrÊ, g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊgsÊÔ v�[t0Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn], de r�ductions
Ềf�1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊỀfrÊ, `g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ềgs Ô k[t0�,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn], tels que X = Y õ U, avec Y = V(�Ềf1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊỀfr), U = D+(�g̀1) ô
.Ê.Ê. ô D+(� `gs). Soient P l'espace projectif formel associ� � æ v

ÊnÊ; sa Þbre g�n�rique est
l'espace projectif analytique æK

ÊnÊan (cf. (0.3.6) (iii)). En utilisant le recouvrement de P par
les ouverts Ui = D+(ti), et la description de UiÊK par les conditions (0.3.6.1), on voit que
]�X�[P est l'ouvert de æ K

ÊnÊan d�Þni par les conditions :

(1.1.3.1) × i,  ¾�fi(t0(x),Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn(x))¾  <  1,      Á j,  ¾�gj(t0(x),Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn(x))¾  =  1,

les coordonn�es homog�nes (t0(x),Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn(x)) �tant choisies telles que ti(x) Ô v(x) pour
tout i, et ¾ti(x)¾ = 1 pour au moins un i.

Ainsi, si X = {0} Ç æ k
Ên, on voit que ]�X�[P est la boule unit� ouverte B(0, 1-�). Si XÊÊ=

� n
kÊÊÇ æ k

Ên, ]�X�[P est la boule unit� ferm�e B(0, 1+�).

(1.1.4) Remarques. Ñ  (i)ÊÊSi X est de type Þni, et ouvert dans P0Ê, le tube de X est un
ouvert quasi-compact de PKÊ, qui n'est autre par construction que la Þbre g�n�rique X'K de
l'ouvert X' de P de r�duction X (cf. (0.2.3)). Par contre, si X est ferm� dans P0Ê, ]�X�[P n'est
pas quasi-compact en g�n�ral : c'est par exemple le cas si P est l'espace afÞne formel
�̂� n

vÊ, et X l'origine {0} Ç � n
kÊ, puisque ]�X�[P est alors la boule unit� ouverte.

(ii) Lorsque v est un anneau de valuation discr�te et X ferm� dans P0Ê, le tube ]�X�[P
s'identiÞe, gr�ce � (0.2.7), � la Þbre g�n�rique du compl�t� formel ^�P/ÊX de P le long de X
telle qu'elle est construite en (0.2.6), et ne d�pend donc que de ^�P/ÊXÊ. Plus g�n�ralement, si
P est un v-sch�ma formel v�riÞant les hypoth�ses de (0.2.6), PK sa Þbre g�n�rique, i un
id�al de d�Þnition de P, P0 = V(i), et X Ç P0 un k-sous-sch�ma, on peut d�Þnir le tube de
X dans P, que l'on notera encore ]�X�[PÊ, comme l'ouvert sp-1(�X�) Ç PKÊ, o� sp : PK @ P est
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le morphisme de sp�cialisation d�Þni en (0.2.6). Lorsque X est ferm� dans P0Ê, on peut
aussi d�Þnir ]�X�[P comme la Þbre g�n�rique du compl�t� formel ^�P/ÊXÊ, compte tenu de
(0.2.7).

(iii) Si X est ferm� dans un ouvert U de P, d�Þni par un id�al i Ç oUÊ, et f une section
de i sur un ouvert V Ç U, on a ¾�f(x)¾ÊÊ< 1 en tout point x Ô VK õ ]�X�[PÊ.

(iv) Si X' est un sous-sch�ma formel de P, de r�duction X sur k, il r�sulte
imm�diatement de la d�Þnition de ]�X�[P que la Þbre g�n�rique X'K de X' est un sous-
espace analytique de ]�X�[PÊ.

L'�nonc� suivant fournit un crit�re pour que ]�X�[P soit non vide :

(1.1.5) PROPOSITION. Ñ  Soit P un v-sch�ma formel localement de type Þni, plat sur v.
Alors l'application sp : ¾PK¾ @ ¾P¾ est une surjection sur l'ensemble des points ferm�s de
P.

C'est une assertion locale sur P, qu'on suppose donc afÞne. Soient A = â(P,ÊÊoP), et
BÊÊÇ AÊ¢ÊK l'ensemble des �l�ments de norme spectrale au plus �gale � 1. Comme A est
plat sur v, A est un sous-anneau de B, sur lequel B est entier [Ta1, 5.2]. L'application
SpecÊB @ SpecÊ�A induit donc une surjection º entre les points ferm�s. Il existe d'autre
part une application � de ¾PK�¾ dans l'ensemble des id�aux maximaux de B, d�Þnie
comme suit : pour tout x Ô PKÊ, on a par d�Þnition un homomorphisme canonique B @
v(x), associant � f sa valeur f(x) Ô K(x), et l'image inverse de µ(x) dans B est un id�al
maximal, qui est par d�Þnition �(x). L'application sp est alors compos�e de � et ºÊ;
comme � est surjective d'apr�s un r�sultat de Tate [Ta1, 6.4], la proposition en r�sulte.

(1.1.6) COROLLAIRE. Ñ  Soient P un v-sch�ma formel localement de type Þni, X un
sous-sch�ma de P0 = PÊÊ| SpecÊk. Si P est plat sur v au voisinage de X, l'application sp
envoie surjectivement ]�X�[P sur l'ensemble des points ferm�s de X.

(1.1.7) Remarques. Ñ  (i)ÊÊSi P est un v-sch�ma formel, et X un sous-sch�ma de P0 =
PÊÊ|ÊÊSpecÊk, nous noterons encore en g�n�ral sp le morphisme compos�

]�X�[  Ç  PK  Ê #ÊÊÊ
s @pÊÊÊ  P.

Par d�Þnition, on a un diagramme commutatif de morphismes de sites

 X Ò## ]�X�[P

É É
À    À
P ÊÊ

sp
Ò### ÊÊPKÊ.

Il en r�sulte que, pour tout faisceau ab�lien E sur ]�X�[PÊ, sp*ÊE est un faisceau ab�lien sur
P � support dans l'adh�rence de X dans P.
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(ii) Soient P' Ç P le plus grand sous-sch�ma formel de P plat sur v, et X' = XÊÊ|PÊÊP'.
Compte tenu de (0.2.4) (iii), on voit imm�diatement que

]�X�[P  =  ]�X'[P'Ê.

(1.1.8) Soit Ú Ô â�*, avec Ú < 1, et soient P un v-sch�ma formel localement de type Þni,
XÊÊÇ P0 un sous-sch�ma ferm� de sa Þbre sp�ciale, d�Þni par les r�ductions f̀i de sections
f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr Ô â(P, oP). Le sous-ensemble VÚ Ç ]�X�[P d�Þni par les conditionsÊ:

(1.1.8.1) × i,   ¾�f�(x)¾  ²  Ú,

est encore un ouvert de P. Si v est un anneau de valuation discr�te, et si ¾a¾ ² Ú pour tout
a Ô µ, VÚ ne d�pend que du sous-sch�ma X. En effet, il sufÞt de le v�riÞer lorsque P est
afÞne. Si (�f '1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êf'r) est une autre famille de sections de oP telle que XÊÊ= V(Êf̀ '1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê�̀f 'r), il
existe des sections hiÊj Ô â(P, oP), ai Ô µ�â(P, oP) telles que

(1.1.8.2) f 'i  =  å
j

Ê hiÊjÊ�fj + aiÊ.

Pour tout x Ô PKÊ, on a ¾hiÊj(x)¾ ² 1, et ¾ai(x)¾ ² Ú, si bien que lorsque ¾�fj(x)¾ ² Ú pour tout
j, on a aussi ¾�f'i�(x)¾ ² Ú. On en conclut que VÚ ne d�pend pas du choix de
f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊfrÊÊrelevant des g�n�rateurs de l'id�al de X dans P0Ê.

Dans le cas d'un sous-sch�ma ferm� X quelconque de P0Ê, on peut construire
localement VÚ au moyen de g�n�rateurs locaux de l'id�al de X dans P0Ê, et la propri�t�
d'unicit� pr�c�dente permet de recoller ces constructions locales. Le sous-ensemble de
]�X�[P ainsi obtenu est encore ouvert, car son intersection avec UK est ouverte pour tout
ouvert afÞne U (et est m�me un domaine sp�cial de UK)�; il sera appel� tube ferm� de
rayon Ú de X dans PKÊ, et not� [�X�]PÊÚÊ, ou [�X�]ÚÊ.

Si on ne suppose plus la valuation de v discr�te, VÚ d�pend en g�n�ral du choix des
g�n�rateurs de l'id�al de X dans P0Ê. Toutefois, si P est afÞne, et si (�f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr), (�f'1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êf'r')
sont deux syst�mes de g�n�rateurs de l'id�al de X modulo µ, les relations (1.1.8.2) ne font
intervenir qu'un nombre Þni d'�l�ments ai Ô µ�â(P, oP). Il existe alors a Ô µ tel que ai Ô
a�â(P, oP) pour tout i, et les ouverts VÚ et V 'Ú d�Þnis par les fi et les f 'i v�riÞent la relation
VÚ Ç V'Ú pour ¾a¾ ² Ú < 1Ê; par suite, VÚ = V 'Ú pour Ú assez pr�s de 1. Plus g�n�ralement, si
on suppose P quasi-compact, et si l'on Þxe un recouvrement afÞne Þni (P�)� de P, et sur
chaque P� une famille (�f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr) donnant des g�n�rateurs sur P� de l'id�al de X dans P0Ê,
les ouverts VÚ d�Þnis dans chaque P�ÊK õ ]�X�[ se recollent si Ú est assez pr�s de 1, et deux
syst�mes de choix diff�rents pour le recouvrement (P�)� et les �quations locales (�fi)i sur
les P� donnent des ouverts VÚ et V 'Ú de ]�X�[P qui co�ncident pour Ú assez pr�s de 1. En
d'autres termes, les VÚ peuvent d�pendre des choix faits, mais le ind-objet (VÚ)Ú de la
cat�gorie des ouverts de ]�X�[P form� par les VÚ pour Ú @ 1, ÚÊÊ< 1, est ind�pendant de ces
choix. En pratique, seul le syst�me inductif des VÚ pour Ú assez pr�s de 1 jouera un r�le
dans la suiteÊ; par abus de langage, nous parlerons du ÇÊtube ferm� de rayon Ú pour Ú
assez pr�s de 1ÊÈ (en abr�g�Ê: pour Ú @ 1-), et nous emploierons encore la notation [�X�]ÚÊ.
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Lorsque nous dirons que [�X�]Ú satisfait une propri�t� p pour Ú assez pr�s de 1 (i.e. pour
ÚÊÊ@ 1-), cela signiÞera que, pour tout choix d'un recouvrement afÞne de P et d'�quations
locales de X, il existe Ú0 < 1 tel que, pour Ú ³ Ú0Ê, l'ouvert [�X�]Ú de ]�X�[P correspondant �
ces choix soit effectivement d�Þni (i.e. le recollement est possible pour Ú ³ Ú0), et
satisfasse la propri�t� pÊ; lorsque v est un anneau de valuation discr�te, l'expression
ÇÊpour Ú @ 1-ÊÈ appliqu�e � une propri�t� d'un tube ferm� [�X�]Ú devra �tre comprise
comme synonyme de ÇÊpour ¾¹¾ ² Ú < 1-ÊÈ, o� ¹ est une uniformisante de v. D'autre part,
les k-sch�mas X consid�r�s ici seront suppos�s compactiÞables, donc quasi-compactsÊ;
l'hypoth�se de quasi-compacit� faite sur P pour d�Þnir les [�X�]Ú ne diminuera donc pas
r�ellement la g�n�ralit�, et sera faite syst�matiquement par la suite.

EnÞn, les d�Þnitions pr�c�dentes s'�tendent au cas o� X est un sous-sch�ma non
n�cessairement ferm� de P0 en rempla�ant P par un ouvert U tel que X soit ferm� dans
U0Ê, car la construction pr�c�dente, appliqu�e � XÊÊÇÊÊU0Ê, donne un ouvert de ]�X�[U = ]�X�[P
ind�pendant du choix de U. On remarquera que, lorsque X est un ouvert de P, on a par
d�Þnition [�X�]Ú = ]�X�[ pour Ú @ 1-.

La m�me m�thode permet de d�Þnir, pour Ú ² 1, le tube ouvert de rayon Ú de X dans
PKÊ, en rempla�ant (1.1.8.1) par

(1.1.8.3) × i,   ¾�fi(x)¾  <  Ú.

Le tube ouvert de rayon Ú sera not� ]�X�[PÊÚÊ, ou ]�X�[ÚÊ; pour Ú = 1, on obtient donc ]�X�[1ÊÊ=
]�X�[.

On observera que l'argument utilis� plus haut entra�ne que, si X est ferm� dans un
ouvert U Ç P, d�Þni par un id�al i Ç oUÊ, alors, pour toute section f de i sur un ouvert
VÊÊÇ U, on a ¾�f�(x)¾ ² Ú (resp. ¾�f�(x)¾ < Ú) pour tout x Ô [�X�]PÊÚ (resp. ]�X�[PÊÚ ) si Ú est assez
pr�s de 1.

On d�duit imm�diatement de (0.1.3) (iii) l'�nonc� suivant :

(1.1.9) PROPOSITION. Ñ  Soient P un v-sch�ma formel de type Þni, de r�duction P0 sur
k, X un sous-sch�ma de P. Les tubes ferm�s (resp. ouverts) [�X�]PÊÚ (resp. ]�X�[PÊÚ), avec
ÚÊÊ@ÊÊ1-, Ú Ô â�*, forment un recouvrement admissible de ]�X�[PÊ.

(1.1.10) ÊRemarque. Ñ  Supposons X ferm� dans P, P plat sur v, et la valuation discr�teÊ;
soient ¹ un g�n�rateur de µ, i l'id�al de X dans P. Suivant Ogus [Og1, (2.5)], consid�rons
le v-sch�ma formel TP,Ên(�X�) obtenu en prenant dans l'�clat� formel P' de l'id�al i' =
(in,ÊÊ¹) le plus grand ouvert sur lequel i'�oP' est engendr� par ¹. Alors la Þbre g�n�rique
de TP,Ên(�X�) est le tube ferm� [�X�]¾¹¾1/nÊ, le morphisme canonique TP,Ên(�X�) @ P induisant
l'inclusion de [�X�]¾¹¾1/n dans PK [Og1, (2.6.3)].

(1.1.11) ÊPROPOSITION. Ñ  Soient P, P' deux v-sch�mas formels de type Þni, X Ç P0Ê,
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X'ÊÊÇÊÊP'0 deux sous-sch�mas, u : P' @ P un v-morphisme dont la restriction � X' se
factorise en v : X' @ X. Alors :

(i) uK�(]�X'[P') Ç ]�X�[PÊ;
(ii) pour Ú @ 1-, uK�([�X']P'ÊÚ) Ç [�X�]PÊÚÊ.

La premi�re assertion r�sulte de la fonctorialit� de sp (prop. (0.2.3) (iii)). Pour
v�riÞer la seconde, on se ram�ne au cas o� X' et X sont ferm�s dans P' et P, suppos�s
afÞnes. Soient i, i' les id�aux de X, X' dans P, P', et f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊfrÊÊÔ â(P, i) des sections telles
que i = (�f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr) + µ�oPÊ. Si f 'i = u*(�fi), les f 'i sont des sections deÊi', et, d'apr�s (1.1.8),
on a ¾�f'i�(x)¾ ² Ú pour tout x Ô [�X']P'ÊÚ si Ú @ 1-. Comme ¾u *

K(�f�)(x)¾ = ¾�f�(uK(x))¾Ê, et que
les fi sont en nombre Þni, l'assertion (ii) en d�coule.

Remarques. Ñ  (i)ÊÊÊSupposons que v soit un anneau de valuation discr�te. Comme ]�X�[P
s'identiÞe � la Þbre g�n�rique du compl�t� formel ^�P/ÊX de P le long de X (cf. (1.1.4) (i)), tout
morphisme de v-sch�mas formels nÏth�riens ^�P '/ÊX' @ ^�P/ÊX induit un morphisme ]�X'[P' @
]�X�[PÊ. Le tube de X dans P d�pend donc fonctoriellement du compl�t� formel ^�P/ÊXÊ.

(ii) Soient P un v-sch�ma formel de type Þni, X, X' deux sous-sch�mas de P0 tels que
Xred = X 'redÊ. Il existe alors a, b Ô Ý tels que l'on ait

[�X']PÊÚa  Ç  [�X�]PÊÚ  Ç  [�X']PÊÚb

pour Ú @ 1-. En effet, on peut supposer X' = XredÊ, et la proposition pr�c�dente montre que
[�Xred]PÊÚ Ç [�X�]PÊÚ pour Ú @ 1-. D'autre part, on peut supposer X ferm� dans P, et P afÞne.
Si i, i' sont les id�aux de X et Xred dans P, soient f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr Ô â(P, i) tels que i =
(�f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr) + µ�oPÊ, f '1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êf's Ô â(P, i') tels que i' = (�f'1�,Ê.Ê.Ê.Ê,Êf's) + µ�oPÊ. Il existe alors un
entier n, et des sections hiÊj Ô â(P, oP), ai Ô µ�â(P, oP), tels que l'on ait pour tout i

f 'iÊ
Ên  =  å

jÊÊ=Ê1

r
Ê� hiÊjÊ�fj  +  aiÊ.

Comme ai Ô µ�â(P, oP), il existe a Ô µ tel que ai Ô a�â(P, oP) et on a ¾ai(x)¾Ê²Ê¾a¾Ê<Ê1
pour tout x Ô PKÊ, de sorte que, pour Ú ³ ¾a¾, [�X�]PÊÚ Ç [�Xred]PÊÚ1/nÊ. Lorsque la valuation de K
est discr�te, on voit ainsi qu'il existe n Ô ú tel que pour ¾¹¾ ² Ú < 1, on ait

[�Xred]PÊÚ  Ç  [�X�]PÊÚ  Ç  [�Xred]PÊÚ1/nÊ.

La discussion pr�c�dente montre donc que le syst�me inductif des [�X�]PÊÚ est
ind�pendant, dans la cat�gorie des ind-objets de la cat�gorie des ouverts de PKÊ, de la
structure de sch�ma Þx�e sur X, et ne d�pend que de XredÊ.

Notons au passage la cons�quence suivante de (1.1.5) :

(1.1.12) ÊPROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de (1.1.11), supposons u : P'Ê@ P plat a u
voisinage de X', et v : X' @ X surjectif. Alors le morphisme
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]�X'[P'  Ê##@  ]�X�[P

induit par uK est surjectif.

Soit z Ô ]�X�[P un point de sp�cialisation x Ô X, correspondant � un sous-sch�ma
formel ferm� Z de P, int�gre, Þni et plat sur v, de support x. Le sous-espace analytique
ferm� u K

-1(z) de P 'K est la Þbre g�n�rique du produit Þbr� P 'Z = ZÊÊ|P P'. Soit x' Ô X' un point
ferm� d'image x. Comme l'immersion ferm�e SpecÊk(x') ÌÊÊÊ@ P' se factorise par une
immersion ferm�e SpecÊk(x') ÌÊÊÊ@ P'ZÊ, on voit que

]x'[P'Z  =  ]x'[P' õ uK
-1(z)  Ç  ]�X'[P' õ uK

-1(z).

Or Z est plat sur v, et P'Z plat sur P' au voisinage de X 'Z = Z |P X', donc au voisinage de x'Ê;
par suite, ]x'[P 'Z est non vide d'apr�s (1.1.5), ce qui montre la surjectivit� de ]�X'[P' @
]�X�[PÊ.

Un argument analogue � celui de (1.1.11) montre que la formation des tubes
commute � l'extension du corps de base :

(1.1.13) ÊPROPOSITION. Ñ  Soient K ÌÊÊÊ@ K' une extension isom�trique de corps valu�s
complets, P un v-sch�ma formel de type Þni, X un k-sous-sch�ma de P, P' = P | SpfÊ�v', X'
= X | SpecÊk'. Il existe un isomorphisme canonique de K'-espaces analytiques

]�X�[P | SpmÊK'  Ê# �#@Ê ]�X'[P'

(resp. [�X�]PÊÚ | SpmÊK'  Ê#�#@  [�X']P'ÊÚ
      
pour Ú assez pr�s de 1).

La deuxi�me partie de l'�nonc� suivant est le point de d�part des propri�t�s de type
Mayer-Vietoris en cohomologie rigide :

(1.1.14) ÊPROPOSITION. Ñ  Soient P un v-sch�ma formel localement de type Þni, X
un k-sous-sch�ma de P.

(i) Pour tout recouvrement ouvert (Vi)i de X, les tubes ]Vi�[P forment un recou-
vrement admissible de ]�X�[PÊ.

(ii) Soient X1Ê, X2 deux sous-sch�mas ferm�s de X, tels que X = X1 ôÊÊX2Ê. Alors ]�X�[P =
]�X1[P ô ]�X2[P est un recouvrement admissible de ]�X�[PÊ.

(i) Pour tout i, soit Ui un ouvert de P tel que Vi = X õ UiÊ, et soit U = ôiÊUiÊ. Alors UK
est un ouvert de PK contenant ]�X�[, et (UiÊK)i en est un recouvrement admissible d'apr�s
(0.2.3). Comme ]Vi�[ = ]�X�[ õ UiÊKÊ, les ]Vi�[ forment un recouvrement admissible de ]�X�[.

(ii) Soit U un ouvert de P tel que X Ç U et que X soit ferm� dans U. Comme la topologie
de UK est la topologie induite par PKÊ, on peut supposer X ferm� dans P. On peut d'autre
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part supposer P afÞneÊ; soit A = â(P, oP). Soient f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr Ô A engendrant l'id�al de X1
modulo µ, g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgs Ô A engendrant l'id�al de X2 modulo µÊ; comme ]�X�[ ne d�pend que
de XredÊ, on peut supposer que l'id�al de X est engendr� par les fiÊ�gj modulo µ. Soient Y =
SpmÊB un espace analytique afÞno�de, h : Y @ PK un morphisme tel que h(Y�) Ç ]�X�[, f 'i =
h*(�fi), g'j = h*(�gj). Puisque h(Y�) Ç ]�X�[, on a ¾�f'i�(�y)g 'j(�y)¾ < 1 en tout point y Ô Y. Le
principe du maximum (cf. (0.1.4)), entra�ne alors qu'il existe  ̈ < 1,  ̈ Ô â�*, tel que
¾�f'i�(�y)g'j(�y)¾ < ¨ pour tout y Ô Y. Soit ¨' = Ã¨, et posons :

V1  =  {Êy Ô Y ¾ × i, ¾�f'i(�y)¾ ² ¨'Ê},        V2  =  {Êy Ô Y ¾ × i, ¾�g'j(�y)¾ ² ¨'Ê}.

Alors Y = V1 ô V2Ê, et les Vi forment un recouvrement sp�cial rafÞnant le recouvrement
par les h-1(]�Xi�[).

1.2. Voisinages stricts d'un tube

Soient P un v-sch�ma formel de type Þni, Y Ç P un k-sous-sch�ma ferm�, XÊÊÇÊÊY un
ouvert de Y, Z = Y - X le ferm� compl�mentaire. Le tube ]Y�[P est r�union disjointe de
]�X�[P et ]Z[PÊ. On pose, pour Â < 1, Â Ô â�* :

(1.2.0) UÂ  =  ]Y�[P - ]Z[PÊÊÂÊÊ;

UÂ est un ouvert de ]Y�[PÊ, car, lorsque P est afÞne et Z d�Þni modulo µ par des sections
f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfn Ô â(P, oP), UÂ est la trace sur ]Y�[P de la r�union des domaines sp�ciaux d�Þnis
par ¾�fi(x)¾ÊÊ³ Â.

(1.2.1) D�Þnition. Ñ  Un ouvert V Ç ]Y�[P est un voisinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[P s'il
v�riÞe les conditions suivantes :

(i) ]�X�[P Ç VÊ;
(ii) le recouvrement de ]Y�[P constitu� par les deux ouverts V et ]Z[P est admissible.

On voit imm�diatement que l'intersection de deux voisinages stricts est un voisinage
strict. L'ensemble des voisinages stricts de ]�X�[P dans ]Y�[P est donc ÞltrantÊ; un syst�me
fondamental de voisinages stricts est une partie coÞnale de cet ensemble.

Nous aurons surtout � travailler avec des syst�mes fondamentaux de voisinages
stricts, et en g�n�ral on pourra sans inconv�nient remplacer un voisinage strict donn�
par un voisinage strict plus petit.

Remarque. Ñ  Le recouvrement de ]Y�[ constitu� par les deux ouverts disjoints ]�X�[ et
]Z[ n'est pas admissible en g�n�ral. Par exemple, si P = �̂�1

vÊ, Y = �1
kÊ, et si Z est l'origine

de �1
kÊ, on a PK = ]Y�[ = D(0, 1+�), ]Z[ = D(0, 1-�), et ]�X�[ est la couronne de rayon 1Ê: on

d�duit facilement du principe du maximum que le recouvrement ainsi obtenu n'est pas
admissible.
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Le crit�re suivant est souvent commode pour v�riÞer qu'un voisinage est strict.

(1.2.2) PROPOSITION. Ñ  Soient P un v-sch�ma formel de type Þni, Y Ç P un k-sous-
sch�ma ferm�, X un ouvert de Y, Z = Y - X, et, pour Â < 1, soit UÂ l'ouvert de ]Y�[P d�Þni
en (1.2.0). Si V est un ouvert de ]Y�[P contenant ]�X�[PÊ, V est un voisinage strict de ]�X�[P si
et seulement si, pour tout ouvert afÞno�de W Ç ]Y�[PÊ, il existe Â0 < 1 tel que, pour Â0 ² Â < 1
on ait UÂ õÊW Ç V.

Supposons que V soit un voisinage strict de ]�X�[PÊ, et W un ouvert afÞno�de de ]Y�[PÊ.
Comme les ]Z[ÂÊ, pour Â @ 1-, forment un recouvrement admissible de ]Z[, le recouvre-
ment (V, ]Z[Â)Â@1- induit un recouvrement admissible sur W. On peut donc en extraire
un recouvrement Þni, de sorte qu'il existe Â0 tel que (V, ]Z[Â0

) induise un recouvrement
admissible de W. Comme UÂ0

 õ ]Z[Â0
 = ¯, on a alors UÂ0

ÊÊõ W Ç V.
R�ciproquement, supposons la condition de la proposition remplie. On peut

supposer P afÞne, de sorte que PK est afÞno�de. Soient g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgr Ô â(P, oP) engendrant
l'id�al de Z dans P modulo µ, et, pour i = 1,Ê.Ê.Ê.Ê,Êr, et Â < 1, posons

UiÊÂ  =  {Êx Ô ]Y�[ ¾ ¾�gi(x)¾ ³ ÂÊ},        UÂ  =  ôi UiÊÂÊ.

Soit h : SpmÊB @ PK un morphisme d'un espace analytique afÞno�de dans PKÊ, dont
l'image soit contenue dans ]Y�[. Sur SpmÊB, le principe du maximum entra�ne qu'il
existe Ú < 1 tel que h(SpmÊB) Ç [Y�]ÚÊ. Appliquant la condition de l'�nonc� � [Y�]ÚÊ, on voit
qu'il existe Â tel que Ú ² Â < 1 et UÂ õ [Y�]Ú Ç VÊ. Les ensembles [Z]ÂÊ, UiÊÂ õ [Y�]ÚÊ, pour i =
1,Ê.Ê.Ê.Ê,Êr, forment une famille Þnie de domaines sp�ciaux de PK dont la r�union recouvre
h(SpmÊB), et constituent un rafÞnement du recouvrement de h(SpmÊB) par V et ]Z[Ê; ce
dernier est donc admissible.

(1.2.3) Remarques. Ñ  (i)ÊÊLa notion de voisinage strict est ind�pendante de la structure
de sous-sch�ma ferm� mise sur Z, puisque le tube ]Z[P n'en d�pend pas. De m�me, elle
est ind�pendante de celle de Y.

(ii) Soit (Pi)i un recouvrement ouvert de P. Alors V est un voisinage strict de ]�X�[P
dans ]Y�[P si et seulement si, pour tout i, V õ PiÊK est un voisinage strict de ]�XÊÊõÊÊPi�[Pi
dans ]Y õ Pi�[PiÊ.

(iii) Supposons qu'il existe g1,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgs Ô â(P, oP) dont les images dans â(Y, oY)
engendrent l'id�al de Z dans Y. Posons, pour Â < 1Ê:

U'Â  =  {Êx Ô ]Y�[P ¾ Á j, ¾�gj(x)¾ ³ ÂÊ}�;

les U'ÂÊ, pour Â Ô â�*, sont des ouverts de ]Y�[PÊ, et on a U'Â Ç UÂ pour tout Â. La condition de
(1.2.2) est alors �quivalente � la condition analogue obtenue en rempla�ant UÂ par U 'ÂÊ.
Comme PK est quasi-s�par�, il sufÞt en effet de la v�riÞer lorsque P est afÞne. Si
gsÊ+Ê1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊgsÊ+Êr Ô â(P, oP) engendrent modulo µ l'id�al de Y dans P, on peut d�Þnir le
syst�me des UÂ par la condition :



1.10 P. BERTHELOT

-   34   -

Á j Ô {�1,Ê.Ê.Ê.Ê,Ês + rÊ}, tel que ¾�gj(x)¾ ³ Â.

Mais W est un afÞno�de sur lequel ¾�gj(x)¾ < 1 pour j = s + 1,Ê.Ê.Ê.Ê,Ês + r. Le principe du
maximum entra�ne donc qu'il existe Â0 < 1 tel que ¾�gj(x)¾ ² Â0 pour tout xÊÔÊW. Par suite,
on a UÂ õ W = U'Â õ W pour Â0 < Â < 1.

(iv) Soit V un voisinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[PÊ. Un ouvert V' Ç V contenant ]�X�[P est
un voisinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[P si et seulement si le recouvrement (V', ]Z[P õ V�)
de V est admissible. On peut donc d�Þnir un syst�me fondamental de voisinages stricts
de ]�X�[P dans ]Y�[P � partir de l'espace analytique rigide V.

(1.2.4) Exemples. Ñ  (i)ÊÊSoient    Ú    = (Ún),    Â    = (Ân) deux suites croissantes d'�l�ments de
â�*, tendant vers 1 par valeurs strictement inf�rieures. Posons Vn = [Y�]Ún

 õ UÂnÊ, et V =
ônÊVnÊ. Alors V est un ouvert de ]Y�[Ê: on peut pour le v�riÞer supposer P afÞneÊ;
supposons Z d�Þni par f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfn Ô â(P, oP) modulo µ, et soit

UiÊÂ  =  {Êx Ô ]Y�[P ¾ ¾�fi(x)¾ ³ ÂÊ}.

Les VnÊi = Vn õ UiÊÂn
 sont des domaines sp�ciaux de PKÊ, et il sufÞt de v�riÞer qu'ils forment

un recouvrement sp�cial de VÊ; mais, pour tout homomorphisme h : SpmÊB @ V, le
principe du maximum entra�ne que h(SpmÊB) Ç [Y�]Ún pour n assez grandÊ; comme
VÊÊõÊÊ[Y�]Ún

 = ômÊ²ÊnÊVmÊ, SpmÊB est recouvert par un nombre Þni de domaines sp�ciaux
h-1(VmÊi). On voit de m�me que V est un voisinage strict de ]�X�[.

Pour n @ &,  les [Y�]Ún õ UÂn sont ind�pendants du choix des �quations de Y et Z
dans PÊ; les ouverts Vn correspondants n'en d�pendent donc pas non plus. Par suite,
quitte � r�tr�cir V en n�gligeant un nombre Þni de VnÊ, V est ind�pendant de ces choix, et
sera not� (avec un l�ger abus de langage) V  Ú  ,ÊÊ  Â  Ê. De m�me, on peut pour d�Þnir V  Ú  ,ÊÊ  Â  
remplacer les ouverts UÂn

 par les ouverts U 'Ân
 introduits en (1.2.3) (iii).

Pour tout    Ú   , les V  Ú  ,ÊÊ  Â   avec    Â    variable forment un syst�me fondamental de voisinages
stricts de ]�X�[. Soit en effet V' un voisinage strict de ]�X�[. Comme [Y�]Ún est quasi-compact,
il existe Ân < 1 tel que UÂn

 õ [Y�]Ún
 Ç V', et on peut choisir les Ân de mani�re � former une

suite croissante de limite 1Ê; le voisinage V  Ú  ,ÊÊ  Â   correspondant est contenu dans V'.

Les voisinages stricts de la forme V  Ú  ,ÊÊ  Â   seront appel�s standards.

(ii) Soit T un sous-espace analytique ferm� de PK ne rencontrant pas ]�X�[. Alors la
trace sur ]Y�[ du compl�mentaire V de T est un voisinage strict de ]�X�[. En effet, on peut
supposer P afÞne, et se donner g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgs Ô â(P, oP) relevant des �quations de Z dans Y. Si
W est un ouvert afÞno�de de ]Y�[, W õ T est un espace analytique afÞno�de sur lequel
®�gi®ÊÊ< 1 pour tout i, si bien que pour Â assez pr�s de 1, W õ T õ UÂ = ¯ (d'apr�s le principe
du maximum), donc W õ UÂ Ç V.

Supposons par exemple que P soit le compl�t� formel d'un v-sch�ma s�par� de type
Þni P', et X la r�duction d'un ouvert X' de P'. Alors X K'Ê

an õ PK est un voisinage strict de
]�X�[ dans PKÊ. En effet, soient Z' Ç P' un sous-sch�ma ferm� de support P'Ê- X', ^Z' son
compl�t� formel, Z = P0 - X sa Þbre sp�ciale. On a :
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XK'Ê
an õ PKÊ =  (PK'Ê

an - ZK'Ê
an) õ PKÊ =Ê PK - (ZK'Ê

an õ PK).

Les points de ZK'Ê
an õ PK sont les points ferm�s de Z'K dont l'adh�rence sch�matique dans

P' (c'est-�-dire dans Z') est Þnie sur v, donc Z K'Ê
an õ PK = Z'KÊ, et c'est un sous-espace

analytique ferm� de PK ne rencontrant pas ]�X�[. Il sufÞt alors d'invoquer la remarque
pr�c�dente.

(iii) Supposons que Y = P0Ê, donc que X est un ouvert de P0Ê. Alors ]Y�[ = PKÊ, et les UÂÊ,
pour Â Ô â�*, Â < 1, forment un syst�me fondamental de voisinages stricts de ]�X�[, gr�ce �
la condition de (1.2.2) appliqu�e � W = PKÊ.

Consid�rons le cas particulier o� P est l'espace projectif formel de dimension
relative n sur v, et X l'espace afÞne � n

k Ç æ k
ÊnÊ; soient t'0Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êt'n des coordonn�es projectives

sur P, donc sur sa Þbre g�n�rique æ K
ÊnÊÊan, correspondant aux coordonn�es ti = t'iÊ/�t'0 sur

� K
nÊÊan. Si Z = P0 - X est l'hyperplan � l'inÞni, et UiÊÊ= D+(t ''i), ]Z[Â õ UiÊK est d�Þni pour

iÊÊÊÊ0 par les conditions ¾t '0(x)/�t'i(x)¾ < Â, et ¾t'j(x)¾ ² ¾t'i(x)¾ pour tout j. Par cons�quent,
UÂÊÊõ UiÊK est l'ouvert de �K

nÊÊan d�Þni par les conditions ¾ti(x)¾ ² 1�/�Â, ¾ti(x)¾ ³ 1, et
¾tj(x)¾ÊÊ²ÊÊ¾ti(x)¾ pour j  0. Comme U0ÊK = ]�X�[ est contenu dans UÂÊ, on en d�duit que UÂ
est la boule ferm�e de centre 0 et de rayon 1�/�Â dans � K

nÊÊan.

(iv) Soit encore P l'espace projectif formel de dimension n sur v, et supposons
maintenant que X est un sous-sch�ma ferm� de l'espace afÞne �n

k Ç æ k
Ên, d�Þni modulo µ

par f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr Ô v�[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�; soient f '1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êf'r Ô v�[t'0Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êt'n] les polyn�mes homog�nes
correspondants, et Y le sous-sch�ma ferm� de æ k

Ên d�Þni par f '1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êf'rÊ. On pose

V  =  {Êx Ô �K
nÊÊan ¾ × i, ¾�fi(x)¾ < 1}�;

]�X�[P est donc l'intersection de V avec la boule unit� ferm�e. Alors V Ç ]Y�[PÊ, et est un
voisinage strict de ]�X�[PÊ. En effet, si le degr� de fi est diÊ, de sorte que

f 'i  =  t0'Ê
diÊfi�(t'1�/�t'0Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êt'n�/�t'0),

]Y�[ õ UjÊK est d�Þni dans UjÊK par la condition

× i,   ¾�f 'i�(x)¾  <  ¾t'j(x)¾�di.

Soit alors x Ô V õ UjÊKÊ; on a

¾�f'i�(x)¾  =  ¾t0'Ê
di(x)�fi�(x)¾  =  ¾t0'Ê

di(x)/�t j'Ê
di(x)¾�¾�fi�(x)¾�¾tj'Ê

di(x)¾  <  ¾t'j(x)¾�di,

donc V Ç ]Y�[. D'autre part, tout ouvert afÞno�de de ]Y�[ est contenu dans [Y�]Ú pour un Ú
assez pr�s de 1, de sorte qu'il sufÞt de d�montrer la condition de (1.2.2) pour W = [Y�]ÚÊ.
Comme le ferm� Z = Y - X est d�Þni dans Y par l'�quation t'0 = 0, il r�sulte de (iii) que
l'ouvert U 'Â d�Þni en (1.2.3) (iii) est l'intersection de ]Y�[ avec la boule ferm�e de centre 0 et
de rayon 1�/�Â dans � K

nÊÊan. Pour tout j, VÊÊõÊ�[Y�]Ú õ UjÊK est d�Þni par les conditions :

× i,  ¾�fi�(x)¾  <  1     ;      × i,  ¾�f'i�(x)¾  ²  Ú�¾t'j(x)¾�di      ;      × k,  ¾t'k(x)¾  ²  ¾t'j(x)¾.

Si x Ô U 'Â õ [Y�]Ú õ UjÊKÊ, on a ¾t 'j(x)¾ £ Â-1�¾t '0(x)¾, d'o�

¾�f'i�(x)¾  ²  Ú�Â-Êdi�¾t'0(x)¾�di,
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soit encore

¾�fi(x)¾  ²  ÚÂ-Êdi.

Si Â est tel que ÚÂ-Êdi < 1 pour tout i, on a donc U'Â õ [Y�]Ú Ç VÊ.

Par exemple, prenons X = �n
kÊ, plong� dans � v

2n Ç æ v
�2n = P par l'immersion

diagonale, et soient t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn des coordonn�es sur �n
vÊ, t1�1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êt1ÊnÊ, t2Ê1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êt2Ên les coordon-

n�es correspondantes sur � v
2n. Alors l'ouvert de � K

nÊÊan d�Þni parÊ:

× i,   ¾t2Êi�(x) - t1Êi�(x)¾  <  1

est un voisinage strict de ]�X�[PÊ.

(1.2.5) PROPOSITION. Ñ  (i)ÊÊSoient P' un ouvert de P, et V' un voisinage strict de
]�XÊÊõÊÊP'[P' dans ]Y õ P'[P'Ê. Il existe un voisinage strict V de ]�X�[P dans ]Y�[P tel que
VÊÊõÊÊP 'K Ç V'.

(ii) Soit (Pi)i un recouvrement ouvert Þni de P, et, pour tout i, soit Vi un voisinage
strict de ]�X õ Pi�[Pi

 dans ]Y õ Pi�[PiÊ. Il existe alors un voisinage strict V de ]�X�[P dans
]Y�[P tel que V õ PiÊK Ç Vi pour tout i.

Soit    Ú    une suite croissante de limite 1. D'apr�s (1.2.4) (i), il existe une suite
croissante    Â    de limite 1, telle que le voisinage strict standard V '  Ú  ,ÊÊ  Â   de ]�X õ P'[P' dans
]YÊÊõÊÊP'[P' soit contenu dans V'. Le voisinage strict standard V  Ú  ,ÊÊ  Â   de ]�X�[P dans ]Y�[P est
alors tel que V  Ú  ,ÊÊ  Â   õ P'K Ç V'.

Comme l'intersection de deux voisinages stricts est un voisinage strict, on d�duit (ii)
de (i) par r�currence sur le nombre d'ouverts du recouvrement.

(1.2.6) On consid�re un diagramme commutatif

X' ÊÊj'Ì##@ Y' ÊÊi'Ì##@ P'

w É v É u É
À À À

(1.2.6.1) X ÊjÌ##@ Y ÊiÌ##@ P

ÉÀ
SpecÊk ####@ SpfÊ�v

dans lequel P et P' sont des sch�mas formels de type Þni, i et i' des immersions ferm�es, j
et j' des immersions ouvertes. On note uK : ]Y'[P' @ ]Y�[P le morphisme induit par u (cf.
(1.1.11) (i)), et on pose Z = (Y - X�)redÊ, Z' = (Y'Ê-ÊX')redÊ.

(1.2.7) PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de (1.2.6), soient V un voisinage strict de
]�X�[P dans ]Y�[PÊ, V' = u K

�-1(V�) õ ]Y'[P'Ê. Alors V' est un voisinage strict de ]�X'[P' dans
]Y'[P'Ê.
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Il est clair que ]�X'[P' Ç V'. Comme le recouvrement (V, ]Z[P) de ]Y�[P est
admissible, il en est de m�me du recouvrement image inverse (V', u K

�-1(]Z[P)) de ]Y'[P'Ê.
Par hypoth�se, vÊ�-1(Z) Ç Z', donc u K

�-1(]Z[P)�õÊ]Y'[P' Ç ]Z'[P'Ê. Il en r�sulte que le
recouvrement (V', ]Z'[P') de ]Y'[P' est admissible.

(1.2.8) Remarque. Ñ  Sous les hypoth�ses de (1.2.6), supposons de plus P et P' afÞnes.
Soient g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgr Ô â(P, oP) (resp. g'1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êg 's Ô â(P', oP')) des �l�ments relevant une suite de
g�n�rateurs de l'id�al Z dans Y (resp. de Z' dans Y')�; pour ÂÊÊ< 1, soient UÂÊ, U'Â les ouverts
d�Þnis par

UÂ  =  {Êx Ô ]Y�[P ¾ Á i, ¾�gi�(x)¾ ³ ÂÊ},        U 'Â  =  {Êx Ô ]Y'[P' ¾ Á i, ¾�g 'i�(x)¾ ³ ÂÊ}.

Il existe alors un entier nÊÊ³Ê1 tel que, pour tout afÞno�de W Ç ]Y'[P'Ê, on ait uK�(U 'ÂÊÊõ W�) Ç
UÂn pour Â @ 1-.

En effet, soient i, i' les id�aux de Z et Z' dans P et P', i0Ê, i '0 leurs r�ductions sur k.
Comme v(�X') Ç X, une puissance i0

�'Ên de i'0 est contenue dans i0�oY'Ê. Pour tout i, il existe
donc une relation de la forme

gi'
Ên  =  å

jÊÊ=Ê1

r
Ê hiÊj u

*(�gj) + h 'iÊ,

avec hiÊj Ô â(P, oP), et o� h 'i est une section de l'id�al de Y' dans P'. Si W Ç ]Y'[ est
afÞno�de, le principe du maximum entra�ne qu'il existe Ú0 < 1 tel que W Ç [Y'Ê]Ú0Ê. Si Ân >
Ú0Ê, et si x Ô U'ÂÊ, il existe i tel que ¾�g 'i(x)¾n ³ Ân > Ú0Ê; comme ¾hiÊj(x)¾ ² 1 pour tous i, j, et
¾h 'i(x)¾ ² Ú0Ê, il existe donc j tel que ¾�gj(uK�(x))¾ = ¾u*(�gj)(x)¾ ³ Ân, d'o� la remarque.

Il est parfois commode d'utiliser des voisinages stricts poss�dant la propri�t� de la
d�Þnition suivante.

(1.2.9) D�Þnition. Ñ  Soit T un espace analytique quasi-s�par�. Un ouvert U de T est dit
pseudo-compact dans T si, pour tout ouvert afÞno�de W de T, W õ U est quasi-compact.

Tout ouvert quasi-compact (et notamment afÞno�de) de T est pseudo-compact. On
v�riÞe imm�diatement que toute r�union Þnie d'ouverts pseudo-compacts de T est un
ouvert pseudo-compact de T, et que tout recouvrement Þni d'un ouvert de T par des
ouverts pseudo-compacts est admissible.

Sous les hypoth�ses de (1.2.4) (i), les voisinages stricts V  Ú  , Ê  Â   de ]�X�[ sont pseudo-
compacts dans ]Y�[.

(1.2.10) PROPOSITION. Ñ  Soient P un v-sch�ma formel de type Þni, Y Ç P un k-sous-
sch�ma ferm�, X1Ê, X2 deux ouverts de Y, X = X1 ô X2Ê, X' = X1 õ X2Ê. Supposons donn�s
des voisinages stricts V1Ê, V2 de ]�X1[P et ]�X2�[P dans ]Y�[PÊ. AlorsÊ:

(i) V' = V1 õ V2 est un voisinage strict de ]�X'[P dans ]Y�[PÊ;
(ii) Si V1Êet V2 sont pseudo-compacts dans ]Y�[PÊ, V = V1 ô V2 est un voisinage strict de
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]�X�[P dans ]Y�[PÊ, et (V1, V2) en est un recouvrement admissible.

Soient Z = Y - X, Z' = Y - X', Z1 = Y - X1Ê, Z2 = Y - X2Ê, de sorte que Z = Z1 õ Z2Ê,
Z'ÊÊ=ÊÊZ1 ô Z2Ê. Par hypoth�se, les recouvrements (V1Ê, ]Z1[) et (V2Ê, ]Z2[) de ]Y�[ sont
admissibles, et il en est donc de m�me de leur intersection. Comme ]Z'[ = ]Z1[ÊÊôÊÊ]Z2[,
c'est un rafÞnement du recouvrement (V1 õ V2Ê, ]Z'[)�; ce dernier est donc encore
admissible, d'o� (i).

Supposons maintenant V1ÊetÊV2 pseudo-compacts dans ]Y�[. D'apr�s (1.2.9), V est un
ouvert pseudo-compact de ]Y�[, et (V1Ê, V2) en est un recouvrement admissible. Comme
]Z[ = ]Z1[ õ ]Z2[, le m�me raisonnement que pr�c�demment montre que (V, ]Z[) est un
recouvrement admissible de ]Y�[.

(1.2.11) ÊPROPOSITION. Ñ  Soient P un v-sch�ma formel de type Þni, Y' un k-sous-
sch�ma ferm� de P, Y un sous-sch�ma ferm� de Y', et X un ouvert de Y. On suppose que
X est �galement ouvert dans Y'. Pour qu'un ouvert V de ]Y�[P contenant ]�X�[P soit un
voisinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[PÊ, il faut et sufÞt que ce soit un voisinage strict de ]�X�[P
dans ]Y'[PÊ.

Soient Z' = Y' - X, Z = Y - X = Y õ Z'Ê; Y' est donc r�union des deux sous-sch�mas
ferm�s Y et Z', avec Z = Z' õ Y. D'apr�s (1.1.14) (ii), le recouvrement (]Y�[, ]Z'[) de ]Y'[
est admissible. Si V est un voisinage strict de ]�X�[ dans ]Y�[, le recouvrement (V, ]Z[) de
]Y�[ est admissible. Il en r�sulte que le recouvrement (V, ]Z[, ]Z'[) de ]Y'[ est
admissible, et il en est donc de m�me de (V, ]Z'[). R�ciproquement, si V est un voisinage
strict de ]�X�[ dans ]Y'[, le recouvrement (V, ]Z[) induit par (V,ÊÊ]Z'[) sur ]Y�[ est
admissible.

Remarque. Ñ  Si ��X est l'adh�rence de X dans P0 = P | SpecÊk, tout syst�me fondamental
de voisinages stricts de ]�X�[ dans ]���X�[ est donc un syst�me fondamental de voisinages
stricts de ]�X�[ dans ]Y�[, quel que soit le ferm� Y Ç P� tel que X soit ouvert dans Y.

(1.2.12) PROPOSITION. Ñ  Soient P un v-sch�ma formel de type Þni, Y un k-sous-
sch�ma ferm� de P, X un ouvert de Y. On suppose que X = X1 ô X2Ê, les Xi �tant ferm�s
dans X. Soient Yi l'adh�rence de Xi dans Y, Vi un voisinage strict de ]�Xi[P dans ]Y�i�[PÊ.
AlorsÊ:

(i) V1 õ V2 est un voisinage strict de ]�X1 õ X2�[P dans ]Y1 õ Y2�[PÊ;
(ii) Si V1 et V2 sont pseudo-compacts, le voisinage V = V1 ô V2 de ]�X�[P est un voi-

sinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[PÊ, et V1Ê, V2 en forment un recouvrement admissible.

Posons X3 = X1 õ X2Ê, Y3 = Y1 õ Y2Ê, Z = Y - X, Zi = Yi - Xi (i = 1, 2, 3). Comme X1 et
X2 sont ferm�s dans X, on a Yi õ Xj = Xi õ XjÊ, et Zi õ Xj = ¯ pour i, j = 1, 2, avec iÊÊ jÊ; par
suite, Z3 = Z1 õ Z2Ê�.
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Comme V1 et V2 sont des voisinages stricts, le recouvrement de ]Y3[ intersection
desÊrecouvrements (ViÊ, ]Zi[) des ]Yi[, i = 1, 2, est admissible. Puisque ZiÊÊõÊÊXj = ,̄ on a
]Zi�[ õ Vj Ç ]Zi�[ õ ]Zj�[ = ]Z3[. Le recouvrement (V1 õ V2Ê, ]Z3[) de ]Y3[ est donc moins
Þn que le pr�c�dent, et par suite admissible, d'o� (i).

Pour prouver l'assertion (ii), on peut, gr�ce � la proposition (1.2.11), supposer que
YÊÊ= Y1 ô Y2Ê; on a alors Z = Z1 ô Z2Ê. Comme le recouvrement de ]Y�[ par ]Y1[ et ]Y2[ est
admissible, le recouvrement (V1Ê, V2Ê, ]Z1[, ]Z2[) l'est �galement. D'apr�s (1.2.9), V est un
ouvert pseudo-compactÊ; le recouvrement (V, ]Z[) est moins Þn que le pr�c�dent, donc
admissible, d'o� (ii).

1.3. Th�or�mes de Þbration

Soient Y un k-sch�ma de type Þni, X un ouvert de Y, i : Y ÌÊÊÊ@ P, i' : Y ÌÊÊÊ@ P' deux
immersions ferm�es de Y dans deux v-sch�mas formels de type Þni, u : P'ÊÊ@ P un
v-morphisme tel que uÊìÊi' = i. Nous �tudions ici les propri�t�s topologiques du mor-
phisme uK : ]Y�[P' @ ]Y�[P induit par u, lorsque u est lisse au voisinage de X. Il est facile
de voir que, dans ce cas, uK induit une Þbration localement triviale en disques ouverts de
]�X�[P' surÊ]�X�[PÊ. Le r�sultat principal de cette section est que cette structure topologique
s'�tend, en un sens rendu pr�cis en (1.3.7), au morphisme induit par uK entre des
voisinages stricts convenables de ]�X�[P' et ]�X�[P dans ]Y�[P' etÊ]Y�[PÊ. Cette propri�t� est le
point cl� permettant de montrer l'ind�pendance par rapport au plongement P des
constructions que nous effectuerons en cohomologie rigide.

Nous commen�ons par l'�tude du morphisme ]�X�[P' @ ]�X�[PÊ.

(1.3.1) PROPOSITION. Ñ  Soient X un k-sch�ma de type Þni, i : X ÌÊÊÊ@ P, i' : X ÌÊÊÊ@ P' deux
immersions de X dans des v-sch�mas formels de type Þni, u : P' @ P un v-morphisme
�tale au voisinage de X, tel que uÊìÊi' = i. Alors le morphisme

uK  :  ]�X�[P'  Ê##@  ]�X�[P

est un isomorphisme, et induit un isomorphisme [�X�]P'ÊÚÊÊ #ÊÊ �Ê@ [�X�]PÊÚ pour Ú @ 1-.

Comme ]�X�[P ne change pas si on remplace P par un ouvert contenant X, on peut
supposer X ferm� dans P et P', P' �tale sur P, et P' |P X isomorphe � X. On peut de m�me
supposer qu'il existe un recouvrement afÞne (P�)� de P, et un recouvrement afÞne (P'�)�
de P', tels que u(P'�) Ç P� et X õ P� = X õ P'�Ê. Comme ]�X�[ õ P�ÊK = ]�X õ P��[ et que les P�ÊK
forment un recouvrement admissible de PKÊ, cela permet de supposer P et P' afÞnes.
Soient P = SpfÊ�A, P' = SpfÊ�A', I Ç A l'id�al de X dans P, I' = I�A' celui de X dans P'.

Soient f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr des g�n�rateurs de I modulo µ. D'apr�s (1.1.9), il sufÞt de montrer
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que uK induit un isomorphisme

uK  :  [Y�]P'ÊÚ  Ê#�#@  [Y�]PÊÊÚ

pour Ú @ 1-. Si aÊÔ µ, aÊÊÊÊ0, il sufÞt donc d'apr�s (0.1.2.2) de prouver que

A{T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr}�/�(�f i
Ê�n - aTi)  Ê##@  A'{T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr}�/�(�f i

Ê�n - aTi)

est un isomorphisme pour tout n, soit encore que

A[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr]�/�(am, fi
Ê�n - aTi)  Ê##@  A'�[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr] / (am, fi

Ê�n - aTi)

est un isomorphisme pour tous m, n. Comme l'id�al engendr� par I dans
A[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr]�/�(am, f i

��n - aTi) est un nilid�al, cela r�sulte de ce que A'[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr] est �tale
sur A[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr] et (A'Ê/ÊI)�[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr] isomorphe � (AÊ/ÊI)�[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr].

(1.3.2) TH�ORéME  (th�or�me de Þbration faible).ÊÑÊÊSoient X un k-sch�ma de type Þni,
iÊÊ: X ÌÊÊÊ@ P, i' : X ÌÊÊÊ@ P' deux immersions de X dans des v-sch�mas formels de type Þni,
uÊÊ:ÊÊP' @ P un v-morphisme lisse au voisinage de X, tel que uÊìÊi' = i. Il existe alors un
recouvrement admissible (V�)� de ]�X�[PÊ, et, si V '� est l'image inverse de V� dans ]�X�[P'Ê,
des isomorphismes

Ä�  :  V'� ÊÊ#�#@  V� | D(0, 1-�)d

commutant aux projections sur V�Ê.

On peut supposer X ferm� dans P et P', et P' lisse sur P. Il existe des recouvrements
afÞnes (P�)� de P, et (P'�)� de P' tels que u(P'�) Ç P�Ê, X õ P� = X õ P'�Ê, et tels que le
faisceau conormal � X dans P 'X = P' |P X soit un oX�-module libre sur X�ÊÊ= X õ P '�Ê. Soient
t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtd Ô â(P '�Ê, oP'��

) relevant une suite r�guli�re de g�n�rateurs de l'id�al de X� dans
P'�ÊÊ|P�

 X� au voisinage de X�Ê; leurs images forment une base du faisceau conormal � X
sur X�Ê. Les sections dt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êdtd forment une base de ã 1

P'�/ÊP au voisinage de X�Ê, de sorte
que t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtd d�Þnissent un morphisme v� de P'� dans l'espace afÞne formel relatif P"� =
P� | �̂ d

vÊ, �tale au voisinage de X�Ê. Si on pose V� = P�ÊK õ ]�X�[P = ]�X�[P�Ê
, V '� = u K

Ê-1(V�), on
a V '� = ]�X�[P '�Ê

. La section nulle fournit une immersion i" : X� @ P"�Ê, et v�ÊìÊi' = i". D'apr�s
(1.3.1), le morphisme Ä� : ]�X�[P '� @ ]�X�[P "� induit par v� est un isomorphisme. Comme
l'id�al de X� dans P "� est engendr� par l'id�al de X� dans P� et par t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊtdÊ, on a

]�X�[P "�  �  ]�X�[P�
 | D(0, 1-�)d,

d'o� l'�nonc�.

Remarque. Ñ  Le m�me �nonc� reste valable en rempla�ant les tubes ouverts par les
tubes ferm�s de rayon Ú, et D(0, 1-�) par D(0, Ú+�), pour Ú @ 1-.

Comme premi�re application du th�or�me de Þbration, notons le r�sultat de
connexit� suivant :
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(1.3.3) PROPOSITION. Ñ  Soient X un k-sch�ma connexe, i : X ÌÊÊÊ@ P une immersion dans
un v-sch�ma formel de type Þni P, lisse au voisinage de X. Alors le tube ]�X�[P est connexe.

D'apr�s (1.1.13), il sufÞt de prouver l'�nonc� apr�s extension de KÊ; cela permet de se
ramener au cas o� k est parfait. On peut aussi supposer X int�gre, car on peut
num�roter les composantes irr�ductibles X1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊXr de X de mani�re que, pour tout i, (�X1
ô .Ê.Ê. ô XiÊ-�1) õ Xi soit non vide. Comme les ]�Xi�[ forment un recouvrement admissible de
]�X�[ d'apr�s (1.1.14) (ii), et que l'intersection

(]�X1[ ô .Ê.Ê. ô ]�XiÊ-�1[) õ ]�Xi�[  =  ](�X1 ô .Ê.Ê. ô XiÊ-�1) õ Xi�[

est non vide pour tout i, l'assertion pour les Xi entra�ne l'assertion pour X. On peut enÞn
supposer X ferm� dans P, et P afÞne.

Montrons alors que la connexit� de ]�X�[P pour un plongement i : X ÌÊÊÊ@ P entra�ne la
connexit� de ]�X�[P pour tout plongement. La m�thode du plongement diagonal permet de
se ramener � consid�rer deux plongements i : X ÌÊÊÊ@ÊP, i' : XÊÊ ÌÊÊÊ@ÊP', tels qu'il existe un
morphisme u : P' @ P, lisse au voisinage de X, v�riÞant uÊìÊi' = i. Comme uK : ]�X�[P' @
]�X�[P est surjectif (d'apr�s (1.3.2) ou (1.1.12)), la connexit� de ]�X�[P' entra�ne celle de ]�X�[PÊ.
Pour prouver la r�ciproque, on peut supposer par localisation que le faisceau conormal �
X dans XÊÊ|P P' est un oX�-module libre, et la d�monstration de (1.3.2) montre que ]�X�[P'
s'identiÞe au produit de ]�X�[P par une boule ouverte. Si A = â(]�X�[PÊ,ÊoPK

), l'alg�bre
â(]�X�[P'Ê,ÊoP'K) est donc une sous-alg�bre d'une alg�bre de s�ries formelles � coefÞcients
dans A, et n'a pas d'idempotents non triviaux.

Si X est lisse sur k, il en r�sulte que ]�X�[P est connexeÊ: en effet, on peut alors
remplacer P par un rel�vement de X en un v-sch�ma formel lisse xÊ; on obtient dans ce
cas ]�X�[x = xKÊ, et, x �tant connexe, â(xKÊ, oxK

) = â(x, ox) ¢ K est sans idempotents non
triviaux.

Dans le cas g�n�ral, soient X' le normalis� de X, et i' : X' @ P' un plongement de X'
dans un P-sch�ma formel P', lisse sur P au voisinage de X'. Comme X' @ X est surjectif,
il en est de m�me de ]�X'[P' @ ]�X�[P d'apr�s (1.1.12). On est donc ramen� au cas o� X est
normal. Si X est de dimension ³ÊÊ2, deux points quelconques de X peuvent �tre joints par
un diviseur connexe D [Ha1, III 7.9], et il sufÞt donc que ]D[P soit connexe pour tout divi-
seur connexe D de X. Par r�currence sur dimÊX, on est ramen� au cas o� X est normal de
dimension 1, donc lisse.

(1.3.4) Pour obtenir la forme forte du th�or�me de Þbration, l'�tape essentielle est
l'extension de (1.3.1) � un voisinage strict de ]�X�[. On consid�re donc un diagramme
commutatif :
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Y�' ÊÊi'Ì#@ P'
j' É v É uÉ É

À À
(1.3.4.1) X ÊjÌ#@ Y ÊiÌ#@ P

dans lequel j et j' sont des k-immersions ouvertes, i et i' des immersions ferm�es de Y et
Y' dans des v-sch�mas formels de type Þni. On notera ��X l'adh�rence de X dans P' |P Y.

(1.3.5) TH�ORéME. Ñ  Les notations et les hypoth�ses �tant celles de (1.3.4), supposons
que u soit �tale au voisinage de X, et que la restriction de v � � �X soit propre. Alors uK
induit un isomorphisme entre un voisinage strict de ]�X�[P' dans ]Y'[P'Ê, et un voisinage
strict de ]�X�[P dans ]Y�[PÊ.

Gr�ce � (1.2.11), on peut remplacer Y' par � �X, ce qui permet de supposer que v est
propre, et que v�-1(�X�) = j'(�X�). Soit Z = Y - X, muni de sa structure r�duite. On pose, pour
Â @ 1-,

UÂ  =  PK - ]Z[PÊÊÂÊ,

et U'Â = uK
�-1(UÂ). En utilisant les voisinages stricts standards V  Ú  ,ÊÊ  Â   d�Þnis en (1.2.4) (i), on

voit qu'il sufÞt de prouver l'assertion suivante :

(1.3.5.1) Pour tout � Ô â�*, � @ 1-, il existe Ú0 Ô â�*, Ú0Ê<Ê1, tel que pour tout Ú Ô â�*, avec
Ú0ÊÊ²ÊÊÚ < 1, il existe Â Ô â�*, Â < 1, tel que le morphisme

[Y']P'ÊÚ õ u K
�-1([Y�]PÊ� õ UÂ)  Ê##@  [Y�]PÊ� õ UÂ

soit un isomorphisme.

Si (Pi)i est un recouvrement Þni de P, et si on pose P 'i = u�-1(Pi), Yi = Y õ PiÊ, Y 'iÊÊ= Y'ÊÊõ
P'iÊ, Xi = X õ Yi = X õ Y'iÊ, il sufÞt de v�riÞer (1.3.5.1) pour XiÊ, YiÊ, Y'iÊ, PiÊ, P'iÊ. En effet, Þxons �
et Ú, et supposons que, pour tout i, il existe Âi < 1 tel que (1.3.5.1) soit v�riÞ�e au-dessus de
PiÊKÊ. Soit Â = SupÊÂiÊ. Par construction, on a P 'iÊK = u K

�-1(PiÊK), [Yi]� = [Y�]�ÊÊõ PiÊKÊ, et

[Y'iÊ]P 'iÊÊÚ  =  [Y 'iÊ]P'ÊÚ  =  [Y']P'ÊÚ õ P 'iÊKÊ.

Par suite, le morphisme

[Y']P'ÊÚ õ uK
�-1([Y�]PÊ� õ UÂ) õ P'iÊK  Ê##@  [Y�]PÊ� õ UÂ õ PiÊK

Ê
est un isomorphisme pour tout i. Comme les PiÊK (resp. P'iÊK) forment un recouvrement
admissible de PK (resp. P 'K), (1.3.5.1) en r�sulte. On supposera donc P afÞne.

Soient alors P = SpfÊ�A, f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr Ô A d�Þnissant Y modulo µ et a Ô µ tel que ¾a¾Ê=Ê��q,
pour un entier q Ô ú. Le changement de base

P1  =  SpfÊÊA{T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTr}�/�(�f i
Ê�q - aTi)  Ê##@  P

induit sur les Þbres g�n�riques PK et P'K la localisation au-dessus de [Y�]PÊ�Ê. Rempla�ant
les donn�es initiales par celles qu'on en d�duit par ce changement de base, on est ramen�
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au cas o� [Y�]�Ê=ÊPKÊ, et � montrer qu'il existe Ú0 Ô â�*, tel que pour tout Ú Ô â�*, Ú0 ² Ú < 1, il
existe Â Ô â�*, Â < 1 tel que le morphisme

[Y']P'ÊÚ õ U'Â Ê##@  UÂ

soit un isomorphismeÊ; Y est alors d�Þni par un id�al nilpotent dans P | SpecÊk, de sorte
que l'espace topologique sous-jacent � X est ouvert dans celui de P.

Soit (�Xi) un recouvrement Þni de X, et supposons l'�nonc� pr�c�dent v�riÞ� pour les
XiÊ, pour Ú ³ ÚiÊ. Si on pose Zi = Y - XiÊ, UiÊÂ = PK - ]Zi�[PÊÂÊ, U'iÊÂ = u K

-1(UiÊÂ), UÂ est la r�union
des UiÊÂÊ, et ceux-ci en forment un recouvrement Þni par des ouverts quasi-compacts, donc
admissible. Soient Ú0 = sup(Úi), et Ú ³ Ú0. En prenant Â < 1 tel que

[Y']P'ÊÚ õ U'iÊÂ  Ê##@  UiÊÂ

soit un isomorphisme pour tout i, [Y']P'ÊÚ õ U'Â @ UÂ est un isomorphisme. En localisant
sur X, on peut donc supposer que X est un ouvert de Y de la forme D(�g), avec g Ô â(P, oP).
D'apr�s (1.2.3) (iii), on peut remplacer UÂ par l'ouvert (qu'on notera encore UÂ) :

UÂ  =  {Êx Ô PK É ¾�g(x)¾ ³ ÂÊ}.

Soient P'Y = P' |P Y, P'X = P' |P X. Comme P'X @ X poss�de une section et est �tale au
voisinage de celle-ci, X est � la fois ouvert et ferm� dans P 'XÊ. Puisque X est ouvert dans P,
il est donc aussi ouvert dans P'Ê; soit D = P 'Y - X le ferm� compl�mentaire. On a alors P'Y =
Y' ô D, donc P'K = ]Y'[P' ô ]D[P'Ê. Comme P 'X est r�union disjointe des deux composantes
ouvertes et ferm�es X et D õ u�-1(�X�), u K

�-1(]�X�[P) est r�union disjointe des deux ouverts
]�X�[P' et ]D[P' õ u K

�-1(]�X�[P), qui en forment un recouvrement admissibleÊ; on notera au
passage que, X �tant ouvert dans P 'XÊ, on a [�X�]P'ÊÚ = ]�X�[P' pour Ú @ 1-. On se propose de
montrer qu'il existe ¨ < 1, Ú0 < 1, tels que pour tout Ú, avec Ú0 ² Ú < 1, il existe Â < 1 pour
lequel [Y']P'ÊÚ õ [D]P'Ê¨ õ U'Â = ,̄ les ouverts [Y']P'ÊÚ et [D]P'Ê¨ induisant un recouvrement
admissible de U 'ÂÊ.

Comme P'K - ]Y'[P' est un espace analytique quasi-compact contenu dans ]D[P'Ê, il
existe ¨ < 1 tel que l'on ait

(1.3.5.2) P'K - ]Y'[P'  Ç  ]D[P'Ê¨  Ç  [D]P'Ê¨Ê.Ê
De m�me, P'K - ]D[P'Ê¨ est quasi-compact et contenu dans ]Y'[P'Ê, donc il existe Ú0ÊÊ<ÊÊ1 tel
que l'on ait

(1.3.5.3) P'K - ]D[P'Ê¨  Ç  [Y']P'ÊÚ0Ê.

Comme ]Y'[P' õ ]D[P' õ u K
�-1(]�X�[P) = ]�X�[P' õ ]D[P' = ¯, le principe du maximum

appliqu� � [Y'�]P'ÊÚ õ [D]P'Ê¨ montre que,  ̈�tant Þx� de mani�re � satisfaire (1.3.5.2), on
peut pour tout Ú trouver Â < 1 tel que l'on ait

(1.3.5.4) [Y']P'ÊÚ õ [D]P'Ê¨ õ U'Â  =  ¯.

Supposons donc ¨, Ú et Â choisis de mani�re � satisfaire les relations (1.3.5.2) �
(1.3.5.4), avec Ú ³ Ú0Ê. D'apr�s (1.3.5.3), les ouverts [Y']P'ÊÚ õ U'Â et [D]P'Ê¨ õ U'Â forment un
recouvrement de U 'ÂÊ, manifestement admissible, et leur intersection est vide d'apr�s
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(1.3.5.4). Par suite, si TKÊÊ= [Y']P'ÊÚ õ U'Â et T'K = [D]P'Ê¨ õ U'ÂÊ, TK et T'K sont des sous-espaces
analytiques ferm�s de U 'ÂÊ, et en particulier sont quasi-compacts.

D'apr�s le crit�re jacobien de lissit�, l'ensemble des points de non lissit� du
morphisme TK @ PK est un ferm� analytique de TKÊ. Comme

 TK õ u�-1(]�X�[P)  =  (P'KÊ-�[D]P'Ê¨) õ u�-1(]�X�[P)  =  ]�X�[P'Ê,

le morphisme TK õ u�-1(]�X�[P) @ ]�X�[P est un isomorphisme gr�ce au th�or�me de
Þbration faible pour les morphismes �tales (1.3.1). Le principe du maximum entra�ne
alors que TK õ U'Â @ UÂ est lisse pour Â assez pr�s de 1. De m�me, le support de ã 1

TKÊ/ÊPK est
un ferm� analytique de U'ÂÊ, ne rencontrant pas u�-1(]�X�[P), donc il existe Â0 < 1 tel que
TKÊÊõ U'Â @ UÂ soit �tale pour Â0 ² Â < 1.

Quitte � faire un changement de base de la forme

Spf�(A{T}�/�(a - g�q�T)) ÊÊ##@Ê P,

o� a Ô µ, q Ô ú sont tels que Â0
q = ¾a¾, on peut supposer que PK = UÂ0Ê, de sorte que TK est

ferm� dans P 'KÊ. Soit T Ç P' son adh�rence sch�matique (cf. (0.2.4) (vi)). Comme T est plat
sur v, l'application sp : TK @ T envoie surjectivement TK sur l'ensemble des points
ferm�s de la Þbre sp�ciale T0 de T. D'autre part, on a T Ç ]Y'[P'Ê, de sorte que sp(TK) est
contenu dans l'ensemble des points ferm�s de Y'. Par suite, T0Êred est un sous-sch�ma
ferm� de Y'. Comme v est propre, on en d�duit que T est propre sur P. D'apr�s un
th�or�me de Raynaud [Ra1], le morphisme TK @ PK est propre au sens de Kiehl [Ki2].
Etant �tale, donc � Þbres Þnies, il est Þni [BGR, 9.6.3 cor. 6], d�Þni par une oPK

-alg�bre
coh�rente r. L'homomorphisme oPK

 @ r est un isomorphisme sur ]�X�[PÊ; comme son
noyau et son conoyau ont pour supports des ferm�s analytiques de PKÊ, c'est un
isomorphisme au-dessus de UÂ pour Â assez pr�s de 1. Le morphisme TK õ U'Â @ UÂ est
alors un isomorphisme, ce qui ach�ve la d�monstration.

(1.3.6) Dans le cas de dimension relative ³ÊÊ1, nous �noncerons le th�or�me de Þbration
fort sous une forme locale permettant l'emploi de coordonn�es. Avec les notations de
(1.3.4), soit P" = P | �̂� d

v l'espace afÞne formel de base P, de dimension relative dÊ; la Þbre
g�n�rique P"K de P" est isomorphe � PK | D(0, 1+�)d. En consid�rant Y comme sous-
sch�ma ferm� de P" par la section nulle, le tube ]Y�[P" (resp. ]�X�[P") s'identiÞe alors au
produit ]Y�[P | D(0, 1-�)d (resp. ]�X�[P | D(0, 1-�)d�).

(1.3.7) TH�ORéME  (de Þbration fort). Ñ  Avec les notations pr�c�centes, supposons que u
soit lisse au voisinage de X, de dimension relative d, et que vÊÊ: Ê �X @ Y soit propre. Soient
i' Ç oP' l'id�al de Y' dans P' et �i� celui de Y' dans P 'Y = P' |P YÊ; supposons de plus qu'il
existe des sections t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtd Ô â(P', i') induisant une base `t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ềtd du faisceau conormal
�i'�/��i'�2 au-dessus de X. Alors le P-morphisme Ä : P'ÊÊ@ P" d�Þni par t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtd envoie Y'
dans Y, et ÄK induit un isomorphisme d'un voisinage strict de ]�X�[P' dans ]Y'[P' sur un
voisinage strict de ]�X�[P" dans ]Y�[P"Ê.
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Comme t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtd sont des sections de i', Ä envoie Y' dans Y. Soit P'X = P' |P X.
Puisque P' est lisse sur P au voisinage de X, l'homomorphisme canonique �i'�/� �i'�2ÊÊ@
ã1

P'YÊ/ÊYÊÊ¢ oY' est un isomorphisme au-dessus de X, et dt̀1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êd̀td forment une base de
ã1

P'XÊ/ÊX ¢ oXÊ; dt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êdtd forment alors une base de ã1
P'/ÊP au voisinage de X, et Ä est �tale

au voisinage de X. Il sufÞt donc d'appliquer (1.3.5) � Ä.

(1.3.8) Remarques. Ñ  (i)ÊÊSupposons que P et P' soient afÞnes, que le compl�mentaire Z
de X dans Y soit l'ensemble des z�ros d'une section gÊÊÔ â(P, oP), et que le faisceau
conormal �i'�/��i'�2 soit libre sur X. Alors la deuxi�me hypoth�se de (1.3.7) est v�riÞ�e. En
effet, posons P = SpfÊ�A, P' = SpfÊ�A', et soient I Ç A, I' Ç A', les id�aux de Y et Y'. Comme
�i'�/� �i'�2 est libre sur X, on peut trouver des �l�ments t̀1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ềtd Ô I'Ê/ÊIA' induisant une base de
(I'Ê/�(I'�2 + IA'))g� comme (A'Ê/ÊI')gÊ-module, et il sufÞt de prendre des �l�ments t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtd Ô I'
relevant `t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê`tdÊ.

(ii) Sous les hypoth�ses de (1.3.7), soient V', V" des voisinages stricts de ]�X�[P'Ê, ]�X�[P"
isomorphes par ÄKÊ, et soit    Ú    une suite croisssante de limite 1 d'�l�ments de â�*. D'apr�s
(1.2.4) (i), il existe une suite croissante    Â    de limite 1 telle que V" contienne le voisinage
strict V "  Ú  ,ÊÊ  Â   correspondantÊ; V "  Ú  ,ÊÊ  Â   peut alors s'�crire

(1.3.8.1) V "  Ú  ,ÊÊ  Â    =  ôn ([Y�]PÊÚn
 õ UÂn

) | D(0, Ú +
n�)d.

Si V  Ú  ,ÊÊ  Â   = ônÊ�([Y�]PÊÚn
 õ UÂn

), il existe donc un voisinage strict V' de ]�X�[P' dans ]Y�[P'
isomorphe � V "  Ú  ,ÊÊ  Â  Ê, et tel que l'homomorphisme uK s'identiÞe � la projection naturelle de
V "  Ú  ,ÊÊ  Â   sur V  Ú  ,ÊÊ  ÂÊ. L'�nonc� (1.3.7) est donc en ce sens une extension au-dessus d'un
voisinage strict de ]�X�[P du th�or�me de Þbration (1.3.2).

On observera d'autre part que, d'apr�s (1.2.3) (iv), Ä induit un isomorphisme entre
des syst�mes fondamentaux de voisinages stricts de ]�X�[P' et ]�X�[P"Ê.

(1.3.9) Supposons que v soit un anneau de valuation discr�te, et soient P un v-sch�ma
alg�brique s�par�, PK sa Þbre g�n�rique, P0 sa Þbre sp�ciale, X Ç P0 un sous-sch�ma
ferm�. Rappelons qu'on a d�Þni en (1.1.2) (ii) le tube ]�X�[P comme �tant le tube de X dans
le compl�t� formel ^�P de P, consid�r� comme ouvert de l'espace analytique PK

Êan gr�ce �
l'immersion ouverte ^�PK ÌÊÊÊ@ P K

Êan. On se propose maintenant de montrer comment donner
un sens � la notion de syst�me fondamental de voisinages stricts de ]�X�[P dans P K

Êan.

D'apr�s Nagata, il existe un v-sch�ma propre �P et une v-immersion ouverte P ÌÊÊÊ@
�P. Soient Y l'adh�rence de X dans �P0 = P | SpecÊk, �PÊ̂ÊÊ le compl�t� formel de �P, et �P̂K = �P K

Êan

sa Þbre g�n�rique. Notons que ]Y�[ �P õ P K
Êan est un voisinage strict de ]�X�[P d'apr�s (1.2.4)

(ii). En particulier, il existe des syst�mes fondamentaux de voisinages stricts de ]�X�[P
dans ]Y�[ �P qui sont contenus dans P K

Êan.

(1.3.10) PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de (1.3.9), soient �P et �P' deux com-
pactiÞcations de P sur v, et supposons qu'il existe un v-morphisme u : �P' @ �P induisant
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l'identit� sur P. Alors, si Y et Y' sont les adh�rences de X dans P0 et P'0Ê, ]Y'[ �P' õ P K
Êan est

contenu dans ]Y�[ �P õ P K
Êan et est un voisinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[ �P õ P K

Êan.

La premi�re assertion r�sulte de ce que u(Y') Ç Y. Pour prouver la seconde, il sufÞt
d'observer que, d'apr�s (1.3.5), uK induit un isomorphisme entre un voisinage strict V' de
]�X�[P dans ]Y'[�P' et un voisinage strict V de ]�X�[P dans ]Y�[ �PÊ. On a alors V' õ P K

Êan =
VÊÊõÊÊP K

ÊanÊ; comme V õ PK
Êan est un voisinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[ �PÊ, l'assertion en

r�sulte.

On observera que cet �nonc� entra�ne que, plus g�n�ralement, si �P et �P' sont deux
compactiÞcations de P, il existe dans P K

Êan un syst�me fondamental de voisinages de ]�X�[P
qui soient stricts � la fois dans ]Y�[ �P et dans  ]Y'[ �P'Ê. En effet, si �P" est l'adh�rence de P
plong� diagonalement dans P | P', et Y" celle de X dans �P"0Ê, tout syst�me fondamental de
voisinages stricts de ]�X�[P dans ]Y"[ �P" est un syst�me fondamental de voisinages stricts
de ]�X�[P dans ]Y�[ �P et dans ]Y'[ �P'Ê. Sous les hypoth�ses de (1.3.9), on appelera donc
voisinage strict (resp. syst�me fondamental de voisinages stricts) de ]�X�[P dans PK

Êan un
voisinage strict (resp. syst�me fondamental de voisinages stricts) de ]�X�[P dans ]Y�[ �P õ
P K

Êan, o� �P est une compactiÞcation quelconque de P, et Y l'adh�rence de X dans �P0Ê.

Exemple. Ñ  Soit x = SpecÊ�A un v-sch�ma afÞne, de r�duction X = SpecÊ�A0 sur k, et soit A
� v�[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�/ÊI une pr�sentation de A, d�Þnissant une immersion ferm�e x ÌÊÊ@ � n

vÊ.
Consid�rons l'immersion diagonale X ÌÊÊ@ P = x | x. Fixons une suite croissante    Ú    de
limite 1, avec Úi Ô â�*, et une suite d�croissante    Â    de limite 1, avec Âi Ô â�*. Posons alors

Vi  =  { x Ô xK
Êan | xK

Êan ¾ × j,  ¾(1Ê¿ tj - tj ¿Ê1)(x)¾ ² Úi  et  ¾(1Ê¿ tj)(x)¾ ² Âi },

et V = ôi ViÊ. Alors V est un voisinage strict de ]�X�[x�2Ê. En effet, il r�sulte de (1.2.4) (iv) que
l'ouvert V0 = {Êx ¾ × j, ¾(1Ê¿ tj - tj ¿Ê1)(x)¾ < 1Ê} est un voisinage strict de ]�X�[x�2Ê. Si, pour
tout Â > 1, on note

UÂ  =  { x Ô xK
Êan | xK

Êan ¾ × j,  ¾(tj ¿Ê1)(x)¾ ² Â  et  ¾(1Ê¿ tj)(x)¾ ² Â },

il sufÞt, d'apr�s (1.2.4) (iii), de v�riÞer que, pour tout ouvert afÞno�de W Ç V0Ê, on a W õ UÂ
Ç V pour Â @ 1+. Le principe du maximum entra�ne qu'il existe i tel que, pour tout j, on
ait ¾(1Ê¿ tj - tj ¿Ê1)(x)¾ ² Úi sur WÊ; il sufÞt alors de prendre Â ² ÂiÊ.

Pour    Ú    et    Â    variables, les voisinages ainsi obtenus forment un syst�me fondamental
de voisinages stricts de ]�X�[x�2Ê.
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2.  ISOCRISTAUX  SURCONVERGENTS

Soit X un k-sch�ma s�par� de type Þni. L'objet de ce chapitre est d'associer
fonctoriellement � X une cat�gorie de coefÞcients pour la cohomologie rigide, la cat�gorie
des F-isocristaux surconvergents, dont la th�orie de Dwork donne de nombreux
exemples. La construction de celle-ci s'op�re en plusieurs �tapes. Nous consid�rerons
d'abord une situation plus g�n�rale, o� X est un ouvert d'un k-sch�ma de type Þni Y, de
compl�mentaire Z, et nous d�Þnirons alors la notion d'isocristal sur X, surconvergent le
long de Z : si Y est un k-sous-sch�ma d'un v-sch�ma formel P lisse au voisinage de X, un
tel isocristal est d�Þni par un module � connexion int�grable sur un voisinage strict du
tube de X dans ]Y�[PÊ, dont la connexion est donn�e localement par une matrice ayant
pour coefÞcients des fonctions analytiques sur un voisinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[PÊ, et
dont la s�rie de Taylor satisfait en outre certaines conditions de convergence. Un F-
cristal sur X au sens habituel d�Þnit un isocristal dont le lieu de surconvergence Z est
vide (un tel isocristal sera simplement appel� convergent). D'autre part, la cat�gorie des
isocristaux surconvergents sur X est obtenue en prenant pour Y une compactiÞcation de
X : nous verrons qu'elle ne d�pend pas du choix de celle-ci.

2.1. Germes de sections au voisinage d'un tube

(2.1.1) Soient P un v-sch�ma formel, Y un k-sous-sch�ma ferm� de P, X un ouvert de Y,
�j : X ÌÊÊÊ@ Y l'immersion correspondante, Z = Y - X le ferm� compl�mentaire. Pour tout
voisinage strict V (resp. couple de voisinages stricts V' Ç V�) de ]�X�[P dans ]Y�[PÊ, soit �V
(resp. �VÊV') l'immersion ouverte de V dans ]Y�[P (resp. de V' dans V�). Si A est un
faisceau d'anneaux sur V, et E un A-module, nous poserons

(2.1.1.1) jV�
�ÊÊE  =  

#@
limÊV'ÊÇÊV Ê�VÊV'�* �VÊV'

�* ÊE,

la limite �tant prise sur l'ensemble des voisinages stricts V'ÊÇ V. Le faisceau jV�
�ÊÊE est

muni d'une structure de j V�
�ÊÊ�A-module, et le faisceau ab�lien sous-jacent ne d�pend que du

faisceau ab�lien sous-jacent � E. Nous dirons que j V�
�ÊÊE est le faisceau des germes de

sections de E surconvergentes le long de Z.

Compte tenu de (0.1.8), on a, pour tout ouvert quasi-compact W Ç V,
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(2.1.1.2) â(W, �jV�
�ÊÊE)  =  

#@
limÊV'ÊÇÊV â(W õ V', E).

On observera que, d'apr�s (2.1.1.1), la restriction de jV�
�ÊÊE � ]�X�[ est �gale � celle de E.

D'autre part, si W est un ouvert afÞno�de de ]Z[, le principe du maximum entra�ne que
W Ç ]Z[Â pour un Â < 1. Comme UÂ = ]Y�[ - ]Z[Â est un voisinage strict de ]�X�[, il r�sulte
de (2.1.1.2) que, pour tout faisceau ab�lien E sur V, la restriction de j V�

�ÊÊE � V õ ]Z[ est
nulle. En particulier, la restriction � V õ ]Z[ d'un j V�

�ÊÊ�A-module est toujours nulle.

Soient V' Ç V un second voisinage strict de ]�X�[, et A un faisceau d'anneaux sur V.
Pour tout faisceau ab�lien M sur V, la restriction � V' de j V�

�ÊÊM n'est autre que jV'�� Ê�VÊV'
�* ÊM, et

sera not�e jV'�� ÊM. Par suite, la restriction d'un j V�
�ÊÊ�A-module E � V' est munie d'une

structure canonique de jV'�� Ê�A�-module. D'autre part, l'homomorphisme canonique E @
�VÊV'�* �VÊV'

�* ÊE est un isomorphisme : comme (V', ]Z[) induit un recouvrement admissible
de V, il sufÞt de le v�riÞer sur V', sur lequel c'est clair, et sur V õ ]Z[, sur lequel les deux
faisceaux sont nuls. En particulier, on a j V�

�ÊÊ�A Ê #ÊÊ �Ê@ �VÊV'�* jV'�� Ê�A, et, pour tout jV'�� Ê�A�-module
E', �VÊV'Ê*ÊE' est ainsi muni d'une structure canonique de j V�

�ÊÊ�A-module. Puisqu'on a aussi
�VÊV'

�* Ê�VÊV'�*ÊE' Ê #ÊÊ �Ê@ E', on voit que les foncteurs �VÊV'Ê* et �VÊV'
�*  sont des �quivalences quasi-

inverses entre la cat�gorie des j V�
�ÊÊ�A-modules sur V et celle des jV'�� Ê�A-modules sur V'.

Nous utiliserons cette remarque pour consid�rer le foncteur j V�
� comme un foncteur �

valeurs dans la cat�gorie des faisceaux sur ]Y�[, en posant

(2.1.1.3) j��E  =  �VÊ*ÊjV�
�ÊÊE.

Compte tenu de ce qui pr�c�de, le foncteur j�� ne change pas si l'on remplace V par un
voisinage strict V' Ç V. Il est encore caract�ris� par la relation

(2.1.1.4) â(W, �j��E)  =  
#@
limÊV'ÊÇÊV â(W õ V', E)

pour tout ouvert quasi-compact W Ç ]Y�[. En effet, il existe Â tel que W õ UÂ Ç V.  Comme
W õ UÂ est quasi-compact, on a alors, en appliquant ce qui pr�c�de au voisinage strict
VÊÊõÊÊUÂ Ç V,

â(W, �j��E)  =  â(W õ V, jV�
�ÊÊE)  =  â(W õ UÂÊ, jV�

�ÊÊE)  =  
#@
limÊV' Ç VÊõÊUÂ

Êâ(W õ V', E).
On remarquera d'autre part que, d'apr�s ce qu'on a vu plus haut, l'homomorphisme
canonique

â(]Y�[, E)  Ê##@  â(V, E)

est un isomorphisme pour tout j��A-module E, et tout voisinage strict V de ]�X�[.

Remarque. Ñ  Il sufÞt bien s�r de passer � la limite sur un syst�me fondamental de
voisinages stricts de ]�X�[Ê; on pourra par exemple se limiter aux ouverts V  Ú  ,Ê  Â   d�Þnis en
(1.2.4) (i). De m�me, la condition de (1.2.2) montre que, les ouverts UÂ �tant d�Þnis comme
pr�c�demment (ou comme en (1.2.3) (iii)), on obtient, pour W quasi-compact,

(2.1.1.5) â(W, �j��E)  =  
#@
limÊÂ â(W õ UÂÊ, E).
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(2.1.2) En supposant que v est un anneau de valuation discr�te, d'uniformisante ¹,
montrons comment le foncteur j�� est reli� � la notion de compl�tion faible de Monsky et
Washnitzer [MW1]. Rappelons tout d'abord que, si A est une v-alg�bre de type Þni, et
t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn une famille de g�n�rateurs de A comme v-alg�bre, on d�Þnit la compl�t�e faible
de A comme la sous-v-alg�bre A� de la compl�t�e usuelle ^A de A form�e des �l�ments x
qui peuvent s'�crire comme somme d'une s�rie

(2.1.2.1) x  =  å
i

ÊÊ¹�i�Pi(t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn),

les Pi Ô v�[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn] �tant tels qu'il existe des constantes a, b pour lesquelles

deg Pi  ²  a�i + b

pour tout i. Il revient au m�me de dire que x peut s'�crire sous la forme d'une s�rie

(2.1.2.2) x  =  å
  k  

ÊÊ�  k  Ê  t  
Êk,  

o� les �  k   Ô v sont tels qu'il existe des constantes Ú < 1 et c telles que ¾�  k  ¾ ² c�Ú¾k¾ pour tout  

   k   .

Soient P l'espace projectif formel de dimension n sur v, Y sa r�duction sur k, �jÊÊ:
XÊÊ ÌÊÊÊ@ Y l'immersion de l'espace afÞne de dimension n d�Þnie par un syst�me de co-
ordonn�es projectivesÊ; ]Y�[ est alors l'espace projectif sur K, ]�X�[ la boule unit� ferm�e de
l'espace afÞne, et, d'apr�s (1.2.4) (ii) et (iii), un syst�me fondamental de voisinages stricts
de ]�X�[ est fourni par les boules ferm�es de centre 0 et de rayon ÂÊÊ@ 1+. La formule
(2.1.1.5) entra�ne alors que â(PKÊ, �j���oPK

�) est l'anneau des s�ries formelles dont le rayon de
convergence est strictement sup�rieur � 1, soit

(2.1.2.3) â(PKÊ, �j���oPK
�)  =  v�[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]� ¢ K.

Dans la suite, nous noterons cette alg�bre par K��[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�.

Plus g�n�ralement, soient X = SpecÊ�A0 un sch�ma afÞne et lisse sur k, et A une
v-alg�bre lisse relevant A0 (il en existe d'apr�s [El1, th. 6]). Fixons une pr�sentation

A  �  v�[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�/ÊI,

et soient x = SpecÊÊA, P le compl�t� formel de la fermeture projective de x dans æv
�nÊ

Ê, Y sa
r�duction sur k. Le tube de Y est �gal � PKÊ, le tube de X est l'intersection de PK avec la
boule unit� ferm�e de �n

K Ç æK
�nÊ

Ê, et les intersections de PK avec les boules de rayon ÂÊÊ@ 1+

forment un syst�me fondamental de voisinages stricts UÂ de ]�X�[ qui sont afÞno�des.
L'image de l'homomorphisme de restriction

â(UÂÊ, oPK
�)  Ê##@  â(]�X�[, oPK

�)  �  ̂A ¢ K

est contenue dans la sous-alg�bre A� ¢ K Ç ^A ¢ K. En effet, au-dessus de ����nKÊ, l'id�al
d�Þnissant PK dans l'espace projectif analytique n'est autre que I�oæ K

Ên
ÊÊ
, ce qui fournit l'iso-

morphisme
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â(UÂÊ, oæK
Ên)�/ÊIÊâ(UÂÊ, oæK

Ên)  Ê#�#@  â(UÂÊ, oPK
�),

et l'assertion r�sulte de (2.1.2.2). Comme A� � v�[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�Ê/ÊI�v�[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�, on en d�duit
par passage � la limite un isomorphisme

#@
limÊÂÊâ(UÂÊ, oPK

�)  Ê#�#@  A� ¢ K,

soit, compte tenu des remarques de (2.1.1),

(2.1.2.4) â(PKÊ, j���oPK
�)  Ê#ÊÊÊ���#ÊÊÊ@  â(x K

Êan, j���oPK
�)  Ê#ÊÊÊ���#ÊÊÊ@  A� ¢ K.

On observera qu'on a d'autre part

â(]�X�[, �j���oPK�
)  =  â(]�X�[, �oPK�

)   =  ̂A ¢ K.

(2.1.3) PROPOSITION. Ñ  Soient V un voisinage strict de ]�X�[, A un faisceau d'anneaux
sur V, et E un A-module.

(i) L'homomorphisme canonique

E  Ê##@  jV�
�ÊÊE

est un �pimorphisme. Si E est un j V�
�ÊÊ�A-module, c'est un isomorphisme.

(ii) L'homomorphisme canonique

E ¢AÊÊÊj V�
�ÊÊ�A  Ê##@  j V�

�ÊÊE

est un isomorphisme.
(iii) Les foncteurs j V�

� et j�� sont exacts sur la cat�gorie des A-modules sur V.

Soient W un ouvert afÞno�de de V, et s une section de j V�
�ÊÊE sur W. Quitte � passer � un

recouvrement admissible de W, on peut, pour relever s en une section de E, supposer que
P est afÞneÊ; soient alors t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn des sections de oP relevant des �quations de Z dans Y.
D'apr�s (2.1.1.5), il existe Â < 1 tel que s provienne d'une section de E sur W õ UÂÊ. Soit UiÊÂ
l'ensemble des points x de ]Y�[ tels que ¾ti(x)¾ ³ Â, et Þxons Â' tel que Â < Â' < 1. Alors les
UiÊÂ et [Z]Â' induisent un recouvrement sp�cial de WÊ; s se rel�ve en une section de E sur
chacun des W õ UiÊÂ par hypoth�se, et se rel�ve en la section nulle sur W õ [Z]Â' d'apr�s
(2.1.1.5).

Supposons que E soit un j V�
�ÊÊ�A-module, et prouvons la seconde partie de (i). Soient W

un ouvert afÞno�de de ]Y�[, et s Ô â(W, E) une section d'image nulle dans â(W, �j V�
�ÊÊE).

D'apr�s (2.1.1.5), il existe Â tel que s = 0 dans â(W õ UÂÊ, E). D'autre part, la restriction de
E � V õ ]Z[ est nulle d'apr�s (2.1.1). Comme UÂ et ]Z[ induisent un recouvrement
admissible de V, on a s = 0 dans â(W, E).

Pour montrer l'assertion (ii), il sufÞt de montrer que tout homomorphisme A-
lin�aire Ä : E @ F de E dans un j V�

�ÊÊ�A-module F poss�de une unique factorisation par
l'homomorphisme E @ j V�

�ÊÊE, ce qui r�sulte de (i).

EnÞn, l'exactitude � gauche de jV�
� r�sulte de celle des images directes et des limites

inductives, et son exactitude � droite est cons�quence de (i). Celle de j�� en d�coule
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puisque, avec les notations de (2.1.1), �VÊ* est une �quivalence de cat�gories de la cat�gorie
des j V�

�ÊÊ�A-modules dans celle des j���A-modules.

La construction de j�� est fonctorielle en (P, Y, X�) au sens suivant :

(2.1.4) PROPOSITION. Ñ  Avec les hypoth�ses et les notations de (1.2.6), soient V un
voisinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[PÊ, V' un voisinage strict de ]�X'[P' dans ]Y'[P' tel que
uK(V') Ç V, u 'K la restriction de uK � V'. On note j V�

�Ê, jV''�� les foncteurs Òfaisceau des germes
de sections surconvergentesÓ d�Þnis en (2.1.1.1).

(i) Il existe pour tout faisceau ab�lien E sur V des homomorphismes canoniques

(2.1.4.1) j V�
�ÊÊE  Ê##@  u 'KÊ* jV''��Êu K'

Ê-1�E,

(2.1.4.2) j��E  Ê##@  uKÊ* j'��ÊuK'
Ê-1�E.

Si on suppose de plus que X' = vÊ-1(�X�), les morphismes

(2.1.4.3) uK'
Ê-1ÊjV�

�ÊÊE  Ê##@  jV''��Êu K'
Ê-1�E,

(2.1.4.4) uK
Ê-1Êj��E  Ê##@  j'���uK'

Ê-1�E,

d�duits de (2.1.4.1) et (2.1.4.2) sont des isomorphismes.
(ii) Soient respectivement A et A' des faisceaux d'anneaux sur V et V', Ä : u K'

Ê-1�AÊÊ@ A'
un homomorphisme de faisceaux d'anneaux, uK'

Ê* le foncteur image inverse correspon-
dant de la cat�gorie des A-modules dans celle des A'-modules. Il existe pour tout A-
module E sur V un homomorphisme canonique A-lin�aire

(2.1.4.5) jV�
�ÊÊE  Ê##@  u 'KÊ* jV''��Êu K'

Ê*ÊE,

(2.1.4.6) j��E  Ê##@  uKÊ* j'���uK'
Ê*ÊE.

Si on suppose de plus que X' = vÊ-1(�X�), les homomorphismes

(2.1.4.7) uK'
Ê*

ÊjV�
�ÊÊE  Ê##@  jV''��Êu K'

Ê*ÊE,

(2.1.4.8) u K
Ê*Ê�j��E  Ê##@  j'���u K'

Ê*ÊE,

d�duits de (2.1.4.5) et (2.1.4.6) sont des isomorphismes.

Pour d�Þnir (2.1.4.1), il sufÞt de d�Þnir, pour tout couple d'ouverts quasi-compacts
W Ç V, W'ÊÊÇ V' tels que uK�(W') Ç W, une application canonique

â(W, �j V�
�ÊÊE)  Ê##@  â(W', �jV''��Êu K'

Ê-1�E).

On a alors :

â(W, �jV�
�ÊÊE)  =  

#@
limÊV1

 â(W õ V1�, E),

â(W', jV''��ÊuK'
Ê-1�E)  =  

#@
limÊV '1 â(W' õ V'1�, u K'

Ê-1�E),

o� V1 et V'1 parcourent l'ensemble des voisinages stricts de ]�X�[ et ]�X'[ contenus dans V
et V'. Comme u K'

Ê-1(V1) est un voisinage strict de ]�X'[ d'apr�s (1.2.7), les applications
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naturelles

â(W õ V1�, E)  Ê##@  â(W' õ u K'
Ê-1(V1), uK'

Ê-1�E)

fournissent par passage � la limite l'application cherch�e. L'homomorphisme (2.1.4.2) se
d�duit de (2.1.4.1) en appliquant �VÊ*Ê, avec �V : V Ê ÌÊÊ@Ê]Y�[PÊ.

Supposons que X' = vÊ-1(�X�), donc Z' = vÊ-1(Z), et montrons que (2.1.4.3) est un
isomorphisme. Si u est une immersion ouverte, et Y' = uÊ-1(Y�), l'assertion r�sulte de
(1.2.5) et (1.2.7). Prenant des recouvrements ouverts de P et P', ce qui fournit un
recouvrement admissible de ]Y�[P'Ê, on peut donc se ramener au cas o� P et P' sont afÞnes.
Soient g1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êgs Ô â(P, oP) donnant des �quations de Z dans Y. Si l'on pose

UÂ  =  {Êx Ô ]Y�[P ¾ Á i, ¾�gi�(x)¾ ³ ÂÊ},

U'Â  =  uK
Ê-1(UÂ) õ ]Y'[P'  =  {Êx' Ô ]Y'[P' ¾ Á i, ¾u*(�gi)(x')¾ ³ ÂÊ},

u K'
Ê-1�j V�

�ÊÊE est le faisceau associ� au pr�faisceau

W' �@ 
#@
limÊWÊ�ÊuK�(W'�) #@

limÊÂ â(W õ UÂÊ, E),

et jV''��Êu K'
Ê-1�E est le faisceau associ� au pr�faisceau

W' �@ 
#@
limÊÂ 

#@
limÊW"Ê�ÊuK�(W'ÊõÊU'Â�) â(W", E),

o� W' est un ouvert quasi-compact de V', et W, W" des ouverts quasi-compacts de VÊ; on
peut de plus se limiter aux ouverts W' Ç V' pour lesquels il existe un ouvert quasi-
compact W Ç V tel que uK�(W') Ç W. On d�Þnit alors une ß�che

jV''��Êu K'
Ê-1�E  Ê##@  uK'

Ê-1Êj V�
�ÊÊE

inverse de (2.1.4.3) comme suit. Pour W' Ç V' donn�, on choisit un ouvert quasi-compact
W0 Ç V tel que uK(W') Ç W0Ê. Pour (Â, W") tels que uK�(W' õ U 'Â�) Ç W", il existe Ú ³ Â tel
que uK�(W') Ç [Y�]ÚÊ, et l'ouvert quasi-compact de V obtenu en posant W = W" ô (W0 õ
[Z]Ú) est alors tel que uK�(W') Ç W. En observant que, pour Â' > Ú, on a W õ UÂ' = W" õ UÂ'Ê,
on voit qu'il sufÞt d'associer � une section s Ô â(W", E) sa restriction � W õ UÂ'Ê, pour
Â'ÊÊ>ÊÊÚ quelconque, l'application obtenue �tant manifestement ind�pendante des choix ef-
fectu�s dans la construction. On en d�duit que (2.1.4.4) est un isomorphisme en observant
que sa restriction � V' n'est autre que (2.1.4.3), et que les deux faisceaux consid�r�s sont
nuls sur ]Z[.

Supposons maintenant donn�s A, A', et u K'
Ê-1A @ A'. Les homomorphismes (2.1.4.5) et

(2.1.4.6) se d�duisent de (2.1.4.1) et (2.1.4.2) par fonctorialit�, et d�Þnissent par adjonction
un homomorphisme A'�-lin�aire

u K'
Ê*Êj V�

�ÊÊE  Ê##@  jV''��Êu K'
Ê*ÊE.

D'apr�s (2.1.3) (ii), on a des isomorphismes

E ¢A �jV�
�ÊÊ�A  Ê#ÊÊÊ���#ÊÊÊ@  j V�

�ÊÊE,        uK'
Ê-1�E ¢uK'Ê-1�A� jV''��Êu K'

Ê-1�A  Ê #ÊÊÊ���#ÊÊÊ@  jV''��Êu K'
Ê-1�E.

Si X' = vÊ-1(�X�), l'isomorphisme (2.1.4.3) pour E s'identiÞe alors au compos�

u K'
Ê-1(E ¢A �j V�

�ÊÊ�A)  Ê #ÊÊÊ���#ÊÊÊ@  u K'
Ê-1�E ¢u K'Ê-1�A u K'

Ê-1�j V�
�ÊÊ�A  Ê #ÊÊÊ���#ÊÊÊ@  u K'

Ê-1�E ¢u K'Ê-1�A jV''��Êu K'
Ê-1�A,
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o� le deuxi�me isomorphisme est d�Þni par (2.1.4.3) pour A. L'homomorphisme de
fonctorialit� jV''��ÊuK'

Ê-1�E @ jV''��Êu K'
Ê*ÊE s'identiÞe d'autre part �

u K'
Ê-1�E ¢u K'Ê-1�A ÊjV''��ÊuK'

Ê-1�A  Ê#@  (uK'
Ê-1�E ¢uK'Ê-1�A A') ¢A' ÊjV''��ÊÊA'  �  u K'

Ê-1�E ¢uK'Ê-1�A ÊjV''��ÊÊA'.

Pour prouver que (2.1.4.7) est un isomorphisme, il sufÞt donc de v�riÞer que

(u K'
Ê-1�E ¢u K'Ê-1�A ÊjV''��Êu K'

Ê-1�A) ¢uK'Ê-1�A A'  Ê#@  uK'
Ê-1�E ¢uK'Ê-1�A ÊjV''��ÊÊA'

en est un, ce qui r�sulte de (2.1.3) (ii). EnÞn, l'isomorphisme (2.1.4.8) s'en d�duit par le
m�me argument que plus haut.

(2.1.5) PROPOSITION. Ñ  Soient V un voisinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[PÊ, E un oV-
module coh�rent, et jK l'immersion de ]�X�[ dans V. Alors l'homomorphisme canonique

j V�
�ÊÊE  Ê##@  jKÊ* jK

Ê*ÊE

est injectif.

On peut supposer P afÞne. Soient W un ouvert afÞno�de de V, et s une section de j V�
�ÊÊE

sur W d'image nulle dans jKÊ*Ê�j K
Ê*ÊE. D'apr�s (2.1.1.5), s provient d'une section s' de E sur

W õ UÂ pour Â assez pr�s de 1, dont la restriction � ]�X�[ est nulle. Le support de s' est un
sous-espace analytique ferm� T de W, donc quasi-compactÊ; il existe donc Â < 1 tel que T Ç
[Z]ÂÊ. Par suite, la restriction de s' � UÂ est nulle, d'o� la nullit� de s.

(2.1.6) D�Þnition. Ñ  Soient V un voisinage strict de ]�X�[ dans ]Y�[, A un faisceau
d'anneaux sur V. Pour tout A-module E, on d�Þnit le sous-faisceau    â   ]�

�ÊÊ
�Z[ÊE des sections de

E � support dans ]Z[ par la suite exacte

(2.1.6.1) 0  Ê#@     â   ]�
�ÊÊ
�Z[ÊE  Ê#@  E  Ê#@  jV�

�ÊÊE  Ê#@  0.

Il r�sulte de (2.1.3) (iii) que le foncteur    â   ]�
�ÊÊ
�Z[ est exact.

(2.1.7) LEMME. Ñ  Soient X1Ê, X2 deux ouverts de Y, de compl�mentaires Z1Ê, Z2Ê, et soient
X = X1 ô X2Ê, ZÊ = Z1 õ Z2Ê, X' = X1 õ X2Ê, Z'Ê = Z1 ô Z2Ê, j1Ê, j2Ê, j' les immersions de X1Ê, X2Ê, X'
dans Y. Soit V un voisinage strict de ]�X�[ (donc aussi de ]�X1[, ]�X2[ et ]�X'[) dans ]Y�[, A
un faisceau d'anneaux sur V. On note j 1

Ê�, j 2
Ê�, j'�� les foncteurs (2.1.1.1) relatifs � X1�, X2Ê, X'

sur la cat�gorie des A-modules. Il existe alors des isomorphismes de foncteurs :

(i) j1
Ê� ¡ j2

Ê�  �  j2
Ê� ¡ j1

Ê�  �  j'��Ê;

(ii)    â   ]�
�ÊÊ
ÊZÊ1[ ì    â   ]�

�ÊÊ
ÊZ2�[  �     â   ]�

�ÊÊ
ÊZÊ2�[ ì    â   ]�

�ÊÊ
ÊZÊ1[  �     â   ]�

�ÊÊ
ÊZ[Ê.

Soit W Ç ]Y�[ un ouvert afÞno�de. On a alors

â(W, �j1
Ê� ¡ j2

Ê�ÊE)  =  
#@
lim�ÊV1

 â(W õ V1Ê, �j2
Ê�ÊE)  =  

#@
lim�ÊV1, V2

 â(W õ V1 õ V2Ê, E),

o� V1 et V2 parcourent les voisinages stricts de ]�X1[ et ]�X2[Ê; l'isomorphisme j1
Ê�Ê¡Êj2

Ê� �
j 2

Ê�Ê¡Êj 1
Ê� en r�sulte. Comme V1 õ V2 est un voisinage strict de ]�X'[ d'apr�s (1.2.10), il existe
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un homomorphisme canonique j1
Ê�Ê¡Êj2

Ê�ÊE @ j'��E, et il sufÞt de montrer, en supposant P
afÞne, que les ouverts W õ V1 õ V2 sont coÞnaux dans l'ensemble des intersections de W
avec les voisinages stricts de ]�X'[. Soient g'1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êg'r Ô â(P, oP), g"1Ê,ÊÊ.Ê.Ê.Ê, g "s Ô â(P, oP) d�Þ-
nissant modulo µ les k-sous-sch�mas ferm�s Z1Ê, Z2Ê; alors Z'ÊÊ= Y - X' est d�Þni par les
g'iÊÊgj". Soit Â' = ÃÂÊ; si l'on pose

U1ÊÂ'  =  {Êx Ô ]Y�[  ¾  Á i, ¾�g'i(x)¾ ³ Â'Ê},

U2ÊÂ'  =  {Êx Ô ]Y�[  ¾  Á j, ¾�gj"(x)¾ ³ Â'Ê},

U'Â  =  {Êx Ô ]Y�[  ¾  Á (i, j), ¾�g 'i(x)�g j"(x)¾ ³ ÂÊ},

on obtient l'inclusion U1ÊÂ' õ U2ÊÂ' Ç U 'ÂÊ, d'o� l'assertion.

Pour prouver (ii), on consid�re le diagramme commutatif � lignes et colonnes
exactes

0 0 0
É É É
À À À

0  Ê#@    â   ]�
�ÊÊ
ÊZÊ1[ ì    â   ]�

�ÊÊ
ÊZ2�[ÊE #  @    â   ]�

�ÊÊ
ÊZÊ1[ÊE #@    â   ]�

�ÊÊ
ÊZÊ1[ ì j2

Ê�ÊE #@  0

É É É
À À À

0  Ê##  #@    â   ]�
�ÊÊ
ÊZ2�[ÊE ###@ E ###   #@ j2

Ê�ÊE #  ##@  0

É É É
À À À

0 Ê #   #@ j1
Ê� ì    â   �]Z2�[ÊE ##  @ j1

Ê�
ÊE # #ÊÊ#@ j1

Ê� ì j2
Ê�ÊE # #ÊÊÊÊ@  0

É É É
À À À
0 0 0

r�sultant de la d�Þnition des foncteurs consid�r�s et de (2.1.3). Gr�ce � (i), la colonne de
droite fournit un isomorphisme

   â   ]�
�ÊÊ
ÊZÊ1[ ¡ j2

Ê�ÊE  �  j2
Ê� ì    â   ]�

�ÊÊ
ÊZÊ1[ÊE,

et la ligne sup�rieure permet d'en d�duire l'isomorphisme

   â   ]�
�ÊÊ
ÊZÊ1[ ì    â   ]�

�ÊÊ
ÊZ2�[ÊE  �     â   ]�

�ÊÊ
ÊZÊ2�[ ì    â   ]�

�ÊÊ
ÊZ1[ÊE.

Ce diagramme fournit �galement la suite exacte

0 ÊÊ#@     â   ]�
�ÊÊ
ÊZÊ1[ ì    â   ]�

�ÊÊ
ÊZ2�[ÊE  Ê#@  E  Ê#@  j 1

Ê�ÊE $ÊÊj2
Ê�ÊE,

montrant qu'une section de    â   ]�
�ÊÊ
ÊZÊ1[ÊìÊ   â   ]�

�ÊÊ
ÊZ2�[ÊE est une section de E nulle sur un ouvert de la

forme U1ÊÂ ô U2ÊÂ = UÂÊ, c'est-�-dire une section de    â   ]�
�ÊÊ
ÊZ[ÊE.

L'�nonc� suivant permet de localiser la construction de j�� sur X.

(2.1.8) PROPOSITION. Ñ  Soient V un voisinage strict de ]�X�[, A un faisceau d'anneaux
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sur V, (�XiÊ)i = 1Ê.Ê.Ê.Ên un recouvrement ouvert de X, et ji1Ê.Ê.Ê.Êik l'inclusion de Xi1 õ .Ê.Ê. õ Xik
dans Y. Alors, pour tout faisceau de A-modules E sur VÊ, la suite

(2.1.8.1) 0  Ê#@  j��E  Ê#@  Õ
i

ÊÊji
Ê�E  Ê#@  Õ

i0Ê<Êi1

Ê� ji
Ê�Ê�
0Êi1ÊE  Ê#@  .Ê.Ê.  Ê#@  j1

Ê�
.Ê.Ê.ÊnÊE  Ê#@  0

est exacte.

Les termes de la suite �tant nuls sur ]Z[, il sufÞt de prouver que sa restriction � V
est exacte. On conservera la notation ji1Ê.Ê.Ê.Êik�� ÊE pour la restriction � V de ji1Ê.Ê.Ê.Êik�� ÊE (i.e. pour
le foncteur (2.1.1.1) correspondant).

La d�monstration proc�de par r�currence sur n. Posons X' = X2ÊÊô .Ê.Ê. ô XnÊ, ZÊÊ=
YÊÊ-ÊÊX, Z' = Y - X', �j' : X' @ Y, et soit KÊÖ le complexe

0  Ê#@  E  Ê#@  Õ
1Ê<Êi

ÊÊji
Ê�E  Ê#@  .Ê.Ê.  Ê#@  j2

Ê�
.Ê.Ê.ÊnÊE  Ê#@  0.

D'apr�s l'hypoth�se de r�currence et (2.1.3), KÊÖ est une r�solution de    â   ]�
�ÊÊ
ÊZ'[ÊE. La suite

exacte (2.1.6.1) donne une suite exacte de complexes

0  Ê#@     â   ]�
�ÊÊ
ÊZ1�[ÊKÊÖ  Ê#@  KÊÖ  Ê#@  j1

Ê�KÊÖ  Ê#@  0.

Le lemme (2.1.7) (i) permet d'identiÞer j 1
Ê�KÊÖ au complexe

0  Ê#@  j1
Ê�E  Ê#@  Õ

1Ê<Êi

ÊÊj1
Ê�

iÊE  Ê#@  .Ê.Ê.  Ê#@  j1
Ê�

.Ê.Ê.ÊnÊE  Ê#@  0,

donc le complexe associ� au complexe double KÊÖ @ j 1
Ê�KÊÖ au complexe

0  Ê#@  E  Ê#@  Õ
i

ÊÊji
Ê�E  Ê#@  .Ê.Ê.  Ê#@  j1

Ê�
.Ê.Ê.ÊnÊE  Ê#@  0.

Comme, d'apr�s (2.1.6),    â   ]�
�ÊÊ
ÊZ1[ÊKÊÖ est une r�solution de    â   ]�

�ÊÊ
ÊZ1[�(�   â   ]�

�ÊÊ
ÊZ'[ÊE), qui s'identiÞe �

   â   ]�
�ÊÊ
ÊZ[ÊE d'apr�s (2.1.7) (ii), la suite

0  Ê#@     â   ]�
�ÊÊ
ÊZ[ÊE  Ê#@  E  Ê#@  Õ

i

ÊÊji
Ê�E  Ê#@  .Ê.Ê.  Ê#@  j 1

Ê�
.Ê.Ê.ÊnÊE  Ê#@  0

est exacte, et l'�nonc� en r�sulte.

Remarque. Ñ  Soit ä le recouvrement de X par les XiÊ. On peut aussi consid�rer le
complexe de cocha�nes de type Ê«Cech

(2.1.8.2) CÊ«ÊÊÊÊ��Ö(ä, E)  =  Õ
i

ÊÊji
Ê�E Ê@  Õ

i0Ê,Êi1

Ê� ji
Ê�Ê�
0Êi1ÊE  Ê@  .Ê.Ê.  Ê@  Õ

i0Ê,...,Êik

Ê�  ji
Ê�Ê�
0Ê...ÊikÊE  Ê@  .Ê.Ê.ÊÊ,

ainsi que le sous-complexe des cocha�nes altern�es CÊ «ÊÊÊÊ'��Ö(ä, E) Ç CÊ «ÊÊÊÊ��Ö(ä, E). Ce dernier est
isomorphe au complexe (2.1.8.1), et est donc une r�solution de j��E. D'autre part,
l'inclusion de CÊ «ÊÊÊÊ'��Ö(ä, E) dans CÊ «ÊÊÊÊ��Ö(ä, E) est une �quivalence d'homotopie (cf. [Se1, ch. I ,
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¤3, prop. 2]), de sorte que CÊ«ÊÊÊÊ��Ö(ä, E) est �galement une r�solution de j��E.

Nous allons maintenant consid�rer les propri�t�s de Þnitude des j���o]�Y�[�-modules.
Rappelons qu'un faisceau de modules E sur un faisceau d'anneaux A est dit coh�rent si
E est de type Þni, et si, pour tout morphisme u : An @ E au-dessus d'un ouvert U, Ker(Ä)
est un A-module de type Þni sur U. Le faisceau A est dit coh�rent s'il est coh�rent en tant
que faisceau de A-modules. Si c'est le cas, il y a alors �quivalence entre la notion de A-
module de pr�sentation Þnie, et celle de A-module coh�rent.

(2.1.9) PROPOSITION. Ñ  (i)ÊÊSous les hypoth�ses de (2.1.1), le faisceau j���o]Y�[ est un
faisceau d'anneaux coh�rent.

(ii) La cat�gorie des j���o]Y�[-modules coh�rents est une sous-cat�gorie ab�lienne de
celle des j���o]Y�[-modules, stable par produit tensoriel et hom interne.

Soit Ä : (j���o]Y�[)
n @ j���o]Y�[ un homomorphisme j���o]Y�[�-lin�aire d�Þni sur un ouvert

W Ç ]Y�[. Pour prouver que Ker(Ä) est de type Þni, il sufÞt de prouver qu'il en est ainsi de
sa restriction aux ouverts d'un recouvrement admissible de W par des ouverts afÞno�des,
ce qui permet de supposer W afÞno�de. D'apr�s (2.1.1.2), il existe un voisinage strict V de
]�X�[ tel que Ä soit d�Þni par des sections s1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êsn Ô â(W õ V, o]Y�[). Sur W õ ]Z[, Ker(Ä)
est nul, et, sur W õ V, il est de la forme j��WÊõÊV(´), avec ´ : oÊn

WÊõÊV @ oWÊõÊVÊ. Comme le
recouvrement (]Z[, V�) est admissible, il sufÞt de v�riÞer que Ker(Ä) est de type Þni sur
W õ V. Or le foncteur j��WÊõÊV est exact, donc Ker(Ä) = j��WÊõÊV(Ker(´))�; comme o]Y�[ est
coh�rent, l'assertion (i) en r�sulte.

L'assertion (ii) est une propri�t� classique des faisceaux coh�rents.

(2.1.10) PROPOSITION. Ñ  Soient E, F deux j���o]Y�[-modules coh�rents.
(i) Il existe un voisinage strict V de ]�X�[ et des oV-modules coh�rents e, f, tels que

EÊÊ� j���e, F � j���f.
(ii) L'application naturelle

#@
lim�V' HomoV'

(�e¾V'Ê, f¾V'�)  Ê##@  Homj���o]Y�[
(E, F),

o� V' parcourt l'ensemble des voisinages stricts de ]�X�[ contenus dans V, est alors un
isomorphisme.

Autrement dit, la cat�gorie des j���o]Y�[-modules coh�rents est �quivalente � la
cat�gorie limite inductive des cat�gories des modules coh�rents sur les voisinages stricts
de ]�X�[.

Pour Â @ 1-, soit UÂ = ]Y�[ - ]Z[ÂÊ. Supposons prouv�es les deux assertions
suivantesÊ:

(i') pour tout Ú < 1, il existe Â < 1, un module coh�rent eÚ (resp. fÚÊ) sur VÚ = UÂÊõÊ[Y�]Ú
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et un isomorphisme de j V
Ê�

Ú
ÊeÚ (resp. j V

Ê�
Ú
ÊfÚ) sur la restriction de E (resp. F�) � VÚÊ;

(ii') pour tout Ú < 1, si Â, eÚ et fÚ v�riÞent (i'), alors, pour tout homomorphisme hÊÊ:
EÊÊ@ F au-dessus de VÚÊ, il existe Â' avec Â ² Â' < 1, et un homomorphisme hÚ : eÚÊÊ@ fÚ au-
dessus de VÚ õ UÂ' tels que jV

Ê�
Ú õ UÂ'

(�hÚ�) = hÊ; de plus, si hÚ et h'Ú v�riÞent tous deux cette
propri�t�, ils co�ncident sur VÚ õ UÂ" pour Â" assez pr�s de 1.

Alors la proposition en d�coule. Pour prouver (i), on Þxe une suite croissante Ún de
limite 1Ê; on construit alors par r�currence une suite croissante Ân de limite 1, et, en
posant Vn = UÂn

 õ [Y�]ÚnÊ
, un module coh�rent en sur WnÊ = ôn'Ê²Ên Vn'Ê, de restriction en-1

sur Wn-1 et donnant la restriction de E � Wn par application du foncteur j W
Ê�Ê

nÊ
. Supposant Ân

et en construits, soient Â 'n+1 et e 'n+1 obtenus par application de (i') � Ún+1ÊÊ; on peut
supposer Ân ² Â 'n+1Ê. Sur UÂ'n+1

 õ [Y�]ÚnÊ
, les faisceaux en et e 'n+1 donnent tous deux la

restriction de E. D'apr�s (ii'), il existe Ân+1 tel que Â 'n+1 ² Ân+1 < 1 et un isomorphisme de
en sur e 'n+1 au-dessus de UÂn+1

 õ [Y�]Ún
 donnant l'identit� de E par application du foncteur

j�� correspondant. En recollant en et e 'n+1 par cet isomorphisme, on obtient le faisceau
coh�rent en+1Ê. D'apr�s (1.2.4) (i), VÊ = ônÊVn est un voisinage strict de ]�X�[, et les WÊn =
VÊÊõ [Y�]Ún

 en forment un recouvrement admissible. On obtient donc par recollement sur
V un faisceau coh�rent e induisant les en et un isomorphisme de j V

Ê�Ê�e sur la restriction de
E � V. Comme la restriction de j���o]Y�[ � ]Z[ est nulle, il en est de m�me de celle de EÊ;
comme ]Z[ et V forment un recouvrement admissible de ]Y�[, cet isomorphisme se
prolonge trivialement en un isomorphisme de j���e sur E. L'assertion (ii) se montre de la
m�me mani�re.

La d�monstration de (i') et (ii') est classique, la quasi-compacit� de [Y�]Ú et de VÚ
permettant de travailler avec des recouvrements Þnis par des ouverts afÞno�des sur
lesquels E poss�de une pr�sentation Þnie, et de se ramener au cas particulier o� EÊÊ=
j���o]Y�[ (resp. eÚ = �oVÚ�

), qui r�sulte alors de (2.1.1.5).

Remarque. Ñ  Il r�sulte facilement de la d�monstration pr�c�dente que E est un j���o]Y�[-
module localement libre de type Þni si et seulement s'il existe un voisinage strict V de
]�X�[ et un oV�-module localement libre de type Þni e tels que EÊ � Êj���e.

(2.1.11) COROLLAIRE. Ñ  Le foncteur de restriction de la cat�gorie des j���o]Y�[�-modules
coh�rents vers les o]�X �[�-modules coh�rents est Þd�le.

Si f : E @ F est un homomorphisme de j���o]Y�[-modules coh�rents, il existe d'apr�s
(2.1.10) un voisinage strict V de ]�X�[, et un homomorphisme g : e @ f de oV�-modules
coh�rents tel que f = jÊ�(g). Si f = 0 sur ]�X�[, il en est de m�me de g. Le support de Im(g)
est alors un ferm� analytique de V qui ne rencontre pas ]�X�[, et il existe donc un
voisinage strict de ]�X�[ disjoint de ce support. L'�nonc� en r�sulte.

La proposition (2.1.10) permet de montrer que la cat�gorie des j���o]Y�[-modules
coh�rents est de nature locale sur XÊ; plus pr�cis�ment, on obtient un champ [Gi1, I I
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1.2.1] sur Y en associant � tout ouvert j : X ÌÊÊÊ@ Y la cat�gorie des j���o]Y�[-modules
coh�rents :

(2.1.12) PROPOSITION. Ñ  Soient (Xi)i = 1Ê.Ê.Ê.Ên un recouvrement ouvert Þni de X, ji
l'immersion de Xi dans Y.

(i) Supposons donn�s, pour tout i, un j i�
��o]Y�[-module Ei coh�rent (resp. localement

libre de type Þni), et pour tous i, i', des isomorphismes ji�
�Ê'ÊEi � j i�

��Ei' v�riÞant la condition
de cocycle. Alors il existe un unique j���o]Y�[-module coh�rent E (resp. localement libre de
type Þni) muni d'isomorphismes j i�

��E � Ei compatibles aux isomorphismes j i�
�Ê'ÊEi � j i�

��Ei'Ê.
(ii) Supposons donn�s deux j���o]Y�[-modules coh�rents E, F, et, pour tout i, un homo-

morphisme Äi : j i�
��E @ j i�

��F, avec j i�
�Ê'ÊÄi =Êj i�

��Äi'Ê. Il existe alors un unique homomorphisme Ä :
E @ F tel que ji�

��Ä = Äi pour tout i.

D'apr�s (2.1.10), il existe pour tout i un voisinage strict Vi de ]�Xi[ et un module
coh�rent (resp. localement libre de type Þni) ei sur Vi tels que ji�

��ei � EiÊ. De plus,
l'isomorphisme ji�

�Ê'ÊEi � j i�
��Ei' provient d'un isomorphisme ei' � ei sur un voisinage strict

WiÊi' Ç Vi õ Vi' de ]�Xi õ Xi'[. Fixons une suite croissante    Ú    de limite 1. Comme les
voisinages V  Ú  ,Ê  Â   forment un syst�me fondamental de voisinages stricts, on peut, quitte �
r�tr�cir les ViÊ, supposer que les Vi sont les voisinages standards ViÊÊ  Ú  ,Ê  Â   associ�s �    Ú    et �
une suite    Â    (ind�pendante de i). La r�union des ViÊÊ  Ú  ,Ê  Â   est alors le voisinage standard V  Ú  ,Ê  Â  
de ]�X�[ associ� aux suites    Ú    et    Â   , et les ViÊÊ  Ú  ,Ê  Â   en forment un recouvrement admissible.
Comme ViÊÊ  Ú  ,Ê  Â   õ Vi'ÊÊ  Ú  ,Ê  Â   Ç ViÊi'ÊÊ  Ú  ,Ê  Â  2Ê, on peut supposer que les isomorphismes ei' � ei sont
d�Þnis sur les Vi õ Vi' et satisfont la condition de cocycle sur les Vi õ Vi' õ Vi"Ê. Il existe
alors un module e coh�rent (resp. localement libre de type Þni) sur V induisant les ei sur
les ViÊ, et le j���o]Y�[-module E = j���e v�riÞe alors

ji�
��E  �  ji�

��j���e  �  ji�
��e  �  ji�

��ei  �  EiÊ.

L'unicit� de E se v�riÞe de fa�on analogue, ainsi que l'assertion relative aux homo-
morphismes.

2.2. Connexions surconvergentes le long d'un ferm�

Dor�navant, nous supposerons que le corps de base K est de caract�ristique nulle.
Les notations �tant toujours celle de (2.1), on suppose donn� un morphisme de v-

sch�mas formels f : P @ S, lisse sur un voisinage de �X dans P. Sauf mention explicite du
contraire, les faisceaux de diff�rentielles sur les SKÊ-espaces analytiques consid�r�s dans
cette section seront relatifs � SKÊ.

(2.2.1) LEMME. Ñ  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes, l'ensemble des points de ]Y�[ o� le
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morphisme fK est lisse est un voisinage strict de ]�X�[.

D'apr�s le crit�re jacobien (0.1.11), l'ensemble des points de non lissit� de fK est
un ferm� analytique de PKÊ, et son compl�mentaire est donc ouvert. Il contient la Þbre
g�n�rique de l'ouvert de lissit� de f, donc ]�X�[, et le lemme en r�sulte d'apr�s (1.2.4) (ii).

(2.2.2) Soient ¶ l'immersion diagonale de PK dans PK |SK
ÊPKÊ, i son id�al, et

p�n  =  oPK | PKÊ
Ê/Êi�n+1

le faisceau des parties principales d'ordre n, consid�r� comme un faisceau sur PKÊ. Au-
dessus de l'ouvert de lissit� de fKÊ, p

�n est localement isomorphe (pour ses deux structures
de oPK

-alg�bre) � une alg�bre de polyn�mes tronqu�e. Le lemme (2.2.1) entra�ne alors que,
sur ]Y�[PÊ, �j���p �n est localement isomorphe � une alg�bre de polyn�mes tronqu�e sur
j���o]Y�[Ê. Comme K est de caract�ristique nulle, on d�duit de [Be1, II 4.2] que les diff�rentes
caract�risations habituelles de la structure de module � connexion int�grable
s'appliquent aux j���o]Y�[-modules (plus pr�cis�ment, j���o]Y�[ et les j���p �n, munis des
homomorphismes qui les relient, forment un groupo�de formel PD-adique de type Þni
diff�rentiellement lisse au sens de [Be1, II 1.1.3 et 4.2.2] )Ê; une connexion int�grable
relativement � SK sur un j���o]Y�[-module E est donc constitu�e par l'une des donn�es
�quivalentes suivantes :

(i) un homomorphisme

ø  :  E  Ê##@  E ¢o]Y�[
 ã1

]Y�[

tel que ø(am) = aø(m) + mÊ¿Êda pour a Ô j���o]Y�[ et m Ô E (on remarquera que EÊÊ¢o]Y�[
 ã1

]Y�[
� E ¢j���o]Y�[

Ê j���ã 1
]Y�[ gr�ceÊ� (2.1.3) (ii)), et tel que l'homomorphisme compos�

E  Ê#ø#@  E ¢o]Y�[
 ã1

]Y�[  Ê#
ø#@  E ¢o]Y�[

 ã2
]Y�[

soit nulÊ;

(ii) une famille compatible d'isomorphismes j���p �n-lin�aires

ªn  :  j���p�n ¢j���o]Y�[
 E  Ê#�#@  E ¢j���o]Y�[

 Êj���p�n,

induisant l'identit� modulo j��i, et v�riÞant la condition de transitivit� usuelle [Be1, I I
1.3.1] sur la diagonale du produit PK |SK

 PK |SK
 PK (nous dirons que la famille des ªn

v�riÞe la condition de cocycle)Ê;

(iii) un homomorphisme de faisceaux d'anneaux du faisceau des op�rateurs
diff�rentiels de j���o]Y�[ dans lui-m�me dans celui des op�rateurs diff�rentiels de E dans
lui-m�me, compatible � la Þltration par l'ordre et � l'action de j���o]Y�[ par homoth�ties.

Suivant la terminologie classique, nous appelerons section horizontale d'un j���o]Y�[-
module � connexion int�grable E toute section s de E telle que ø(s) = 0, et
homomorphisme horizontal entre deux j���o]Y�[-modules � connexion int�grable E, F tout
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homomorphisme j���o]Y�[-lin�aire Ä commutant aux connexions. Rappelons qu'en
munissant le faisceau homj���o]Y�[

(E, F) de la connexion d�Þnie par

ø(Ä)  =  øF ì Ä - (Ä ¿ Id�ã1) ì øEÊ,

un homomorphisme horizontal peut s'interpr�ter comme une section horizontale de
homj���o]Y�[

(E, F), et que, r�ciproquement, une section s est horizontale si et seulement si
l'homomorphisme j���o]Y�[ @ E envoyant 1 sur s est horizontal.

(2.2.3) PROPOSITION. Ñ  Soit E un j���o]Y�[-module coh�rent, muni d'une connexion
int�grable ø relativement � SKÊ.

(i) Il existe un voisinage strict V de ]�X�[ et un oVÊ-module coh�rent e muni d'une
connexion int�grable ø0 relativement � SKÊ, tels que (E, ø)� � Êj��(e, ø0).

(ii) Si S = SpfÊ�v, le j���o]Y�[-module E est localement libre de rang Þni.

La premi�re assertion r�sulte de (2.1.10) appliqu� aux images inverses de E et ª2 sur
les produits double et triple, d'apr�s [Be1, II 3.3.9 et 4.2.10]. Comme K est de caract�ris-
tique nulle, la seconde assertion en r�sulte classiquement (voir par exemple [Ph1, lemme
10.3.1] ).

Localement, si l'on se donne une base de E et un syst�me de coordonn�es locales sur
la partie lisse de PKÊ, une connexion sur E est donc d�Þnie par une matrice dont les
coefÞcients sont des formes diff�rentielles analytiques sur un voisinage strict de ]�X�[.

(2.2.4) Soient W un ouvert de ]Y�[ sur lequel ã 1
PK poss�de une base de sections de la forme

dt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊdtmÊ, Ù1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊÙm les d�rivations correspondantes, et notons encore Ùi : E @ E l'action
de Ùi d�Þnie par la connexion ø de E. On peut d�crire explicitement l'isomorphisme ªn
comme �tant l'isomorphisme j���p �n-lin�aire tel que, pour toute section e Ô â(W, E), on aitÊ:

(2.2.4.1) ªn(1Ê¿Ê�e)  = å
¾  k  ¾²n

ÊÊÊ 1   k   !�Ê Ê   Ù   �
kÊeÊÊ¿ÊÊ         �k,  

avec  i = 1 ¿ ti - ti ¿ 1. Posons :

(2.2.4.2) ^ª�(1Ê¿Ê�e) =  
Ò#
limÊn ªn(1Ê¿Ê�e)  Ô  

Ò#
limÊn â(W, E ¢j���o]Y�[

 Êj���p�n)

=ÊÊÊå
  k  

ÊÊÊ 1   k   !Ê Ê   Ù   �
kÊeÊÊ¿ÊÊ         �k.  

Nous dirons que ^ª�(1Ê¿Ê�e) est la s�rie de Taylor de e Ô (M, ø). Lorsque E est localement
libre de rang Þni, on peut, en utilisant les coordonn�es locales t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtm sur W, la consid�-
rer comme une section de E ^�¢ j���o]Y�[�[[ 1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê m]], donc comme une s�rie formelle �
coefÞcients dans E. Cela justiÞe la terminologie de la d�Þnition suivante.

Nous d�signerons par p1 et p2
 les morphismes
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]Y�[P�2  �##@##@  ]Y�[P

induits par les deux projections de PK |SK
 PK sur PKÊ, et nous consid�rerons ces deux

espaces analytiques comme munis des faisceaux d'anneaux j'�����o]Y�[ et j�����o]Y�[Ê. On
observera que la diagonale de ]Y�[P est un sous-espace analytique localement ferm� de
]Y�[P�2

Ê.

(2.2.5) D�Þnition. Ñ  Soit E un o]�X�[-module (resp. j���o]Y�[-module) muni d'une connexion
int�grable ø. Nous dirons que ø est convergente (resp. surconvergente le long de Z) s'il
existe sur ]�X�[P�2 (resp. ]Y�[P�2Ê) un isomorphisme

(2.2.5.1) ª  :  p2
�*ÊE  Ê#�#@ p1

�*ÊE

induisant pour tout n les isomorphismes ªn par r�duction modulo i �n+1 (resp. j'��i�n+1) et
application de ¶Ê-1 (resp. via l'identiÞcation ¶Ê-1Êj'��Ê � Êj��Ê¶Ê-1 de (2.1.4.4)).

On observera que la notion de connexion convergente est en fait le cas particulier de
la notion de connexion surconvergente le long de Z obtenu lorsque le lieu de
surconvergence Z est vide, i.e. lorsque Y = X.

La proposition suivante permet d'expliciter la notion de surconvergence lorsque
(E,ÊÊø) est de la forme j��(e, ø0), o� e est un oV�-module coh�rent sur un voisinage strict V
de ]�X�[PÊ, et ø0 une connexion int�grable sur e.

(2.2.6) PROPOSITION. Ñ  Soient V un voisinage strict de ]�X�[ lisse sur SKÊ, (e, ø0) un oVÊ-
module coh�rent muni d'une connexion int�grable, (E, ø) = j��(e, ø0). Pour que ø soit
surconvergente, il faut et sufÞt qu'il existe un voisinage strict V' de ]�X�[P�2Ê, contenu dans
p 1

�-1(V�) õ p 2
�-1(V�), et un isomorphisme ª' : p 2

�*Êe Ê#ÊÊ�Ê@ p 1
�*Êe sur V', induisant par r�duction

modulo i�n+1, pour tout n, la restriction � V' õ ]Y�[P des isomorphismes ª0Ên : p�n ¢ e Ê #ÊÊ �Ê@
eÊÊ¢ p �n d�Þnis par ø0Ê.

Soit j'�� le foncteur Òfaisceau des sections surconvergentesÓ au voisinage de ]�X�[P�2Ê.
Comme j'��ÊìÊp i

�* � p i
�*ÊìÊj�� et j��ÊìÊ¶�* � ¶�*ÊìÊj'�� d'apr�s (2.1.4), l'existence de ª' entra�ne la

surconvergence de ø en prenant ª = j'��(ª').

Si ø est surconvergente, il existe d'apr�s (2.1.10) un voisinage strict V '0 de ]�X�[P�2 con-
tenu dans p 1

�-1(V�) õ p 2
�-1(V�), et un isomorphisme ª' : p 2

�*Êe Ê#ÊÊ�Ê@ p 1
�*Êe sur V'0 tels que

l'isomorphisme ª de (2.2.5.1) soit d�Þni par ª = j'��(ª')�; il faut alors montrer que, quitte �
r�tr�cir V '0Ê, ª' induit les ª0Ên par r�duction modulo i�n+1, pour tout n. On peut supposer que
V '0 est un voisinage strict standard V  Ú  ,Ê  Â  Ê, et il sufÞt alors de montrer qu'il existe une suite
   Â   ' ³    Â    telle que ª' induise les ª0Ên sur V  Ú  ,Ê  Â  'Ê. On peut pour cela supposer P afÞne. Soient ªn :
p �n ¢ E Ê #ÊÊ �Ê@ E ¢ p �n les isomorphismes d�Þnis par øÊ; comme ø = j��(ø0), on a ªnÊÊ= j��(ª0Ên)
pour tout n. Puisque ª�ÊÊ= j'��(ª'), et que par hypoth�se la r�duction modulo j'��i�n+1 de ª est
�gale � ªnÊ, la r�duction modulo j'��i�n+1 de j'��(ª') est j��(ª0Ên), pour tout n. En particulier, si
ª'n est la r�duction modulo i �n+1 de ª', la restriction � ]�X�[ de ª'n est �gale � celle de ª0ÊnÊ.
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Soient Úi un �l�ment de la suite    Ú   , et Vi = [Y�]ÚÊi
 õ UÂiÊ

. Comme e est coh�rent sur V, le
module

Ni  =  Ker�(â(ViÊ, e) @ â(Vi õ ]�X�[, e))

a pour support un ferm� analytique T de Vi tel que T õ ]�X�[ = ¯Ê; le principe du maximum
entra�ne alors qu'il existe Â 'i ³ Âi tel que T õ UÂ'i = ¯. Comme les p�n sont localement libres
de rang Þni, le support de

Ker�(â(ViÊ, p
Ên ¢ e) @ â(Vi õ ]�X�[, pÊn ¢ e))

est �gal � celui de NiÊ. Par cons�quent, quel que soit n, la restriction � UÂ'i de ª'n est �gale �
celle de ª0ÊnÊ, ce qui ach�ve la d�monstration.

Remarque. Ñ  Compte tenu de (2.2.3), on voit donc que la cat�gorie des j���o]Y�[-modules
coh�rents munis d'une connexion int�grable et surconvergente est �quivalente � la
cat�gorie limite inductive des cat�gories des oV-modules coh�rents � connexion
int�grable sur les voisinages stricts V de ]�X�[, pour lesquels les isomorphismes ªn sont
induits par un isomorphisme entre les deux images inverses sur un voisinage strict de
]�X�[P�2Ê, soit encore � la cat�gorie limite inductive des cat�gories des oV-modules
coh�rents, munis d'un isomorphisme entre leur deux images inverses sur un voisinage
strict de ]�X�[P�2Ê, cet isomorphisme v�riÞant la condition de cocycle.

(2.2.7) PROPOSITION. Ñ  Soient E, F deux j���o]Y�[-modules coh�rents, munis de con-
nexions int�grables et surconvergentes.

(i) L'isomorphisme (2.2.5.1) est d�termin� de mani�re unique par la connexion, et
m�me par sa restriction � ]�X�[. Il satisfait n�cessairement la relation de transitivit� sur
]Y�[P�3Ê.

(ii) Si h : E @ F est un homomorphisme j���o]Y�[-lin�aire, h v�riÞe la relation ªÊ¡Êp 2
�*(h)

= p 1
�*(h)�¡Êª si et seulement si la restriction de h � ]�X�[ est horizontale. De m�me, une

section s de E v�riÞe la relation ª(Êp2
�*(s)) = p 1

�*(s) si et seulement si la restriction de s �
]�X�[ est horizontale.

(iii) Si E' Ç E est un sous-j���o]Y�[�-module coh�rent, stable par la connexion de E, la
restriction de celle-ci � E' est surconvergente, et il en est de m�me de la connexion
quotient sur EÊ/ÊE'.

Gr�ce � (2.1.11), on se ram�ne pour v�riÞer (i) et (ii) au cas o� Y = XÊ; on peut de plus
supposer P afÞne. Pour Ú < 1, Ú Ô â�*, soient piÊÚ les projections de [�X�]P�2ÊÚ sur [�X�]PÊÚÊ.
Comme le recouvrement du tube ouvert par les tubes ferm�s de rayon ÚÊÊ@ 1- est
admissible, il sufÞt de montrer que l'homomorphisme

p1ÊÚÊ*Êhomo[�X�]
(Êp2

�*
Ú E,Êp1

�*
Ú F)  @  

Ò#
limÊn p1ÊÚÊ*Êhomo[�X�]

((Êp 2
�*

Ú E)Ê¢Êo[�X�]�/Êi
�n,Ê(Êp 1

�*
Ú F)Ê¢Êo[�X�]Ê/Êi

�n)

est injectif pour tout Ú. Puisque [�X�]PÊÚ est afÞno�de, on peut supposer que E poss�de une
pr�sentation Þnie. On est ainsi ramen� � v�riÞer que l'homomorphisme
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p1ÊÚÊ*Êp1
�*

Ú F  Ê##@  
Ò#
limÊn p1ÊÚÊ*((Êp 1

�*
Ú F)�/ÊiÊn(Êp 1

�*
Ú F))

est injectif. Comme f est lisse au voisinage de X, le th�or�me de Þbration faible (1.3.2)
permet de recouvrir [�X�]PÊÚ par des ouverts afÞno�des de la forme U = SpmÊA au-dessus
desquels [�X�]P�2ÊÚ s'identiÞe au produit U | D(0, Ú+�)m. Si M = â(U, F), on obtient en
prenant les sections sur U un homomorphisme de la forme

M ¢A A{ 1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê m} ÊÊ##@  M ¢A A[[ 1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê m]],

dont l'injectivit� se ram�ne par d�vissage au cas o� M est un quotient de A.
Pour prouver l'assertion (iii), on observe d'abord que p i

�*�E' Ç p i
�*�E : d'apr�s (2.2.1), les

projections pi sont lisses, donc plates [Rb1], sur un voisinage strict de ]�X�[P�2Ê, de sorte que
les morphismes d'espaces annel�s pi : (]Y�[P�2Ê, �j���o]Y�[) @ (]Y�[PÊ, j���o]Y�[) sont plats. On
applique alors ce qui pr�c�de � l'homomorphisme compos�

p2
�*ÊE'  Ê##@  p 2

�*ÊE  
ª�Ê##@  p1

�*ÊE  Ê##@  p1
�*ÊEÊ/ÊE'.

(2.2.8) COROLLAIRE. Ñ  Soit E un j���o]Y�[-module coh�rent, muni d'une connexion
int�grable ø. Pour que ø soit surconvergente, il faut et sufÞt qu'il existe unÊÊrecouvrement
ouvert (Pi)iÊÔÊIÊ de P tel que, pour tout i, la restriction de ø � PiÊKÊÊõÊÊ]Y�[P = ]PiÊÊõ Y�[Pi

 soit
surconvergente.

Il est clair que la restriction � ]Pi õ Y�[ d'une connexion surconvergente est encore
surconvergente. Inversement, les ouverts ]Pi õ Y�[P�2 forment un recouvrement
admissible de ]Y�[P�2Ê, et les isomorphismes (2.2.5.1) obtenus sur chacun des ]PiÊÊõ Y�[P�2 se
recollent gr�ce � (2.2.7) (i).

Compte tenu de (2.1.9) et (2.1.11), on obtient aussi les corollaires :

(2.2.9) COROLLAIRE. Ñ  La cat�gorie des j���o]Y�[-modules coh�rents � connexion
int�grable et surconvergente est une sous-cat�gorie de la cat�gorie des o]�X�[-modules
coh�rents � connexion int�grable (resp. et convergente), et une sous-cat�gorie pleine de la
cat�gorie des j���o]Y�[-modules coh�rents � connexion int�grable.

(2.2.10) COROLLAIRE. Ñ La cat�gorie des j���o]Y�[-modules coh�rents � connexion
int�grable et surconvergente est une cat�gorie ab�lienne, poss�dant un produit tensoriel
et un hom interne, et le foncteur d'oubli de la connexion est exact.

(2.2.11) PROPOSITION. Ñ  Soient (Xi)i = 1Ê.Ê.Ê.Ên un recouvrement ouvert Þni de X, ji
l'immersion de Xi dans Y. Supposons donn� un j���o]Y�[-module E coh�rent, muni d'une
connexion int�grable ø, et, pour tout i, soit (Ei, øi) = ji�

�(E, ø). Pour que ø soit
surconvergente, il faut et sufÞt que øi soit surconvergente pour tout i.
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Cela r�sulte imm�diatement de (2.1.12) (ii), appliqu� aux homomorphismes entre
p 2

�*ÊE et p1
�*ÊE.

Remarque. Ñ  Il r�sulte donc de (2.1.12) que la cat�gorie des j���o]Y�[-modules coh�rents,
munis d'une connexion int�grable et surconvergente, est de nature locale en X : si on
associe � tout ouvert X de Y la cat�gorie correspondante, et si pour tout j' : X'ÊÊÇ Y, avec
X'ÊÊÇ X, on d�Þnit le foncteur de restriction correspondant comme �tant �gal � j'��, on
obtient de la sorte un champ sur Y.

Nous allons voir que la surconvergence d'une connexion sur un j���o]Y�[-module E
peut �tre test�e en choisissant des coordonn�es locales, et en �tudiant la s�rie de Taylor
(2.2.4.1). D'apr�s (2.2.8) et (2.2.11), on peut pour cela localiser sur P, et sur X. Montrons
auparavant un lemme.

(2.2.12) LEMME. Ñ  Soient A une K-alg�bre de Tate, munie d'une norme de Banach
®�-�®, X = SpmÊA, Y = X | D(0, 1+�)m = SpmÊA{ 1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê m}, E un A-module de type Þni, muni
en tant que A-module d'une norme de Banach encore not�e ®�-�® [BG, 3.7.3.3]. Soient
ÚÊÊÔÊÊâ�* tel que Ú ² 1, et BÚ = â(�X | D(0, Ú+�)m, oY). Alors tout �l�ment e Ô M ¢A BÚ s'�crit de
mani�re unique comme somme d'une s�rie

(2.2.12.1) e  =  å
  k  

ÊÊe  k  ÊÊ¿ÊÊ       Êk,  

avec e  k   Ô M, et ®e  k  ®Ú¾�k�¾ @ 0 si ¾�   k     �¾ @ &.

Comme ® i® ² Ú dans BÚÊ, la condition ®e  k  ®Ú¾�k�¾ @ 0 entra�ne la convergence de la  

s�rie (2.2.12.1) dans M ¢A BÚ (la topologie d�Þnie par une norme de Banach en tant que
BÚ-alg�bre co�ncidant avec la topologie produit tensoriel [BG, 3.7.3.6]).

L'unicit� des e  k   se voit en introduisant, pour tout entier n, le quotient Bn =
A{ 1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê m}�/�( 1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê m)n+1, libre de rang Þni sur A, et en utilisant la continuit� de
l'homomorphisme M ¢A BÚ @ M ¢A Bn. Pour prouver l'existence d'une telle s�rie, il
sufÞt d'�crire e sous la forme

e  =  å
iÊ=Ê1

r
Ê mi ¿ ÄiÊ,

avec Äi Ô BÚÊ; chaque Äi est alors de la forme Äi = Ï  k   aiÊ  k  Ê       
k, avec ®aiÊ  k    ®Ú¾�k�¾ @ 0, et on pose  

e  k  ÊÊ= Ï�i aiÊ  k  ÊmiÊ.

(2.2.13) PROPOSITION. Ñ  Supposons P et S afÞnes, et Z de la forme Y õ V(g), avec
gÊÊÔÊÊâ(P,ÊÊoP)�; notons UÂ = {Êx Ô PK ¾ ¾�g(x)¾ ³ ÂÊ}. Supposons de plus qu'il existe des
sections t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtm Ô â(P, oP) telles que ã1

PÊ/ÊS soit libre au voisinage de X, de base
dt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊdtmÊ. Il existe alors un voisinage strict de ]�X�[ dans ]Y�[ sur lequel dt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êdtm
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forment une base de ã1
PKÊ/ÊSK

Ê; soient Ù1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊÙm les d�rivations correspondantes. Soient V
un voisinage strict de ]�X�[, (e, ø0) un oV-module coh�rent muni d'une connexion
int�grable, et (E, ø) = j��(e, ø0).

(i) Supposons ø surconvergente. Pour tout Ú < 1, Ú Ô â�*, il existe Â < 1, Â Ô â�*, tel que
[Y�]Ú õ UÂ Ç V, et que, pour toute section e Ô â([Y�]Ú õ UÂÊ, e), on ait

®� 1   k   ! Ê   Ù   �
kÊe®�Ú¾�k  �¾ @ 0  

pour ¾�   k   �¾ @ &, ®�-�® d�signant une norme de Banach sur â([Y�]Ú õ UÂÊ, e).
(ii) R�ciproquement, si, pour tout Ú < 1, Ú Ô â�*, on peut trouver Â < 1, Â Ô â�*, v�riÞant

les conditions de (i), alors ø est surconvergente.

L'homomorphisme Ä : o m
PK

 @ ã 1
PKÊ/ÊSK

Ê d�Þni par dt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êdtm est un isomorphisme sur
]�X�[. Comme les supports de Ker(Ä) et Coker(Ä) sont des ferm�s analytiques ne
rencontrant pas ]�X�[, l'intersection avec ]Y�[ de leur compl�mentaire est un voisinage
strict V0 de ]�X�[ d'apr�s (1.2.4) (ii). Quitte � r�tr�cir V0Ê, on peut de plus supposer, d'apr�s
(2.2.1), que V0 est lisse sur SKÊ, et que V0 Ç V.

Comme 1Ê¿Ê�g - g�Ê¿Ê1 appartient � l'id�al de Y dans P2, on voit que, pour x Ô [Y�]P�2ÊÚÊ, et
Â > Ú, la condition ¾(1Ê¿Ê�g)(x)¾ ³ Â �quivaut � ¾(ÊgÊ�¿Ê1)(x)¾ ³ Â. On a donc

[Y�]P2ÊÚ õ p1
Ê-1(UÂ)  =  [Y�]P2ÊÚ õ p2

Ê-1(UÂ)

pour Â > ÚÊ; posons alors VÚÊÂ = [Y�]P2ÊÚ õ p 1
Ê-1(UÂ) = [Y�]P2ÊÚ õ p 2

Ê-1(UÂ).

Puisque ø est surconvergente, il existe un isomorphisme ª : p 2
�*ÊE Ê#ÊÊ�Ê@ p 1

�*ÊE sur
[Y�]P�2ÊÚ induisant les isomorphismes ªn sur les voisinages inÞnit�simaux de la diagonale.
D'apr�s (2.2.6), on peut alors trouver un voisinage strict V' de ]�X�[P2 dans ]Y�[P2Ê, contenu
dans p 1

Ê-1(V0) õ p 2
Ê-1(V0), tel que ª soit de la forme ª = j'��(ª'), o� ª' : p 2

�*Êe Ê#ÊÊ�Ê@ p 1
�*Êe est un

isomorphisme d�Þni sur V', induisant modulo i �n+1 les isomorphismes ª0Ên : p�n ¢ e Ê #ÊÊ �Ê@
eÊÊ¢ p�n d�Þnis par ø0Ê, pour tout n. Fixons Ú < 1, ÚÊÊÔ â�*, et soit Â < 1, Â Ô â�*, tel que
VÚÊÂÊÊÇÊÊV'. Quitte � augmenter Â, il r�sulte de (1.3.8) (ii), appliqu� � p1 : ]Y�[P�2 @ ]Y�[PÊ, qu'il
existe un isomorphisme

VÚÊÂ  Ê#ÊÊÊ���#ÊÊÊ@  ([Y�]PÊÚ õ UÂ) | D(0, Ú+�)m,

les sections  i = 1 ¿ ti - ti ¿ 1 correspondant aux coordonn�es sur D(0, Ú+). Soient
eÊÊÔÊâ([Y�]PÊÚ õ UÂÊ, e), et Æ(e) = ª'(�p 2

�*(e)) Ô â(VÚÊÂÊ, p 1
�*Êe). D'apr�s (2.2.12), on peut �crire

Æ(e) comme somme d'une s�rie

Æ(e) = å
  k  

ÊÊÊÆ  k  (e)ÊÊ¿ÊÊ       Êk,  

avec Æ  k  (e) Ô â([Y�]PÊÚ õ UÂÊ, e), et ®Æ  k  (e)®Ú¾�k�¾ @ 0. Les Æ  k  
  (e) sont uniquement d�termin�sÊ;

comme ª' induit les ª0Ên modulo i �n+1, on a n�cessairement

Æ  k  (e)  =  1
   k   ! Ê   Ù   �

kÊe,  
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d'o� (i).

R�ciproquement, Þxons une suite croissante    Ú    de limite 1. Pour prouver la
surconvergence de ø, il sufÞt alors de montrer qu'il existe une suite    Â   , telle que, sur
chaque VÚiÊÂi

 = [Y�]P�2ÊÚi
 õ p 1

Ê-1(UÂi
), il existe un isomorphisme ª' : p 2

�*Êe Ê#ÊÊ�Ê@ p 1
�*Êe induisant

les ª0Ên : pour i variable, les isomorphismes p 2
�*ÊE Ê#ÊÊ�Ê@ p 1

�*ÊE obtenus sur les [Y�]PÊÚi
 en

appliquant j'�� aux ª' se recollent n�cessairement, gr�ce � l'argument de (2.2.7) (i). Posons
Ú = ÚiÊ, Â = ÂiÊ, et soit M = â([Y�]PÊÚ õ UÂÊ, e). Pour e Ô M, on d�Þnit Æ(e) comme somme de la
s�rie (convergente car ® i® ² Ú sur [Y�]P�2ÊÚ)

Æ(e)  =  å
  k  

ÊÊÊ 1   k   !Ê Ê   Ù   �
kÊeÊÊ¿ÊÊ         Êk  Ô  â(VÚÊÂÊ, p1

�*e)  �  M ¢ â(VÚÊÂÊ, oVÚÊÂ
).  

On v�riÞe que l'application Æ : M @ M ¢ â(VÚÊÂÊ, oVÚÊÂ
) ainsi d�Þnie est semi-lin�aire par

rapport � p 2
�* : â([Y�]PÊÚ õ UÂÊ, oPK

) @ â(VÚÊÂÊ, oVÚÊÂ
), de sorte qu'elle d�Þnit un homomor-

phisme â(VÚÊÂÊ, oVÚÊÂ
)-lin�aire

ª  :  â(VÚÊÂÊ, p2
�*Êe)  Ê##@  â(VÚÊÂÊ, p1

�*Êe)

qui induit les ª0Ên modulo i�n+1. L'homomorphisme ª est un isomorphisme, car on
construit son inverse de la m�me mani�re, en associant � e la somme de la s�rie

å
  k  

ÊÊ(-1)¾�k�¾Ê         ÊkÊÊÊ¿ÊÊÊ 1   k   
  

!Ê Ê   Ù   �
kÊe  Ô  â(VÚÊÂÊ, p2

�*Êe)  �  â(VÚÊÂÊ, oVÚÊÂ
) ¢ M.  

Dans le cas particulier o� Z = ,̄ la proposition pr�c�dente donne donc un crit�re
pour qu'une connexion soit convergente :

(2.2.14) COROLLAIRE. Ñ  Supposons que P et S soient afÞnes, que X soit ferm� dans P, et
que ã 1

PÊ/ÊS soit libre au voisinage de X, de base dt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊdtmÊ; soient Ù1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊÙm les d�rivations
correspondantes. Si e est un o]�X�[-module coh�rent, muni d'une connexion int�grable ø,
la connexion ø est convergente si et seulement si, pour tout Ú < 1, et toute section e Ô
â([�X�]ÚÊ, e), on a

®Ê 1   k   ! Ê   Ù   �
kÊe®ÊÚ¾�k  �¾ @ 0  

pour ¾�   k   �¾ @ &, ®�-�® d�signant une norme de Banach sur â([�X�]ÚÊ, e).

(2.2.15) Exemples. Ñ  (i)ÊÊLa d�rivation usuelle d : o]Y�[ @ ã 1
]Y�[ d�Þnit une structure de

module � connexion surconvergente sur j���o]Y�[Ê.

(ii) La th�orie de Dwork fournit de nombreux exemples de j���o]Y�[-modules �
connexion surconvergente, dans des situations o� P est un espace projectif et X un ouvert
de sa r�duction modulo p. Rappelons par exemple les deux cas importants dans la
th�orie des sommes exponentielles, en renvoyant � [Be3] pour plus de d�tails.

a) On choisit ¹ tel que ¹ÊpÊ-1 = -Êp, et on prend K = Ýp(¹), P = æ1
vÊ, Y = P0Ê, X = �1

kÊ;
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par suite, ]Y�[ = æ1
KÊ, et ]�X�[ = D(0, 1+�). On d�Þnit un j���o]Y�[-module � connexion sur-

convergente l¹ en munissant j���o]Y�[ de la connexion d�Þnie par

ø(1)  =  -Ê¹Êdt,

o� t est une coordonn�e sur � 1
kÊ.

b) On choisit a Ô çpÊ, P et Y comme plus haut, X = æ1
k - {0, &}, si bien que ]�X�[ est

la couronne de rayon 1 de � 1
kÊ. On d�Þnit alors un module � connexion surconvergente ka

en munissant j���o]Y�[ de la connexion d�Þnie par

ø(1)  =  a�tÊ-1Êdt.

(2.2.16) Supposons donn� un diagramme commutatif

X' ÊÊ
j'Ì#@ Y' ÊÊ

i'Ì#@ P' f'Ê##@ S'

w É v É u É É
À À À À
X Ê

jÌ#@ Y Ê
iÌ#@ P fÊ##@ S

SpecÊk Ì####@ SpfÊ�v

o� f�' est suppos� lisse sur un voisinage de X' dans P'. L'homomorphisme (2.1.4.2) permet
de d�Þnir un foncteur, encore not� uK

�*
Ê, de la cat�gorie des j���o]Y�[P

-modules dans la
cat�gorie des j'���o]Y�[P'

-modules, et il s'�tend de la mani�re usuelle aux modules �
connexion int�grable. Il est clair que l'image inverse d'une connexion surconvergente est
encore surconvergente.

Le r�le de l'isomorphisme ª sur ]Y�[P�2 est d'assurer que le foncteur u K
�* ne d�pend, �

isomorphisme canonique pr�s, que de la restriction de u � Y'Ê; en particulier, deux
morphismes ayant m�me r�duction sur k donnent des foncteurs image inverse
isomorphes :

(2.2.17) PROPOSITION. Ñ  Soient u, u' : P' @ P deux morphismes dont la restriction � Y'
se factorise par v.

(i) Il existe un isomorphisme canonique ªu',Êu entre les foncteurs u K
�* et u K'Ê

* sur la
cat�gorie des j���o]Y�[-modules � connexion int�grable et surconvergente.

(ii) Pour toute section horizontale s, on a

(2.2.17.1) ªu',Êu�(u K'Ê
*(s))  =  uK

�*�(s).

Soit h = (u, u') : P' @ P |S P. Comme u et u' co�ncident sur Y', le diagramme

Y' ######@ P'

v É É h
À À
Y #ÊÊÊ#@ P #ÊÊÊ#@ P |S P
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est commutatif. Par suite, hK s'ins�re dans un diagramme commutatif

]Y'[P'

ÉÊÉ
uKÉÊÉ u'K

hK

ÀÊÀ
]Y�[PÊÊ Ò##Ò## ]Y�[P�2Ê.

Pour tout j���o]Y�[-module � connexion int�grable et surconvergente E, l'isomorphisme ª
sur ]Y�[P�2 donne alors, par image inverse par hKÊ, un isomorphisme canonique

(2.2.17.2) ªu',Êu  =  hK
�*

�(ª)  :  uK'Ê
*ÊE  Ê #ÊÊÊ���#ÊÊÊ@  u K

�*Ê�E,

dont on v�riÞe ais�ment, � l'aide de la condition de transitivit� sur ]Y�[P�3Ê, qu'il est
horizontal pour les connexions images inverses.

On observera que cette condition de transitivit� permet �galement d'assurer, pour
un troisi�me morphisme u" : P' @ P co�ncidant avec u et u' sur Y', la relation

(2.2.17.3) ªu",Êu' ¡ ªu',Êu  =  ªu",ÊuÊ.

EnÞn, l'assertion sur les sections horizontales r�sulte de (2.2.7) (ii).

Remarque. Ñ  D'apr�s la d�Þnition, l'isomorphisme (2.2.17.2) peut �tre facilement
explicit�, avec des coordonn�es locales, par substitution dans la s�rie de Taylor (2.2.4.2) -
voir en [Be3, 3.4] un exemple d'un tel calcul pour expliciter l'action du Frobenius dans la
th�orie de Dwork.

2.3. Isocristaux convergents et surconvergents

Gardant les m�mes notations et les m�mes hypoth�ses qu'en (2.1) et (2.2), nous
examinons maintenant la d�pendance par rapport � P et Y de la cat�gorie des j���o]Y�[-
modules coh�rents, munis d'une connexion int�grable et surconvergente. On aboutit
ainsi � la construction de deux cat�gories fonctoriellement associ�es � X, celle des
isocristaux convergents, et celle des isocristaux surconvergents.

Le premier pas est un th�or�me d'ind�pendance par rapport � P :

(2.3.1) TH�ORéME. Ñ  Consid�rons un diagramme commutatif de la forme

P'
i' É u

À
X Ê

jÌ#@ Y Ê
iÌ#@ PÊ

o� u est un morphisme de v-sch�mas formels, lisse au voisinage de X.
(i) Le foncteur u K

�* induit une �quivalence de la cat�gorie des j���o]Y�[P
-modules
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coh�rents, munis d'une connexion relativement � S, int�grable et surconvergente le long
de Y - X, avec la cat�gorie analogue sur ]Y�[P'Ê.

(ii) Si E est un j���o]Y�[P
-module coh�rent, muni d'une connexion relativement � S,

int�grable et surconvergente le long de Y - X, l'homomorphisme u K
�* induit un isomor-

phisme entre les sections horizontales

â(]Y�[PÊ, E)ø = 0  Ê# �#@  â(]Y�[P'Ê, u K
�*Ê�E)ø = 0Ê.

Il existe des recouvrements afÞnes (P�) et (P '�) de P et P', tels que u(P '�) Ç P� et
YÊÊõÊÊP '� = Y õ P�Ê. Comme l'assertion est locale sur ]Y�[PÊ, cela permet de supposer P et P'
afÞnes. D'autre part, la remarque de (2.2.11) montre que l'assertion est locale sur X. On
peut donc supposer que X est le compl�mentaire dans Y d'un ferm� d�Þni par une �qua-
tion, et que le faisceau conormal � X dans P' |PÊÊX est libre de rang d sur oXÊ. Soient P"
l'espace afÞne formel de dimension relative d sur P, s : P @ P" la section nulle. Le
th�or�me de Þbration fort (1.3.7) permet alors de d�Þnir un P-morphisme Ä : P' @ P" com-
mutant aux immersions ferm�es Y @ P' et Y @ P" (cette derni�re �tant d�Þnie par s), et
induisant un isomorphisme entre un voisinage strict de ]�X�[P'Ê, et un voisinage strict de
]�X�[P"Ê; il induit de m�me un isomorphisme entre des voisinages stricts de ]�X�[P'�2 et
]�X�[P"�2Ê. Comme la cat�gorie des j���o]Y�[-modules coh�rents � connexion int�grable et
surconvergente ne d�pend que d'un voisinage strict de ]�X�[, on est ramen� au cas o�
P'ÊÊ=ÊÊP".

Le foncteur sK
�* est alors quasi-inverse � gauche de u K

�*
Ê, et il sufÞt de d�Þnir un

isomorphisme de foncteurs u K
�*ÊÊ°Ês K

�*Ê � ÊId. Comme sÊ¡Êu et Id induisent tous deux l'identit�
sur Y, c'est une cons�quence de (2.2.17). EnÞn, (ii) r�sulte de (i).

Remarque. Ñ  Nous construirons en (3.1.10) un foncteur quasi-inverse canonique de u K
�*

Ê.

(2.3.2) D�Þnitions. Ñ  Soient S un v-sch�ma formel de type Þni, Y un k-sch�ma de type
Þni, muni d'un v-morphisme Y @ S, X un ouvert de Y, �j : X ÌÊÊÊ@ Y.

(i) Supposons qu'il existe un S-sch�ma formel de type Þni P, et une S-immersion
ferm�e i : Y ÌÊÊÊ@ P, tels que P soit lisse sur S au voisinage de X. D'apr�s (2.3.1), la cat�gorie
des j���o]Y�[-modules coh�rents, munis d'une connexion int�grable et surconvergente
relativement � S, ne d�pend � �quivalence canonique pr�s que du couple (�X, Y�) au-
dessus de S, et non de P. En effet, si i' : Y ÌÊÊÊ@ P' est une autre S-immersion ferm�e telle
que P' soit un S-sch�ma formel lisse au voisinage de X, posons P"Ê = P |S P', et soit i" :
YÊÊ ÌÊÊÊ@ P" l'immersion diagonale. Les deux projections q : P"Ê@ P, q' : P" @ P' sont lisses
au voisinage de X, de sorte que les foncteurs image inverse q K

�* et qK'
Ê* sont respectivement

des �quivalences de cat�gories de la cat�gorie des j���o]Y�[-modules coh�rents, munis d'une
connexion int�grable et surconvergente le long de Z, sur ]Y�[P et ]Y�[P'Ê, dans la cat�gorie
analogue sur ]Y�[P"Ê. On en d�duit une �quivalence de cat�gories, d�Þnie � isomorphisme
canonique pr�s, entre ces deux cat�gories sur ]Y�[P et ]Y�[P'Ê.
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Par d�Þnition, la cat�gorie des isocristaux sur XÊ/ÊS, surconvergents le long de Z,
not�e Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊS), est la cat�gorie des j���o]Y�[P

-modules coh�rents, munis d'une con-
nexion relativement � S, int�grable et surconvergente. Lorsque Z est vide, cette cat�gorie
sera appel�e cat�gorie des isocristaux convergents sur XÊ/ÊS, et not�e Isoc(�XÊ/ÊS). Nous em-
ploierons parfois le terme "cristal" au lieu de "isocristal" ([Be2], [Be3]), lorsqu'aucune
confusion n'est possible avec la notion usuelle de cristal [Be1]. Lorsque S = SpfÊ��v, nous
emploierons plut�t la notation XÊ/ÊK.

Le j���o]Y�[P
-module � connexion correspondant � un isocristal surconvergent E sera

appel� r�alisation de E sur P, et souvent not� EPÊ. On dispose donc d'une telle r�alisation
pour tout plongement i' : Y ÌÊÊÊ@ P' dans un S-sch�ma formel, lisse au voisinage de X. De
plus, si u : P' @ P est un S-morphisme entre deux tels plongements, il existe un
isomorphisme canonique horizontal

(2.3.2.1) u K
�*Ê�EP  Ê#�#@  EP'Ê.

En effet, avec les notations introduites plus haut, les deux morphismes q : P" @ P et
uÊ¡Êq'ÊÊ: P" @ P' @ P co�ncident sur Y Ç P", de sorte que la connexion de EP fournit
l'isomorphisme (2.2.17.2)

q K'
Ê*Êu K

�*Ê�EP  Ê#�#@  q K
�*Ê�EPÊ.

Comme, par construction, EP' est le module � connexion sur ]Y�[P' d'image q K
�*Ê�EP par

l'�quivalence de cat�gories q K'
Ê*, on en d�duit l'isomorphisme (2.3.2.1).

On v�riÞe sans difÞcult� que, si l'on dispose d'un troisi�me plongement de Y, et
d'un morphisme de celui-ci dans P', les isomorphismes (2.3.2.1) correspondants v�riÞent
une relation de transitivit� (cf. (2.2.17.3)).

Si E Ô Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊS), on appelera section horizontale de E toute section horizontale
d'une r�alisation EP de E. Il r�sulte de (2.3.1) (ii) que le module des sections horizontales
de E est ind�pendant de la r�alisation choisie. Nous le noterons â((�X,ÊY�)�/ÊS, E).

(ii) Soient E Ô Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊS), et i : U ÌÊÊÊ@ T un plongement d'un ouvert U de Y dans un
S-sch�ma formel non n�cessairement lisse. On associe � E un j���o]U[-module coh�rent
ET sur ]U[T de la fa�on suivante. Localement, il existe une S-immersion ferm�e U ÌÊÊÊ@ P
de U dans un S-sch�ma formel lisse P, et un S-morphisme u : T @ U induisant l'identit�
sur U. Soient EP la r�alisation de la restriction de E � U sur ]U[PÊ, et uK : ]U[T @ ]U[P le
morphisme induit par u. On v�riÞe ais�ment que le j���o]U[-module ET = u K

�*Ê�EP ne d�pend
pas, � isomorphisme canonique pr�s, du choix de P et u. De plus, cette construction
fournit encore un isomorphisme (2.3.2.1) pour tout S-morphisme u : T' @ T entre
plongements d'ouverts de Y dans des S-sch�mas formels. On obtient ainsi une
description de style cristallin de la cat�gorie Isoc�(�X, YÊ/ÊS), qu'on laisse au lecteur le soin
d'expliciter.

Lorsque v est un anneau de valuation discr�te, la construction de ET s'�tend au cas
o� T est un S-sch�ma formel v�riÞant les hypoth�ses de (0.2.6). D'apr�s (1.1.4) (ii), on
peut se limiter � consid�rer le cas o� T poss�de un id�al de d�Þnition i tel que U = V(i).
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La fonctorialit� de la construction permet de se ramener au cas afÞne. Si on choisit une
immersion ferm�e u0 : U ÌÊÊ@ÊP, o� P est un S-sch�ma formel ¹-adique afÞne et lisse, le
fait que ¹ = 0 sur U permet de construire par r�currence une famille de S-morphismes
uiÊÊ: SpecÊoTÊ/Êi�i+1 @ P, telle que ui induise uiÊ-1 sur SpecÊoTÊ/Êi�i. Par passage � la limite, on
en d�duit un S-morphisme u : T @ P, qui d�Þnit un morphisme d'espaces analytiques
uKÊÊ: ]U[T @ ]U[P d'apr�s la remarque (1.1.11) (i). La construction s'ach�ve alors comme
pr�c�demment.

(iii) Lorsqu'il n'existe pas de plongement global i : Y ÌÊÊÊ@ P, on peut d�Þnir la cat�gorie
Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊS) par recollement : on choisit un recouvrement ouvert (Y�) de Y, et des
immersions ferm�es Y� ÌÊÊÊ@ P� dans des S-sch�mas formels lisses au voisinage de
X�ÊÊ=ÊÊY� õ XÊ; on pose Y�º = Y� õ YºÊ, X�º = X õ Y�ºÊ, P�º = P� |S PºÊ; on note j� : X� ÌÊÊÊ@ Y�Ê,
�j�º : X�º ÌÊÊÊ@ Y�º les restrictions de j, p�º : P�º @ P�Ê, q�º : P�ºÊÊ@ÊÊPº les projections. Un
isocristal sur XÊ/ÊS, surconvergent le long de Z, est alors constitu� par la donn�e, pour
tout �, d'un j���o]Y��[P�

-module coh�rent E�, muni d'une connexion int�grable et surcon-
vergente, et, pour tous �, º, d'un isomorphisme horizontal p �

�*
ºÊKÊ�E� � q �

�*
ºÊKÊ�Eº sur

]Y�º�[P�ºÊ
, ces isomorphismes v�riÞant la condition de cocycle.

Nous laissons au lecteur le soin de se convaincre que la cat�gorie ainsi d�Þnie ne
d�pend pas, � �quivalence canonique pr�s, des choix effectu�s. Par souci de simplicit�,
nous nous limiterons g�n�ralement dans la suite au cas o� il existe un plongement
global Y Ì@ P lisse au voisinage de X, les r�sultats obtenus s'�tendant sans difÞcult� au
cas g�n�ral.

(iv) La cat�gorie Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊS) est fonctorielle par rapport � (�X, Y, S). En effet, � tout
diagramme commutatif de la forme

XÊ' Ì@ YÊ' #@ S'
(2.3.2.2) w É v É É

À À À
X Ì@ Y  #@ S,

on peut associer en proc�dant comme suit un foncteur image inverse

v�*  :  Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊS)  Ê##@  Isoc�(�X',ÊY'/ÊS'),

ne d�pendant que de v, � isomorphisme canonique pr�s.

Supposons d'abord qu'on puisse trouver un plongement i : Y ÌÊÊÊ@ P (resp. i'ÊÊ:
Y'ÊÊ ÌÊÊÊ@ÊÊP'), o� P (resp. P') est lisse sur S (resp. S') au voisinage de X (resp. X'), et un
S-morphisme u : P' @ P induisant v. D'apr�s (2.2.17), le foncteur u K

�*
 sur la cat�gorie des

j���o]Y�[-modules coh�rents, munis d'une connexion int�grable et surconvergente, ne
d�pend en fait (� isomorphisme canonique pr�s) que de v. D'autre part, si on change les
plongements P et P', en gardant l'hypoth�se d'existence d'un prolongement de v en
P'ÊÊ@ÊÊP, la m�thode du plongement diagonal montre que les foncteurs images directes se
correspondent via les �quivalences de cat�gories (2.3.1). On peut donc prendre le foncteur
induit par u K

�*
 comme d�Þnition du foncteur image inverse v�* pour les isocristaux, et

nous dirons que u K
�*

 en est une r�alisation.
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S'il n'existe pas de morphisme u : P' @ P prolongeant v, il est facile de changer le
plongement P' de mani�re � assurer l'existence d'un prolongement de v : il sufÞt pour
cela de remplacer P' par le produit P |S P', et i' par l'immersion i"ÊÊ= (i', iÊ¡Êv)�; P" est alors
lisse sur P', donc sur S', au voisinage de X, et la projection q de P" sur P est un
prolongement de v. On observera que, dans le cas o� il existe u : P' @ P prolongeant v, le
foncteur u K

�* utilis� pr�c�demment est canoniquement isomorphe, via l'�quivalence q K'
Ê*

induite par q' : P" @ P', au foncteur q K
�* utilis� ici : cela r�sulte, d'apr�s (2.2.17), de ce que

q et uÊ¡Êq' co�ncident sur Y'.

Pour tout morphisme (w', v') : (�X", Y") @ (�X', Y') au-dessus de S" @ S', on montre
facilement l'existence d'un isomorphisme canonique de foncteurs

(vÊ¡Êv')*  �  v'Ê*Ê¡Êv�*.

(2.3.3) Remarques. Ñ  (i) D'apr�s (2.2.11), on d�Þnit un champ sur Y en associant � tout
ouvert XÊÊÇ Y la cat�gorie des isocristaux sur XÊ/ÊS, surconvergents le long de YÊÊ- X, les
morphismes de restriction �tant les morphismes image inverse.

On observera qu'on obtient �galement un champ sur Y en associant � tout ouvert
XÊÊÇ Y la cat�gorie des isocristaux convergents sur XÊ/ÊS : cela r�sulte de ce que pour tout
recouvrement ouvert (�X�) de X, les ]�X�[ forment un recouvrement admissible de ]�X�[.

(ii) D'apr�s (2.2.3) (ii), toute r�alisation EP d'un isocristal E de Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊK�) est un
j���o]Y�[-module localement libre de rang Þni. Il en est donc de m�me des j���o]Y�[T

-modules
ET d�Þnis en (2.3.2) (ii), pour toute immersion ferm�e Y ÌÊÊÊ@ T.

(iii) D'apr�s (2.2.10), la cat�gorie Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊS) est ab�lienne, poss�de produit tenso-
riel et hom interne, et, pour toute immersion ferm�e Y ÌÊÊÊ@ T, le foncteur qui associe � un
isocristal E le j���o]Y�[-module ET est exactÊ; si T est lisse sur S au voisinage de X, il est
Þd�le.

(iv) Lorsque, dans le diagramme (2.3.2.2), le morphisme S' @ S est plat, le foncteur
v�*ÊÊ: Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊS) @ Isoc�(�X',ÊY'/ÊS') est exact. C'est en effet une propri�t� locale sur Y',
de sorte qu'on peut supposer S, S', Y et Y' afÞnes. On plonge alors Y dans un S-sch�ma
formel afÞne et lisse PÊ; Y' s'envoie dans P |S S', et on plonge Y' dans un sch�ma formel
P' afÞne et lisse sur P |S S'. Comme P' est lisse sur S', le morphisme compos� u :
P'ÊÊ@ÊÊPÊÊ|S S' @ P fournit une r�alisation de v�*. Or u est un morphisme plat, donc il en est
de m�me de uKÊ, et du morphisme d'espaces annel�s (]Y'[P'Ê, �j'���o]Y'[) @ (]Y�[PÊ, �j���o]Y�[)
induit par uKÊ.ÊL'assertion en r�sulte.

(2.3.4) La cat�gorie des isocristaux convergents d�Þnie ici est �quivalente � celle que
d�Þnit Ogus dans [Og1]. En effet, une des descriptions de cette derni�re est la suivante
[Og1, (2.11)] : pour toute immersion ferm�e de X dans un v-sch�ma formel P, Ogus
construit un syst�me inductif de v-sch�mas formels TP,Ên(�X�), qui sont des mod�les
formels des tubes ferm�s [�X�]P, p1/n (voir (1.1.10))Ê; si P est lisse sur v, un isocristal
convergent sur X peut alors �tre d�crit comme une famille compatible deÊÊoTP,Ên(�X�) ¢v K-
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modules coh�rents En sur les TP,Ên(�X�), munis d'isomorphismes p 2
�*ÊEnÊ � Êp 1

�*ÊEn sur
TP2,Ên(�X�), v�riÞant la condition de cocycle. Mais la donn�e d'un oTP,Ên(�X�) ¢v K-module
coh�rent En est �quivalente � la donn�e d'un faisceau analytique coh�rent en sur la Þbre
g�n�rique [�X�]P,Êp1/n de TP,Ên(�X�) [Og1, (1.5)], et le fait que l'on se donne une famille de
faisceaux En compatible aux morphismes TP,Ên(�X�) @ TP,Ên+1(�X�) signiÞe que l'on se
donne pour tout n un isomorphisme de la restriction de en+1 � [�X�]P,Êp1/n avec enÊ. Comme
les [�X�]P,Êp1/n forment un recouvrement admissible de ]�X�[PÊ, la donn�e du syst�me des en
�quivaut � celle d'un faisceau coh�rent e sur ]�X�[PÊ, et on retrouve la description des
isocristaux convergents donn�e en (2.3.2).

Nous donnons maintenant un �nonc� d'ind�pendance de la cat�gorie Isoc�(�X, YÊ/ÊS)
par rapport � Y :

(2.3.5) TH�ORéME. Ñ  Soient j : X ÌÊÊÊ@ Y et j' : X ÌÊÊÊ@ Y' deux immersions ouvertes, Y et Y'
�tant des k-sch�mas de type Þni, Z = Y - X, Z'Ê= Y' - X, et soit v : Y' @ Y un morphisme
propre tel que vÊ¡Êj' = j.

(i) Le foncteur v�* est une �quivalence de la cat�gorie des isocristaux sur XÊ/ÊS
surconvergents le long de Z dans la cat�gorie des isocristaux sur XÊ/ÊS surconvergents le
long de Z'.

(ii) Si E est un isocristal sur XÊ/ÊS surconvergent le long de Z, l'homomorphisme cano-
nique

â((�X,ÊY�)�/ÊS, E)  Ê##@  â((�X,ÊY')�/ÊS, v�*E)

est un isomorphisme.

L'assertion (ii) r�sulte encore de (i).

Pour prouver (i), observons tout d'abord que le lemme de Chow pr�cis [GR2, cor.
5.7.14] permet de trouver un �clatement v' : Y" @ Y' centr� en dehors de X, tel que v" :
Y"ÊÊ@ Y soit projectif. Il sufÞt alors de montrer que v'Ê* et v"Ê* sont des �quivalences de
cat�gories. On est ainsi ramen� au cas o� v est projectif.

L'assertion est locale sur Y, qu'on peut donc supposer afÞne. Soit i : Y @ P une
immersion ferm�e dans un sch�ma formel afÞne, lisse sur S au voisinage de X. On peut
trouver un espace projectif (formel) P' = æP

�N sur P, et une P-immersion ferm�e i' :
Y'ÊÊ@ÊÊP'Ê; soit P'Y = P' |P Y. Le caract�re local en X de la cat�gorie des isocristaux
surconvergents le long de Y - X (cf. (2.2.17)) montre qu'il sufÞt de prouver le th�or�me
pour une base d'ouverts de XÊ; on peut ainsi supposer qu'il existe un entier m et une
section s Ô â(P'YÊ, oP'Y�

(m)) telle que X = Y'ÊÊõ D(s) dans P'YÊ. On peut de plus supposer D(s)
assez petit pour qu'il existe des sections ` `̀`t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ề `̀

`tN Ô â(D(s), oP'YÊ
) formant une suite r�-

guli�re de g�n�rateurs de l'id�al de X dans D(s). Quitte � multiplier les ` `̀`ti par une
puissance de s, on peut supposer qu'il existe un entier d tel qu'ils se prolongent en une
famille de sections, encore not�es ` `̀`tiÊ, de â(P'YÊ, oP 'Y�

(md)). Soient t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊtN Ô â(P', oP'(md))



2.28 P. BERTHELOT

-   74   -

relevant les ` `̀`tiÊ, et T Ç P' le sous-sch�ma formel des z�ros de t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊtNÊ. Comme la cat�gorie
des isocristaux surconvergents ne d�pend que d'un voisinage strict arbitrairement petit
de ]�X�[, on peut d'apr�s (1.2.11) supposer que Y' est l'adh�rence de X dans P 'YÊ; Y' est alors
un sous-sch�ma ferm� de T.

Par construction, le morphisme T @ P est �tale aux points de X. Le diagramme
commutatif

Y�' ##@ T
j' vÉ Éu'

À À
X Ê

jÌ#@ YÊ Ê
iÌ#@ P

v�riÞe alors les hypoth�ses du th�or�me (1.3.5), et il en est de m�me du diagramme
analogue o� l'on remplace P et T par P |S P et T |S T. Par suite, u 'K (resp. u 'K | u 'K) induit
un isomorphisme entre un voisinage strict de ]�X�[T dans ]Y'[T (resp. de ]�X�[TÊ2 dans
]Y'[TÊ2) et un voisinage strict de ]�X�[P dans ]Y�[P (resp. de ]�X�[P�2 dans ]Y�[P�2). Le foncteur
u K'

Ê* induit donc une �quivalence entre la cat�gorie des j���o]Y�[-modules coh�rents, munis
d'une connexion int�grable surconvergente, et la cat�gorie analogue sur ]Y'[TÊ; comme
u K'

Ê* est une r�alisation de v�*, le th�or�me en r�sulte.

(2.3.6) D�Þnition. Ñ  Soient X un k-sch�ma s�par� de type Þni, et � �X une compactiÞca-
tion de X au-dessus de S. La cat�gorie des isocristaux sur X, surconvergents le long de
� �XÊÊ- X, est appel�e simplement cat�gorie des isocristaux surconvergents sur XÊ/ÊS, et not�
Isoc�(�XÊ/ÊS).

Il r�sulte en effet du th�or�me pr�c�dent que cette cat�gorie ne d�pend pas, �
�quivalence canonique pr�s, du choix de la compactiÞcation � �X : si � �X' est une autre
compactiÞcation, soient � �X" l'adh�rence sch�matique de X plong� diagonalement dans
� �XÊÊ|S � �X', v : � �X" @ � �X, v' : � �X" @ � �X' les morphismes induits par les deux projectionsÊÊ; les
foncteurs v�* et v'�* sont alors des �quivalences de cat�gories.

La cat�gorie des isocristaux surconvergents sur XÊ/ÊS est fonctorielle en (�X,ÊÊS). En
effet, pour tout carr� commutatif

X�' ##@ S'

w É É
À À
X� ##@ S,

on peut trouver des compactiÞcations Y, Y' de X et X' au-dessus de S et S', telles qu'il
existe un k-morphisme v : Y' @ Y prolongeant w : si l'on choisit des compactiÞcations
arbitraires de X et X' entre lequelles w ne se prolonge pas n�cessairement, il sufÞt de
remplacer Y' par l'adh�rence sch�matique de X' dans Y' |S Y, et le prolongement v est
alors induit par la projection sur Y. Par ailleurs, si l'on change de compactiÞcations et
de prolongements, la m�thode du plongement diagonal, et le th�or�me (2.3.5) appliqu�
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aux projections, montrent qu'il existe un isomorphisme canonique entre les foncteurs v�*

correspondants. A isomorphisme canonique pr�s, on peut donc d�Þnir le foncteur image
inverse w�* pour les isocristaux surconvergents sur XÊ/ÊS comme �tant le foncteur v�*. On
v�riÞe encore ais�ment l'existence d'un isomorphisme canonique de foncteurs
(wÊ¡Êw')*ÊÊ� Êw'�*Ê¡Êw�*, pour w' : X" @ X'.

D'apr�s (2.3.5) (ii), le module des sections horizontales d'un isocristal surconvergent
E sur X est ind�pendant de la compactiÞcation choisieÊ; il est �videmment fonctoriel en X
et E.

Remarque. Ñ  Supposons qu'il existe une immersion ferm�e de X dans un v-sch�ma T
s�par�, de type Þni, et lisse au voisinage de X. Nous avons vu en (1.3.10) qu'il est possible
de d�Þnir la notion de syst�me fondamental de voisinages stricts de ]�X�[ dans TK

Êan sans
faire intervenir explicitement de compactiÞcation de T, donc de X. Comme la
construction de la cat�gorie Isoc�(�XÊ/ÊK�) ne d�pend que d'un syst�me fondamental de
voisinages stricts de ]�X�[ dans ]���X�[, elle peut �tre d�crite � partir de l'espace analytique
T K

Êan, sans faire intervenir explicitement de compactiÞcations. Nous ne chercherons pas �
d�velopper cette description en toute g�n�ralit�, mais nous l'expliciterons en (2.5) lorsque
X est afÞne et lisse, pour donner une description de style Monsky-Washnitzer de
Isoc�(�XÊ/ÊK�).

(2.3.7) Pour introduire la notion de F-isocristal (sur)convergent, nous supposerons que
S = SpecÊv, que le corps r�siduel k de v est de caract�ristique p > 0, et que X est un ouvert
d'un k-sch�ma de type Þni Y.

Tout d'abord, si § : K @ K' est une extension de corps munis d'une valeur absolue
ultram�trique, v' l'anneau d'entiers de K', et k' son corps r�siduel, soient X', Y' d�duits
de X, Y par le changement de base de k � k'. On dispose d'un foncteur de changement de
base �vident

§*  :  Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊK�)  Ê##@  Isoc�(�X',ÊY'Ê/ÊK').

Supposons en particulier donn� un rel�vement § : K @ K du Frobenius de k. Si E est
un isocristal sur XÊ/ÊK, surconvergent le long de Y - X, son image inverse F§

Ê�*ÊE par
Frobenius s'obtient en appliquant le foncteur de changement de base §*, puis le foncteur
image inverse par le Frobenius (FXÊ, FY) : (�X, Y�) @ (�X�(�p), Y�(�p)). Nous appelerons F-
isocristal sur XÊ/�(K,Ê§), surconvergent le long de Y - X, la donn�e d'un isocristal E sur
XÊ/ÊK, surconvergent le long de Y - X, et d'un isomorphisme de Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊK�) :

à  :  F§
ÊÊ*ÊE  Ê#�#@  E,

appel� Frobenius de E. En prenant le cas particulier o� Y est une compactiÞcation de X
(resp. Y = X), on obtient la notion de F-isocristal surconvergent sur XÊ/�(K,Ê§) (resp.
convergent).
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Nous noterons F-Isoc�(�X,ÊYÊ/ÊK�) (resp. F-Isoc�(�XÊ/ÊK�), resp. F-Isoc(�XÊ/ÊK�)) la cat�-
gorie des F-isocristaux sur X surconvergents le long de Y - X (resp. des F-isocristaux
surconvergents sur X, resp. convergents sur X). C'est encore une cat�gorie ab�lienne,
munie d'un produit tensoriel et d'un hom interneÊ; si E, F sont des F-isocristaux
surconvergents, le Frobenius de hom(E, F) est d�Þni en posant, pour tout f : E @ F,

àhom(E, F)(F§
Ê�*(�f�))  =  àF ì F§

ÊÊ*(�f�) ì à E
Ê-1.

(2.3.8) Exemples. Ñ  Nous reprenons ici les exemples de (2.2.15), qui sont des isocristaux
surconvergents.

(i) Pour tout X, de compactiÞcation � �X, le j���o]� �X�[-module j���o]� �X�[Ê, muni de la d�ri-
vation canonique, d�Þnit un isocristal surconvergent sur XÊ/ÊK, qu'on note oXÊ/ÊKÊ. On a
F§

Ê�*ÊoXÊ/ÊK = oXÊ/ÊKÊ, ce qui permet de munir oXÊ/ÊK d'une structure de F-isocristal sur-
convergent, en prenant à = Id.

On d�Þnit le F-isocristal de Tate oXÊ/ÊK(1) comme �tant �gal � l'isocristal surconver-
gent oXÊ/ÊK muni du Frobenius à d�Þni par la multiplication par p�-1. Pour tout n Ô ç, on
pose oXÊ/ÊK(n) = oXÊ/ÊK(1)¿Ên, et, pour tout F-isocristal surconvergent E et tout n Ô ç, on
d�Þnit le twist de Tate E(n) comme �tant E ¢ oXÊ/ÊK(n)Ê; autrement dit, E(n) est le
F-isocristal surconvergent d�duit de E en multipliant F par p�-n.

(ii) L'exemple (2.2.15)ÊÊ(ii)ÊÊa) d�Þnit un isocristal surconvergent sur � 1
èp

Ê/ÊÝp(¹), not�
encore l¹Ê. Si on choisit pour rel�vement de Frobenius sur K l'identit� de Ýp(¹), et pour
rel�vement sur æ1

vÊ l'�l�vation � la puissance p-i�me des coordonn�es projectives (t, t'),
F§

ÊÊ*Êl¹ est le module j���o]Y�[ muni de la connexion ø§ d�Þnie par

ø§(1)  =  -Ê¹ÊpÊtÊpÊ-1Êdt.

On d�Þnit à : F§
Ê�*Êl¹ÊÊ@Êl¹ comme �tant l'endomorphisme de j���o]Y�[ d�Þni par la

multiplication par expÊ¹(t - tÊp), s�rie qui est bien une section de j���o]Y�[Ê, car de rayon de
convergence p(p�-1)�/Êp2 > 1 [Dw1, 21.1]. On obtient ainsi le F-isocristal de Dwork associ� �
¹, qui peut par ailleurs s'interpr�ter comme facteur direct sur Ýp(¹) de la cohomologie
rigide relative du rev�tement d'Artin-Schreier de � 1

èp
 [Be3, (1.5)].

(iii) De m�me, l'exemple (2.2.15) (ii) b) d�Þnit un isocristal surconvergent sur
Gm,Êèp

Ê/ÊÝpÊ, qu'on notera encore kaÊ. Avec le rel�vement de Frobenius utilis� en (ii), F§
Ê�*Êka

est le module j���o]Y�[ munie de la connexion ø§ d�Þnie par

ø§(1)  =  aÊpÊtÊ-1Êdt.

Pour qu'il existe sur ka une structure de F-isocristal, il faut et il sufÞt que a soit de la
forme mÊ/�(p - 1), avec m Ô ç, et celle-ci est alors d�Þnie par la multiplication par tm. On
obtient ainsi un F-isocristal de Kummer, qui s'interpr�te aussi comme facteur direct de
la cohomologie rigide relative du rev�tement de Kummer de Gm d�Þni par l'�l�vation � la
puissance (Êp - 1)-i�me [Be3, (2.2)].
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(2.3.9) Remarques. Ñ  On dispose donc de deux cat�gories d'isocristaux sur X,
fonctorielles en X : les isocristaux convergents et les isocristaux surconvergents. Lorsque
X est propre, ces deux cat�gories co�ncident par construction. Dans le cas g�n�ral, la
condition de surconvergence est n�cessaire pour pouvoir d�velopper un bon formalisme
cohomologique, comme nous le verrons plus loin, et il ne fait pas de doute que ce soit
parmi les isocristaux surconvergents, et m�me certainement parmi les F-isocristaux
surconvergents, qu'il faille chercher l'analogue p-adique de la cat�gorie des faisceaux
lisses ù-adiques, ou des syst�mes locaux sur le corps des complexes. N�anmoins, on
rencontre naturellement des isocristaux convergents, mais non n�cessairement surcon-
vergents, et les relations entre ces deux cat�gories m�ritent d'�tre �tudi�es.

(i) Le foncteur naturel Isoc�(�XÊ/ÊS) @ Isoc(�XÊ/ÊS), qui s'interpr�te, pour tout
plongement � �X ÌÊÊÊ@ P, comme la restriction de ]���X�[P � ]�X�[PÊ, est Þd�le d'apr�s (2.2.9).

(ii) On ignore par contre si ce foncteur est pleinement Þd�le en g�n�ral. En utilisant
le hom interne, on se ram�ne comme d'habitude � un probl�me sur les sections horizon-
tales : si s est une section horizontale d�Þnie sur ]�X�[ d'un isocristal surconvergent E sur
X, peut-on prolonger s en une section (n�cessairement horizontale) de E sur ]���X�[ ? En
�crivant E = j���e, o� e est un oV-module coh�rent muni d'une connexion int�grable sur
un voisinage strict V de ]�X�[, il revient au m�me de demander si toute section horizontale
de e sur ]�X�[ se prolonge en une section (horizontale) sur un voisinage strict de ]�X�[.

Dans le cas particulier o� X = � 1
kÊ, Y = æ 1

kÊ, on est confront� � un probl�me g�n�ral de
la th�orie des syst�mes diff�rentiels lin�aires p-adiques : �tant donn�s un syst�me
Y'ÊÊ=ÊÊAY, o� A est une matrice de fonctions analytiques sur un disque D(0,ÊÊ¨-) Ç �1

kÊ,
¨ÊÊ>ÊÊ1, et une solution Y d�Þnie sur le disque ferm� D(0,Ê1+�), Y est-elle en fait convergente
sur un disque de rayon ¨' > 1 ? Dans le cas d'un syst�me de rang 1, Dwork et Robba [Ro1]
ont apport� une r�ponse positive � cette question. Plus g�n�ralement, Crew a montr�
[Cr1, Th.Ê4.10] que le foncteur Isoc�(�XÊ/ÊK�) @ Isoc(�XÊ/ÊK�) est pleinement Þd�le lorsque X
est une courbe, et qu'on se limite aux isocristaux de rang 1.

(iii) EnÞn, le foncteur Isoc�(�XÊ/ÊK�) @ Isoc(�XÊ/ÊK�) n'est pas essentiellement surjectif en
g�n�ral. Crew a en effet montr� [Cr1, Th.Ê4.12] qu'un F-isocristal unit� (i.e. dont la Þbre
en chaque point de X n'a que la pente 0) surconvergent de rang 1 sur une courbe X
correspond � un caract�re de ¹1(�X�) � valeurs dans K, � monodromie locale Þnie (i.e. tel
que l'image du groupe d'inertie en chaque point � l'inÞni de X soit Þnie). Il en tire [Cr1,
4.15] l'exemple suivant, montrant qu'un sous-isocristal convergent d'un isocristal
surconvergent n'est pas n�cessairement surconvergent. Soit X la courbe obtenue � partir
d'une courbe modulaire Y sur k, de niveau ³Ê3, en enlevant les points supersinguliers, et
soit f : C @ X la courbe elliptique ordinaire universelle sur X. Comme la situation
consid�r�e se rel�ve alg�briquement en c @ y, le faisceau de cohomologie rigide relative
E = R1frigÊ*(CÊ/Êy) est un F-isocristal surconvergent sur X (comme on le verra plus loin).
Par contre, le sous F-isocristal unit� E' de E (d�Þni par exemple � partir de (2.4.1) plus
bas et de la comparaison entre cohomologie cristalline et cohomologie rigide, et a priori
donc seulement convergent) ne v�riÞe pas la condition de Crew, d'apr�s un th�or�me
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d'Igusa, et n'est donc pas un F-isocristal surconvergent. Ce n'est pas non plus un
isocristal surconvergent, car, si c'�tait le cas, E' serait la restriction d'un j���o]Y�[-module
coh�rent, encore not� E', et l'homomorphisme compos�

F�*E'  Ê#@  F�*EÊ Ê#@  E ÊÊ#@  EÊ/ÊE',

�tant nul sur le tube ]�X�[y, serait nul sur un voisinage strict de ]�X�[y d'apr�s (2.1.11), de
sorte que le Frobenius à de E induirait une structure de F-isocristal surconvergent sur
E', prolongeant sa structure de F-isocristal convergent.

2.4.  FFFF-Isocristaux convergents associ�s aux FFFF-cristaux

Nous supposons dans cette section que v est un anneau de valuation discr�te
complet, d'in�gales caract�ristiques (0, p), de corps r�siduel k, muni d'un rel�vement §
du Frobenius de kÊ; on note ¹ une uniformisante de v, et on suppose que l'indice de rami-
Þcation de v satisfait la relation e ² p - 1. Soit X un k-sch�ma de type Þni. Nous allons
montrer ici comment associer � tout F-cristal non d�g�n�r� M sur XÊ/�(v, §) un
F-isocristal convergent MÊan sur XÊ/�(K, §).

(2.4.1) Pour tout cristal M sur X, nous noterons F�*M le cristal sur X image inverse de M
par le morphisme de Frobenius (F, §) : (�X, v�) @ (�X, v�). Rappelons qu'un F-cristal non
d�g�n�r� M sur XÊ/�(v, §) est un cristal M sur XÊ/Êv muni d'un morphisme de cristaux à :
F�*M @ M tel qu'il existe un morphisme de cristaux V : M @ F�*M v�riÞant VÊ¡Êà = pn,
àÊ¡ÊV = pn, pour un certain entier n. Soit i : X ÌÊÊÊ@ P une immersion ferm�e dans un
v-sch�ma formel lisse. La construction de MÊan s'effectue en deux �tapes :

(i) si M est un cristal de type Þni sur X, on lui associe un Òisocristal convergent de
rayon de convergence ¾¹¾Ó, i.e. un module coh�rent MP sur [�X�]P,Ê¾¹¾ muni d'un isomor-
phisme ªPÊ: p 2

�*�MP Ê#ÊÊ �Ê@ p 1
�*�MP sur [�X�]P�2,Ê¾¹¾Ê, v�riÞant la condition de cocycleÊ;

(ii) si M est un F-cristal non d�g�n�r�, l'action de Frobenius permet de prolonger
canoniquement MP (resp. ªPÊ) sur ]�X�[P (resp. ]�X�[P�2Ê), en reprenant une m�thode de
Dwork (cf. l'expos� de Katz [Ka1]).

Le caract�re fonctoriel de la construction permettant le recollement, on suppose P
afÞne, soit P = SpfÊA. Soient I Ç A, J Ç AÊÊ ^�¢ A les id�aux de X dans P et dans PÊÊ| P, et ^�ß, ^�ß'
les s�par�s compl�t�s p-adiques des enveloppes � puissances divis�es ß, ß' de I et J.
Rappelons qu'un cristal de type Þni M sur X est d�Þni par un module de type Þni, s�par�
et complet M ^�ß sur ^�ß, muni d'un isomorphisme

ª̂�ß  :  ̂�ß' ̂�¢ M̂�ß  Ê#�#@  M̂�ß ̂�¢ ̂�ß'

entre les images inverses de M ^�ß d�Þnies par les deux projections de P | P sur P, ª^�ß
v�riÞant la condition de cocycle.

Soient f1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êfr des g�n�rateurs de I, et ¨ l'homomorphisme compos�
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(2.4.1.1) ¨  :  ß  Ê##@  A ¢ K  Ê##@  (ÊA ¢ KÊ){Ti}�/�(�fi - ¹�Ti),

dont le but est l'alg�bre de l'ouvert afÞno�de [�X�]P,Ê¾¹¾ de PKÊ. Pour que ¨ se factorise
par ^�ß, il faut et sufÞt que ¨ soit continu pour la topologie ¹-adique de ß, ce qui �quivaut �
dire que l'image de ß dans (ÊA ¢ KÊ){Ti}�/�(�fiÊÊ-Ê¹�Ti) est born�e. Comme ß est engendr� par
les �l�ments f1

ÊÊ[q1].Ê.Ê.Êfr
ÊÊ[qr] comme A-module, il sufÞt de v�riÞer que les images de ceux-ci

forment un ensemble born�. Or on a

¨(�f1
ÊÊ[q1].Ê.Ê.Êfr

ÊÊ[qr])  =  f1
ÊÊq1.Ê.Ê.Êfr

ÊÊqrÊ/Êq1!�.Ê.Ê.Êqr!  =  ¹Êq1 + .Ê.Ê. + qr T1
ÊÊq1.Ê.Ê.ÊTr

ÊÊqrÊ/Êq1!�.Ê.Ê.Êqr!�.

Puisque e ² p - 1, les �l�ments ¹Êq1Ê+Ê.Ê.Ê.Ê+ÊqrÊ/Êq1!�.Ê.Ê.Êqr! sont des entiers p-adiques, et
l'ensemble des mon�mes T1

ÊÊq1.Ê.Ê.ÊTr
ÊÊqr est born�, d'o� l'assertion.

L'homomorphisme

(2.4.1.2) ^̈   :  ̂�ß  Ê##@  (�A ¢ K�){Ti}�/�(�fi - ¹�Ti)

qui prolonge ¨ permet donc de d�duire de M̂�ß un module de type Þni sur l'alg�bre
(�AÊÊ¢ÊÊK�){Ti}�/�(�fi - ¹�Ti), qui d�Þnit donc un module coh�rent MP sur [�X�]P,Ê¾¹¾Ê. La m�me
m�thode appliqu�e � ^�ß' permet de d�duire l'isomorphisme ªP de ª^�ßÊ, d'o� l'�tape (i) de la
construction.

Supposons maintenant que M soit un F-cristal. Soit F : P @ P un rel�vement du
Frobenius absolu de P | SpecÊk, semi-lin�aire au-dessus du Frobenius § de v. Alors F
induit un morphisme §-semi-lin�aire d'espaces analytiques FK : PK @ PKÊ. Si l'on pose
ÚnÊÊ= ¾¹¾pÊ-Ên, on a alors pour tout n ³ 0 :

(2.4.1.3) FK�([�X�]P,ÊÚn+1
)  Ç  [�X�]P,ÊÚnÊ

.

On a en effet F K
Ê*�(�fi�) = fi�Ê

p + ¹�giÊ, avec gi Ô A, et il en r�sulte, pour x Ô [�X�]P,ÊÚn+1
 :

¾�fi(FK�(x))¾  =  ¾F K
Ê*�(�fi)(x)¾  =  ¾�fi(x)�p + ¹�gi(x)¾  ²  ÚnÊ.Ê

D'autre part, F induit un homomorphisme ^�ß @ ^�ß, et (FÊ*M) ^�ß se d�duit de M̂�ß par cette
extension des scalaires. Comme M est un F-cristal non d�g�n�r�, l'homomorphisme à :
(FÊ*M) ^�ß @ M̂�ß d�Þnissant la structure de F-cristal donne un isomorphisme apr�s ten-
sorisation par K. Posons M0 = MPÊ, et, pour tout n, soit Mn = (F K

Ê*)nÊM0 le module coh�rent
sur [�X�]P,ÊÚn

 d�duit de M0 gr�ce � (2.4.1.3). Alors (F K
Ê*)n�(à) induit un isomorphisme entre

Mn et la restriction � [�X�]P,ÊÚn
 de Mn+1Ê. On obtient ainsi par recollements successifs un

module coh�rent M�an sur ]�X�[PÊ, muni d'un isomorphisme F K
Ê*ÊM�an

 Ê#ÊÊ�Ê@ M�an. Comme à ^�ß
est un morphisme de cristaux, il v�riÞe la relation

ª ^�ß ¡ p 2
�*(à ^�ß)  =  p1

�*(à ^�ß) ¡ (ÊF | FÊ)*(ª ^�ß).

Il en r�sulte que ªP se prolonge en un isomorphisme p 2
�*ÊM�an

 Ê#ÊÊ�Ê@ p 1
�*ÊM�an sur ]�X�[P�2Ê, qui

satisfait la condition de cocycle. On obtient donc ainsi un F-isocristal convergent M�anÊ; il
est clair que cette construction est fonctorielle en M et en X.

(2.4.2) TH�ORéME. Ñ  Soit X un k-sch�ma de type Þni. Le foncteur qui � un F-cristal
non d�g�n�r� M sur X associe le F-isocristal convergent M�an est pleinement Þd�le sur la
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cat�gorie des F-cristaux non d�g�n�r�s � isog�nie pr�s. Si X est lisse sur k, il existe pour
tout F-isocristal convergent N un F-cristal non d�g�n�r� M sur X et un entier n ³ 0 tels
que N � M�an(n) (o� M�an(n) est le twist de Tate d�Þni en (2.3.8) (i)).

Montrons d'abord la pleine Þd�lit� de M �ÊÊÊ@ M�an. En prenant le hom interne, il sufÞt
de montrer que ce foncteur induit une bijection entre les sections de M horizontales et
invariantes par Frobenius (tensoris�es par Ý), et celles de M�an .

L'assertion est locale sur X, que nous supposerons afÞne. Soient X ÌÊÊÊ@ P une
immersion ferm�e dans un v-sch�ma formel afÞne et lisse, et F : P @ P un rel�vement
du Frobenius absolu de P | SpecÊk. Reprenant les notations de (2.4.1), on pose

Bn  =  â([�X�]ÚnÊ
, o]�X�[)  =  (ÊA ¢ KÊ){Ti}�/�(Êfi

ÊÊpn
 - ¹�Ti).

Si l'on note

án  :  ̂�ß  ^¨Ê##@  B0  
FÊn

Ê##@  Bn

l'homomorphisme d�duit de (2.4.1.2) et (2.4.1.3), on a par construction des isomor-
phismes

â([�X�]ÚnÊ
, M�an)  Ê#�#@  ánÊ*(Bn) ¢^�ß M^�ßÊ,

â(]�X�[, M�an)  =  ÒÊli #mÊn â([�X�]ÚnÊ
, M�an)  Ê# �#@  ÒÊli #mÊn ánÊ*(Bn) ¢ ^�ß M ^�ßÊ,

les morphismes de transition �tant d�Þnis d'une part par les homomorphismes
án+1Ê*(Bn+1) @ ánÊ*(Bn) (correspondant � la restriction de [�X�]Ún+1

 � [�X�]Ún
), semi-lin�aires

par rapport � FÊ, d'autre part par l'homomorphisme semi-lin�aire M ^�ßÊÊ@ M̂�ß d�Þni par
à. L'homomorphisme canonique

(2.4.2.1) Æ  :  (M^�ß ¢ Ý)øÊ=Ê0, àÊ=ÊId  Ê##@  â(]�X�[, M�an)øÊ=Ê0, àÊ=ÊId

associe alors � s Ô M̂�ß ¢ Ý la famille Æ(s) = (á n
�*(s))n qu'on en d�duit par extension des

scalaires via les ánÊ.

En sens inverse, on dispose d'un homomorphisme

(2.4.2.2) â(]�X�[, o]�X�[)� Ê#@Ê â([�X�]Ú1Ê
, o]�X�[) = (ÊA ¢ KÊ){Ti}�/�(Êfi

ÊÊp - ¹�Ti)� ´Ê#@� ̂�ß ¢ Ý,

o� ´ est d�Þni comme suit. On d�Þnit d'abord un homomorphisme A[Ti] @ ^�ß en
envoyant Ti sur (¹�-1�pÊ!)�fi

�Ê[p]. En passant aux compl�t�s, en tensorisant par Ý, et en
observant que ¹�Ti a pour image p!Êfi

�Ê[p] = fi
ÊÊp, on en tire l'homomorphisme cherch�Ê; il est

clair qu'il commute aux endomorphismes d�Þnis par ceux de A, et notamment � F. On
en d�duit alors un homomorphisme

(2.4.2.3) Æ'  :  â(]�X�[, M�an)øÊ=Ê0, àÊ=ÊId�  Ê##@  (M̂�ß ¢ Ý)øÊ=Ê0, àÊ=ÊId

en composant la restriction de ]�X�[ � [�X�]Ú1
 avec l'homomorphisme

â([�X�]Ú1Ê
, M�an)  �  á1Ê*(B1) ¢ ^�ß M^�ß  Ê ´Ê¿ÊId###@  F*(^�ß) ¢̂�ß M̂�ß ¢ Ý  àÊ##@  M̂�ß ¢ Ý.

Comme l'homomorphisme compos�
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^�ß ¢ Ý  ^¨Ê##@  B0  FÊ##@  B1  ´Ê##@  ̂�ß ¢ Ý

est l'homomorphisme induit par F, on voit que, pour s Ô (M ^�ß ¢ Ý)øÊ=Ê0, àÊ=ÊIdÊ, l'image par
Æ' de Æ(s) est à(F�*(s)) = s.

R�ciproquement, soient t Ô â(]�X�[, M�an)ø = 0, à = IdÊ, et sÊÊ= Æ'(t). L'homomorphisme
compos�

B1  ´Ê##@  ̂�ß ¢ Ý  ^¨Ê##@  B0

est celui que d�Þnit la restriction de [�X�]Ú1
 � [�X�]Ú0Ê

, si bien que la restriction de Æ(s) �
[�X�]Ú0

 est �gale � celle de t. Il r�sulte alors de (2.4.1.3) que Æ(s) et t, ayant m�me
restriction sur [�X�]Ú0Ê

, co�ncident sur ]�X�[. Par suite, Æ et Æ' sont des isomorphismes
r�ciproques.

Supposons maintenant X lisse sur k, et soit N un F-isocristal convergent sur X.
Gr�ce � la pleine Þd�lit�, l'existence d'un entier n ³ 0 et d'un F-cristal M tels que N �
M�an(n) est une propri�t� locale sur X, ce qui permet de supposer X afÞne et relev� en un
sch�ma formel P lisse sur W. Soit encore ^�ß' l'enveloppe � puissances divis�es compl�t�e
de l'id�al de X dans P | P. Un r�sultat d'Ogus [Og2, prop. 7.3] entra�ne qu'il existe un
cristal M, qu'on peut supposer sans p-torsion, tel que N, muni de l'isomorphisme

ª  :  ̂�ß ¢ N  Ê#�#@  N ¢ ̂�ß

d�duit de ª : p 2
�*ÊN Ê#ÊÊ�Ê@ p 1

�*ÊN par l'homomorphisme â(]�X�[P�2Ê, o]�X�[) @ ^�ß, soit isomorphe �
MÊÊ¢ Ý, muni de l'isomorphisme analogueÊ; de plus, l'isomorphisme à : F�*N Ê#ÊÊ�Ê@ N
correspond � un �l�ment de Hom(F�*M, M) ¢ Ý, de sorte qu'il existe un entier n tel que
pnÊà Ô Hom(FÊ*M, M). Il est alors clair que M, muni de pnÊà, est un F-cristal non
d�g�n�r�, encore not� M, et que N est isomorphe � M�an(n).

2.5.  F-isocristaux surconvergents sur un sch�ma afÞne et lisse

Nous supposons encore que v est un anneau de valuation discr�te d'in�gales
caract�ristiques, de corps r�siduel k, mais l'indice de ramiÞcation e est ici quelconqueÊ;
nous noterons ¹ une uniformisante de v. Le r�sultat principal de cette section est l'inter-
pr�tation dans le cadre de la th�orie de Monsky-Washnitzer de la notion de F-isocristal
surconvergent sur un k-sch�ma afÞne et lisse.

(2.5.1) Soient X = SpecÊ�A0 un k-sch�ma afÞne et lisse, et A une v-alg�bre lisse relevant
A0Ê. Nous nous proposons de montrer que, si A� est la compl�t�e faible de A, et F : A� @ A�

un rel�vement de Frobenius, la donn�e d'un F-isocristal surconvergent sur X �quivaut �
celle d'un (�A� ¢ K�)-module projectif de type Þni M, muni d'une connexion int�grable ø :
M @ M ¢A� ã 1

A�Ê, et d'un isomorphisme horizontal

à  :  (MÊ§,  ø�§) Ê#ÊÊÊ���#ÊÊÊ@ (M, ø),
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o� (MÊ§,  ø�§) est d�duit de (M, ø) en �tendant les scalaires par F.

Fixons comme en (2.1.2) une pr�sentation A � v�[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�/ÊI, et soient P le compl�t�
formel de la fermeture projective de x = SpecÊ�A dans æ v

�n
Ê, Y sa r�duction sur k, j : X ÌÊÊÊ@ Y.

On a alors ]Y�[P = PKÊ, et nous avons vu qu'un syst�me fondamental de voisinages stricts
de ]�X�[P est form� des intersections UÂ de xK

Êan avec les boules B(0, Â+) Ç � n
KÊ, pour ÂÊÊ@ 1+.

Rappelons que, d'apr�s (2.1.2.4), on a

(2.5.1.1) â(PKÊ, j���oPKÊ) �  â(xK
Êan

Ê, j���oPKÊ)  �  â(UÂÊ, j���oPKÊ)

 �  
#@
limÊÂÊâ(UÂÊ, oUÂ

)  �  A� ¢ K.

Pour Â > 1, nous poserons AÂ = â(UÂÊ, oUÂ
).

(2.5.2) PROPOSITION. Ñ  Avec les notations de (2.5.1), le foncteur â(xK
Êan

Ê, -�) induit une
�quivalence entre :

(i) La cat�gorie des j���oPKÊ-modules coh�rents, et celle des (�A� ¢ K�)-modules de type
Þni Ê;

(ii) La cat�gorie des j���oPKÊ-modules coh�rents � connexion int�grable (resp. des
isocristaux surconvergents sur X�), et celle des (�A� ¢ K�)-modules projectifs de type Þni
munis d'une connexion int�grable (resp. dont la s�rie de Taylor converge sur un voisi-
nage strict de la diagonale dans x K

Êan | x K
Êan).

D'apr�s (2.1.10), un j���oPK
-module coh�rent E est de la forme j���e, o� e est un module

coh�rent sur un voisinage strict UÂÊ. Comme UÂ est afÞno�de, la donn�e de e �quivaut �
celle du AÂ-module de type Þni MÂ = â(UÂÊ, e), et, pour Â' < Â, la restriction de e � UÂ' est
d�Þnie par MÂ ¢AÂ

 AÂ'Ê. Par passage � la limite, on en d�duit que la donn�e de E �quivaut
� celle du (�A� ¢ K�)-module de type Þni M = 

#@
limÊÂÊâ(UÂÊ, e) form� par ses sections globales.

De plus, E est localement libre de type Þni si et seulement si M est projectif de type Þni
sur A� ¢ K. On observera que, d'apr�s (2.1.1), on peut calculer M indiff�remment par

(2.5.2.1) M  =  â(PKÊ, E)  =  â(xK
Êan

Ê, E)  =  â(UÂÊ, E),

pour tout Â > 1.

Soient ã 1
A� le module des diff�rentielles de A� au sens de Monsky-Washnitzer

([MW1,Êth. 4.2], [vdP1, (2.3)])Ê; nous poserons ã 1
A�Ê¢ÊK = ã 1

A� ¢ K. Il est clair qu'on a encore
un isomorphisme

â(PKÊ, j���ã1
PK

)  �  
#@
limÊÂÊâ(UÂÊ, ã

1
UÂ

)  �  ã 1
A�Ê¢ÊKÊ.

Si E est un j���oPK
-module localement libre de type Þni muni d'une connexion int�grable

ø, on obtient donc en passant aux sections globales une connexion int�grable M @ M ¢
ã1

A�Ê¢ÊK sur M, dont la donn�e �quivaut � celle de ø d'apr�s (2.2.3). Il en r�sulte que la
cat�gorie des isocristaux surconvergents sur XÊ/ÊK est �quivalente � celle des (�A�ÊÊ¢ K�)-
modules projectifs de type Þni M, munis d'une connexion int�grable ø : M @ M ¢ ã1

A�Ê¢ÊKÊ,
dont la s�rie de Taylor est convergente sur un voisinage strict du tube de la diagonale
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dans xK
Êan | xK

Êan.

Remarque. Ñ  Rappelons que, d'apr�s (1.2.4) (iv), l'ouvert U de xK
Êan d�Þni par les

conditions ¾t2Êi�(x) - t1Êi�(x)¾ < 1, ×Êi = 1,Ê.Ê.Ê.Ê,Ên, est un voisinage strict du tube de la
diagonale, ce qui permet de se limiter � la recherche du domaine de convergence de la
s�rie de Taylor � l'int�rieur de U.

Supposons maintenant donn� un morphisme

w  :  X'  =  Spec A'0  Ê##@  X  =  Spec A0

entre deux k-sch�mas afÞnes et lisses. On dispose alors du foncteur image inverse w�*

pour les isocristaux surconvergents d�Þni en (2.3.6). Soient d'autre part A, A' deux v-
alg�bres lisses relevant A0 et A '0Ê, et A�, A'�� leurs compl�t�es faibles. Si w est d�Þni par Ä :
A0 @ A '0Ê, il existe un homomorphisme ´ : A� @ A'�� relevant Ä [vdP1, (2.4.4)]. Par suite, on
obtient un foncteur ´K

* de la cat�gorie des (�A�Ê¢ÊK�)-modules � connexion int�grable dans
celle des (�A'��Ê¢ÊK�)-modules � connexion int�grable. Nous allons d'abord v�riÞer que ´ K

�*

conserve la surconvergence, et s'identiÞe canoniquement � w�*, gr�ce aux lemmes
suivants :

(2.5.3) LEMME. Ñ  Soient A, A' deux v-alg�bres de type Þni, A�, A'�� leurs compl�t�es
faibles, ´ : A� @ A'�� un homomorphisme de v-alg�bres. Fixons des pr�sentations A �
v�[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]�/ÊI, A' � v�[t '1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êt 'n']�/ÊI', d'o� des immersions ferm�es

i  :  xK  =  Spec�(�A ¢ K�)  ÌÊÊÊ@  �n
KÊ,        i'  :  x'K  =  Spec�(�A' ¢ K�)  ÌÊÊÊ@  �K

n'Ê,

et soient UÂ et U 'Â les intersections de x K
Êan et x K'

Êan avec les boules ferm�es BÂÊ, B 'Â = B(0, Â+)
dans �n

K et �K
n', AÂ = â(UÂÊ, oxK

Êan), A'Â = â(U'ÂÊ, oxK'Êan).
(i) Pour tous f Ô A� et Ú > 1, il existe Â > 1 et f' Ô AÂ d'image fÊ¿�1 Ô A� ¢ K, tels que

®�f�® ² Ú, o� ®�-�® est la norme sur AÂ quotient de celle de â(BÂÊ, o� n
K�).

(ii) Pour tout Â > 1, il existe Â' > 1 tel que l'homomorphisme compos�

AÂ @ A� ¢ K @ A'�� ¢ÊK

se factorise par A 'Â'Ê.

Soit f Ô A�. D'apr�s (2.1.2.1), il existe des constantes a, b, et des polyn�mes
PiÊkÊÊÔÊÊv�[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn], avec degÊPiÊk ² a�k + b, tels qu'on puisse �crire f sous la forme

f  =  å
k

ÊÊ¹�k�PiÊk(t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn).

Pour Â Þx�, on a par d�Þnition ®ti® ² Â dans AÂÊ, donc ®PiÊk® ² ÂakÊ+Êb, d'o�

®�f�®  ²  supÊk ¾¹¾�kÊÂakÊ+Êb.

Il sufÞt alors de choisir Â tel que ¾¹¾�Âa ² 1, et Âb ² Ú pour obtenir (i).
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Pour prouver (ii), posons fi = ´(ti) Ô A'��. D'apr�s (2.5.1.1), il existe Â'0 tel que l'homo-
morphisme A @ A� ¢ K @ A'�� ¢ K se factorise par un homomorphisme ÄÂ'0ÊÊ: A @ A 'Â '0Ê,
envoyant ti sur un �l�ment, encore not� fiÊ, ayant fi pour image dans A'��� ¢ KÊ; pour
Â'ÊÊ²ÊÊÂ '0Ê, soit ÄÂ' le compos� AÊÊ@ A 'Â '0 @ A'Â'Ê. Pour Â > 1 Þx�, montrons d'abord qu'il existe Â'
tel que 1 < Â' ² Â '0Ê, et que ÄÂ' se factorise par AÂÊ. On peut supposer que Â est de la forme
ÂÊÊ=ÊÊ¾¹¾�-1/m. Soit A 1

0 la sous-v-alg�bre de A engendr�e par les �l�ments ¹�tiÊ; d'apr�s (0.3.1),
A¾¹¾�-1 est la compl�t�e de A ¢ K pour la topologie d�Þnie par les ¹kA1

0Ê. Comme UÂ est le
domaine sp�cial de U¾¹¾�-1 d�Þni par les conditions ¾ti(x)¾ ² Â, l'alg�bre AÂ est d�Þnie par

AÂ  =   A¾¹¾�-1{T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTn}�/�(Ti - ¹�ti
�m�).

Pour obtenir la factorisation voulue, il sufÞt donc de montrer qu'il existe Â' > 1 tel que les
�l�ments ¹�fi et ¹�fi 

Êm soient � puissances born�es dans A'Â'Ê, et il sufÞt qu'il en soit ainsi
desÊÊ¹�fi 

Êm. Pour cela, il sufÞt que, pour la norme quotient sur A'Â'Ê, on ait ®¹�fi 
Êm® ² 1, soit

®�fi® ² ¾¹¾�-1/m, et l'assertion (i) entra�ne l'existence d'un tel Â'.

EnÞn, les homomorphismes AÂ @ A�Ê¢ÊK @ A'��Ê¢ÊK et AÂ @ A'Â'Ê¢ÊK @ A'��Ê¢ÊK sont
�gaux. En effet, il sufÞt qu'ils le soient apr�s composition avec l'inclusion A'��ÊÊ¢ K ÌÊÊÊ@
^A'ÊÊ¢ K. Comme ils sont �gaux sur A ¢ K, dont l'image est dense dans AÂÊ, et que tout
morphisme d'alg�bres de Tate est continu, ils co�ncident sur AÂ.

Remarque. Ñ  La semi-norme spectrale �tant major�e par toute norme de Banach [BGR,
3.8.2, cor.2], l'assertion (i) est a fortiori valable pour la semi-norme spectrale sur AÂÊ.

(2.5.4) LEMME. Ñ  Soient w : X' @ X un morphisme de k-sch�mas, j : X ÌÊÊÊ@ P, j' : X'ÊÊ ÌÊÊÊ@
P' des immersions dans des v-sch�mas formels de type Þni, Y, Y' les adh�rences de X et
X' dans P et P'. On suppose qu'il existe un ouvert U' Ç P' contenant X', et un v-
morphisme u : U' @ P prolongeant w. On suppose de plus qu'il existe un voisinage strict
V'0 de ]�X'[P' dans ]Y'[P' et un morphisme u' : V'0 @ PK prolongeant uK : ]�X'[P' @ ]�X�[PÊ.
Alors :

(i) Il existe un voisinage strict V' de ]�X'[P' tel que V' Ç V'0 et u'(V') Ç ]Y�[PÊ.
(ii) Pour tout voisinage strict V de ]�X�[P dans ]Y�[PÊ, u'�-1(V�) õ V' est un voisinage

strict de ]�X'[P' dans ]Y'[P'Ê.

Comme u' prolonge uKÊ, et que u prolonge w, on a u'(]�X'[P') Ç ]�X�[PÊ. Soient ZÊÊ=
YÊÊ-ÊÊÊX, Z' = Y' - X'Ê; pour Ú, Â < 1, notons U'Â = P'K - ]Z'[P'ÊÂÊ, et U'ÚÊÂ = [Y']PÊÚ õ U 'ÂÊ. Fixons
ÚÊÊ<ÊÊ1. Puisque V'0 est un voisinage strict, il existe Â < 1 tel que U'ÚÊÂ Ç V '0Ê, et il sufÞt de
montrer qu'il existe Â' tel que Â ² Â' < 1 et u'(U'ÚÊÂ') Ç ]Y�[PÊ. Si u'ÚÊÂ est la restriction de u' �
U'ÚÊÂÊ, soit WÚÊÂ = u'Ê-1

ÚÊÂ (PK - ]Y�[P). Comme U'ÚÊÂ est quasi-compact, il en est de m�me de
WÚÊÂÊ. Puisque u'(]�X'[P') Ç ]�X�[PÊ, on a WÚÊÂ Ç ]Z'[P'Ê. Le principe du maximum entra�ne
donc qu'il existe Â' < 1 tel que WÚÊÂ Ç ]Z'[P'ÊÂ'Ê, d'o� u'(U 'ÚÊÂ') Ç ]Y�[PÊ.

Pour prouver (ii), on observe d'abord que, puisque u'(]�X'[P') Ç ]�X�[PÊ, ]�X'[P' est conte-
nu dans u'�-1(V�). Le recouvrement (]Z[PÊ, V�) de ]Y�[P �tant admissible, (u'�-1(]Z[P),
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u'�-1(V�)) est un recouvrement admissible de V'. Comme u'�-1(]Z[P) Ç ]Z'[P'Ê, (]Z'[P'Ê,
u'�-1(V�)) induit un recouvrement admissible de V', ce qui entra�ne que u'�-1(V�) est un
voisinage strict de ]�X'[P' d'apr�s (1.2.3) (iv).

(2.5.5) PROPOSITION. Ñ  Soient X, X' deux k-sch�mas s�par�s de type Þni, w : X'ÊÊ@ X un
k-morphisme, w�* : Isoc�(�XÊ/ÊK�) @ Isoc�(�X'Ê/ÊK�) le foncteur image inverse d�Þni en (2.3.6).
Soient d'autre part X ÌÊÊ@ T, X' ÌÊÊ@ T' des immersions dans des v-sch�mas s�par�s de
type Þni, lisses au voisinage de X, ^�T, ^�T' les compl�t�s formels de T, T'. On suppose qu'il
existe un ouvert U' Ç ^�T' contenant X', un v-morphisme u : U' @ ^�T prolongeant w, un
voisinage strict V'0 de ]�X'[T' dans TK'�

an, et un morphisme u' : V'0 @ TK�
an prolongeant uK :

]�X'[T' @ ]�X�[TÊ. Alors :
(i) Il existe un voisinage strict V' Ç V '0 de ]�X'[T' et un voisinage strict V de ]�X�[T dans

T K
Êan tels que u'(V') Ç V.

(ii) Si j�� et j'�� d�signent les foncteurs (2.1.1.1) sur V et V', et si (E, ø) est un j��oV-
module coh�rent � connexion int�grable et surconvergente, la connexion image inverse
sur u'�*E est encore surconvergente. De plus, la restriction du foncteur u'�* � la sous-
cat�gorie Isoc�(�XÊ/ÊK�) est canoniquement isomorphe � w�*.

Soient P, P' des compactiÞcations de T et T' sur v, Y, Y' les adh�rences de X et X'
dans P0 = P | SpecÊk et P'0 = P' | SpecÊk. Quitte � r�tr�cir V', on peut supposer que V' Ç
]Y'[P'Ê, puis, gr�ce � (2.5.4), que u'(V') Ç ]Y�[PÊ. En posant V = ]Y�[P õ T K

Êan, on obtient un
couple de voisinages stricts poss�dant les propri�t�s de (i).

Soient P" = P' | P, U" = U' | P, et q : P" @ P, q' : P" @ P' les deux projections. On peut
plonger X dans P" par l'immersion correspondant au graphe de wÊ; soient Y" l'adh�rence
de X' dans P", j"ÊÊ: X' ÌÊÊÊ@ Y". Le morphisme u d�Þnit une section s : U' @ U" de q' au-
dessus de U', et le morphisme u' une section s' : V'ÊÊ@ÊÊP "K de q'K au-dessus de V', de
restriction sK au-dessus de ]�X'[P'Ê. Quitte � r�tr�cir V', on peut supposer que s�'(V') Ç
]Y"[P"Ê, gr�ce � (2.5.4). Notant j"�� le foncteur (2.1.1.1) sur le voisinage strict V" =
q K'

�-1(V')ÊÊõ ]Y"[P"Ê, on obtient un foncteur s'��* de la cat�gorie des j"���oP "KÊ
-modules � con-

nexion int�grable sur V" dans celle des j'���oP 'K�Ê
-modules � connexion int�grable sur V', et

on a des isomorphismes de foncteurs s'�*ÊìÊq K
�* � u'�*, s'�*ÊìÊq K'

�* � Id.

D'apr�s (2.3.5), le foncteur qK'
�* induit une �quivalence de cat�gories entre la sous-

cat�gorie des j'���oP 'K�Ê
-modules � connexion int�grable et surconvergente, et celle des

j"���oP "KÊ
-modules � connexion int�grable et surconvergente. Si E est un j��oPK

�-module �
connexion int�grable et surconvergente, il en est de m�me du j"���oP "KÊ

-module q K
�*�ÊE. I l

existe donc un j'���oP'K�Ê
-module � connexion int�grable et surconvergente E', unique �

isomorphisme canonique pr�s, tel que qK'
�*�E' � q K

�*�ÊE. On en d�duit alors l'isomorphisme
horizontal E' � s'�*ÊìÊqK'

�*�E' � s'�*ÊìÊq K
�*�ÊE � u'�*�E, ce qui montre que u'�* pr�serve la

surconvergence. De m�me, si E" est un j"���oP "KÊ
-module � connexion int�grable et

surconvergente, et E' le j'���oP'K�Ê
-module � connexion int�grable et surconvergente tel que

q K'
�*�E' � E", l'isomorphisme E' � s'�*ÊìÊq K'

�*�E' � s'�*�E" montre que le foncteur s'�* pr�serve la
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surconvergence. Comme, d'apr�s la construction (2.3.6), le foncteur w�* s'obtient en
composant q K

�*� avec un foncteur quasi-inverse de q K'
�*, et que s'�* est un tel foncteur, on en

d�duit l'isomorphisme de foncteurs w�* � u'�*.

(2.5.6) COROLLAIRE. Ñ  Soient X = SpecÊ�A0Ê, X' = SpecÊ�A '0 deux k-sch�mas afÞnes et
lisses, w : X' @ X un k-morphisme, d�Þni par un homomorphisme Ä : A0 @ A '0Ê, et soit w�* :
Isoc�(�XÊ/ÊK�) @ Isoc�(�X'Ê/ÊK�) le foncteur image inverse d�Þni en (2.3.6). Soient d'autre
part A, A' deux v-alg�bres lisses relevant A0 et A'0Ê, ´ : A� @ A'�� un homomorphisme
relevant Ä, ´ K

�* le foncteur de la cat�gorie des (�A�Ê¢ÊK�)-modules � connexion int�grable
dans celle des (�A'��Ê¢ÊK�)-modules � connexion int�grable d�Þni par ´. Alors, via
l'�quivalence de (2.5.2), le foncteur ´ K�

* pr�serve la surconvergence, et la restriction de ´ K�
*

� la sous-cat�gorie Isoc�(�XÊ/ÊK�) est canoniquement isomorphe � w�*.

Posons x = SpecÊ�A, x' = SpecÊ�A'. Par passage aux compl�t�s, l'homomorphisme ´
d�Þnit un morphisme u : ^�x' @ ^�x qui prolonge w. De plus, d'apr�s (2.5.3), il existe un
voisinage strict U'Â' de ]�X'[x' et un morphisme u' : U'Â' @ xK

Êan prolongeant uKÊ, tels que
l'homomorphisme â(UÂÊ, j���oPK�

) @ â(U'Â'Ê, j'���oP'K�
) s'identiÞe par (2.5.1.1) � ´KÊ. Dans

l'�quivalence de (2.5.2), le foncteur ´ K�
* correspond alors au foncteur u'�* d�Þni par le

morphisme d'espaces annel�s (U'Â'Ê,ÊÊj'���oP'K) @ (xK
Êan, j���oPK�

). D'apr�s (2.5.5), u'�* pr�serve
la surconvergence, et est canoniquement isomorphe � w�*, d'o� le corollaire.

Pour prouver le r�sultat annonc� en (2.5.1), nous utiliserons une variante de la
m�thode de Dwork utilis�e dans la construction de la section 2.4, associant � un F-cristal
non d�g�n�r� sur X un F-isocristal convergent. On suppose donn� un automorphisme §
de v relevant le Frobenius de k.

(2.5.7) TH�ORéME. Ñ  Avec les notations et les hypoth�ses de (2.5.1), soient M un
(�A�ÊÊ¢ÊÊK�)-module de type Þni, muni d'une connexion int�grable ø, F : A� @ A� un
rel�vement du Frobenius de A0 au-dessus de § [vdP1, th. 2.4.4] et (M�§, ø�§) le module �
connexion int�grable d�duit de (M, ø) par extension des scalaires. On suppose qu'il
existe un isomorphisme horizontal à : (M�§, ø�§) Ê #ÊÊ �Ê@ (M, ø). Alors, si (E, ø) est le j���oPK

-
module correspondant � (M, ø) dans l'�quivalence de (2.5.2), la connexion ø est
surconvergente.

D'apr�s (2.2.11), l'assertion est locale sur X, ce qui permet de supposer que ã1
X est

libre de base d `z1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êd `zmÊ. Si z1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êzm Ô A rel�vent z̀1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê`zmÊ, ã
1
A� est un A�-module libre

de base dz1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊdzmÊ, car il en est ainsi de ã 1
^A. Soient Ù1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊÙm les d�rivations correspon-

dantes, et e1,Ê.Ê.Ê.Ê,Êen une famille de g�n�rateurs de M. Pour tout i et tout k, posons Ùi�ek =
ÏÊjÊÊbiÊjÊkÊejÊ, et soit Bi Ô mn(�A� ¢ K�) la matrice des biÊjÊkÊ; la connexion ø est donc d�termin�e
par la famille des matrices BiÊ. Il existe un entier r ³ 0 tel que, pour tout i, Bi soit �
coefÞcients dans ¹�-�rA�. Consid�rons alors les g�n�rateurs e i

§ = 1Ê¿Êei Ô M�§. Si l'on pose
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F(zi) = z i
�p + ¹�giÊ, avec gi Ô A�, on obtient dF(dzi) = p�z i

�pÊ-�1�dzi + ¹�dgi Ô ¹�ã 1
A�Ê. Par suite, avec

la famille de g�n�rateurs e i
§, la connexion øÊ§ est d�Þnie par des matrices � coefÞcients

dans ¹�-�rÊ+�1A�. En utilisant l'isomorphisme horizontal à, on d�duit des e i
§ des g�n�ra-

teurs ei
(1) de M pour lesquels les matrices Bi

(1) correspondantes sont � coefÞcients dans
¹�-�rÊ+�1A�. Par it�ration, on en d�duit qu'il existe des g�n�rateurs ei de M pour lesquels la
connexion peut �tre d�Þnie par des matrices Bi � coefÞcients dans A�.

Pour Â assez pr�s de 1, il existe un oUÂ
-module coh�rent � connexion int�grable

(e,ÊÊø) tel que (E, ø) � j��(e, ø). Montrons d'abord qu'il existe Ú'0 < 1, Â0 > 1, Ú'0Ê, Â0 Ô â�*,
tels que, pour tout e Ô â(UÂ0Ê, e) (resp. f Ô AÂ0

), on ait

(2.5.7.1) ®Ê 1   k   ! Ê   Ù   �
kÊe®Â0

ÊÚ 0'�
¾�k  �¾ @ 0,  

en notant ®�-�®Â la norme quotient sur â(UÂÊ, e)Ê d�Þnie par celle de AÂ (correspondant � la
pr�sentation d�Þnie par les tj), et par les g�n�rateurs e1,Ê.Ê.Ê.Ê,Êen construits plus haut.
Choisissons d'abord un r�el Ú "0 < p�-1/(�p�-1), ce qui assure que Ú "0�¾�k�¾Ê/Ê¾�   k     !¾ @ 0. Il sufÞt alors
de montrer que, quel que soit ¨ > 1, il existe Â0 > 1 tel que ®Ê   Ù   �kÊe®Â0

 ² ¨¾�k  �¾�®e®Â0
 : choisissant  

¨ > 1 arbitairement, on posera Ú '0 = Ú "0Ê/Ê¨.
Observons d'abord qu'il existe Â0 > 1 tel que pour tout Â, 1 < Â ² Â0Ê, tout i, et tout

fÊÊÔÊÊAÂÊ, on ait ®�Ùi(�f�)®Â ² ¨Ê®�f�®ÂÊ. En effet, si f = ÏÊ   n    �   n   Ê  t  
�n, avec �   n   
    Ô K, on a ®�f�®Â =

infÊ�Ê(supÊ   n    ¾�   n   ¾ÊÂ¾�n�¾), o� la borne inf�rieure est prise sur l'ensemble des s�ries ÏÊ   n   
   ÊÊ�   n   Ê  t  

�n   

de somme f. Comme Ùi(�f�) =  Ï�j ÏÊ   n    njÊ�   n   Ê  t  
�nÊ-�1   ÊjÊÙi(tj), on en d�duit  

®�Ùi(�f�)®Â  ²  (®�f�®ÂÊ/ÊÂ) supÊj ®�Ùi(tj)®ÂÊ.

Puisque Ùi(tj) Ô A�, il existe d'apr�s (2.5.3) (i) un r�el Â0 > 1 tel que, quels que soient i, j, on
ait ®�Ùi(tj)®Â0

 ² ¨, et l'assertion en r�sulte.
Pour e Ô â(UÂ, e), posons e = Ï�k fkÊekÊ. On a ÙiÊe = Ï�j,Êk fkÊbiÊjÊkÊej + Ùi(�fk)ÊekÊ, d'o�, pour

tout Â, la majoration

®�ÙiÊe�®Â  ²  supÊj,Êk (®�biÊjÊk�®ÂÊ®�fk®ÂÊ, ®�Ùi(�fk)®Â).

Comme les Bi sont � coefÞcients dans A�, on a encore, pour Â assez pr�s de 1 et tous i, j, k,
la majoration ®�biÊjÊk�®Â ² ¨. Comme ®e®Â = infÊfÊ(supÊkÊ®�fk®Â), la borne inf�rieure �tant
prise sur l'ensemble des combinaisons Ï�k fkÊek de somme e, on voit que, pour Â @ 1+, on a
®�ÙiÊe�®Â ² ¨ÊsupÊkÊ(®�fk®ÂÊ), d'o� ®�ÙiÊe�®Â ² ¨Ê®e®ÂÊ. On obtient ainsi Ú'0Ê, Â0 ayant les propri�t�s
annonc�es.

Posons ½i = 1Ê¿ zi - zi ¿Ê1,  j = 1Ê¿ tj - tj ¿Ê1. Pour Ú < 1, Â > 1, soient

U'Â  =  {Êx Ô xK
Êan | xK

Êan ¾ × j, ¾(1Ê¿ tj)(x)¾ ² Â, ¾(tj ¿Ê1)(x)¾ ² ÂÊ},

WÚ  =  {Êx Ô xK
Êan | xK

Êan ¾ × j, ¾ j(x)¾ ² ÚÊ},

W'Ú  =  {Êx Ô xK
Êan | xK

Êan ¾ × i, ¾½i(x)¾ ² Ú�},

et VÚÊÂ = WÚ õ U'ÂÊ. Pour toute suite croissante    Ú    de limite 1, et toute suite d�croissante    Â    de
limite 1, l'ouvert V  Ú  ,Ê  Â   = ôn VÚnÊÂn

 est un voisinage strict de ]�X�[xÊ2Ê, d'apr�s l'exemple de
(1.3.10). Nous allons construire des suites    Ú   ,    Â    telles qu'il existe sur le voisinage V  Ú  ,Ê  Â   un
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isomorphisme ª : p 2
�*e Ê #ÊÊ �Ê@ p 1

�*e induisant sur les voisinages inÞnit�simaux de la diagonale
les isomorphismes ªn d�Þnis par ø.

Fixons un r�el Ú0 Ô â�* tel que Ú0 < Ú'0Ê. Puisque les tj engendrent A, il existe des
relations de la forme ½iÊÊ= ÏÊj ºiÊjÊ jÊ, avec ºiÊj Ô A ¢v A. D'apr�s (2.5.3) (i), il existe donc pour
tout ¨ > 1 un r�el Â > 1 pour lequel ®½i® ² ¨ÊsupÊjÊ® j®, la norme �tant la norme spectrale
sur U 'ÂÊ. Par suite, on a VÚ0ÊÂ Ç W'Ú'0 õ U'Â pour Â assez pr�s de 1. Quitte � diminuer Â0Ê, on
peut donc supposer que cette condition est satisfaite pour Â0Ê. On proc�de d'abord comme
dans la d�monstration de (2.2.13) pour d�Þnir sur VÚ0ÊÂ0

 un isomorphisme ª : p 2
�*e Ê #ÊÊ �Ê@ p 1

�*e

induisant sur les voisinages inÞnit�simaux de la diagonale les isomorphismes ªn d�Þnis
par ø, en posant

ª(p 2
�*(e))  =  å

  k  

Ê 1
   k   !Ê Ê   Ù   

�kÊeÊÊ¿ÊÊ   ½     Êk,  

la s�rie convergeant dans â(VÚ0ÊÂ0Ê, p 1
�*e) gr�ce � (2.5.7.1). On utilise ensuite l'action de

Frobenius pour prolonger l'isomorphisme ª de VÚ0ÊÂ0
 � un voisinage strict de ]�X�[xÊ2

associ� � des suites    Ú   ,    Â    convenables. En diminuant Â0Ê, on peut supposer d'apr�s (2.5.2)
qu'il existe un morphisme FK : UÂ0

 @ xK
Êan tel que l'homomorphisme â(xK

Êan, j���oxK
Êan) @

â(UÂ0Ê, j���oxK
Êan) induit par FK soit �gal � F ¿ §. En diminuant encore Â0Ê, on peut aussi

supposer que à est d�Þni par un isomorphisme F K�
*Êe Ê #ÊÊ �Ê@ e sur UÂ0Ê. Pour tout Ú, et tout

ÂÊÊ²ÊÊÂ0Ê, on en d�duit des isomorphismes àiÊ : (FK | FK)*(�p i
�*e) Ê#ÊÊ �Ê@ p i

�*e sur VÚÊÂÊ.
Choisissons ¨ Ô â�* tel que ¾¹¾ < ¨ < 1. On d�Þnit par r�currence une suite croissante

   Ú    en posant

ÚnÊ+1  =  inf�(Ú n
1/�p, ÚnÊ/�¨).

On a donc ÚnÊ+1 = ÚnÊ/�¨ si Ún ² ¨Êp�/(p�-1), et Ún�+1 = Ú n
1/�p si Ún ³ ¨Êp�/(p�-1)Ê; en particulier, on a

ÚnÊÊ< 1 pour tout n, et la suite    Ú    a pour limite 1. Supposons alors qu'on ait d�Þni une suite
d�croissante Â0 ³ .Ê.Ê. ³ Ân > 1 telle que, pour 1 ² i ² n, on ait

(FK | FK)(VÚiÊÂi
)  Ç  VÚi�-1ÊÂi�-1Ê,

et montrons qu'il existe Ân�+1 v�riÞant la m�me condition. Posons

F(tj)  =  tj
Êp + ¹�ajÊ,

avec aj Ô A�. On peut supposer que Â0 est choisi assez pr�s de 1 pour que, pour tout j, la
norme spectrale de aj v�riÞe ®aj®Â0

 ² 1�/�¾¹¾. Alors, en posant Â 'n�+1 = Â n
1/�p, on obtient, pour

tout xÊÊÔÊÊU 'Â'n�+1Ê
,

¾(tj ¿ 1)((FK | FK)(x))¾ =  ¾(F(tj)Ê¿Ê1)(x)¾  =  ¾((t j
Êp + ¹�aj)Ê¿�1)(x)¾

²  max(ÂnÊ, ¾¹¾®aj®Â0
)  =  ÂnÊ,

de sorte que (FK | FK)(x) Ô U'ÂnÊ. D'autre part, si J = Ker�(�A ¢v A @ A), on a dans (�AÊÊ¢
A)� la relation

(F ¿ F)( j)  =  1Ê¿Ê(tj
�p + ¹�aj) - (tj

�p + ¹�aj)Ê¿Ê1  =    j
�p + ¹��jÊ,

avec �j Ô J(�A ¢ A)�. Dans (�A ¢ A)� on peut �crire �j sous la forme �j = ÏÊi ÛiÊjÊ iÊ.
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Appliquant (2.5.3) (i) aux ÛiÊjÊ, on peut trouver Â "n�+1 > 1 tel que, pour tous i, j, on ait
®ÛiÊj®ÊÊ²ÊÊ¨Ê/Ê¾¹¾ sur U'Â"n�+1Ê. On obtient alors, pour x Ô VÚn�+1ÊÂ"n�+1Ê,

¾¹��j(x)¾  ²  ¾¹¾Ê(¨Ê/Ê¾¹¾)ÊÚn�+1  ²  ÚnÊ,

tandis qu'on a d'autre part ¾  j
�p(x)¾ ² ÚÊp

n�+1 ² ÚnÊ. Par cons�quent, si l'on pose

ÂnÊ+1  =  inf(Â 'n�+1Ê, Â "n�+1),

on a bien (FK | FK)(VÚn�+1ÊÂn�+1
) Ç VÚnÊÂnÊ.

Supposons construit sur Vn = ôiÊ²Ên VÚiÊÂi
 un isomorphisme ª(n) : p2

�*e Ê #ÊÊ �Ê@ p 1
�*e. On

d�Þnit sur VÚn�+1ÊÂn�+1
 un isomorphisme ª'�(n�+1) : p 2

�*e Ê #ÊÊ �Ê@ p 1
�*e comme �tant le compos�

p2
�*e  ####@�

p 2
Ê*(à)-1

  (FK | FK)*(�p 2
�*e)  ######@�

(FKÊ|ÊFK)*(ª(n))  (FK | FK)*(�p 1
�*e)  ####@�

p 1
Ê*(à)   p 1

�*e.

Le fait que à soit horizontal entra�ne que, sur Vn õ VÚn�+1ÊÂn�+1
 les isomorphismes ª(n)

et ª'�(n�+1) co�ncident, comme le prouve la d�monstration de (2.2.7). Ils se recollent donc
pour d�Þnir un isomorphisme ª(n�+1) sur VnÊ+1Ê. On obtient ainsi par r�currence l'isomor-
phisme cherch� sur V = ôi VÚiÊÂiÊ, d'o� la surconvergence de ø.

(2.5.8) COROLLAIRE. Ñ  Soient X = SpecÊ�A0 un sch�ma afÞne et lisse sur k, A une
v-alg�bre lisse relevant A0Ê, A� sa compl�t�e faible, F : A� @ A� un rel�vement de
l'endomorphisme de Frobenius de A0Ê. Alors la cat�gorie des F-isocristaux sur-
convergents sur X est �quivalente � la cat�gorie des (�A� ¢ K�)-modules (�projectifs) de
type Þni M, munis d'une connexion int�grable ø et d'un isomorphisme horizontal à :
(M�§, ø�§) Ê#ÊÊ�Ê@ (M, ø).

D'apr�s (2.5.2), la cat�gorie des isocristaux surconvergents sur X est �quivalente �
celle des (�A� ¢ K�)-modules de type Þni (n�cessairement projectifs), munis d'une
connexion surconvergente ø. De plus, cette �quivalence est fonctorielle par rapport � A�,
d'apr�s (2.5.6). Par suite, la cat�gorie des F-isocristaux surconvergents sur X est
�quivalente � celle des (�A� ¢ K�)-modules de type Þni, munis d'une connexion
surconvergente ø et d'un isomorphisme horizontal à : M�§ Ê #ÊÊ �Ê@ M. Comme toute
connexion int�grable pour laquelle il existe un tel isomorphisme est surconvergente
d'apr�s (2.5.7), l'�nonc� en r�sulte.
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