EXPOSE I

STRUCTURES ALGEBRIQUES. COHOMOLOGIE DES
GROUPES

par M. DEMAZURE.

Cet exposé se compose de deux parties; la premiere rassemble un certain nombre
de définitions générales et pose des notations qui seront souvent utilisées par la suite,
la seconde traite de la cohomologie des groupes et aboutit au théoréme 5.3.3 (nullité
de la cohomologie des groupes diagonalisables).

Nous choisissons une fois pour toutes un Univers. Toutes les définitions posées
et toutes les constructions effectuées seront relatives a cet Univers. Nous nous per-
mettrons systématiquement l’abus de langage suivant : pour définir un foncteur
f : € — €', nous nous contenterons de définir Pobjet f(S) de ¢’ pour tout ob-
jet S de €, chaque fois qu’il n’y aura aucune ambiguité sur la maniere de définir f(h)
pour une fleche i de . En pratique, nous dirons : soit f : € — %" le foncteur défini

par f(S) =---.

1. Généralités

1.1. Soit % une catégorie. On notera % la catégorie Hom(%°, (Ens)) des foncteurs
contravariants de % dans la catégorie (Ens) des ensembles (V). Tl existe un foncteur
canonique h : € — % qui associe & tout X € Ob(%) le foncteur hx tel que

hx(S) = Hom(S, X).
Pour tout foncteur F € Ob(‘g), on définit (cf. par exemple EGA Orqr, 8.1.4) une
bijection
Hom(hx,F) — F(X). @

(ON.D.E. : version 1.1 du 20 janvier 2010 : ajout de 4.7.1.2 et 5.1.1 (auparavant 3.1.1-2, 3.2.1, 4.6.6,
4.8, 5.1, 5.2, 5.2.0-3, 5.3.1)

(UN.D.E. : On Pappelle la catégorie des préfaisceaus sur €, cf. IV.4.3.

(2IN.D.E. : Ce résultat est souvent appelé « Lemme de Yoneda » ; nous utiliserons cette terminologie
dans d’autres N.D.E.
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En particulier, pour tout couple X, X’ d’objets de %, ’application canonique ci-dessous
est bijective :
Hom(X, X’) — Hom(hx, hx/);

i.e. le foncteur h est pleinement fidéle. 11 définit donc un isomorphisme de € sur une
sous-catégorie pleine de €, et une équivalence de € avec la sous-catégorie pleine de
% formée des foncteurs représentables (i.e. isomorphes & un foncteur de la forme hy).
Dans la suite, nous identifierons souvent X et hx. Les numéros suivants ont pour but
de montrer que cette identification peut se faire sans danger.

1.2. ¥ On dira que F est un sous-objet (ou un sous-foncteur) de G si F(S) est un
sous-ensemble de G(S) pour chaque S.

Dans € les limites projectives « quelconques » existent et se calculent par :
(@a F)(8) = im F;(S). @
K3 K3

En particulier les produits fibrés sont définis par :
FxF')(S)=F(S) x F'(S). ©®
(B F)(8) = F(S) x F(S)

Nous choisirons comme objet final de € le foncteur e tel que e(S) = {@} ©). Tout

~

F € Ob(%¥) posséde un morphisme unique dans e et on pose
FxF =FxF.
e

Le foncteur h commute aux limites projectives; en particulier pour que X x X’
existe (X, X’ € Ob(%)), resp. pour que € admette un objet final e, il faut et il suffit
que hx x hx: soit représentable, resp. e soit représentable, et on a

hX X hX’ ~ hXXX’ et he ~e.

Un monomorphisme de % nest autre qu’un morphisme F — G tel que pour
S € Ob(%), 'application d’ensembles correspondante F(S) — G(S) soit injective. (7)

~

Le foncteur T'. Pour tout F € Ob(%) on pose
I(F) = Hom(e, F);

(3IN.D.E. : On a modifié 'ordre, pour introduire les produits fibrés avant les monomorphismes,
cf. N.D.E. (7).

(4ON.D.E. : De méme, les limites inductives « quelconques » existent et se calculent « argument par
argument », c.-a-d., (h_n)ll F;)(S) = lim F;(S); mais en général le foncteur h ne commute pas aux
limites inductives.

G)N.D.E. : En particulier, le noyau d’un couple de morphismes u,v : F = G est le sous-foncteur
Ker(u,v) de F défini par Ker(u,v)(S) = {z € F(S) | u(z) = v(z)}.

()N.D.E. : {@} (’ensemble des parties de I'ensemble vide) désigne I'ensemble & un élément.
(MN.D.E. : Si F(S) — G(S) est injectif pour tout S, il est clair que F — G est un monomorphisme ;
la réciproque se voit en considérant le diagramme F xg F =2 F — G. On obtient ainsi que : « F — G
est un monomorphisme si et seulement si le morphisme diagonal F — F xXgF est un isomorphisme »
(cf. EGA 1, 5.3.8). De méme, il est clair que si F(S) — G(S) est surjectif pour tout S, alors F — G
est un épimorphisme, et la réciproque se voit en considérant la somme amalgamée G]_[F G, cf. la
démonstration du lemme 4.4.4 dans ’Exp. IV.
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un élément de T'(F) est donc une famille (ys)scon(#), 7s € F(S) telle que pour toute
fleche f: S" — S” de €, on ait F(f)(ys/) = 7s/-

On pose I'(X) = I'(hx) pour X € Ob(%). Si € a un objet final e, on a donc un
isomorphisme T'(X) ~ Hom(e, X).

1.3. Soit S € Ob(%’). On note %/g la catégorie des objets de ¢ au-dessus de S, i.e. la
catégorie dont les objets sont les fleches f : T — S de €, 'ensemble Hom(f, f') étant
le sous-ensemble de Hom (T, T”) formé des u tels que f = f'ou. Si € possede un objet
final e, alors €, est isomorphe a €. La catégorie €5 possede un objet final : la fleche
identique S — S.

Si f: T — S est un objet de ¢g, alors on peut former la catégorie (¢/s)/; que
I'on note par abus de langage (¢/s),r et on a un isomorphisme canonique

Cg/T =~ (%/S)/’l“

Cette construction s’applique aussi a la catégorie (5?, on définit en particulier la
catégorie € . D’autre part, on peut former la catégorie €.

Si f: T — S est un objet de %/g, alors I'(f) s’identifie & 'ensemble I'(T/S) des
sections de T au-dessus de S, c’est-a-dire des fleches S — T inverses a droite de f.
Remarquons que hy : ht — hg est alors un objet de ¢, et que I'on a :

I'(hy) ~I'(hr/hg) ~T(T/S) ~ I'(f).

1.4. On se propose maintenant de définir une équivalence des catégories ‘2/\3 et ‘KA/hs,
c’est-a-dire de prouver que « se donner un foncteur sur la catégorie des objets de €
au-dessus de S, c’est « la méme chose » que se donner un foncteur sur 4 muni d’'un
morphisme dans hg ».

(i) Construction de ag : ‘g/hs — %/\s

Soit d’abord H : F — hg un objet de ‘KA/hS. On doit définir un foncteur ag(H)
sur ¢g. Soit donc d’abord f: T — S un objet de %)g; définissons ag(H)(f) comme
I'image inverse de f € hg(T) par I'application H(T) : F(T) — hg(T). ®

Soit ensuite u : f — f’ une fleche de € ; alors F(u) : F(T") — F(T) induit une
application de ag(H)(f’) dans as(H)(f) que 'on note ag(H)(u). On vérifie aussitot
que les applications

fr—as(H)(f) et wur— as(H)(u)

définissent bien un foncteur sur %, donc un objet as(H) de <2/\5

(8)N.D.E. : Par exemple, si F = hx alors H correspond & un morphisme h : X — S et H(T) :
Hom« (T, X) — Home (T, S) est Papplication g — h o g, d’olt ag(hx) = Homcg/S (=, X).
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Soient enfin H : F — hg et H : F/ — hg deux objets de @hs et U:H— H un

morphisme de ‘ghs :
F— Y
hg

Alors pour tout f: T — S, l'application U(T) : F(T) — F/(T) induit une application
as(U)(f): as(H)(f) — as(H)(f),
ce qui définit un morphisme de foncteurs
as(U):  as(H) — ag(H').
On vérifie aisément que les applications

H+— ag(H) et Ur—— ag(U)

définissent bien un foncteur ag : ‘@hs — %/\S

(ii) Proposition 1.4.1. — Le foncteur ag : ‘g/hs — %/\S est une équivalence de catégo-
ries.

Indlquons seulement le principe de la construction d’un foncteur quasi-inverse s :
CK/S — %/hs Soit G un foncteur sur ¢g ; pour tout objet T de €', on pose
Bs(G)(T) = somme des ensembles G(f) pour f € Hom(T,S) = hg(T),

ce qui définit un foncteur Gs(G) sur %, qui est muni d’une projection évidente sur
hg.

1.5. L’équivalence ag commute aux foncteurs I'. En d’autres termes, si H : F — hg
est un objet de €)ny et ag(H) I'objet correspondant de %/s, on a

Ias(H)) ~T'(H) ~ T'(F/hg).
L’équivalence ag commute aux foncteurs h, c.-a-d., si f: T — S est un objet de ¢/,
h; : ht — hg est un objet de ‘f/hs dont le transformé par ag n’est autre que hy g (f),
ol

h<g/S : %/S — %/S

est le foncteur canonique ). En conséquence :
Proposition 1.5.1. — Soit H: F — hg un objet de (KA/hS. Pour que as(H) : (¢/5)° —

(Ens) soit représentable, il faut et il suffit que F : €° — (Ens) soit représentable ; si
F ~ hr, alors as(H) est représentable par l'objet T — S de €.

O)N.D.E. : cf. la N.D.E. (8).
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L’équivalence ag est transitive en S : si f : T — S est un objet de €75, on a un
diagramme commutatif d’équivalences

-~ as/hT —_— —_—
(C/ns) /e (¢)s) /hr (€)s)/r
Cg/;hT = Cg/;‘ )

ou ag/ht désigne (provisoirement) la restriction (cf. 1.6) du foncteur ag aux objets
au-dessus de hr.

1.6. Changement de base dans un foncteur. — Pour tout S € Ob(%), on a un
foncteur canonique

is:cg/sH(g

défini par ig(f) = T si f est la fleche T — S. Si f : T — S est un objet de ¢/g, on
note ip/g = iy le foncteur :

itss t (€)s)r — Cs,
et on a le diagramme commutatif :

iT/S i3

(€)s)/T s

1%
x

c’est-a-dire, en identifiant (€)s)/r & €)r comme nous le ferons désormais,
is o iT/S = ’iT.
De la méme maniere, si on identifie € et €., lorsque € possede un objet final e, alors
iS/e : cg/s — cg/e s’identifie a ig.
Pour X € Ob(%) (resp. Y € Ob(%/g)), soit ps(X) (resp. pr/s(Y)) l'objet de €/

(resp. de €)r) lorsqu’il existe, défini par X x S (resp. Y xg T) muni de sa deuxieme
projection :

X xS Y xg T
ps(X) resp. pr/s(Y)
S T

Le foncteur (partiellement défini) ps (resp. pr/s) s’appelle foncteur de changement
de base. C’est par définition du produit (resp. du produit fibré) le foncteur adjoint &
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droite du foncteur ig (resp. ip/s) (1%, On note également
ps(X) = Xg et pr/s(Y)=Yr.
Le foncteur ig définit un foncteur (restriction)
ig ¢ — CE/\S;
on note Fg = i§(F) = F o ig. On a évidemment
iT/s © 1§ =T,
c’est-a-dire pour tout foncteur F € Ob(%?),
(Fs)r = Fr.

La notation demande une justification que voici :

Proposition 1.6.1. — Pour que le foncteur (hx)s : (¢/s)° — (Ens) soit représentable,
il faut et il suffit que le produit X x S existe. On a alors

(hx)s ~ hXS .

Ceci montre que Fg a deux interprétations : restriction du foncteur F a ¢g, fonc-
teur obtenu par changement de base e < S. Ceci conduit a la notation suivante :

F —— Fq Fr

e<—S<—T

qui rend bien compte des deux interprétations précédentes.
Remarquons que l'on a

I'(Fs) ~ Hom(hg, F) ~ F(S),

en particulier

I'(Xg) ~ Hom(S, X).

1.7.0. — (9 Soit E un objet de . Considérons la catégorie ¢k des objets de ¢
au-dessus de E : ses objets sont les couples (V, p) formés d’un objet V de € et d'un
%-morphisme p: hy — E, ie. p€ E(V); un morphisme de (V, p) vers (V', p’) est la
donnée d’'un %-morphisme f: V — V' tel que p' o f = p (i.e. E(f)(p") = p). Notons
L le foncteur
li_H)l hV7
(V.p)ECE

(IOND.E. :ie.sig: U — S (resp. h : V— T) est un objet de %s (resp. €y7) alors ig(g) = U et
i1/g(h) est I'objet foh:V — S de ¢/g, et 'on a:

Homg (U,X x S) ~ Home¢ (U, X) resp. Home . (V, X xg T) ~ Home ¢ (V,X).

(IDN.D.E. : On a ajouté le lemme ci-dessous (cf. SGA 4, 1.3.4), il est utilisé dans la démonstration
de 1.7.1 et sera utile & plusieurs reprises dans la suite.
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c.-a-d., pour tout S € Ob(%), L(S) = HLQ(V )
valence de triplets (V,p,v), ot v : S — V est un %-morphisme, et ot 'on identifie
(V,p,v) & (V',p', f ov) pour tout €-morphisme f:V — V' tel que p' o f = p.

hy (S) est 'ensemble des classes d’équi-

Alors, I'application ¢g(S) qui a la classe de (V, p,v) associe I’élément pov de E(S)
est bien définie, et définit un morphisme de foncteurs
¢E : h_n)l hV — E.
(V»P)G?\E

Lemme. — ¢g est un isomorphisme.

En effet, soit S € Ob(%). Tout x € E(S) est 'image par ¢g(S) du triplet (S, z,idg) ;
ceci montre que ¢g(S) est surjective. D’autre part, soient ¢1 = (Vq,p1,v1) et €y =
(Va, p2, v2) deux éléments de L(S) ayant méme image dans E(S) ; posons v = pjov; =
p20ovy. Alors £ et £2 sont tous deux égaux, dans L(S), a la classe du triplet (S, v,idg).
Ceci montre que ¢g(S) est injective.

Corollaire. — Pour tout objet F de ‘g, on a

Hom(E,F) = lim F(V).
(V,P)Ef};

1.7. Objets Hom, Isom, etc.— Soient F et G deux objets de %. Nous allons définir
un autre objet de € de la maniere suivante :

Hom(F,G)(S) = Hom%/\S (Fs,Gg) ~ Hom(g/hs (F x hs, G x hg) ~ Hom (F x hg, G).
L’objet Hom(F, G) défini ci-dessus posséde les propriétés suivantes :
() Hom(e,G) ~ G (12
(ii) La formation de Hom commute d [’extension de la base :
Hom(Fg, Gs) ~ Hom(F, G)s.

(iii) (F,G) — Hom(F,G) est un bifoncteur, contravariant en F et covariant en

G.
Ces trois propriétés sont évidentes sur les définitions.
Nous allons montrer que, pour tout objet E de ‘J?, on a
Hom(E,Hom(F, G)) 2 Hom(E x F, G).

Soit ¢ : ExF — G ; nous devons lui associer un morphisme de E dans Hom(F, G).
Soit donc S’ — S une fleche de €. On a des applications

»(8")
—

E(S) x F(S') — E(S) x F() G(S)).

(12)N.D.E. : et, si E est un troisieme objet de Z, on a Hom(E,F x G) 2 Hom(E, F) x Hom(E, G).
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Tout élément e de E(S) définit donc pour tout S' — S une application F(S') — G(S’)
fonctorielle en S/, c.-a-d., un élément 6,(e) de Hom(F, G)(S). On a donc obtenu une
application

)= 04, Hom(E x F,G) — Hom(E, Hom(F, G)),

qui est « fonctorielle en E ».

Proposition 1.7.1. — (13) Soient E,F, G € Ob(%).
(a) L’application ¢ — 0, est une bijection :
Hom(E x F, G) — Hom(E, Hom(F, G)).
(b) De plus, on a un isomorphisme de foncteurs :

Hom(E,Hom(F, G)) ~ Hom(E x F, G).

(a) Considérons les deux membres comme des foncteurs en E. Le résultat annoncé
est vrai si E = hyx ; en effet, ce n’est autre en ce cas que la définition du foncteur
Hom(F, G). D’autre part les deux membres comme foncteurs en E transforment li-
mites inductives en limites projectives. Enfin, d’apres le lemme 1.7.0, tout objet E de
% est isomorphe & la limite inductive des hx, ott X parcourt la catégorie ¢/g. Ceci
prouve (a).

(13) Esquissons une démonstration directe de (a). A tout § € Hom(E, Hom(F, G)),
on associe I’élément ¢y de Hom(E x F, G) défini comme suit. Pour tout S € Ob(%),
on a une application

0(S) : E(S) — Hom(F x S, G),
fonctorielle en S. Si (e, f) € E(S)xF(S), alors f est un morphisme S — F, donc f xidg
est un morphisme S — F x S; d’autre part, 6(S)(e) est un morphisme F x S — G,
donc par composition on obtient un morphisme :

6(S)(e)o (f xidg) : S — G,

c.-a-d., un élément ¢g(S)(e, f) de G(S). On vérifie facilement que la correspondance
S +— ¢9(S) est fonctorielle en S, donc définit un morphisme ¢y de E x F vers G. On
laisse au lecteur le soin de vérifier que les applications 6 — ¢y et ¢ — 6, sont des
bijections réciproques 'une de l'autre.

Démontrons (b). Si S € Ob(%), on a, d’apres 1.7 (ii) et (a) appliqué a €/ :
Hom(E, Hom(F, G))(S) ~ Homs(Eg, Homg (Fs, Gs))
=~ Homg(Es xg Fg, Gg)
~“Hom(E xF x S, G)
~ Hom(E x F, G)(S)

et ces isomorphismes sont fonctoriels en S.

(I3N.D.E.:Ona ajouté le point (b), qui sera utile dans II.1 et I1.3.11. D’autre part, on a esquissé
une seconde démonstration, plus directe, du point (a).
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Corollaire 1.7.2. — On a :
Hom(E, Hom(F, G)) ~ Hom(F,Hom(E, G)),

Hom(E, Hom(F, G)) ~ Hom(F, Hom(E, G)).
10

En particulier, faisant E = e, et compte tenu de Hom(e, G) ~ G, on a
I'(Hom(F,G)) ~ Hom(F, G).
Notons que la composition des Hom fournit des morphismes fonctoriels
Hom(F, G) x Hom(G, H) — Hom(F, H).

Si F et G sont deux objets de %, on note Isom(F,G) le sous-ensemble de
Hom(F, G) formé des isomorphismes de F sur G. On définit alors un sous-objet
Isom(F, G) de Hom(F, G) par :

Isom(F, G)(S) = Isom(Fsg, Gg).
On a alors des isomorphismes
I'(Isom(F, G)) ~ Isom(F, G),
Isom(F, G) = Isom(G, F).
Dans le cas particulier ou F = G, on pose
End(F) = Hom(F, F), End(F) = Hom(F, F) ~ D(End(F)),
Aut(F) = Isom(F, F). Aut(F) = Isom(F, F) ~ [(Aut(F)).

La formation des objets Hom, Isom, Aut, End commute aux changements de base.

Remarquons que ’on peut construire un objet isomorphe a Isom(F, G) de la ma-
niére suivante : on a un morphisme

Hom(F, G) x Hom(G, F) — End(F);
permutant F et G, on en déduit un morphisme
Hom(F, G) x Hom(G,F) — End(F) x End(G).

D’autre part, le morphisme identique de F est un élément de End(F) et définit 11
donc un morphisme e — End(F'). Faisant de méme avec G et effectuant le produit,
on trouve un morphisme

e — End(F) x End(G).

11 est alors immédiat que le produit fibré de e et de Hom(F,G) x Hom(G,F)
au-dessus de End(F) x End(G) est isomorphe & Isom(F, G).

Toutes ces définitions s’appliquent en particulier au cas ou F = hx, G = hy.
Dans le cas o Hom(hx, hy) est représentable par un objet de %, on note cet objet
Hom(X,Y). Il possede la propriété suivante : si Z x X existe, alors

Hom(Z,Hom(X,Y)) ~ Hom(Z x X,Y).

Cette propriété le caractérise lorsque les produits existent dans % .



12

10 EXPOSE I. STRUCTURES ALGEBRIQUES. COHOMOLOGIE DES GROUPES

On définit de méme (lorsqu’ils veulent bien exister) des objets
Isom(X,Y) , End(X) , Aut(X);

remarquons simplement que d’apreés la construction donnée plus haut, Isom(X,Y)
existe chaque fois que les produit fibrés existent dans % et que Hom(X, Y), Hom(Y, X),
End(X) et End(Y) existent.

Ceci s’applique également a des catégories de la forme 4. Les objets correspon-
dant seront notés de maniere aussi explicite que possible par des symboles appropriés :
par exemple, si T et T/ sont deux objets de € au-dessus de S, on notera Homg(T, T”)
l'objet Home  (T/S,T'/S) qui sera donc un objet de ¢ au-dessus de S, etc.

1.8. Objets constants. — Soit ¥ une catégorie ou les sommes directes et les
produits fibrés existent et ou les sommes directes commutent aux changements de
base (par exemple la catégorie des préschémas (14)). Pour tout ensemble E et pour
tout objet S de €, soit

(18.1) B — { la somme directe d’une famille (S;);ecr

d’objets de ¥ tous isomorphes a S.

Cet objet est caractérisé par la formule :

(1.8.2) Homg (Eg, T) = Hom(E, Hom« (S, T)),

pour tout T € Ob(%), ou le second Hom est pris dans la catégorie des ensembles.

L’objet Eg est muni d’une projection canonique sur S, de telle facon que E — Eg
est en fait un foncteur de (Ens) dans %/s.

(15) i §' — S est une fleche de €, on a, puisque les sommes directes commutent
aux changements de base,

Eg = (Es)s'.
En particulier, si ¢ posseéde un objet final e, on a
Es = (E.)s.

Le foncteur E — Eg/S, de (Ens) dans 4g, commute aux produits finis. 11 suffit,
pour cela, de voir que

(x) EséFs:(EXF)S

Or, d’apres les résultats de 1.7 appliqués a %)g, on a, pour tout T € Ob(%)g), des
isomorphismes naturels (tous les Hom non spécifiés étant pris dans s) :

Hom((E x F)s, T) 2 Homgpe)(E x F, Hom(S, T)) =
Hom (gns) (E, Homgne) (F, Hom(S, T))) = Hom gye) (E, Hom(Fs, T))

(14)N.D.E. : On a conservé la terminologie d’origine « préschémas/schémas », remplacée maintenant
par « schémas/schémas séparés ».

(15)N.D.E. : Dans les trois paragraphes qui suivent, on a modifié I’ordre des phrases et ajouté quelques
précisions concernant le role de hypothése (x).
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et
Hom(Es xs Fg, T) = Hom(Es, Hom(Fg, T)) = Homgne) (E, Hom(S, Hom(Fg, T))).
Or, Hom(S, Hom(Fg, T)) = Hom(Fg, T), d’ou (x).
Supposons que, & désignant un objet initial de %, le diagramme

g———>S
() l l soit cartésien.
S SIIS

(Cest le cas de la catégorie des préschémas). (19) Alors le foncteur E — Eg commute
aux limites projectives finies.

En effet, compte-tenu de (x), il suffit de voir que E — Eg commute aux produits
fibrés. Soient u : E — G et v : F — G deux applications d’ensembles. Comme dans &
les sommes directes commutent aux changements de base, on a

1 Fg x BEg = S x BEg & Sr x S;.
(1) s X Bs ||fGSS ||fGS
feF fe}FE
e

Si v(f) # u(x), il existe dans ¢g un morphisme
Sy xSy — Sy X Sa;
Gs

Su(r) L Su(a)
or d’apres 'hypothese () le terme de droite est &. Par conséquent,
(2) Sy xS, 2o sivu(f)#u(x).
Gs

D’autre part, si v(f) = u(z), il existe dans €/g un morphisme

S—>Sfé< Sa;
S

comme S % S est objet final de /g, il en résulte que
(3) Sf(>; S: =S siv(f)=u(x).
S

Combinant (1), (2) et (3) on obtient un isomorphisme fonctoriel en S

Fs xEs= J[ S=(FxE)s.
Gs FxgE G

Un objet de la forme Eg sera dit objet constant. Remarquons que 'on a un mor-
phisme fonctoriel en E :
E — I'(Es/S)
qui associe a chaque i € E, la section de Eg sur S définie par I'isomorphisme de S sur
S;. Supposons la condition (%) vérifiée pour tout objet S de € ; alors le morphisme
E — T'(Eg/S) est un monomorphisme pour tout S % &.

(1I6N.D.E. : (%) n’est pas vérifiée si € est la catégorie dont les fleches sont A — B et ida,idp ; dans
cecas B[[B=Bet BxgB=B#%A.
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Si € est la catégorie des préschémas, alors I'(Eg/S) s’identifie aux applications
localement constantes de I’espace topologique S dans I’ensemble E, I’application pré-
cédente associant a chaque élément de E ’application constante correspondante. Re-
marquons qu’il résulte de ce qu’on vient de dire que Eg peut aussi étre défini comme
représentant le foncteur qui & tout S’ au-dessus de S associe ’ensemble des fonctions
localement constantes de I'espace topologique S’ dans I’ensemble E. (17)

2. Structures algébriques

Etant donnée une espece de structure algébrique dans la catégorie des ensembles,
nous nous proposons de ’étendre a la catégorie ¥. Traitons d’abord un exemple : le
cas des groupes.

2.1. Structures de groupe.— Nous gardons les notations du paragraphe précé-
dent.

Définition 2.1.1. — Soit G € Ob(‘g). On appelle structure de ‘g—groupe sur G la don-
née pour tout S € Ob(¥) d’une structure de groupe sur 'ensemble G(S), de telle
maniere que pour toute fleche f : 8" — S” de €, 'application G(f) : G(S”) — G(S')
soit un hom/gmorphisme de groupes. Si G et H sont deux ‘g—groupes, on appelle mor-
phisme de €-groupes de G dans H tout morphisme u € Hom(G, H) tel que pour tout
S € Ob(%) 'application d’ensembles u(S) : G(S) — H(S) soit un homomorphisme de
groupes.

On note Hom.z

(G,H) l'ensemble des morphismes de ‘g—groupes de G dans H
et (Cg—Gr.) la catégorie des ‘g—groupes.

~

Exemples. — Soit E € Ob(%); I'objet Aut(E) est muni de maniére évidente d’une
structure de ¥-groupe. L’objet final e possede une structure de ¢-groupe unique qui
en fait un objet final de (¢-Gr.).

Pour tout S € Ob(%), soit eg(S) 1’élément unité de G(S). La famille des eg(S)
définit un élément eq € I'(G) = Hom(e, G) qui est en fait un morphisme de %-
groupes e — G et que I'on appelle section unité de G.

Remarquons que se donner une structure de €-groupe sur G revient a se donner
une loi de composition sur G, c’est-a-dire un %-morphisme

e : GxG — G

tel que pour tout S € Ob(%), 7 (S) munisse G(S) d’une structure de groupe.

(17)N.D.E. : Notons également que le morphisme Eg — S est séparé, donc Eg est un S-schéma.
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De la méme maniére, f : G — H est un morphisme de %-groupes si et seulement
si le diagramme suivant est commutatif :

GxG G
(ﬁf)l fJ/
HxH H

Un sous-objet H de G tel que, pour tout S € Ob(%), H(S) soit un sous-groupe de
G(S) possede évidemment une structure de %- groupe induite par celle de G : c’est la
seule pour laquelle le monomorphisme H — G soit un morphlsme de %—groupes Le
é- groupe H muni de cette structure est appelé sous- Z- -groupe de G.

Si G et H sont deux ‘K—groupes, le produit G x H est muni d’une structure de
%-groupe évidente : pour tout S € Ob(%), on munit G(S) x H(S) de la structure
de groupe produit des structures de groupes données sur G(S) et H(S). Le %-groupe
G X H muni de cette structure sera dit cg—groupe produit de G et de H (¢’en est
d’ailleurs le produit dans la catégorie des ‘é\-groupes)

Si G est un ‘ggroupe alors pour tout S € Ob(%), Gg est un ‘K/S groupe. Si G et
H sont deux %—groupes on définira I'objet Hom > ., (G, H) de 2 par :

Hom ,, (G, H)(S) = Homz— , (Gs, Hs)

(Nota : Hom. ., n’est pas en général un ‘K—groupe, ni a fortiori 'objet Hom dans
la catégorie (€¢-Gr.)).

On définit de méme les objets
Isﬂ‘f—Gr. (G’ H) 4 m‘i?—Gr. (G) ’ M<g\—(}r. (G)

Définition 2.1.2. — Soit G € Ob(%). On appelle structure de €-groupe sur G une

structure de %?—groupe sur hg € Ob(%). On appelle morphisme du %-groupe G dans
le ¥-groupe H un élément v € Hom(G, H) ~ Hom(hg, hyy) qui définit un morphisme

de ‘g—groupe de hg dans hy.

On note (%-Gr.) la catégorie des €-groupes. Notons qu'il existe dans (Cat) un
carré cartésien

(¢-Gr.) (¢-Gr.)
@ b 2

Toutes les définitions et constructions précédentes se transportent donc aussitot a
(#-Gr.) chaque fois que les foncteurs qu’elles font intervenir (produits, objets Hom,
etc.) sont représentables. Elles s’appliquent aussi aux catégories 4/g. En ce cas, nous

noterons Homg o, pour Hom% Gy e

15
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2.2. Plus généralement, si (T) est une espéce de structure sur n ensembles de base
définie par limites projectives finies (par exemple, par des commutativités de dia-
grammes construits avec des produits cartésiens : structures de monoide, groupe,
d’ensemble & opérateurs, de module sur un anneau, d’algebre de Lie sur un anneau,
etc.) la construction précédente permet de définir la notion de « structure d’espece (T)
sur n objets F1,..., F, de % » : une telle structure sera la donnée pour chaque S de €,
d’une structure d’espece (T) sur les ensembles Fy(S), ..., F,(S) de telle maniére que
pour toute fleche " — S” de €, la famille d’applications (F;(S”)) — (F;(S’)) soit un
poly-homomorphisme pour I’espece de structure (T). On définit de maniére semblable
les morphismes de I'espéce de structure (T), d’olt une catégorie (4 x € --- x €)(™). Le
foncteur pleinement fidele (h x h x --- x h) permet alors de définir par image inverse
la catégorie (€ x € x --- x €)T), puis, comme il commute aux limites projectives, d’y
transporter toutes les propriétés, notions et notations fonctorielles introduites dans
z. Supposons maintenant que dans % les produits fibrés existent, et soit (T) une
espece de structure algébrique définie par la donnée de certains morphismes entre
produits cartésiens satisfaisant a des aziomes consistant en certaines commutativi-
tés de diagrammes construits a ’aide des fleches précédentes. Une structure d’espece
(T) sur une famille d’objets de € sera donc définie par certains morphismes entre
produits cartésiens satisfaisant a certaines conditions de commutations. Il en résulte
que si € et €’ sont deux catégories possédant des produits et f : € — €’ est un
foncteur commutant auzx produits, alors pour toute famille d’objets (F;) de ¥ munie
d’une structure d’espece (T), la famille (f(F;)) d’objets de €” sera par la-méme munie
elle aussi d’une structure d’espece (T). Tout €-groupe sera transformé en €”’-groupe,
tout couple (¢-anneau, ¥-module sur ce €-anneau) en un couple analogue dans ¢”,
ete.

Soit en particulier € une catégorie satisfaisant aux conditions de 1.8 (18) ; le foncteur
E — Eg défini dans loc. cit. commute aux limites projectives finies ; il transforme donc
groupe en S-groupe (i.e. ¥/g-groupe), anneau en S-anneau, etc.

Remarque. — 1l est bon de remarquer que le procédé de construction précédent ap-
pliqué a la catégorie % redonne bien les notions que 'on y a déja définies ; en d’autres
termes, il revient au méme de se donner sur un objet de % une structure d’espece (T)
quand on considere cet objet comme un foncteur sur %, ou de se donner une structure
d’espece (T) sur le foncteur représentable sur % défini par cet objet. (19)

Nous allons encore traiter deux cas particuliers de la construction précédente, le
cas des structures a groupes d’opérateurs et le cas des modules.

(18)N.D.E. : y compris la condition (x)
(19N.D.E. : Par exemple, pour les structures de groupes : soit G € Ob(%); si le foncteur ¢ —
(Ens), F — Hom(F,G) est muni d’une structure de groupe, il en est de méme de sa restriction

a ¢, X — G(X). Réciproquement, si G est un %A—groupe, alors le morphisme « de multiplication »

g : G X G — G induit pour pour tout F € Ob(%) une structure de groupe sur Hom%;(F, G),
fonctorielle en F.
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2.3. Structures a groupes d’opérateurs. —

Définition 2.3.1. — Soient E € Ob(%) et G € Ob(€-Gr.). Une structure d’objet &
Cg—groupe d’opérateurs G (ou de G-objet) sur E est la donnée sur E(S), pour tout
S € Ob(¥), d’une structure d’ensemble & groupe d’opérateurs G(S) de telle manieére
que, pour toute fleche S — S” de ¥, lapplication d’ensembles E(S”) — E(S’) soit
compatible avec 'homomorphisme d’opérateurs G(S”) — G(S').

Comme d’habitude, il revient au méme de se donner un morphisme
o GxE—E

qui pour tout S munisse E(S) d’une structure d’ensemble & opérateurs G(S). Mais
Hom(G x E,E) ~ Hom(G,End(E)), donc g définit un morphisme G — End(E)
et il est immédiat que celui-ci applique G dans Aut(E) et que c’est un morphisme
de <g—groupes. En conséquence : se donner sur E une structure d’objet a ‘g-groupe
d’opérateurs G est équivalent a se donner un morphisme de ‘g—gmupes

p: G — Aut(E).

En particulier, tout élément g € G(S) définit un automorphisme p(g) du foncteur Eg,
c’est-a-dire un automorphisme de E x hg commutant & la projection E x hg — hg,
et en particulier un automorphisme de ’ensemble E(S’) pour tout S’ — S.

Définition 2.3.2. — On note E® le sous-objet de E défini comme suit :
ES(S) = {z € E(S) | g invariant sous G(S) pour tout S’ — S},
ol zg désigne I'image de x par E(S) — E(S').

Alors EG (« sous-objet des invariants de G » ) est le plus grand sous-objet de E
sur lequel G opére trivialement.

Définition 2.3.3. — Soit F un sous-objet de E. On note Normg F et Centrg F les
sous-%-groupes de G définis par
(Normg F)(S) = {g € G(S

={g € G(S

) | p(g)Fs =Fg} (0
(S) | p(9)F(S") = F(S'), pour tout S" — S},
(Centrg F)(S) = {g € G(S) 9)|lrs = identité}
(S)

|
={g€ G(S) |

p(
p(9)|r(s) = identité, pour tout S’ — S},

ou la barre verticale apres p(g) désigne la restriction.

(20)N.D.E. : On a corrigé l'original, en remplacant l'inclusion p(g)Fs C Fg par une égalité, afin
d’assurer que Normg (F) soit bien un groupe (voir VIg.6.4 pour des conditions sous lesquelles le
« transporteur » coincide avec le « transporteur strict » ).

18
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Scholie 2.3.3.1. — (?Y) En particulier, soit = € I'(E), i.e. (cf. 1.2) une collection d’élé-
ments zgs € E(S), S € Ob(¥), telle que pour toute fleche f : S — S on ait
E(f)(zs) = g (si € possede un objet final Sy on a I'(E) = E(Sy)). Alors x définit
un sous-foncteur de E, qu’on notera x, et I'on a Normg x = Centrg x. On notera
Stabg (z) ce foncteur; pour tout S € Ob(%’) on a donc :

Stabg (2)(S) = {g € G(S) | p(9)zs = as}.
Supposons que les produits fibrés existent dans €; si G = hg (resp. E = hg), ou
G est un %-groupe (resp. E € Ob(%)), et si € possede un objet final Sy, de sorte
que z est un morphisme Sy — E, alors Stabg () est représentable par le produit
fibré G xg Sg, o G — E est le composé de idg X z: G = G x Sg — G X E et de
uw:GxE—E.

Remarque 2.3.3.2. — (?U La formation de ES, Normg F et Centrg F commute au
changement de base, c.-a~d., pour tout S € Ob(%) on a

(EC)s = (Eg)®s, (Normg F)s ~ Normg, Fs, (Centrg F)s ~ Centrg, Fs.

Définition 2.3.4. — Si G est un %-groupe et E un objet de 2 (resp. E un objet de
%) une structure de G-objet sur E (resp. sur E) est une structure de hg-objet sur E

(resp. hg).
Vu cette définition, toutes les notions et notations définies ci-dessus se transportent
a €, lorsqu’elles ne font intervenir que des foncteurs représentables : par exemple si

Normy, , (hr) est représentable, alors il existe un et un seul sous-objet de G qui le
représente et qui est alors un sous-%-groupe de G, on le note Normg (F), etc.

Définition 2.3.5. — a) On dit que le ‘g—groupe G opere sur le ‘g-groupe H si H est
muni d’une structure de G-objet telle que, pour tout g € G(S), lautomorphisme de
H(S) défini par g soit un automorphisme de groupe.

Il revient au méme de dire que pour tout g € G(S), automorphisme p(g) de Hg
est un automorphisme de %—groupes, ou encore que le morphisme de (g—groupes
G — Aut(H) applique G dans Aut.> ., (H).

b) Dans la situation ci-dessus, il existe sur le produit H X G une structure de
‘g—groupe unique telle que, pour tout S, (H x G)(S) soit le produit semi-direct des
groupes H(S) et G(S) relativement & 'opération donnée de G(S) sur H(S). On notera
ce Cg—groupe H - G et on 'appellera produit semi-direct de H par G. On a donc par
définition

(H-G)(S) =H(S) - G(S).

Soit G un ‘g—groupe. Pour toute fleche S — S de € et tout g € G(S), soit Int(g)
I'automorphisme de G(S’) défini par Int(g)h = ghg~!. Cette définition se prolonge en
celle d’un morphisme de %-groupes

Int : G — Aut o, (G) C Aut(G).

(2ZN.D.E. : On a ajouté le scholie 2.3.3.1 et la remarque 2.3.3.2.
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La définition 2.3.3 s’applique donc et on a des sous-%?—groupes de G
Normg(E) et Centrg(E)
pour tout sous-objet E de G.

Définition 2.3.6. — On appelle centre de G et on note Centr(G) le Sousfg—groupe
Centre (G) de G. On dit que G est commutatif si Centr(G) = G ou, ce qui revient
au méme, si G(S) est commutatif pour tout S.

On dit que le sous—‘g—groupe H de G est invariant dans G si Normg (H) = G, ou,
ce qui revient au méme, si H(S) est invariant dans G(S) pour tout S. (22)

Définition 2.3.6.1. — 23 Soit f : G — G’ un morphisme de ‘g—groupes. On appelle
noyau de f, et 'on note Ker f le sous-¢-groupe de G défini par

(Ker f)(S) = {z € G(S) | f(S)(z) = 1} = Ker f(S)

pour tout S € Ob(%) ; c’est un sous—‘g-groupe invariant.

Définition 2.3.6.2. — (3 Soient E € € et G un %-groupe opérant sur E. On dit que
Popération de G sur E est fidéle si le noyau du morphisme G — Aut(E) est trivial,
c.-a-d., si pour tout S € Ob(%¥) et g € G(S), la condition gg/ - = x pour tout S’ — S
et € E(S), entraine g = 1.

Beaucoup de définitions et de propositions de la théorie élémentaire des groupes se
transposent aisément. Signalons simplement la suivante qui nous sera utile :

Proposition 2.3.7. — Soit f : W — G un morphisme de ‘g—gmupes. Posons H(S) =

Ker f(S). Soit u : G — W un morphisme de Cg—groupes qui soit une section de f
(et qui est alors nécessairement un monomorphisme). Alors W' s’identifie au produit
semi-direct de H par G pour Uopération de G sur H définie par (g, h) — Int(u(g))h
pour g € G(S), h € H(S), Se Ob¥%.

L’ensemble de ces définitions et propositions se transporte comme d’habitude & .
On définit en particulier le produit semi-direct de deux €-groupes H et G (G opérant
sur H) lorsque le produit cartésien H x G existe, et on a I’analogue de la proposition
2.3.7 sous la forme suivante :

Proposition 2.3.8. — Soit H 5 W I, G une suite de morphismes de € -groupes telle
que pour tout S € Ob(%), (H(S), i(S)) soit un noyau de f(S) : W(S) — G(S). Soit
u: G — W un morphisme de € -groupes qui soit une section de f. Alors W s’identifie
au produit semi-direct de H par G pour Uopération de G sur H telle que si S € Ob ¥,
si g € G(S) et h € H(S), on ait Int(u(g))i(h) = i(%h).

(22)N.D.E. : De plus, on dit que H est central dans G si Centrg (H) = G, ou, ce qui revient au
méme, si H(S) est central dans G(S) pour tout S.
(Z3)N.D.E. : On a ajouté les définitions 2.3.6.1 et 2.3.6.2.

20
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3. La catégorie des O-modules, la catégorie des G-O-modules

Définition 3.1. — Soient O et F deux objets de %. On dit que F est un %-module sur
le Z-anneau O, ou en abrégé un O-module, si, pour tout S € Ob(%), on a muni O(S)
d’une structure d’anneau et F(S) d’une structure de module sur cet anneau de telle
maniére que pour toute fleche S’ — S” de €, O(S”) — O(S’) soit un homomorphisme
d’anneaux et F(S”) — F(S’) un homomorphisme de groupes abéliens compatible avec
cet homomorphisme d’anneaux.

Si O est fixé, on définit de maniére habituelle un morphisme des O-modules F
et F/, d’oti le groupe commutatif Homg (F, F’), et la catégorie des O-modules notée
(O-Mod.).

Lemme 3.1.1. — (29 (O-Mod.) est munie d’une structure de catégorie abélienne, défi-
nie « argument par argument ». De plus, (O-Mod.) vérifie 'aziome (AB5) (cf. [Gr57,
1.5]), c.-a-d., les sommes directes arbitraires existent et si M est un O-module, N un
sous-module, et (F;);c1 une famille filtrante croissante de sous-modules de M, alors

UE:NN) = (UF)NN.
i€l i€l

En effet, soit f : F — F’ un morphisme de O-modules. On définit les O-modules
Ker f (resp. Im f et Coker f) en posant, pour tout S € Ob(%), (Ker f)(S) = Ker f(S)
(resp. - -+ ). Alors Ker f (resp. Coker f) est un noyau (resp. conoyau) de f, et 'on a un
isomorphisme de O-modules F/Ker f — Im f. Ceci prouve que (O-Mod.) est une
catégorie abélienne.

Les sommes directes arbitraires existent et sont définies « argument par argument ».
Enfin, si M est un O-module, N un sous-module, et (F;);cr une famille filtrante
croissante de sous-modules de M, alors l'inclusion

UE:NN)C (UF:) NN
i€l i€l
est une égalité : en effet, si S € Ob(%) et x € N(S) N, Fi(9), il existe 7 € I tel que

Proposition 3.1.2. — Y On suppose la catégorie € petite, c.-a-d., que Ob(%) est un
ensemble. Alors O est un générateur de (O-Mod.) ; par conséquent, (O-Mod.) posséde
assez d’objets injectifs.

Démonstration. Soit F un O-module. Pour tout S € Ob(%), soit Fo(S) un systeme
de générateurs du O(S)-module F(S). Comme, par hypothese, Ob(%’) est un ensemble,
on peut considérer I'ensemble I = |_|S€Ob(<g) Fy(S); alors on a un épimorphisme

0% — = F.

(29)N.D.E. : On a ajouté les énoncés 3.1.1 et 3.1.2 pour faire voir que la catégorie (O-Mod.) est
abélienne et vérifie axiome (AB 5), et de plus posséde assez d’objets injectifs si la catégorie € est
petite.
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Ceci montre que O est un générateur de (O-Mod.) (cf. [Gr57, 1.9.1]). Comme
(O-Mod.) vérifie (AB 5), il résulte alors de [Gr57, 1.10.1] que (O-Mod.) possede
assez d’objets injectifs.

Remarque 3.1.3. — Si Oy est le F-anneau défini par 0y(S) = Z (qu’il ne faut pas
confondre avec le foncteur associé & l'objet constant Z), alors la catégorie des Og-
modules est isomorphe a la catégorie des €-groupes commutatifs.

Remarquons que, si F est un O-module, alors pour tout S € Ob(%), Fg est un
Og-module. On peut donc définir un €-groupe abélien Homg (F, F') par

Homg (F,F')(S) = Homo, (Fs, FS).
On définira de méme des objets

Isomg(F,F’), Endg(F) et Auty(F),

le dernier étant un ‘g-groupe pour la structure induite par la composition des auto-
morphismes.

Définition 3.2. — Soient O un ‘g—anneau, F un O-module et G un ‘g—groupe. On
appelle structure de G-O-module sur F une structure de G-objet telle que pour
tout S € Ob(¥) et tout g € G(S), 'automorphisme de F(S) défini par g soit un
automorphisme de sa structure de O(S)-module.

Il revient au méme de dire que le morphisme de <g—glroupes

p: G — Aut(F)

défini en 2.3 applique G dans le sous—%?—groupe Autg (F) de Aut(F). Se donner une
structure de G-O-module sur le O-module F, c’est donc se donner un morphisme de
€ -groupes

p: G — Auto(F).

On définit de maniere naturelle le groupe abélien Homg.o (F, F’), donc la catégorie
additive des G-O-modules notée (G-O-Mod.).

Remarque 3.2.1. — Le lecteur remarquera que (G-O-Mod.) peut également se définir
comme la catégorie des O[G]-modules, o O[G] est I’algebre du %-groupe G sur le
%-anneau O, dont la définition est claire. (35 Par conséquent, d’apres 3.1.1 et 3.1.2,
(G-0O-Mod.) est une catégorie abélienne vérifiant ’axiome (AB 5); de plus, si € est
petite, (G-O-Mod.) possede assez d’objets injectifs.

Toutes les constructions de ce paragraphe se spécialisent aussitot au cas ot G (ou
O, ou les deux) sont représentables par des objets de € qui sont par la-méme munis
des structures algébriques correspondantes.

Nous avons traité succinctement le cas des principales structures algébriques ren-
contrées dans la suite de ce séminaire. Pour les autres (structure de O-algebre de Lie
par exemple), nous croyons que le lecteur aura eu suffisamment d’exemples dans ce

(Z5)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit ; ceci sera utilisé dans la section 5.
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paragraphe pour pouvoir dans chaque cas particulier faire fonctionner lui-méme le
mécanisme général esquissé dans 2.2.

Nous allons maintenant appliquer ce que nous venons de faire a la catégorie des
préschémas notée (Sch) et plus généralement aux catégories (Sch) g.

4. Structures algébriques dans la catégorie des préschémas

Nous nous permettrons, chaque fois qu’il n’y aura pas d’ambiguité, les abus de lan-

gage suivants : on désignera par T 'objet T 7, S de %3, la donnée de f (« morphisme
structural de T » ) étant sous-entendue, et on identifiera % a une sous-catégorie de
Z. Compte tenu des compatibilités énoncées aux paragraphes précédents, ces identi-
fications peuvent se faire sans danger.

Nous simplifierons d’autre part les appellations sur le modele suivant : un (Sch)-
groupe sera aussi appelé préschéma en groupes, un (Sch), g-groupe préschéma en
groupes sur S, ou S-préschéma en groupes, ou S-groupe, ou A-groupe lorsque S sera le
spectre de 'anneau A.

4.1. Préschémas constants. — La catégorie des préschémas satisfait aux condi-
tions exigées en 1.8. On peut donc y définir les objets constants ; pour tout ensemble E,
on a un préschéma Ey et pour tout préschéma S, un S-préschéma Eg = (Ez)s. Rap-
pelons que pour tout S-préschéma T, Homg(T, Eg) est I'ensemble des applications
localement constantes de ’espace topologique T dans E.

Le foncteur E +— Eg commute aux limites projectives finies. En particulier si G
est un groupe, Gg est un S-préschéma en groupes; si O est un anneau, Og est un
S-préschéma en anneaux, etc.

4.2. S-groupes affines. — Rappelons un certain nombre de choses sur les S-
schémas affines (EGA II, §1). On dit que le S-préschéma T est affine sur S si 'image
réciproque de tout ouvert affine de S est affine (29, La @g-algebre f.(Or), que 'on
désigne par &7 (T), est alors quasi-cohérente (f désigne le morphisme structural de T).
Réciproquement, & toute Os-algebre quasi-cohérente o7, on peut faire correspondre un
S-préschéma affine sur S noté Spec(«). Ces foncteurs T — &/ (T) et &/ — Spec()
sont des équivalences quasi-inverses 1'une de 'autre entre la catégorie des S-préschémas
affines sur S et la catégorie opposée a celle des Og-algebres quasi-cohérentes.

Il en résulte que se donner une structure algébrique sur un S-préschéma affine T
est équivalent & se donner la structure correspondante sur &/ (T) dans la catégorie
opposée a celle des Og-algebres quasi-cohérentes. En particulier, si G est un S-groupe
affine sur S, &/(G) est munie d’une structure de Os-bigebre augmentée, c’est-a-dire
que l'on a deux morphismes de Os-algébres

A:d(G) — (G)®p, Z(C) et e:(G) — O

(26)N.D.E. : Dans ce cas, T — S est séparé, donc T est un S-schéma.
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correspondant aux morphismes de S-schémas
T:GxG—G et eq: S — G.

Les applications A et € vérifient les conditions suivantes (qui expriment que G est un
S-monoide) :

(HA 1) A est co-associatif : le diagramme suivant est commutatif

Reps A
/ &
G) G) ®es o
\ %
JZ{<G) ®ﬁ’s

(HA 2) : A est compatible avec € : les deux composés suivants sont I'identité

®lﬁs ‘Q{(G)

A (G) 2 (G) @0y #(C) L2 /(G) @6y O H(Q)
A (G) 2 o(G) @6y #(G) 2205 @6, o (Q) = o (Q)
(27)

Profitons de la circonstance pour remarquer une fois encore qu’il résulte de la
définition d’une structure de S-groupe que pour se donner une telle structure sur un
S-schéma G affine sur S, il n’est pas nécessaire de vérifier quoi ce soit sur o/ (G), mais
simplement de munir chaque G(S’) pour S’ au-dessus de S d’une structure de groupe
fonctorielle en S’. Cette remarque s’applique mutatis mutandis aux morphismes.

4.3. Les groupes G, et G,,. L’anneau O.—

4.3.1. — Soit G, le foncteur de (Sch)° dans (Ens) défini par
G, (S) =T(S, Os)

muni de la structure de (S/Jl)—groupe définie par la structure de groupe additif de
Panneau I'(S, Og). 1l est représentable par un schéma affine que I'on notera G, et qui
est donc un schéma en groupes

G, = SpecZ[T].
En effet, G,(S) = Hom(S, G,) = Homay, (Z[T],T'(S, Os)) ~ (S, Os).

(27)N.D.E. : Et, bien sir, le morphisme d’inversion G — G induit un morphisme de Os-algebres
7: 4 (G) — (G) qui, avec A et ¢, fait de & (G) une Os-algébre de Hopf. ..
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Pour tout préschéma S, on a donc un S-groupe affine sur S noté G, g, qui correspond
a la Os-bigebre O5[T], avec 'application diagonale et 'augmentation définies par :

AT)=T@1+1®T,  &(T)=0.
4.3.2. — Soit G, le foncteur de (Sch)® dans (Ens) défini par
G (S) =TS, 05)",
ou I'(S, Og)* désigne le groupe multiplicatif gﬁ éléments inversibles de l’anneau
I'(S, Os), muni de sa structure naturelle de (Sch)-groupe. Il est représentable par
un schéma affine noté G,,
G = Spec Z[T, T~ '] = Spec Z[Z],
ou Z[Z] désigne l'algebre du groupe Z sur 'anneau Z. En effet
Gum(S) = Homaye (Z[T, T, T(S, Os)) ~T(S, Os)*.

Pour tout préschéma S, on a donc un S-groupe affine sur S noté G,,, g qui correspond
a la Og-algebre Og|Z], avec I'application diagonale et I'augmentation définies par :

Alz)=z®x et e(z)=1, pour x € Z.

4.3.3. — Soit O le foncteur G, muni de sa structure de (S/c\h)—anneau. Il est représenté
par le schéma SpecZ[T] que I'on notera Q@ lorsqu’on le considérera comme muni de
sa structure de schéma d’anneauz.

Pour tout préschéma S, Og = O Xgpecz SpecZ[T] = Spec(0g[T]) est donc un
S-schéma en anneaux, affine sur S. (Nota : dans EGA II 1.7.13, Qg est noté S[T]).

4.3.3.1. — % Pour tout objet X de @7 O(X) = Hom(X, O) est muni d’une
structure d’anneau, fonctorielle en X. En particulier, si X’ est un préschéma et si
lon se donne des morphismes = : X’ — X et f: X — O (c-a-d., f € O(X)), alors
f(z) = fox est un élément de O(X') = T'(X/, Ox/).

—

Définition. — Soit 7 : M — X un morphisme de (Sch), et soit Ox = O x X. On
dit que M est un Ox-module si I'on s’est donné, pour tout X-préschéma X', une
structure de O(X’)-module sur Homx (X', M), fonctorielle en X'.

Ceci revient a se donner une loi de X-groupe abélien p : M xx M — M et une
« loi externe »

Ox xM — M, (fym)— f-m

qui est un X-morphisme (i.e. 7(f - m) = w(m)) et vérifie les compatibilités évidentes,
c.-a-d., pour tout préschéma S, f, f' € O(S) et m,m’ € M(S) tels que 7(m) = w(m/),
onal-m=met:

fro(fm) = f)m, (f+f)m=fmtfrom, f(mtm)=f-m+fom'.
(Si pour tout x € X(S) on note M(z) = 7~ 1(z) = {m € M(S) | 7(m) = x}, alors
chaque M(z) est un O(S)-module.)

(28)N.D.E. : On a ajouté ce paragraphe, qui sera utile plus loin (cf. IL.1.3).
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—

Dans ce cas, pour tout Y € Ob(Sch), (non nécessairement représentable),
Homx (Y,M) =T'(My/Y) est un O(Y)-module, de fagon fonctorielle en Y.

4.4. Groupes diagonalisables. —

4.4.1. — La construction de G,, se généralise comme suit : soit M un groupe com-
mutatif et My le schéma 9 en groupes qui lui est associé par le procédé de 4.1.
Considérons le foncteur défini par

D(M)(S) = Homgroupes(M, G (S)) ~ Homg.gr. (Mg, Gy g).

C’est un (S/ch)-groupe commutatif qui est représentable par un schéma en groupes
que I'on notera D(M) ; on aura donc par définition :

D(M) ~ m(sch)_cr.(sz Gm)-
Posons en effet
D(M) = Spec Z|M],
ol Z|M] est ’algébre du groupe M sur anneau Z; on a
D(M)(S) = Homag (Z[M], I'(S, 5)) ~ Homgroupes(M, I'(S, Fs)”)
par définition méme de P'algebre Z[M].
4.4.2. — Pour tout préschéma S on a donc un S-schéma en groupes affine sur S
Ds(M) = D(M)s = Homgep).r.(Mz, G )s = Homg ¢, (Ms, Gy 5).

Il est associé a la Og-bigebre Os[M], munie de 'application diagonale et de 'augmen-
tation définies par

Alx)=2z@z e e(x)=1, pour x € M.

4.4.3. — Si f: M — N est un homomorphisme de groupes commutatifs, on définit de
maniere évidente un morphisme de S-groupes

Ds(f) : Ds(N) — Ds(M) ,
d’ol un foncteur
Dg : M +— Dg(M)

de la catégorie des groupes abéliens dans la catégorie des S-groupes affines sur S,
que l'on peut aussi définir comme composé du foncteur M +— Mg et du foncteur
Mg +— Homg , (Mg, Gy, 5). Ce foncteur commute auz extensions de la base.

Un S-groupe isomorphe a un groupe de la forme Dg(M) est dit diagonalisable.
Notons que les éléments de M s’interprétent comme certains caracteres de Dg(M),
c’est-a-dire certains éléments de Homg g, (Ds(M), G, 5). (Confer VIII 1).

(29)N.D.E. : les préschémas constants sont séparés, cf. 1.8.
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4.4.4. — Donnons quelques exemples de groupes diagonalisables. On a d’abord
D(Z)=G,, et D(Z")=(G,)".

On pose
u, = D(Z/nZ),

et on le nomme groupe des racines n-iemes de l'unité. En effet, on a
1,(8) = Homgoupes (Z/nZ, (S, 05)°) = {f € T(S, 65) | " = 1},

Le S-groupe p,, ¢ correspond a la Os-algebre Os[T]/(T" — 1). Supposons en parti-
culier que S soit le spectre d’un corps k de caractéristique p = n. En posant T—1 = s,
on trouve

R[T]/(TP = 1) = k[s]/(s"),

ce qui montre que I'espace topologique sous-jacent a p,, ; est réduit a un point, l’an-
neau local de ce point étant la k-algebre artinienne k[s]/(s?). (Dans le méme ordre
d’idées, signalons que les S-schémas G, s, G, 5, Og sont lisses sur S, que Dg(M) est
plat sur S et qu'il est lisse sur S si et seulement si aucune caractéristique résiduelle
de S ne divise la torsion de M).

4.5. Autres exemples de groupes. — Le procédé précédent s’applique aux
« groupes classiques » (groupes linéaires GIL,,, symplectiques Sp,,, orthogonaux O,,,
etc.). On définira par exemple GL,, comme représentant le foncteur GL,, tel que :

GL,(S) = GL(n,T(S, Os)) = Aute, (O2).

On pourra le construire par exemple comme l'ouvert de SpecZ[T;;] (1 < i,j < n)
défini par la fonction f = dét((Ti;);j=,), ¢’est-a-dire Spec Z[T;;, f~'].

4.6. Foncteurs-modules dans la catégorie des préschémas.— Nous nous pro-
posons d’associer & tout Os-module sur le préschéma S, un Og-module (ou Og désigne
le foncteur-anneau introduit en 4.3.3). Ceci peut se faire de deux manieres différentes.
De facon précise :

Définition 4.6.1. — Soit S un préschéma. Pour tout Os-module # on note V(%) et
W (.7) les foncteurs contravariants sur (Sch) g définis par :

V(Z)(S') = Homg,, (F ®¢, Os, Og/),
W(F)(S) =T(, Z @a, Os)
(ol .Z ®g, Os désigne I'image inverse sur S’ du fs-module .7).

Alors V(.Z) et W(%) sont munis de maniere évidente d’une structure de Osg-
modules (on rappelle que Og(S") = T'(S', Os) = W(0s)(S')), de telle fagon que l'on a
en fait défini deux foncteurs V et W de la catégorie des Os-modules dans la catégorie
des Og-modules, V étant contravariant et W covariant.
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Nous nous restreignons dans la suite de ce paragraphe au cas ou les Os-modules
en question sont quasi-cohérents, c’est-a-dire que nous considérons V et W comme
des foncteurs de la catégorie (Os-Mod.q.c.) des Os-modules quasi-cohérents dans la
catégorie des Og-modules

V : (0s-Mod.q.c.)°— (Og-Mod.),
W : (0s-Mod.q.c.) — (Og-Mod.).

(Nota : le lecteur remarquera que, dans la suite, toutes les propositions qui ne font
intervenir que le foncteur W sont valables sans cette restriction).

Proposition 4.6.2. — (i) Les foncteurs V et W commutent a l’extension de la base :
si S est au-dessus de S et si F est un Os-module quasi-cohérent, on a

V(Z ®0s)~V(F)g et W(F ®0sy)~W(F)s.
(ii) Les foncteurs V. et W sont pleinement fidéles : les application canoniques
Homg, (#, #') — Homo, (V(F'), V(F))
Homg, (#, #') — Homo, (W (F), W(F))
sont bijectives.
(iii) Les foncteurs V et W sont additifs :
V(F o F')~V(F) éV(ﬁ’) et W(Z@®ZF)~W(F) éW(ﬁ’)
Les parties (i) et (iii) sont évidentes sur les définition. Pour (ii), on prend pour S’ 31

des ouverts de S. Nous laissons la démonstration au lecteur (pour V| utiliser EGA 11,
1.7.14).

Proposition 4.6.3. — % On a des morphismes canoniques dans (Os-Mod.) :

Homg, (W(F), W(F")) Homg (V(F'), V(ZF))

W (stome,(F, F'))

Cela résulte immédiatement de 4.6.2 (i) et (ii).

Notation 4.6.3.1. — Soit F un Og-module quasi-cohérent. On sait (EGA 11, 1.7.8) que
le S-foncteur V(%) est représentable par un S-préschéma affine sur S que 1'on note
V(%) et que lon appelle fibration vectorielle (1) définie par .Z :

V(F) = Spec(S(7)),

(30)N.D.E. : On a ajouté I'isomorphisme Homqg  (W(F), W(F')) = Homg (V(F'), V(F)).
(BUN.D.E. : on a remplacé « fibré vectoriel » par « fibration vectorielle » ; I'usage actuel étant d’appeler
« fibré vectoriel de rang r » une fibration vectorielle qui est localement triviale de rang r, c.-a~d., dont
le faisceau des sections est localement isomorphe a ﬁ? .
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ot S(.F) désigne I’algebre symétrique du Os-module .7 . (32)
Proposition 4.6.4. — Soient F et F' deur Os-modules quasi-cohérents, & une Os-
algébre quasi-cohérente. On a un isomorphisme fonctoriel :
Homg(Spec(«), Homg (W (F'), W(F))) — Homg, (F', o @¢s F).

En effet, si on note X = Spec(4), le premier membre est canoniquement isomorphe

a Homg (W(F'), W(F))(X), c’est-a-dire par définition a
HOIDOX (W(g\/)x, W(zgz)x) ~ HOHlQX (W(ﬂl X ﬁx), W(g ® ﬁx))
(cf. 4.6.2 (1)), ce qui par 4.6.2 (ii) peut aussi s’écrire
Homg, (F' @ Ox, F @ Ox) = Homgy (F', 7. (7" (F))),
ou on note 7 : X — S le morphisme structural. Mais, par EGA 1II, 1.4.7, on a
(T (F)) ~ F ® &, ce qui acheéve la démonstration.
Corollaire 4.6.4.1. — On a un isomorphisme canonique
W(o ® F) ~ Homg(Spec(&Z), W(F)).

En effet, ®3) soient f : S’ — S un S-préschéma et X' = X xg &/, on a un carré

cartésien
x Lo x
s -3
et d’apres EGA 11, 1.5.2, X/ est affine sur S’ et 7, (0x/) = f*(«7). On a donc
Homg (Spec(e), W(.F))(S") = Homs: (Spec(f*(«)), W(f*(F)))
et d’apres 4.6.4 appliqué & f*(F), F' = O et f*(), ceci égale
(S f() @ [(F) =T [ (o @ F) =W o F)S).

Proposition 4.6.5. — Si F et F' sont deux Os-modules localement libres de type fini,
les morphismes de 4.6.3 sont des isomorphismes.

En effet, pour tout S’ — S, on a
W (Homes(F, F))(S') =T(S, #Home,(F,F')20s) = Homg,, (FR0Os, F'Q0s).
Mais le second membre est bien isomorphe a Homg (W(F), W(F'))(S') et a
Home (V(F'), V(F))(S'), par 4.6.2 (i) et (ii).

Corollaire 4.6.5.1. — Soit F un Os-module localement libre de type fini. Posons FV =
Homes(F,0s). On a des isomorphismes canoniques :

(32)N.D.E. : Signalons ici les articles [Ni04] (resp. [Ni02]) qui montrent que si S est noethérien et F
un Os-module cohérent, alors W (.#) (resp. le S-groupe qui & tout T — S associe Autg. (F ® Or))
est représentable si et seulement si % est localement libre.

(33)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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W(FY) ~ Homg, (W(F),0s) ~ V(F),
V(7Y) ~ Homg (V(F),0s) =~ W(F).
On a enfin la proposition suivante :

Proposition 4.6.6. — Soit f : F — F' un morphisme de Os-modules localement libres
de rang fini. Pour que W(f) : W(F) — W(ZF') soit un monomorphisme, il faut et
il suffit que f identifie F localement a un facteur direct de F'.

La proposition directe est essentiellement contenue dans EGA 0r, 5.5.5. %) Réci-
proquement, si % est localement facteur direct de .#’ alors, pour tout 7 : S — S,
m*F est un sous-module de 7*.%’ (car localement facteur direct), donc W (%#)(S') =
(S, 7*%) est un sous-module de W(.#')(S") = I'(S/, n*.Z#").

4.7. La catégorie des G-Os-modules. — Soient G un S-groupe et .# un Og-
module; W(.%) est muni d’une structure de Og-module.

Définition 4.7.1. — On appelle structure de G-Os-module sur % une structure de
hg-Og-module sur W(%) (cf. 3.2). Un morphisme de G-Ogs-modules est par dé-
finition un morphisme des hg-Og-modules associés. On obtient ainsi la catégorie
(G-0s-Mod.), et 'on note (G-Os-Mod.q.c.) la sous-catégorie pleine formée des G-Ogs-
modules qui sont quasi-cohérents comme Og-modules.

Se donner une structure de G-Os-module sur %, c’est donc par 3.2 se donner un
morphisme de (Sch) g-groupes

he — Auto, (W(Z)).

Remarque 4.7.1.1. — On peut dire que l'on a construit les catégories que l'on vient
de définir par les carrés cartésiens :

(G-Os-Mod.q.c.) —— (G-0s-Mod.) — (hg-Os-Mod.)
oubli

(Os-Mod.q.c.) > (Os-Mod.) —~—> (Og-Mod.)
(35) Les catégories (0g-Mod.) et (Os-Mod.) sont abéliennes, mais on prendra garde
qu’en général le foncteur W n’est pas exact, ni a gauche ni a droite.

Remarque 4.7.1.2. — % Soit .# un G-Og-module. Le sous-faisceau des invariants
FG est défini comme suit : pour tout ouvert U de S,

FEU) =W(F)CU)={rc FU)|g- -2y =z pour tout S’ Luge G(S")},
ou zg désigne 'image de x dans I'(S', f*(%)) = T(U, fu f*(F)).

(BYN.D.E. : On a détaillé la phrase qui suit.

(B5N.D.E. : On a corrigé l'original, en supprimant l’assertion que la catégorie (G-Og-Mod.) est
abélienne, voir 4.7.2.1 plus bas.

(36)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.
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On prendra garde que le morphisme naturel W(.#%) — W ()% n’est pas un
isomorphisme en général. Par exemple, si S = Spec(Z) et G est le groupe constant
7)27 = {1,7} agissant sur .# = Og par 7-1 = —1, on a . = 0 mais, si R est une
Fy-algebre, W (%)% (Spec(R)) = R.

4.7.2. — On suppose désormais, jusqu’a la fin du n°4.7, que G est affine sur S. 37)
Alors, en vertu de 4.6.4, la donnée d’un morphisme de S-foncteurs

p:hg — Endg (W(F))
équivaut a celle d’'un morphisme de Og-modules
p:F — F Qg A (G).

Dire que p est un morphisme de (S/c\h) /s-groupes équivaut alors a dire que 1 satisfait
aux axiomes suivants :

(CM 1) le diagramme suivant est commutatif

F - T @p, A (G)
n id ®A
p®id
F Koy JZf(G) F (g7 JZ{(G) Reoy JZf(G) .

(CM 2) le composé ci-dessous est lidentité

id ®e
R

F—r > 7o d(G) F @ O ——> F.

Ces axiomes (CM 1) et (CM 2) sont ceux de la structure de comodule (i droite) (%)
sur la bigebre &7 (QG).

Posons & = &7 (G). Si.Z et %' sont des &/-comodules, un morphisme de comodules
f:F — F est un morphisme de Os-modules tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

F ! F
Mﬁl lltﬁ/
®id
Food 12 2%

On obtient ainsi la catégorie (&/-Comod.), et l'on notera («/-Comod.q.c.) la sous-
catégorie pleine formée des «7-comodules qui sont quasi-cohérents comme Os-modules.
On a donc obtenu :

Proposition 4.7.2. — Soit G un S-groupe affine sur S. On a des équivalences de caté-

B7)N.D.E. : ¢f. VIg, §§11.1-11.6 pour Pextension des résultats de 4.7.2 au cas ot G n’est pas néces-
sairement affine, mais ou G et % sont supposés plats sur S.

(38)N.D.E. : Les G-0g-modules & gauche correspondent de fagon naturelle aux o7 (G)-comodules &
droite.
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gories :
(G-Os-Mod.) = (#/(G)-Comod.)

(G-0s-Mod.q.c.) = (&7 (G)-Comod.q.c.)

(39) Si de plus S = Spec(A) est affine et si on note A[G] = T'(S,.27(G)), on a une
équivalence de catégories

(#(G)-Comod.q.c.) 2 (A[G]-Comod.).

(40) On suppose que o7 = o7/ (G) est un Og-module plat. Soient & un o7-comodule
et Z un sous-Ogs-module de &. Comme & est plat sur s, on peut identifier # Q@ &/
(resp. F @ & ® &/) & un sous-Os-module de & ® &7 (resp. & ® &/ ® o). Supposons
que pe applique % dans % ® &, alors sa restriction pug : % — % ® & munit
% d’une structure de &/-comodule; on dit que .# est un sous-comodule de &. Par
passage au quotient, ugs définit un morphisme de Og-modules &/.% — &/F @ o,
qui munit &/.% d’une structure de o/-comodule. Si f: & — &’ est un morphisme de
g/ -comodules, Ker f (resp. Im f) est un sous-&/-comodule de & (resp. &’), et f induit
un isomorphisme de &/-comodules : &/ Ker f — Im f. De plus, si & et & sont des
Os-modules quasi-cohérents, il en est de méme de Ker f et Im f. Par conséquent,
(«7-Comod.) et (&/-Comod.q.c.) sont des catégories abéliennes.

Corollaire 4.7.2.1. — On suppose que G est affine et plat sur S. Alors la catégorie
(G-Os-Mod.q.c.) (resp. (G-Os-Mod.)), équivalente a la catégorie des o7 (G)-comodules
quasi-cohérents sur Og (resp. </ (G)-comodules), est abélienne.

4.7.3. — Supposons maintenant que G soit un groupe diagonalisable, c’est-a-dire que
27 (G) soit lalgebre d’un groupe commutatif M sur le faisceau d’anneaux Os. Si %
est un Og-module, on a

F0d(G) =[] Femos.
meM
Se donner un morphisme de @s-modules
w:F — 7 dG)
est donc équivalent & se donner des Os-endomorphismes (L, )mem de Z, tels que
pour toute section z de % sur un ouvert de S, (., (x)) soit une section de la somme

directe [[,,cn# (cela veut dire que sur tout ouvert suffisamment petit, il n’y ait
qu’un nombre fini de restrictions des i, (x) qui soient non nulles).

Pour que p définie par

ua) = Y pmle) ®m
meM
vérifie (CM 1) (resp. (CM 2)) il faut et il suffit que 'on ait

Hm © Pm/ = 6mm’/14ma (resp. Z Hm = Id?)v
meM

(39)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.
(40)N.D.E. : On a ajouté le paragraphe qui suit, tiré de [Se68, §1.3].



36

30 EXPOSE I. STRUCTURES ALGEBRIQUES. COHOMOLOGIE DES GROUPES

ce qui signifie que les pu,, sont des projecteurs deux a deux orthogonaux de somme
I'identité. On a donc prouvé :

Proposition 4.7.3. — Si G = Dg(M) est un S-groupe diagonalisable, la catégorie des
G-Os-modules quasi-cohérents (resp. des G-Og-modules) est équivalente a la catégorie
des Os-modules quasi-cohérents (resp. des Os-modules) gradués de type M.

Remarque. — Si % est muni d’une structure de Og-algébre conservée par les opéra-
tions de G, alors la graduation de .# est une graduation d’algebre. Plus précisément :

Corollaire 4.7.3.1. — Le foncteur o/ — Spec &/ induit une équivalence entre la caté-
gorie des Os-algebres quasi-cohérentes graduées de type M et la catégorie opposée a
celle des S-schémas affines sur S a S-groupe d’opérateurs G = Dg(M).

Proposition 4.7.4. — Soit G un S-groupe diagonalisable. Si 0 — F, — Fo — F3 — 0
est une suite exacte de G-Os-modules quasi-cohérents qui se scinde comme suite de
Os-modules, alors elle se scinde également comme suite de G-Os-modules.

En effet, si G = Dg(M), chacun des .%; est gradué par des (.%;),, et pour chaque
m € M la suite

de Os-modules est scindée. La proposition précédente entraine alors le résultat.

4.8. Objets et modules G-équivariants. — V) Soit & une catégorie ou les
produits fibrés existent et soit G un Cg\-groupe, 7 : M — X un morphisme de ‘g,
et A : G x X — X une action de G sur X. Si U € Ob(%) et x € X(U), on note
M(z) = 71 (z) = {m € M(U) | n(m) = z}; si ¢ € G(U) on notera aussi gz =
Mg, z) € X(U).

Définition 4.8.1. — a) On dit que M est un X-objet G-équivariant si 'on s’est donné

une action A : G x M — M de G sur M relevant A, i.e. telle que le carré ci-dessous
soit commutatif :

GxM—2>M

ida XT(J/ lﬂ'

GxX—2-X

Ceci équivaut & se donner des applications

Az(g): M(z) — M(gz), m—g-m
pour tout morphisme (g,z) : U — G x X (U € Ob(%)), vérifant 1 - m = m et
g (h-m)=(gh)-m et fonctorielles en le (G x X)-objet U.

b) Sous les conditions de a), on dit que M est un Ox-module G-équivariant si c’est
un Ox-module (cf. 4.3.3.1) et si laction A est compatible avec la structure de Ox-
module de M, c.-4-d., si pour tout (g,z) € G(U) x X(U) (U € Ob(%)), l'application
Az(g) : M(z) — M(gx), m +— g - m est un morphisme de O(U)-modules.

(4DN.D.E. : On a ajouté ce paragraphe.
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Remarque 4.8.2. — (i) Dans a) ci-dessus, les conditions A, (1) = id et Ap,(g)oA(h) =
A, (gh) entrainent évidemment que chaque A, (g) est une bijection, d’inverse Ay, (g7 1).
Réciproquement, si 'on suppose que chaque A,(g) est une bijection, la condition
Apo(g) o Ay (h) = Ay (gh) appliquée & h = 1 donne A, (1) = id.

(ii) Dans ce qui suit, on notera Y x ¢ F le produit fibré de 7 : M — X et d’un
X-foncteur f : Y — X. D’apres (i), on voit que se donner des bijections M(x) —
M(gx), m +— g - m, fonctorielles en le morphisme (g,z) : U — G x X, équivaut a se
donner un isomorphisme de (G x X)-foncteurs

0: (GXX) XerM;(GXX) XAMa (g,x,m)H(g,z,g~m);

ceci définit une action de G sur M (i.e. g - (h - m) = (gh) - m)) si et seulement si le
diagramme de (G x G x X)-isomorphismes ci-dessous est commutatif (ol on note
u la multiplication de G et f*(0) I'isomorphisme déduit de 6 par un changement de
base f:GxGxX - GxX):

pr3 3(0)
(GxGxX) x M = (GxGxX) x M
PrxOpry 3 )\oprz:3
(G x G xX) X M (G x G xX) X M
prxo(pxidx) prxo(idg xA)
(pxidx)*(0) | | (da xA)"(0)
(GxGxX) x M=—(GxGxX) x M
Ao(uxidx) Ao(idg xA)

Appliquons ce qui précede dans la situation suivante. Soient S un préschéma, G
un S-groupe opérant sur un S-préschéma X, et .# un Ox-module (quasi-cohérent).
Rappelons (cf. 4.6.2) que, pour tout X-préschéma f :Y — X, on a W(F) xx Y ~
W (f*%), et que le foncteur W est pleinement fidele.

Définition 4.8.3. — On dit que ¥ est un Ox-module G-équivariant si le Ox-module
M = W(Z) est G-équivariant, c.-a-d., si on s’est donné des isomorphismes de O(U)-
modules

A(9): T(U,2*F) = T(U,(gz)*F),
fonctoriels en le (G xg X)-préschéma U et vérifiant Ay, (g) o Az (h) = A(gh).

Compte-tenu de la remarque 4.8.2 et des rappels ci-dessus, ceci équivaut a ’exis-
tence d'un isomorphisme de O xx-modules

0: prx(F) " \(F)
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tel que le diagramme ci-dessous soit commutatif :

pr3.4(0)
prj 5 0 pri(F) — = prj 5 0 A*(F) === (idg x\)* 0 pr§(F)

~

| (ida x2)*(0)

idx )™ (0
(1 x idx)* 0 pric(F) LIS iy 0 M (F) == (idg x\)* 0 A*(.F) .

Remarque 4.8.4. — On retrouve ainsi la définition donnée, par exemple, dans [GIT,
Chap. 1, §3], a ceci pres que dans loc. cit. Mumford considére un &x-module locale-
ment libre & de rang fini et une action de G sur V(&) = W(&V).

5. Cohomologie des groupes

5.1.ALe complexe standard. — (*?) Soient € une catégorie, G un (g—groupe, O
un %-anneau et F un G-O-module. On pose, pour n > 0,
C"(G,F) =Hom(G",F) et C"(G,F)=Hom(G",F),
ot GO est I'objet final e. Alors C"(G,F) (resp. C*(G,F)) est muni de maniere évi-
dente d’une structure de O-module (resp. de I'(O)-module) et on a
C"(G,F)=I'(C"(G,F)) et C"(G,F)(S)=C"(Gg,Fg).

Se donner un élément de C*(G,F), c’est se donner pour chaque S € Ob(%) une

n-cochaine de G(S) dans F(S), fonctoriellement en S. L’opérateur bord
d: C"(G(S),F(S)) — C"T(G(S),F(S)),

qui, rappelons-le, est donné par la formule

0f(g1s- s Gns1) = 91 (9251 gni1) + D (=1 f(91,- - GiGiv1, - Gni1)
=1

+(=1D"f g1 9m),
est fonctoriel en S et définit donc un homomorphisme :

d:C"(G,F) — C""(G,F)
tel que dod = 0. On a donc défini un complexe de groupes abéliens (et méme de I'(O)-
modules) noté C*(G,F). On définit de la méme maniére le complexe de O-modules
C*(G,F) et ona:
C(G,F) =T(C'(G,F)).
On note H"(G, F) (resp. H"(G,F)) les groupes (resp. les ‘g-groupes) d’homologie du
complexe C*(G,F) (resp. C* (G, F)).
On a en particulier

HY(G,F)=F¢ et HY(G,F)=T(F°).

(42)N.D.E. : Ce complexe est souvent appelé « complexe de Hochschild » ; voir par exemple le §11.3
dans [DGTO].
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Remarque 5.1.1. — *3) La description « ensembliste » de d donnée plus haut est com-
mode pour vérifier que 0od = 0. On peut aussi définir 9 en termes de la multiplication
m: G x G — G et de laction p : G x F — F comme suit : pour tout f € C*(G,F),

af =puo (idG Xf) + Z(—l)if o (idGi—l Xm X idGnﬂ') + (—1)n+1f e} pr[Ln],

i=1

ou pryy ,,; désigne la projection de Gl = G” x G sur G”. De méme, pour tout
SeOb(%) et f e C"(G,F)(S) =C"(Gs,Fs), on a

Of = ps o (idgg X f) + Z(—l)if o (idgi-1 xmg X idgn-i) + (=)™ fopry ),

i=1

ol mg et ug sont déduits de m et u par changement de base.

5.2. (44 On rappelle (cf. §3) que (G-O-Mod.) est munie d’une structure de catégorie
abélienne, définie « argument par argument » ; ainsi,

0—F —F—F' —0
est une suite exacte de G-O-modules si, et seulement si, la suite de groupes abéliens
0 — F'(S) — F(S) — F"(S) — 0
est exacte, pour tout S € Ob(%).

(45) Supposons € petite ; alors, d’apres 3.2.1, (G-O-Mod.) possede assez d’objets
injectifs, de sorte que les foncteurs dérivés des foncteurs exacts & gauche H° et HO sont
définis. Nous nous proposons maintenant de montrer que les foncteurs H" (resp. H")
sont bien les foncteurs dérivés de H® (resp. HO).

Définition 5.2.0. — (*9) Pour tout O-module P, on note E(P) I'objet Hom(G,P) de
% muni de la structure de G-O-module définie comme suit : pour tout S € Ob(%)
on a Hom(G,P)(S) = Homg(Gg, Pg), et on fait opérer g € G(S) et a € O(S) sur
¢ € Homg(Gs, Pg) par les formules

(g-0)(h) = d(hg) et (a-9)(h) = ag(h),
pour tout h € G(S'), S’ — S. De plus, pour tout ¢ € Homg(Gg, Ps) on pose

e(¢) = ¢(1) € P(S)
(ou 1 désigne I’élément unité de G(S)).
Ceci définit un foncteur E : (O-Mod.) — (G-O-Mod.) et une transformation natu-
relle € : E — Id, ou Id désigne le foncteur identique de (O-Mod.).

(43)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.

“UONDE.:Ona ajouté le rappel qui suit.

(45N.D.E.:Ona ajouté la phrase qui suit.

(46)N.D.E. : On a modifié loriginal, afin d’introduire 5.2.0.1 et 5.2.0.2, qui seront utiles dans la
démonstration du théoréeme 5.3.1.
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Remarque 5.2.0.1. — (*5) Dans ce qui suit, désignons par G; et G4 deux copies de G.
Alors le morphisme

Gi X E(P) — E(P),  (g1,6)~ (g2~ 6(0201))
correspond via les isomorphismes

Hom(G; x E(P),E(P)) ~ Hom(E(P), Hom(G1, Hom(Gy, P)))
~ Hom(E(P),Hom(G3 x G1,P))

au morphisme ¢ +— ((gg,gl) — ¢(gggl)), i.e. au morphisme
Hom(G,P) — Hom(Gy x G1,P)
induit par la multiplication pug : G X G — G, (g2,91) — g201-

Lemme 5.2.0.2. — 49 (i) Le foncteur E est adjoint a droite du foncteur d’oubli
(G-O-Mod.) — (O-Mod.); plus précisément, ¢ : E — Id induit pour tout M €
(G-O-Mod.) et P € Ob(O-Mod.) une bijection
Homg-o0-Mod. (M, E(P)) — Homo-moa. (M, P)
fonctorielle en M et P.
(ii) Par conséquent, si 1 est un objet injectif de (O-Mod.) alors E(I) est un objet
injectif de (G-O-Mod.).

Démonstration. A tout O-morphisme f + M — P, on associe I'élément ¢; de
Homo (M, E(P)) défini comme suit. Pour tout S € Ob(%) et m € M(S), ¢(m) est
lélément de Homg(Gg, Pg) défini par : pour tout g € G(S'), S’ — S,

¢r(m)(g) = f(gm) € P(S').
Alors, pour tout h € G(S), on a ¢r(hm) = h - f(m), i.e. ¢; est un élément de
Hom(;_o_Mod_ (M, E(P))
Si ¢ € Homg.o-Mod.(M, E(P)) et si on note, pour tout m € M(S), f(m) = ¢(m)(1),

alors

¢1(m)(g) = f(gm) = o(gm)(1) = (g ¢(m))(1) = p(m)(9),
i.e. ¢y = ¢. Réciproquement, il est clair que ¢y(m)(1) = f(m). Ceci prouve (i), et (ii)
en découle aussitot.

Définition 5.2.0.3. — Soit M un G-O-module ; Papplication identique de M (considéré
comme O-module) correspond par adjonction au morphisme de G-O-modules
um : M — E(M)
tel que pour tout S € Ob(%) et m € M(S), punm(m) est le morphisme Gg — Mg défini
par : pour tout 8" — S et g € G(Y), pm(m)(g) = g - mg € M(S).
Notons que pn est un monomorphisme. En effet, eng : E(M) — M est un mor-

phisme de O-modules tel que en o pung = idn ; par conséquent M est facteur direct,
comme O-module, de E(M).
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Proposition 5.2.1. — On suppose que € est petite, que les produits finis y existent, et
que G est représentable. Alors, les foncteurs H*(G, ) (resp. H"(G, )) sont les fonc-
teurs dérivés du foncteur exact a gauche HO(G, ) (resp. H (G, )) sur la catégorie
des G-O-modules.

En vertu des résultats généraux bien connus A7), il suffit de vérifier que les H*(G, )
(resp. H"(G, )) forment un foncteur cohomologique effagable en degrés > 0.

Soit

0—F —F—F —0

une suite exacte de G-O-modules, et soit S € Ob(%). Par hypothese, G est représen-
table par un objet G € Ob(%), et les produits finis existent dans € ; en particulier €
posseéde un élément final e. Donc, chaque G™ X hg est représentable par G™ x S (avec
GY = e), et la suite

0— F(G"xS) —F(G"xS) —F'(G"xS)—0
est exacte. Ceci montre que la suite de O-modules
0 — C"(hg,F') — C"(hg,F) — C"(hg,F"’) — 0

est exacte. Il en résulte que C*(G, ) considéré comme foncteur sur (G-O-Mod.) &
valeurs dans la catégorie des complexes de (O-Mod.) est exact. Ceci montre que les
H"(G, ) forment bien un foncteur cohomologique. Comme le foncteur I' est exact,
il en est de méme pour les H*(G, ). Il nous suffira maintenant de démontrer :

Lemme 5.2.2. — Pour tout P € Ob(O-Mod.), on a :
H"(G,Hom(G,P)) =0 et H"(G,Hom(G,P)) =0, pourn > 0.

11 nous suffit de démontrer que C*(G,Hom(G,P)) et C*(G,Hom(G, P)) sont ho-
motopiquement triviaux en degrés > 0. Il suffit méme de le faire pour le second, le
résultat correspondant pour le premier s’en déduisant par changement de base. (48
Or, on définit pour tout n > 0 un morphisme

o: C""Y(G,Hom(G,P)) — C"(G,Hom(G,P))
comme suit. Soit f € C"T1(G,Hom(G,P)); pour tout S € Ob(%) et g1,...,9n €

G(S), a(f)(g1,---,9n) est Pélément de Homg(Gs, Pg) défini par : pour tout S’ — S
et z € G(5'),

a(f)(g1s---9n)(@) = f(,91,.-.,9n)(e) € P(S)

(ot e désigne 1’élément unité de G(S’)). Alors, o est un opérateur d’homotopie en
degrés > 0. En effet, pour tout ¢1,...,9n+1 € G(S) et © € G(S’) on a, d'une part :

ag(f)(gh s ,gn+1)(x) = f('r917927 s 7gn+1)(6)

D @ g1 GGt gurn)(€) + (1) (g, ga) ),
=1

(“IN.D.E. : cf. [Gr57], 2.2.1 et 2.3. Par ailleurs, on a détaillé 'original dans ce qui suit.

(48)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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et d’autre part :

a(0f)(g1s-- s gnr1)(@) = (2 f(g1,92,- -, gny1))(€) — f(xg1,92,- -, In+1)(€)

+ Z(_l)i—i_lf(xvgla e GiGit1s - 1) + (CD) TR f (2,1, gn) (e),
i=1
d’ou
(90(f) +a(01) (g1, gns1)(@) = flg1,- -+, Gns1) (@),
i.e. 9o + 00 est 'application identique de C"*1(G, Hom(G, P)), pour tout n > 0.

Remarque 5.2.3. — (*9 L’hypothese « € petite » n’est utilisée que pour assurer exis-
tence des foncteurs dérivés R*H? et R"HC. Dans tous les cas, ce qui précéde montre
que les foncteurs H*(G, ) (resp. H"(G, )) forment un foncteur cohomologique, ef-
fagable en degrés > 0, donc ce sont les foncteurs satellites (droits) du foncteur exact
a gauche HY(G, ) (resp. H(G, )), au sens de [Gr57, 2.2]; si (G-O-Mod.) pos-
sede assez d’objets injectifs (ce qui est le cas si € est petite), ils coincident avec les
foncteurs dérivés (loc. cit. 2.3).

5.3. Cohomologie des G-Os-modules. — Soient S un préschéma, G un S-groupe
et % un G-0s-module quasi-cohérent. On définit les groupes de cohomologie de G a
valeurs dans .# par
H"(G, #) = H"(hg, W(ZF)).

(pour les notations, cf. 4.6).

Supposons G affine sur S. Alors, vu la proposition 4.6.4, cette cohomologie se
calcule de la fagon suivante : H*(G, .#) est le n-iéme groupe d’homologie du complexe
C*(G,.%) dont le n-ieme terme est :

CG,Z)=T(S,Z @ H#(C)® - @ (C)).

n fois

Si f (resp. a;) est une section de & (resp. de &/(G)) sur un ouvert de S, on a

Nf®a @ ®ap) =pz(f)®a1®az @ @ay
JFZ(*l)if@al®"'®Aai®"'®an
i=1

+ (D" f@u®ay - ®a, ®1,

ol A: (G) = H(G)® A(G) et pug : F — F @ (G) décrivent la structure de
cogebre de &7 (G) et de comodule de .%. Remarquons en passant que la cohomologie
de G a valeurs dans .% ne dépend donc que de la structure de comodule de .7, et en
particulier que de la structure de S-monoide de G.

On a en particulier

HO(G, #) =T(S,.79),

(49)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.
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ot ZC | le faisceau des invariants de .F, est défini comme le faisceau dont les sections
sur ouvert U de S sont les sections de .% sur U dont I'image inverse dans tout S’
au-dessus de U est invariante par G(S') (cf. 4.7.1.2).

Théoreme 5.3.1. — Soient S un schéma affine, G un S-groupe affine et plat sur S.
Les foncteurs H"(G, ) sont les foncteurs dérivés de H(G, ) sur la catégorie des
G-Os-modules quasi-cohérents.

Démonstration. ®®) Comme G est affine et plat sur S alors, d’apres 4.7.2.1, la ca-
tégorie (G-Os-Mod.q.c.) est équivalente a la catégorie (& (G)-Comod.q.c.) des &7 (G)-
comodules quasi-cohérents sur O, et est donc abélienne. D’autre part, &7 (G) étant
un Os-module plat, chaque foncteur F — F @4, o/ (G)®" est exact ; comme de plus
S est affine, on obtient que C*(G, ) est un foncteur exact sur (G-Os-Mod.q.c.).

Notons A (resp. 1) la comultiplication (resp. 'augmentation) de <7 (G). Pour tout
Os-module quasi-cohérent &2, on note Ind(Z?) = & Q¢ & (G) muni de la structure
de &7 (G)-comodule définie par

de®A: P Qg 4(G) — & Qe Y (G) Qps & (G);
ceci définit un foncteur Ind : (s-Mod.q.c.) — (G-0s-Mod.q.c.).
Il résulte de 4.6.4.1, 5.2.0 et 5.2.0.1 que 'on a un isomorphisme de G-Og-modules :
(%) W(Ind(2)) ~ E(W(2)) = Hom(G, W(2)).
Via cette identification, le morphisme ¢ : E(W(Z?)) — W(Z?) correspond au mor-
phisme de Os-modules idg @7 : Ind(L) — Z.
On a déja utilisé que foncteur W : (0s-Mod.) — (Og-Mod.) est pleinement fidele ;

il en est de méme, d’apres la définition 4.7.1, de sa restriction a (G-0g-Mod.), i.e. si
M, M sont des G-Os-modules, on a un isomorphisme fonctoriel

HomG—ﬁs—Mod.(%a %l) = HomG-Os-MOd-(W(’/{)7 W(%/))
Par conséquent, on déduit du lemme 5.2.0.2 le
Corollaire 5.3.1.1. — (i) Le foncteur Ind est adjoint o droite du foncteur d’ou-
bli (G-Os-Mod.q.c.) — (Os-Mod.q.c.). Plus précisément, lapplication idgep @n :
Ind(&) — & induit pour tout objet A de (G-Os-Mod.q.c.) une bijection
Homg_ﬁS_Mod,(///, Ind(t@)) L HOHI@S (%, y)

(ii) Par conséquent, si F est un objet injectif de (Os-Mod.q.c.) alors Ind(.#) est

un objet injectif de (G-Os-Mod.q.c.).

Soient .# un G-Og-module et pg : .F — Ind(%) 'application définissant la struc-
ture de &7 (G)-comodule. Il résulte de 5.2.0.3 (ou bien des axiomes (CM 1) et (CM 2)
de 4.7.2) que pg est un morphisme de G-Og-modules, et que (idg ®n) o pgz = id#,

(30)N.D.E. : On a modifié I'original, pour faire voir que la catégorie (G-Og-Mod.q.c.) est abélienne
et a assez d’objets injectifs. On pourra comparer avec [Ja86], Part I (ot l'on prendra garde que
« k-group scheme » signifie « affine k-group scheme », cf. 2.1), 3.3-4, 3.9, 4.2 et 4.14-16.
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donc que .# est un facteur direct de Ind(.#) comme Og-module; en particulier, pg
est un monomorphisme. Comme on a, d’apres (x) et 5.2.2,

H*(G, W(Ind(#))) ~ H"(G, Homg (G, W(F))) =0 pour n > 0.
on obtient donc que H"(G, ) est effagable pour n > 0.

Enfin, S étant affine, (0s-Mod.q.c.) posseéde assez d’objets injectifs. Soit donc & —
«# un monomorphisme de Os-modules, oul .# est un objet injectif de (Js-Mod.q.c.);
alors, &7 (G) étant plat sur Og, Ind(.%) est un sous-G-Og-module de Ind(.#), d’ou :

Corollaire 5.3.1.2. — La catégorie abélienne (G-Os-Mod.q.c.) posséde assez d’objets
injectifs.
Compte-tenu de [Gr57, 2.2.1 et 2.3] (déja utilisé dans la preuve de 5.2.1), ceci

acheve la démonstration du théoréme 5.3.1.

Remarque 5.3.1.3. — On peut aussi démontrer 5.3.1.1 par le calcul suivant. A tout
morphisme de G-Og-modules ¢ : 4 — &P Rp, % (G) on associe le Og-morphisme
(ide®@n)o ¢ : M — &P. Réciproquement, & tout Og-morphisme [ : # — & on
associe le morphisme de G-Os-modules (f ® idg/ () © pow + M — P D64 </ (G). On
voit aussitot que

(ide ®@n)o (f ®idy(q)) o pw = (f ®idgg) o (ide @n) o pg = f.
D’autre part, pour tout ¢ le diagramme ci-dessous est commutatif :

¥ ¢ P 2, 7(C)

Mo l iidgv ®A
P®idy (a)

M D04 A (G) P Qo5 A (G) ©os I (G).

Il en résulte que

(((idﬂ ®n) o ¢) ®idy(a) ) op.g = (1dy®@n®idy(q)) o (¢ ®idy(q)) © ta
= (ldy ®n ®idy(g)) © (idy @A) 0 ¢ = ¢.
Ceci prouve 5.3.1.1 (i) (et (ii) en découle).

Soit # un G-Os-module; on a vu plus haut que 'axiome (CM 2) de 4.7.2 montre
que considéré comme Og-module, .F est un facteur direct de E(.#). Cela entraine :

Proposition 5.3.2. — Soient S un schéma affine et G un S-groupe affine et plat ; sup-
posons que toute suite eracte 0 — Fy — Fo — F3 — 0 de G-Os-modules quasi-
cohérents, qui se scinde comme suite de Os-modules, se scinde également comme
suite de G-Os-modules.

Alors, les foncteurs H"(G, ) sont nuls pour n > 0 (ou ce qui revient au méme, le
foncteur HO(G, ) est ezact).
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En effet, d’apres I’hypothese, la suite de G-Os-modules
0— % —E¥%) —E%)/% —0
est scindée ; .7 est donc facteur direct, comme G-Os-module, dans E(%), or la coho-

mologie de ce dernier est nulle.

On tire immédiatement de la et de la proposition 4.7.4 :
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Théoréme 5.3.3. — Soient S un schéma affine et G un S-groupe diagonalisable. Pour
tout G-Os-module quasi-cohérent &, on a H"(G, #) =0, pour n > 0.

Remarque. — La proposition 5.3.2 reste valable, lorsque G n’est pas nécessairement
plat sur S; la démonstration fait alors appel & la cohomologie relative. (°1)
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