EXPOSE VII,

ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN
GROUPES

par P. GABRIEL

Dans I'exposé II nous nous étions limités a I’étude des invariants différentiels du
premier ordre et nous n’avions pas abordé certains phénomenes spéciaux a la carac-
téristique p > 0 ou a la caractéristique 0. Notre objet dans la partie A de cet exposé
est de combler cette lacune.

D’ailleurs, ’étude infinitésimale d’ordre quelconque d’un schéma en groupes est
reliée a celle du groupe formel associé; 'objet de la deuxiéme partie de cet exposé est
de présenter les premiéres définitions et propriétés concernant les groupes formels.

A) Opérateurs différentiels et p-algébres de Lie (*)

1. Opérateurs différentiels

Dans cette section, ainsi que dans les sections 2 et 3, S désigne un préschéma et les
produits considérés sont des produits cartésiens dans la catégorie des S-préschémas
(1), Si X est un S-préschéma, nous notons px /s» px ou simplement p le morphisme
structural de X dans S.

1.1. Soit u : Y — X un morphisme de S-préschémas et munissons 'image directe
ux(Oy) du faisceau structural de Y de la structure de &x-module induite par u. Le
faiscean J# = %ﬂomp;(ﬁs)(ﬁx,u*(ﬁy)) des homomorphismes de py'(€s)-modules
de Ox dans u.(0Oy) est donc muni naturellement d’une structure de &x-bimodule :
si U est un ouvert de X, f et d des sections de Ox et S sur U, fd et df sont
respectivement les morphismes g — fd(g) et g — d(fg) de Ox dans u.(Oy). Nous
écrirons désormais (ad f)(d) au lieu de fd —df.

(O version 1.0 du 18/7/09; revoir 1.5, 2.5, 4.1.4 b) et 6.1-2
(*)La partie A du présent exposé n’avait pas été traitée sérieusement dans les exposés oraux.

(UN.D.E. : En particulier, si X et Y sont deux S-préschémas, X xg Y est noté simplement X x Y.
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380 EXPOSE VII. ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN GROUPES

Définition 1.1.1. — Une S-déviation d’ordre < n est par définition un couple D =
(u,d) formé d’un morphisme de S-préschémas u : Y — X et d’un morphisme de
p~1(Os)-modules d : Ox — u.(Oy) tel que, pour tout ouvert U de X et toutes les
suites de n + 1 sections fo,..., fn € Ox(U), on ait dans Hompal(ﬁs)(ﬁU,U*(ﬁY)‘U) :

(*n) (ad fo)(ad f1) -+~ (ad fa)(d) =0. &

Dans ce cas, nous dirons aussi que d est une S-déviation de u d’ordre < n. En par-
ticulier, une S-déviation de u d’ordre < 0 est un morphisme de Ox-modules de Ox
dans u.(Oy), c.-a-d., un élément de I'(Y, Oy).

Définition 1.1.2. — Un morphisme de p~!(0s)-modules d : Ox — u.(Oy) est une
S-déviation de u si, pour tout point y de Y, il existe un voisinage ouvert U de u(y)
dans X et un voisinage ouvert V de y dans Y vérifiant les conditions suivantes :

a) u(V) C U;

b) si v : V. — U est le morphisme induit par u, il y a un entier n tel que le
morphisme Oy — v,(Oy) induit par d soit une S-déviation de v d’ordre < n. )

Si d est une S-déviation de u, nous disons aussi que le couple D = (u,d) est une
e . . . D d
S-déviation et il nous arrivera d’écrire Y — X ou Y — X.

u
Lorsque d est ’homomorphisme d’algebres uf : Ox — u.(Oy) qui correspond au
morphisme v : Y — X, nous écrirons aussi u au lieu de D.

Remarques 1.1.3. — ) Soit Dév(u) (resp. DévS"(u)) I'ensemble des S-déviations de u
(resp. S-déviations de u d’ordre < n). Il est muni d’une structure naturelle de Oy (Y)-
module : si A € Oy (Y), Ad est la déviation qui envoie f sur Ad(f), pour toute section
f de Ox sur un ouvert U.

Pour tout ouvert V de Y, posons Zév(u)(V) = Dév(uly), c.-a-d., 2év(u)(V) est
I’ensemble des

dv € Homy—1(p4)(Ox, (ulv)(Ov)) = Homy-1(64) ((ulv) ™ Ox, Ov)
= %Omp—l(ﬁs)(u_lﬁx, ﬁy)(V)

(DIN.D.E. : On voit facilement que ceci équivaut & dire que, pour tout = € X et fo, -, fn,9 € Ox o,
on a (ad fo)(ad f1) - - - (ad fn)(dz)(g) = 0. D’autre part, rappelons que I'isomorphisme d’adjonction :
. ~ —1
0 : Homp;1<0s)(ﬁx,u*(ﬁy)) — Homp;{l(tﬁs)(u (0x), Ov)

associe & tout morphisme de p~!(&g)-modules d : Ox — u+(Oy) le morphisme d’ = € o u~1(d), on
¢ est le morphisme canonique u~lu.(&y) — Oy . Réciproquement, pour tout p~!(&g)-morphisme
d :u~Y(0x) — Oy, on a @~ 1(d') = u«(d') on, ot  est le morphisme canonique Ox — usu™1(0x).
Il en résulte que d vérifie (x,,) si et seulement si d’ vérifie :

(*1) (ad fo) -+ (ad fn)(d')(g) = 0

pour tout ouvert V. de Y et fo,..., fn,g € v (Ox)(V).

(BIN.D.E. : Si X et u sont quasi-compacts, toute S-déviation de u est d’ordre < n, pour un certain
entier n.

(4)N.D.E. : On a ajouté ces remarques, qui seront utiles dans 1.3, 1.4 et 2.1.
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tels que, pour tout ouvert U de X, I'application dv (U) : Ox(U) — Oy (u=*(U)NV) vé-
rifie (#,). Ceci définit un préfaisceau de Oy-modules sur Y, et on voit facilement que
c’est un faisceau (plus précisément, un sous-faisceau de Hom,—1(gy)(u™'Ox, Oy)).

1.2. Considérons maintenant deux S-déviations D = (u,d) et E = (v, e) :
Z—=Y—=X

Lorsque U parcourt les ouverts de X, les applications composées

r(U, ox) 2 ru=u, oy) T(vtu'U, 67)

définissent une S-déviation de uv que nous noterons de ; lorsque d est d’ordre < m et
e d’ordre < n, de est d’ordre < m + n. Nous écrirons aussi
M Do E = (uv, de) (®)

et nous dirons que D o E ou DE est la S-déviation composée. Lorsque d = u’ (c.-a-d.,
D = u avec la convention de 1.1), on dit aussi que DE est l"image de E par u.

e(u™tU)
_

Définition. — L’application (D,E) — D o E que nous venons de définir nous per-
mettra désormais de parler de la catégorie des S-déviations, qui a pour objets les
S-préschémas, pour morphismes les S-déviations. (©)

1.2.1. Définition. — () Soit w : Z — X un S-morphisme. Une S-dérivation de w, ou
S-dérivation de Ox dans w.(0z), est un morphisme de p~!(0s)-modules d : Ox —
wy(Oz) tel que, pour tout ouvert U de X et f,g € Ox(U),

d(fg) = w*(f)d(g) + w(g)d(f)-
Alors, d est une déviation de w d’ordre < 1, qui s’annule sur la section unité de Ox.
On notera Dérg(w) l'ensemble des S-dérivations de w; c’est un &'(Z)-module.

Avec les notations de 1.2, prenons Y égal a Iy = Spec 07[T]/(T?) et v égal a la
section nulle s de I — Z, définie par ’homomorphisme d’algebres de €z[T]/(T?)
dans 0 qui s’annule sur la classe ¢t de T modulo T2, et prenons e égal au morphisme
de Oz-modules o : Oz[T]/(T?) — Oz défini par o(1) =0 et o(t) = 1.

Siw : Iy — X est un morphisme vérifiant w = wos, alors o ou’ est une S-dérivation
de Ox dans w,(0z). Réciproquement, a toute S-dérivation d on associe le morphisme
u: Iz — X tel que u = w sur les espaces sous-jacents, et

u(f) = wi(f) +d(f)t,

pour toute section f de Ox sur un ouvert U. On obtient ainsi :

(®)N.D.E. : On prendra garde qu’avec cette notation, de désigne la composée « d suivie de e ».
(6)N.D.E. : Souvent, on ne considére que les S-déviations du morphisme idx, qui forment Palgebre
des S-opérateurs différentiels de X, cf. 1.4 plus bas. Toutefois, le cadre plus général des S-déviations
fournit un langage « fonctoriel » commode pour démontrer des énoncés tels que : «si G est un
S-groupe, l'algebre des S-opérateurs différentiels sur G, invariants a droite, est isomorphe a algebre
des S-déviations de la section unité € : S — G, cf. 2.1 et 2.4 plus loin.

(DN.D.E. : On a détaillé ce paragraphe.
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Lemme. — Soit E = (s,0) la déviation de s : Z — 1z définie plus haut. Pour tout
S-morphisme w : Z — X, lapplication u +— u o E est une correspondance biunivoque
entre les S-morphismes u : Iy — X tels que u o s = w, et les S-dérivations de w.

1.2.2. — Soit d une S-déviation de v : Y — X. D’une part, d est évidemment une
S’-déviation de u pour tout morphisme s : S — S'.

D’autre part, soit ¢ : T — S un morphisme de but S, et soient ut : Yr — X le
morphisme déduit de u par changement de base, et ty : Yr — Y et tx : X7 — X les
projections canoniques. Il existe alors une T-déviation de ur et une seule, que nous
noterons dr ou d x T, qui vérifie 'égalité txdr = dty, au sens de (T) plus haut, c.-a-d.,
pour tout ouvert U de X, on a un diagramme commutatif : (8)

b
Ix

o(U) 6(U x T)

d(U)l J{dT(UxT)
£

O(u='U) —= 0(u='U x T).

Si lon pose D = (u, d), on écrira aussi Dt = (ur, dr) et nous dirons que dr et Dt
sont déduits de d et D par changement de base.

1.2.3. — Soient par exemple u : Y — X et v : Z — T deux S-morphismes, d et e des
S-déviations de u et v. On a un diagramme commutatif

XxT<2—YxT

T wxw T
vX vy
XXxZ<2_Yx7

et nous noterons d X e (produit de d et ) la S-déviation de u x v égale a drey = exdy
(avec la convention (1) plus haut), c.-a~d., pour tout ouvert U de X x T, si 'on désigne
par W l'ouvert v§1u§1U = uglvilU, on a un diagramme commutatif :

dr(U) .
OU) ——— O(urp ' U)
N (dxe)(U
ex(U) S T

~N
~N

dy, (’U;IU) A

O (vi'U) ——— O(W).

(®N.D.E. : Explicitement, si V est un ouvert affine de S et U (resp. U’) un ouvert affine de X
(resp. T) au-dessus de V, de sorte que Oxx1(U x U') = 0x(U) @ g4 (vy O1(U’), alors dp(U x U’)
est la composée :

.. dU)id
0x(U) ®ggv) Or(U') ———

L’auteur a laissé au lecteur le soin de vérifier que dr est bien définie, et les éditeurs font de méme.

Oy (u'U) ® gg(v) O (V') ———— Oyxr(u™ U x U').
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Si Pon pose D = (u,d) et E = (v,d), nous écrirons aussi D x E = (u x v,d X e).

1.3.  Soit u : Y — X un morphisme de S-préschémas. Rappelons que I’isomor-
phisme d’adjonction :

Hompgl(ﬁs)(ﬁx,u*(ﬁy)) = Homp;l(ﬁs)(ufl(ﬁx), Oy)

associe & tout morphisme de p~!(&s)-modules d : Ox — u.(Oy) le morphisme d’ =
gou~Y(d), o1 € est le morphisme canonique v~ lu,(Oy) — Oy.

Notons _#, (resp. .#,) le noyau de 'homomorphisme d’algebres u® : Ox — u.(Oy)
(resp. u?’ : u=H(Ox) — Oy) et soit d : Ox — u.(Oy) un morphisme de p~!(Os)-
modules. Si U est un ouvert de X et fo,..., fn,g € Ox(U), on voit facilement par
récurrence sur n que la condition (%,) équivaut a ’égalité suivante (cf. EGA IV,
16.8.8.2) :

(%5, 0= > ()" (fjo,np—1) d(f19).

1C[0.n]
ou fi désigne le produit des f;, pour i € I. Il en résulte que si d vérifie (x,), alors d
s’annule sur I'idéal ¢

Supposons maintenant Y égal a S; alors u : S — X est une section de p : X — S,
donc est une immersion (cf. EGA 1, 5.3.13). Alors, d’une part, € : u~'u, 05 — O est
un isomorphisme, de sorte que u~'(_#,) = .#,. D’autre part, on a un isomorphisme :

(*) uil(ﬁx) > 05D Sy
Supposons que d s’annule sur _#Z*1. Alors d' = € o u~!(d) s’annule sur !
et donc d' vérifie les analogues (xx]) et (x),) de (xx,) et (x,), lorsque fo,...,fn €

Z.(u=1(U)). De plus, comme (ad a)(¢) = 0, pour tout a € Os(u=*(U)) et tout mor-
phisme de @,-1(y)-modules ¢ : u™'(Oy) — O,-1(1), on déduit de (x) que d' vérifie
lanalogue (x],) de (). Il en résulte que d vérifie (x,). Par conséquent, on a obtenu :

Lemme. — Siu:S — X est une section dep: X — S, alors d est une S-déviation de
u d’ordre < n si et seulement si d' s’annule sur ff*l,

Cette interprétation peut étre généralisée comme suit. Soient v : Y — X un S-
morphisme quelconque et T'u le graphe de u, c’est-a-dire le morphisme Y — Y x X
de composantes idy et u. Pour toute S-déviation d de u d’ordre < n, on obtient par
composition :

diag. d
Y 5 Y XY =Y xX
une Y-déviation de I'u d’ordre < n que nous noterons I'd (le graphe de d).

Réciproquement, a toute Y-déviation e de I'u on associe la S-déviation composée

ex =pryoe:

Y—%»Yxxiﬁ>x

(9N.D.E. : On a détaillé 'original dans ce paragraphe ; voir aussi la N.D.E. (2) dans 1.1.1.
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On voit aussitdt que (T'd)x = d, et 1'égalité Tex = e résulte du fait que e est Oy-
linéaire (1°). On obtient ainsi un isomorphisme de Oy (Y)-modules :
{S—déviations de u d’ordre < n} = {Y—déviations de T'u d’ordre < n}
d — Td.

De plus, on voit facilement que d est une S-dérivation de wu si et seulement I'd est une
Y-dérivation de I'u.

Appelons #r,, le noyau de 'homomorphisme d’algebres (I'u) ™1 (Oyxx) — Oy qui
correspond a I'u. Tenant compte du lemme qui précede, on a obtenu :

Proposition. — Soient u : Y — X un S-morphisme et T'u : Y — Y x X son graphe.
Les S-déviations de u d’ordre < n s’identifient aux Y -déviations de T'u d’ordre < n,
lesquelles sont en bijection avec

Homﬁy ((I‘u)_l (ﬁYXx)/eﬂf}jl, ﬁy) .

1.3.1. — (V) Revenons au cas ol u : S — X est une section de p : X — S. Alors,
I’homomorphisme ¢ : u~1(0x) — Os admet une section, que nous noterons simple-
ment g — g - 1, de sorte que, avec les notations de 1.3, on a un isomorphisme de
Os-modules :

(*) uH(Ox) = Os @ S,
et pour toute section f de u=1(0x), f — #(f) - 1 est une section de .7,.

Soient d une S-déviation de u d’ordre < 1, et d’ le Os-morphisme u =1 (0x) — Oy
correspondant & d. Si a, b sont des sections de u=1(0x), on a :

0=d'((a—¢(a) - 1)(b—¢(b) - 1)) = d'(ab) — ¢(a)d' (b) — p(b)d'(a) + ¢(ab)d'(1).
Par conséquent, on voit que d est une S-dérivation de u (cf. 1.2.1 et N.D.E. (2)) si et
seulement si d’(1) = 0. On obtient donc :

Lemme. — Les S-dérivations de u sont exactement les S-déviations de u d’ordre 1 qui
s’annulent sur la section unité de Ox ; elles correspondent au Os(S)-module

Homg, (S, ) I2, Os),
et 'on a un isomorphisme de Og(S)-modules DévS*(u) = Os(S) ® Dérg(u).
Revenant au cas général, on en déduit, avec les notations de 1.3,

Corollaire. — Soient u: Y — X un S-morphisme et Tu: Y — Y x X son graphe. On
a un isomorphisme canonique de Oy (Y )-modules

Dérg(u) = Déry (T'u) = Home, (I /5, Oy ).

(10)N.D.E. : Si ), f sont des sections locales de Oy et Ox, on a (Tex)(A® f) = A-e(1® g), et ceci
égale e(A ® g) puisque e est Oy-linéaire.
(IDN.D.E. : On a ajouté ce paragraphe.



1. OPERATEURS DIFFERENTIELS 385

1.4. Définition. — Soit X un S-préschéma. On appelle S-opérateur différentiel (resp. S-
opérateur différentiel d’ordre < m) sur X toute S-déviation (resp. toute S-déviation
d’ordre < n) du morphisme identique de X.

D’apres 1.1, un S-opérateur différentiel d’ordre < n est donc un endomorphisme de
p~1(0s)-module de O qui vérifie les égalités (x,,) de 1.1. Nous désignerons par Difg /g
le T'(Os)-module (12) formé des S-opérateurs différentiels d’ordre < n, par Difyx /s celui
formé de tous les S-opérateurs différentiels.

Comme nous ’avons vu en 1.2, on peut composer les S-déviations de idx, ce qui
munit Dify /g d’une structure de I'(0s)-algebre; nous dirons que c’est I'algébre des
opérateurs différentiels de X/S.

De méme, pour tout ouvert V de X, posons Zifx,5(V) = Dify;s = Dév(idv);
d’apres 1.1.3, ceci définit un faisceau de Ox-modules, appelé le faisceau des S-
opérateurs différentiels sur X. (13)

1.4.1. — Comme nous ’avons vu en 1.3, on peut interpréter les opérateurs différentiels
de X/S au moyen du graphe du morphisme identique de X, c’est-a-dire du morphisme
diagonal A = Ax/g de X dans X x X. Traduisons dans le contexte actuel les énoncés
de 1.3.

Munissons Ox xx de la structure de pl"l_l (Ox)-algebre définie par pry, de sorte que
A~H(Oxxx) est muni d’une structure d’algebre sur Ox = A~lpr; " (0x). Soit Hx /s
le noyau de ’homomorphisme

AN (Oxyx) — Ox
adjoint de 'homomorphisme Oxxx — AL(Ox), et soit @Q/S la Ox-algebre

A~ (Oxxx) /IS

Si V est un ouvert affine de S et U un ouvert affine de X au-dessus de V, et si 'on
pose k =T(V,0s) et A =T(U, 0x), on a donc :

L(U, 25) = (A @k A) /17T,
ou I est I'idéal engendré par les éléments a ® 1 — 1 ® a, pour a € A. Ceci étant, on a
d’apres 1.3 un isomorphisme de Ox(X)-modules :
jX : leQ/S ; Hom@x(,@;?/s, ﬁx)

qu’on peut définir comme suit : si d appartient & Difg/s et si ¢ est une section de
Pyg sur U de la forme a © b + I+ on a jx(d)(c) = a-d(b). M

(12)N.D.E. : Dans cet exposé, ’anneau I'(S, Og) = O5(S) est noté T'(0s).

(13)N.D.E. : On a modifié ici I'original, qui mentionnait le faisceau U — Difx u, ou U parcourt les
ouverts de S; celui-ci est I'image directe de @ifx/s par le px : X — S.

(I4)N.D.E. : Via cet isomorphisme, les X-dérivations de AX/S correspondent, d’apres 1.3.1, aux
S-dérivations de idx, c.-a-d., aux p~1(0g)-dérivations de Ox.
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1.4.2. — Soient d un opérateur différentiel et u une section de X sur S. Nous appelons
valeur de d en u la S-déviation composée
g_*.x_—4.x
idx

D’apres 1.3 et 1.4.1, si d est un opérateur différentiel d’ordre < m, alors du (resp. d)
est associé canoniquement & un morphisme de Os-modules d’ : u=1(0x)/ I+ — Oy
(resp. un morphisme de x-modules d” : @Q/S — 0%).

1l est clair qu’on peut construire d’ & partir de d” de la maniere suivante : le carré

X~SxX 2% _xxX
R
S—u>X

est cartésien, ce qui permet d’identifier X & S xx (X x X), u & S xx A, donc u*(@)’?/s)
au~t(0x)/#mL. On identifie ainsi u*(d”) & un morphisme v~ (0x)/ £+ — O,
qui n’est autre que d’.

1.5. Posons comme d’habitude Is = Spec Os[T]/(T?). Soit s : S — Ig la section
zéro (II 2.1) et soit o la déviation canonique de s que nous avons définie en 1.2.1,
i.e. ’homomorphisme de @s-modules qui s’annule sur la section unité de &s[T]/(T?)
et qui envoie la classe t de T modulo T2 sur la section unité de Os.

Soit X un S-préschéma. (19 A tout Is-automorphisme u de Is x X induisant I'identité

sur X est associé par composition un opérateur différentiel D,, de X :

X Sx X 28 [ X % Ig x X 22 X

D’apres 11, 3.14, Uapplication u — D, est un isomorphisme de la T'(Og)-algébre de
Lie

Lie(Aut X) := Lie(Aut X)(S)
sur la T'(0s)-algébre de Lie des p~'(0s)-dérivations de Ox. L’isomorphisme réci-
proque associe a toute dérivation D "automorphisme de Ig x X correspondant a ’au-
tomorphisme a + bt — a + (Da + b)t de Ox[T]/(T?).

2. Opérateurs différentiels invariants sur les préschémas en groupes

2.1. Soit G un S-préschéma en groupes; nous désignons par € ou g : S — G la
section unité de G.

Définition. — Soit U(G) le T'(Os)-module des S-déviations de eg (ou S-déviations de
Vorigine) (cf. 1.1).

Si d et e sont deux éléments de U(G), d x e est une S-déviation de e x £ : S =~
S xS — G x G. L’'image de d x e par le morphisme multiplication m : G x G — G
(cf. 1.2) sera appelé le produit de d et e et sera noté d - e.

(I5N.D.E. : revoir ce qui suit, en liaision avec II, 3.12—14 et surtout §avant 3.12.
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Le I'(0s)-module U(G) se trouve ainsi muni d’une structure de I'(&s)-algebre as-
sociative qui a eg pour élément unité (1.1). Nous dirons que U(G) est l’algébre infi-
nitésimale de G.

Lorsque T parcourt les préschémas au-dessus de S, 'algebre infinitésimale U(Gr)
du T-groupe G x T varie évidemment de fagon contravariante en T, de sorte que nous
pourrons parler du foncteur algebre infinitésimale.

Lorsque T parcourt les ouverts de S, on obtient donc un préfaisceau T +— U(Gr)
de Og-algebres; de plus, d’apres 1.1.3, ceci est un faisceau. Nous le noterons % (G) et
nous Pappellerons le faisceau d’algébres infinitésimales de G. (16

L’algebre U(G) est aussi un foncteur covariant en G. En effet, si u : G — H est
un homomorphisme de S-groupes et d une S-déviation de eg, 'image de d par u
est un élément U(u)(d) = ud de U(H). L’application U(u) : U(G) — U(H) ainsi
définie est évidemment un homomorphisme de I'(Og)-algebres. On définit de méme
un homomorphisme % (u) de % (G) dans % (H).

2.2. Soit d un élément de U(G), c.-a-d., une S-déviation de l'origine de G. Consi-
dérons la S-déviation d X G de e x G: G ~ S x G — G x G obtenue a partir de d
par changement de base (1.2.2); I'image de d x G par le morphisme multiplication
m : G x G — G est une S-déviation de m o (¢ x idg) = idg, c.-a-d., un élément de

L’application d — d© est évidemment I'(&s)-linéaire et le diagramme « commuta-
tif » ci-dessous montre qu’on a (d - €)% = d% - e©

GxGxG—>G><G

dxGxG
exGxG

GxG GxG m
exG m dxG m
exG exG
¢ A
G ldG G ldG G

La commutativité des deux triangles du bas résulte en effet de la définition de d©
et e ; d’autre part, la S-déviation composée de e x G et d x G x G est (d x e) x G
(cf. 1.2.2), son image par m x G est (d-e) x G, et I'image de celle-ci par m est donc
égale & (d-e)©.

On obtient ainsi un homomorphisme de I'(s)-algebres, appelé translation a droite :

U(G) — Difg/s.

(16)N.D.E. : Dans l'original, le faisceau est désigné par « ’Algebre », la différence avec « Palgébre »
des sections sur un ouvert se faisant par I'usage de la majuscule A.
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Si Zif )5 désigne le faisceau des S-opérateurs différentiels sur G (cf. 1.4) et p le
morphisme structural G — S, on définit de méme une « translation a droite » :

U (G) — p«(Zifgys)-

2.3. Nous allons maintenant caractériser les opérateurs différentiels de G sur S de
la forme d%. Soient g : S — G une section du morphisme structural de G et gg la
translation a droite de G par g, c’est-a-dire le morphisme composé :

G
go: G=GxS L axGG.

Pour tout opérateur différentiel D de G sur S, la composée g 'Dgg (cf. 1.2) est encore

une S-déviation de idg, c.-a-d., un élément de Difx /g ; nous noterons :

DY = gélD J9a-

Nous dirons que D est invariant o droite si, pour tout changement de base t : T — S
et toute section g: T — G x T, on a (Dr)? = Dr.

Lemme. — Pour tout opérateur différentiel D de G sur S, les assertions suivantes
sont équivalentes (ot m est le morphisme multiplication de G) :

(i) D est invariant o droite.
(ii) Les deux déviations de m suivantes sont égales : Dm = m(D x G).

(ii) = (i) : comme la condition (ii) est stable par changement de base, il suffit de
montrer que (ii) entraine I’égalité DY = D pour toute section g : S — G. Soit h le
morphisme G x g: G~ G xS — G x G, de sorte que m o h est la translation a
droite gg. L’égalité D9 = D équivaut a 1’égalité gg o D = D o gg, et celle-ci résulte du
diagramme commutatif :

G<~—"  GxG=~—"—¢

D |idg DxG |idaxa) D |idg

G=—"—GxG=—"—G

(i) = (ii) : prenons en effet pour ¢ : T — S le morphisme structural p : G — S,
pour section g : T — G x T le morphisme diagonal A : G — G x G. La translation a
droite

AGX(;,:GXG—>G><G

est alors le morphisme de G x G dans G x G qui a pour composantes m et pr,. L’égalité

(Dg)® = D¢ équivaut alors & la commutativité du premier carré du diagramme
suivant :
Agxa pry
GXG———GxG———>G
D¢ |idaxa D¢ |idexa D |idg
Agxa pry

GXG——GxG——>G
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L’égalité (ii) résulte donc de ce que m = pry o Agxg-

Considérons par exemple un élément d de 1’algébre infinitésimale U(G). Les carrés
du diagramme

GxG:SxGXGﬂGXGXGm—XG>GxG
exGxG
m Sxm Gxm m
G——sxa—2¢ .agxg—" @
exG

sont alors commutatifs. Comme on a
mo(dxG)=d® et (mx G)o(dxGxG)=d"xQq,

on a aussi d% om = mo (d% x G). Donc : pour toute S-déviation d de l'origine, d©
est un opérateur différentiel invariant a droite.

2.4. Théoreme. — L’application d — dS est un isomorphisme de Ualgébre infinitési-
male U(G) sur la sous-algébre Difg/s de Difg/s formée des opérateurs différentiels
mvariants a droite.

Soit en effet D un opérateur différentiel quelconque de G sur S et désignons par Dy
sa valeur a Uorigine, c’est-a-dire la déviation composée S = G % G. L’opérateur
idg
différentiel invariant & droite (D)% est alors obtenu par composition :

exG DxG m

G~SxG GxG G xG

G.

idaxa
Si D est invariant & droite, on a Dm = m(D x G), d’on
D =Dm(e x G) =m(D x G)(e x G) = (Do)°.
En particulier, I'application d — d< est surjective.
Réciproquement, soit d une S-déviation de l'origine. On a alors un carré commutatif

GxC dxG

G
GXET Ta
S

GxS~G

d’ou il résulte que d = m(G x €)d = m(d x G)e = (d%)g. A fortiori, 'application
d — dC est injective. Ceci prouve le théoréme.

Lorsque S varie, le théoréme 2.4 implique évidemment que la translation a droite
U (G) — p«(Zif s) est un isomorphisme de Os-algebres de 7% (G) sur le faisceau de

Us-algebres p*(@ifg/S)G, qui & tout ouvert U de S associe Ding/U.
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2.4.1. Remarque. — Considérons le diagramme commutatif

G<~——1 —axaC

[ -

S G )

ott 7 désigne le morphisme « (z,y) — yz =1 » (7). Celui-ci induit des morphismes
n i N(0c) — Oaxc et AT'(n):pTle TN (Og) — AT (Ogxa).

Pour tout entier n > 1, posons pg, g = ¢~ (0g)/ I (confer 1.3 et 1.4 pour les

notations). (18) Comme le carré formé par les morphismes €, 7, A et p est cartésien,
A~Y(n) induit un isomorphisme de Og-modules :

P (PGys) — Piys-
Les opérateurs différentiels de G sur S d’ordre < n correspondent donc biunivoque-

ment aux morphismes de Og-modules p* (pg, /S) — Og, c’est-a-dire aux morphismes
de Os-modules

pcss — P«(0a).

Dans cette bijection, les opérateurs différentiels invariants a droite sont associés aux
fleches composées

P’é/s — Os ﬂ)p*(ﬁ(})'

On retrouve ainsi 'isomorphisme du théoreme 2.4.

2.5. (19) Soit Lie(G) I'algebre de Lie de G (9 ; on va définir un morphisme de I'(0s)-
algebres de Lie « : Lie(G) — U(G).

Soient s : S — Ig la section nulle de Ig — S et ¢ la déviation de s définie en 1.2.1.
Rappelons (cf. II, 3.8.ter) que Lie(G) est ’ensemble des morphisme x : Is — G tel
que x o s = . Alors la composée

S —7>1s —G,

est une S-déviation de eg, i.e. un élément de U(G); avec les notations de 1.2 (}), elle
notée ox. De plus, d’apres 1.2.1, Papplication « : x — oz est un isomorphisme de

(IMN.D.E. : c.-a-d., G agit & gauche sur lui-méme par translations & droite.

(18)N.D.E. : Dans ce qui suit, on a corrigé loriginal, qui référait au carré formé par les morphismes
D, p, m, et pry, au lieu de €, n, A et p.

(19N.D.E. : Dans ce paragraphe, on a ajouté des détails et modifié l'ordre, en commencant par
définir 'application a : Lie(G) — U(G).

(20)N.D.E. : Dans cet exposé, si G (resp. X) est un S-préschéma en groupes (resp. un S-préschéma),
I« algebre de Lie » Lie(G) (resp. Lie(Aut X)) désigne, avec les notations de ’exposé 11, Lie(G/S)(S)
(resp. Lie(Autg(X)/S)(S)) ; c’est une I'(Og)-algebre de Lie, d’apres II, 4.11 et 3.14.
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Os(S)-modules de Lie(G) sur le sous-module Dér(e) de U(G) formé des S-dérivations
de eg. Nous allons voir que « est un homomorphisme d’algebres de Lie. 1) Soit
§:U(G) = Difg 5 C Difg s
la « translation a droite » définie en 2.2, c.-a-d., 'homomorphisme d’algebres qui a
une S-déviation d de e associe I'opérateur différentiel invariant & droite d© € Dif /s
Soit v : G — Autg(G) 'homomorphisme de foncteurs en groupes qui associe a un
S-morphisme g : T — G la translation ¢ gauche de G par g, i.e. le morphisme :

gXGT mr
GT ZTXTGT%GT XTGT

Gr.

Rappelons aussi (cf. 1.5 et II, 3.14) que Lie(Aut G) = Lie(Autq(G)/S)(S) s’identi-
fie aux automorphismes infinitésimaux de G, c.-a-d., aux automorphismes de Is x G
induisant I'identité sur G. Comme =y est un monomorphisme, il en est de méme du mor-
phisme Lie(7) : Lie(G/S) — Lie(Autg(G)/S) (voir, par exemple, Exp. IT, N.D.E. (46)),
donc Lie(v) : Lie(G) — Lie(Aut G) est injectif.

D’autre part, d’apres 1.5, 'application § qui a tout automorphisme infinitésimal u
de G associe l'opérateur différentiel D,, de G :

G
GrSxG TS5 IgxG—1>Igx G —2>G
est un isomorphisme de Lie(Aut G) sur la sous-algebre de Lie de Difg /g formée des
p~1(Os)-dérivations de Og.
Pour tout = € Lie(G), on a le carré commutatif suivant qui détermine I'image de
x par Lie(y) :

Lie T
stGﬁlsxG

\LLEXG iprz

GxG Uk G

Compte-tenu de ce diagramme, I'image de Lie()(z) par 3 est la déviation composée

zxXG m

GxG

G~SxC ”ig Is x G G

qui, d’apres 2.2, n’est autre que (o), c.-a-d., §(a(x)). On obtient donc un diagramme
commutatif :

Lie(G) 2 Tie(Aut @)

ou Lie(v), 8 et § sont des morphismes d’algebres de Lie. Comme § est injectif, il en
résulte que « est aussi un morphisme d’algebres de Lie. Par conséquent, on a obtenu :

(2UN.D.E. : Voir aussi II, 4.11.
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Proposition. — « est un isomorphisme de Og(S)-algébres de Lie de Lie(G) dans l’al-
gébre de Lie des S-dérivations de eg, elle-méme isomorphe (d’apres 2.4) a algébre
de Lie des S-dérivations de G invariantes & droite. (*2)

3. Coalgebres et dualité de Cartier

3.1. Soit S un préschéma (ou, plus généralement, un espace annelé). Une Og-coalgébre
(23) est un couple (% ,Aq) formé d'un Os-module % et d’un morphisme de Ogs-
modules Ay, : % — U Q¢ % (dit morphisme diagonal) tels que :

(i) coAy =Ag,ono(a®@b) =b®a.

(ii) Le carré

w S U Do, U

Agy idey ®Ag,

Ag ®id
%@ﬁs%%%@ms%@ﬁs%

soit commutatif.

(iii) Il existe un morphisme de fg-modules eq, : % — Og, dit augmentation, tel
que les morphismes composés
id

U 25 Y Qo U 2 Y 04, Os =~ U
U 25 Y @p, U 2 Gy Qo U ~ U
soient le morphisme identique de 7% .
Si g4 et €}, sont deux augmentations, on a e = (9 ® €y, ) 0 Ay = €/, ; Vaug-
mentation est donc déterminée de fagon unique par (iii).

Si (%,Ay) et (¥V,Ay) sont deux Os-coalgebres, un morphisme de la premiere
dans la seconde est un morphisme de 0g-modules f : Z — ¥ tel que les diagrammes

vw—T oy w ! ¥
Au Av et ca ey
veouw % yey O

soient commutatifs. Les morphismes de coalgebres se composent comme les mor-

(C2N.DE.: 1l y a des exemples d’algebres de Lie g sur un anneau A, telles que I’application g — U(g)

ne soit pas injective, cf. Bourbaki, Groupes et algébres de Lie, Chap. I, § 2, Ex. 9. Le résultat ci-dessus
montre que ceci ne peut se produire pour des algebres de Lie « algébriques », c.-a-d., de la forme
Lie(G), ou G est un A-préschéma en groupes.

(Z3)N.D.E. : On dit aussi « cogébre », cf. [BAlg, III, §11.1]. D’autre part, dans cet exposé (ainsi
que dans VIIp), toutes les coalgebres considérées sont supposées cocommutatives, c.-a~d., vérifient la
condition (i) ci-dessous.
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phismes de Os-modules de sorte que nous pourrons parler de la catégorie des Os-
coalgebres.

Cette catégorie possede des produits finis : I’objet final est le g-module Og, le mor-
phisme diagonal étant I'identité ; le produit de deux coalgebres (%, A ) et (¥, Ay )
est le produit tensoriel % ®g4 ¥, le morphisme diagonal étant le morphisme composé

YV 2EE oy oy ey Y g oy ey ey

ol o(a®b) = b® a; les projections canoniques de % ® ¥ sur les facteurs % et ¥
sont les morphismes idg, ®ey et £9 @ idy .

3.1.1. — Soit & une Og-algebre commutative, localement libre et de type fini en tant
que Os-module. Si nous posons

o = HomesMod. (H, O),

le morphisme canonique ¢ de &* Qg o* dans (& Qg &7)* est inversible. Si m :
o ® o — </ est le morphisme définissant la multiplication de 7, on obtient par
composition un morphisme diagonal

. -1

Ayt oo (A @A) ——> of* @ A

Ce morphisme diagonal fait évidemment de «/* une Os-coalgebre qui a pour aug-
mentation le morphisme transposé du morphisme g — &/ défini par la section unité
de 7. De plus, il est clair que :

Le foncteur of — o/* est une anti-équivalence de la catégorie des Os-algébres, qui
sont localement libres et de type fini en tant que Os-modules, sur la catégorie des
Os-coalgebres localement libres et de type fini en tant que Os-modules.

3.1.2. — A toute Os-coalgebre % est associée canoniquement un S-foncteur
Spec” % : (Sch;s)° — (Ens).
Remarquons en effet que, pour tout S-préschéma q: T — S, ¢* (% Qe %) s'identifie

A g (%) ey ¢ (%), de sorte que ¢*(Ag ) fait de %r = ¢*(%) une Orp-coalgebre;
nous pouvons donc poser par définition et avec un abus de notation évident : (24

(Spec* %)(T) = {x e (T, %r) | en () =1 et Agp(z) =22}

Les sections x de %t correspondent évidemment aux morphismes de &r-modules
& : Or — Y ; les conditions e(x) = 1 et A(z) = 2 ® x expriment simplement que &
est un morphisme de coalgebres. On a donc également :

(Spec* %)(T) = Homﬁ’T—coalgA(ﬁTv %T)

En particulier, si &/ est une Og-algebre commutative qui est localement libre de
type fini en tant que Os-module, on a des isomorphismes

(Spec™ @*)(T) = Homg-coalg. (O, 97 ) ~ Hom g, -alg. (<1, Or) ~ (Spec A)(T)

(24)N.D.E. : Pour tout z ® y € I'(T, %r) ® g (1) I'(T, %r), son image dans I'(T, %1 ® ¢ %r) est
encore notée r ® y.
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d’ou :
Spec* &7* ~ Spec & .

3.2. Une Os-coalgébre en groupes, c’est-a-dire un groupe de la catégorie des Os-
coalgebres, consiste en la donnée d’une Os-coalgebre (%, A ) et d’un morphisme de
Og-coalgebres my, : %4 Q% — % . Un tel morphisme est un morphisme de &g-modules
rendant commutatifs les diagrammes suivants :

UoUSU DU <222 _ o

maoy

(iV) idy, @o®idy Y
/

USUSU U —“E"" s gy U

UQU o U
(v) e Qe ca

Os

Le morphisme de Os-coalgebres mq, doit en outre vérifier les conditions (ii)*, (iii)*
et (vi) ci-dessous :

(ii)* Le carré

idey @ma,

USLURSU ——UU

ma, ®idgy, may

USQU

4
est commutatif.

(iii)* Il existe un morphisme de fs-coalgebres 0y, : Os — % tel que les morphismes
composés

idey @na maoy

U~ O 2" g o u w
U~Osou 2E oy Ty

soient les morphismes identiques de % .

(vi) I existe un morphisme de Og-coalgebres cq : % — % tel que le morphisme
composé

Y B, gy g 2B g, o g M,
soit égal a ng o gy .
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3.2.1. — Les morphismes ng, et cg de (iii)* et (vi) sont évidemment uniques. Les
conditions (ii)* et (iii)* expriment simplement que mey fait de % une Os-algebre
qui a pour section unité l'image par 74 de la section unité de Os. La condition (iv)
exprime aussi que le morphisme diagonal Ag, est compatible avec la multiplication ;
et en effet, Ay : % — % Q% doit étre un homomorphisme de coalgebres en groupes,
ce qui implique également la commutativité du triangle

Os

N N &N

(v)*

v U QU

Ay

D’autre part, comme dans toute catégorie, 'antipodisme ¢4 est un isomorphisme

de % sur la coalgebre en groupes opposée (2%) ; en particulier, ¢g, induit un isomor-
phisme d’algebres de % sur ’algébre opposée % °.

3.2.2. — Comme le foncteur % — Spec* % commute aux produits finis, il transforme
une coalgebre en groupes en un S-foncteur en groupes; et en effet, pour tout S-
préschéma T, les éléments © € I'(T,%r) appartenant & (Spec* % )(T) forment un
groupe pour la multiplication de lalgébre T'(T, %r) ; Uinverse de x n’est autre que
co ().

Soient par exemple g une Ogs-algébre de Lie et % (g) lalgebre enveloppante de
g, c’est-a-dire le faisceau sur S associé au préfaisceau qui attribue a tout ouvert V
lalgebre enveloppante U(I'(V, g)) de l'algebre de Lie I'(V, g).

Tout homomorphisme de g dans I’algebre de Lie sous-jacente a une Og-algebre se
factorise d’une fagon et d’une seule & travers le morphisme canonique de g dans % (g) ;
en outre, cette propriété universelle entraine, outre la fonctorialité de % (g) en g, que
I’algebre enveloppante d’un produit d’algebres de Lie s’identifie au produit tensoriel
des algebres enveloppantes.

En particulier, le morphisme diagonal § : g — g X g induit un homomorphisme
d’algebres A : % (g) — % (g x g) ~ % (9) ® % (g). Le morphisme nul g — 0 induit
un homomorphisme ¢ : %(g) — % (0) ~ Os. L’isomorphisme x — —z de g sur
lalgebre de Lie opposée g° induit un anti-isomorphisme ¢ de 1'algeébre % (g). On
vérifie alors facilement que la multiplication m de V'algebre % (g) fait de (% (g), A)
une Os-coalgebre en groupes qui a € pour augmentation et ¢ pour antipodisme.

3.2.3. — (9 Soit % une Og-coalgebre en groupes. On va voir que le S-foncteur en
groupes G = Spec™ % est trés bon, au sens de I1, 4.6 et 4.10.

Soit .# un Os-module libre de rang r, et soit T — S un S-préschéma. Comme
It(A#) = Spec(Or @ Mt), de sorte que 7 : I (.#) — T est affine, on a

Ty () = Ur @or T (Ory( i) = Ur @or (Or & M),

(25)N.D.E. : Les éditeurs n’ont pas cherché & comprendre cette assertion pour une catégorie arbitraire.
(26)N.D.E. : On a détaillé ce paragraphe.
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et donc
(1) DI (M), U (ary) = D(T, %r) @o(r) (0(T) & T(T, M)
Soit (dy, .. .,d,) une base de .. Alors, un élément uo+»; u;d; de U(Iv (A ), %))

appartient & G(Ip(.#)) si et seulement si 'on a :

1=c(uo+ Zuidi) = e(uo) + Zf(ui)di ;

c’est-a-dire :
(2) €(U0) = 17 AUO = ug ® ug, (1e Ug € G(T))
e(u;) =0, Au;) =us Qug+ugQu;, pour i =1,...,7.

De plus, le morphisme G(It(.#)) — G(T) correspondant & la section nulle de
It() — T est donné par : ug + Y, u;d; — ug. De ceci, combiné avec (1) et (2), on
déduit que, si .4 est un second Og-module libre de rang fini, le diagramme d’ensembles

G(Ip(A & N)) ——= G(In(A))

| l

G(Ip(4)) G(T)
est cartésien, i.e. G vérifie la condition (E) de II, 3.5.

Notons PrimI'(T, %r) le sous-&'(T)-module de I'(T, %r) formé des éléments pri-
mitifs, c.-a~d., des éléments u qui vérifient :

Au=u®1l1+1®uwu, e(u) = 0. @7)

Comme (Lie G)(T) est I'ensemble des éléments de ug + ud € G(It) au-dessus de 1’é1é-
ment unité ug = 1 de G(T), on obtient un isomorphisme de &'(T)-modules, fonctoriel
en T : (2%
(Lie G)(T) ~ PrimI'(T, %r).
D’autre part, on déduit de (1) que
Prim (I (A ), %y () = Prim (T, Ur) @ g1y O(Iv(A)),
et il en résulte que le morphisme naturel de &(Ip(.#))-modules :
(Lie G)(T) ®@g(1) O(Ip(A)) — (Lie G)(Ir(4))
est un isomorphisme, i.e. Lie G est un bon Og-module (II, 4.4), et donc G est un bon
S-foncteur en groupes (I1, 4.6).

Enfin, montrons que G est trés bon, c.-a-d., que le « crochet » sur (Lie G)(T) est
bien un crochet de Lie (cf. II, 4.10).

(27)N.D.E. : Puisque u = (id ®)A(u) = u + £(u), la deuxieme condition est en fait conséquence de
la premiere.
(28)N.D.E. : La structure de Og-module sur Lie G est définie dans II, Prop. 3.6.
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Soient w,v deux éléments de (LieG)(T), c.-a-d., deux éléments primitifs de
[(T,%r). Posons I = Spec Os[d]/(d?) et I' = Spec Og[d’]/(d'?). Comme la loi de
composition de G(I x I') est induite par la multiplication de I’algebre %j«1/, on a dans
G(I x ') ’égalité :

(14 ud)(1 +vd)(1 4 ud) " (1 +vd) ' = (1 + ud)(1 +vd)(1 — ud)(1 — vd)
=1+ (uv —vu)dd
D’apres la description du crochet [u,v] donnée avant la Prop. 4.8 de 'Exp.II, on
obtient que
[u,v] = uv — vu,
ou le terme de droite est le commutateur de u et v dans l'algebre I'(T, %r). Ceci
prouve que G est tres bon.

3.3. Supposons enfin que % soit une Os-coalgébre en groupes commutatifs, ¢’est-a-
dire que le triangle

U QU

U DU
(1)

soit commutatif, ou encore que mqg fasse de % une Os-algebre commutative. Les
conditions (i), (ii), (iii), (iv), (v), (vi), (1)*, (ii)*, (iii)* et (v)* signifient alors aussi que
% est un cogroupe dans la catégorie des Og-algebres commutatives. En particulier :
si de plus % est un Os-module quasi-cohérent, le S-préschéma affine Spec % est un
S-préschéma en groupes commutatifs.

Alors, puisque le morphisme diagonal A’ de Os[T,T~!] envoie T sur T ® T, les
homomorphismes de S-groupes de Spec % dans G, s (I 4.3.2) correspondent bijecti-
vement aux homomorphismes de Og-algebres unitaires

0: O[T, T — %

tels que (¢ ® ) o A’ = Ay 0@ (dans ce cas, e o ¢ est 'élément neutre de G, s(9),
i.e. Paugmentation €’). Un tel homomorphisme ¢ est déterminé par 'image ¢(T), qui
doit étre un élément inversible x de % vérifiant Ay z =z @ x et eg (x) = &'(T) = 1.
On a donc :
Homg g, (Spec % , G s) =~ (Spec™ % )(S).
Comme cette formule reste valable apres tout changement de base, on a finalement :
Spec* % = Homg ,, (Spec %, G, s)
pour toute Os-coalgébre en groupes commutatifs quasi-cohérente U .

3.3.1. — Si 'on suppose de plus que % est un Os-module localement libre de type
fini, Spec* % est également représentable et 'on a (cf. 3.1.2) :

Spec* % ~ Spec % *.
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Le foncteur % — U* = Homesmod. (% ,0s) induit donc une dualité ) de la
catégorie des S-préschémas en groupes commutatifs finis et localement libres sur S
(c’est la dualité de Cartier). D’apres 3.3, cette dualité associe & un tel S-groupe G le
S-groupe Homg ,, (G, G s)-

4. « Frobeniuseries »

Soient p un nombre premier fixé et (Sch /]Fp) la catégorie des préschémas de carac-
téristique p, c’est-a-dire des préschémas au-dessus du corps premier F,. Suivant les
conventions générales de ce séminaire, nous identifions (Sch/r, ) & une sous-catégorie

de (SEIEP) au moyen du foncteur h de I 1.1. Nous profitons de méme de 'isomor-
phisme de Hom(hx,F) sur F(X) défini en I 1.1 pour identifier ces deux ensembles

chaque fois que X est un Fp-préschéma et F un objet de (Sch /]Fp).

4.0. Notations. — (3*) Si T est un F,-préschéma, un T-foncteur est un morphisme
q: F — Tde (Sch/FP) qui a T pour but; pour tout T-préschéma r : X — T,
I’ensemble des T-morphismes X — F, i.e. des Fp-morphismes s : X — F tels que
gos =r, sera alors noté ¢(r), ¢(X/T), F(r) ou F(X/T) (ou méme F(X) lorsqu’aucune
confusion ne sera possible avec Hom(hx, F)).

4.1. Pour tout préschéma S de caractéristique p, nous notons fr(S), ou simplement
fr, Pendomorphisme de S qui induit I'identité sur I'espace topologique sous-jacent a S
et qui associe P a une section z de Og sur un ouvert U.

Alors lapplication fr : S +— fr(S) est un endomorphisme du foncteur identique de
(Schr,) (1) ce qui implique les résultats suivants. Soit E un Fp-foncteur, c’est-a-

dire un objet de (Sch /]Fp) ; Papplication qui associe a tout F,-préschéma S I’endomor-
phisme E(fr(S)) de E(S), est un endomorphisme fonctoriel de E que nous noterons
fr(E) ou fr; cette notation est compatible avec I'identification de (Sch/p,) & une sous-

catégorie de (S?ll/\]pp). De plus, lapplication E — fr(E) est un endomorphisme du

foncteur identique de (Sch/r,) (que nous noterons encore fr).

(*)Une dualité d’une catégorie € est un couple (D, ¢) formé d’un foncteur contravariant D de €
dans € et d’un isomorphisme fonctoriel ¢ : Idx — DD tel que les isomorphismes @D : D — DDD et
Dy~ : DDD — D soient réciproques 1’un de 'autre. (29)

(29)N.D.E. : On a corrigé Dy en Dp~1.

(30)N.D.E. : On a ajouté la numérotation 4.0, pour références ultérieures.

(BUN.D.E. : c.-a-d., pour tout morphisme de Fp-préschémas f : Y — X, le diagramme ci-dessous est
commutatif :

Y —f> X
fr(Y) fr(X)
Y —f> X.
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Pour tout Fp-préschéma S et tout S-foncteur ¢ : X — S, nous notons X(®/8) ou
X() Iimage réciproque de X par le changement de base fr(S) :

pPrx

X (p/8) X

| e
fr(S)

— =8

Le carré commutatif
fr(X)

X

X
Ql iq
g "9 g

Fr

induit alors un S-morphisme noté Fr(X/S) (ou simplement Fr) de X dans X®/9) tel

que fr(X) = pry o Fr(X/S) :

X fr(X)

WS)

N X@/s) P

fr(S)
S——S

Nous dirons que Fr(X/S) est le morphisme de Frobenius de X relativement a S; il est
clair que l'application Fr : X — Fr(X/S) est un homomorphisme fonctoriel.

(32) Soit r : T — S un S-préschéma. Pour tout ¢ € X(r) = Homg(T,X) (cf. 4.0),
on a un diagramme commutatif :

Fr(X/S) X(P/S) prx X
® a q®/9) q
IS fr(S
T S ®) S

D’apres la définition de X(P/S) comme produit fibré, pry induit une bijection :
X®/9)(r) = Homg (T, X®/9)) = Homg(T, X) = X(fr(S) o ).

D’autre part, 7 o fr(T) = fr(S) o r, puisque fr est un endomorphisme du foncteur
identique. Tl en résulte que I’application Fr(X/S)(r) : X(r) — X®/S)(r) peut étre

(32)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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caractérisée par la commutativité du carré suivant :

Fr(X/S)(r
X(r) % X(p/S)(,r)

(1) X (£(T)) )

X(r o fr(T)) X(fr(S)or)

Par exemple, si X est le sous-préschéma de S défini par un idéal quasi-cohérent .#,
alors X(®) est le sous-préschéma de S défini par I'idéal .# 1P} engendré par les puissances
p-itmes des sections de .7 ; en outre, Fr(X/S) est alors I'immersion canonique de
Spec(Ox /.7) dans Spec(0 /7P,

4.1.1. — Soient t : T — S un changement de base et X1 = X x T. Considérons
q,t

I'image réciproque de X par fr(T) :

(XT)(p/T) Xt X
| -
fr
T— " pt g

Comme t o fr(T) = fr(S) o ¢, alors (X1)®/T) g’identifie & 'image réciproque de X(¥/5)
par t; autrement dit, on a un isomorphisme canonique :

X(TP/T) -~ (X(p/s))T.

I est clair que, dans cette identification, Fr(Xr/T) s’identifie & l'image réciproque
Fr(X/S)T de Fr(X/S).

En particulier, si S est le spectre du corps premier [Fp, X(#/9) est égal & X et
Fr(X/S) a fr(X). Par conséquent, XSI?/T) s’identifie & X1 et Fr(Xp/T) a fr(X). Soient
par exemple E un ensemble et E1 le T-préschéma constant de type E; on a alors
EP/" ~ Ep et Fr(Er/T) ~ idg, .

4.1.2. — Le foncteur X — X®/5) commute évidemment aux produits; il transforme
donc un S-groupe G en un S-groupe G#/9) ; de plus, comme Fr est un homomorphisme
fonctoriel,
Fr(G/S): G — G/
est un homomorphisme de S-groupes. Nous noterons g, G son noyau.
Sir: T — S est un préschéma au-dessus de S, il résulte du diagramme (}) plus
haut que la valeur de G en r est le noyau de 'homomorphisme

G(fr(T)) : G(r) — G(r o fr(T)).
Par exemple, lorsque T est le préschéma Ig des nombres duaux sur un S-préschéma

R, fr(Ig) se factorise comme suit :

can. fr(R s
R (R)

R

IR IRa
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ou s est la section nulle. Ceci montre que (rG)(Ig) contient le noyau Lie(G/S)(R) du
morphisme G(s) : G(Ig) — G(R), et qu’on a donc : Lie(G/S) = Lie(rG/S).

4.1.3. — Plus généralement, pour tout S-foncteur X, nous définissons le S-foncteur
X®") par récurrence sur n & Paide des formules :

x® — x(@®/8) et x®") — (X(P

nfl)

)(p).
De méme, Fr"(X/S) ou Fr" désignent ’homomorphisme fonctoriel composé

Fr(X(® /8)

(X/S) ne1y (XD s)
_—

x I x () X . x x®")

On notera que Fr(X(®)/S) coincide avec Fr(X/S)®), c.-a-d., le diagramme suivant
est commutatif :

X(P)

X
Fr(X®) /3) Fr(X/S)

X0®?) 5 x(p)

Si G est un S-foncteur en groupes, GP") en est un également et Fr"(G/S) est un
homomorphisme de S-foncteurs en groupes.

Définition. — Nous noterons g G le noyau de Fr'(G/S) et nous dirons que G est de
hauteur < n si Fr"(G/S) est nul, ¢’est-a-dire si pn G = G.

Lemme. — Le sous-foncteur en groupes pn G de G est caractéristique, c.-d-d., pour
tout S-préschéma T, tout endomorphisme ¢ du T-foncteur en groupes Gr induit un
endomorphisme de (g G)T.

En effet, comme la construction de G") et de Fr"(G/S) commute aux changements
de base d’apres 4.1.1, on peut supposer T = S; dans ce cas, 'assertion résulte de ce
que Fr"(G/S) est un homomorphisme fonctoriel.

4.1.4. — Voici quelques exemples.

a) Considérons d’abord un groupe abélien « abstrait » M et le groupe diagonali-
sable G = Dg(M) de type M (I 4.4) : pour tout S-préschéma T, G(T) est donc le
groupe abélien Homapy(M, (T, &r)*). Comme G est I'image réciproque du groupe
diagonalisable D(M) sur F,, G s’identifie & G et Fr(G/S)(T) s’identifie & 'endo-
morphisme z — zP de G(T) (4.1.1). En particulier, lorsque M est égal & Z, on a
Ds(M) = Gy, s, de sorte que :

G, s est le S-groupe pp s qui associe a tout S-préschéma T
le groupe des racines p-iémes de lunité dans T'(T, Or)*.

b) Considérons maintenant un préschéma S de caractéristique p et un faisceau de
modules & sur S. D’apres I 4.6.2, on a un isomorphisme canonique

W((go)(p) ~ W((go(p))’
ott &) est 'image réciproque de & par fr(S). De plus, d’aprés 4.1 (1) , Papplication
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Fr(W(&))(q) est déterminée pour tout S-préschéma T par le triangle commutatif

I(T,q" fr(S)* &) ———T(T, fr(T)* ¢* &)

can.

Fr(W(&)/S)(q) f

I(T,q* &) ,

ou f" est Papplication induite par fr(T).

En particulier, si & est égal a Og, W(&) s’identifie au groupe additif G, g. Dans
ce cas, on a &P) = & = O et le morphisme de Frobenius Fr(G,s/S) applique
x € I(T, Or) sur aP. Donc :

mGa, s est le S-groupe ap s qui associe & tout S-préschéma T le

groupe : {x € T(T, Or) | ¥ = 0}.

c) On verrait de méme que, pour toute Og-algebre quasi-cohérente .7, (Spec .7 )(P)
s’identifie au spectre Spec.o(P) de I'image réciproque de o par fr(S). Si 7 désigne
I’endomorphisme z — zP du faisceau d’anneaux Os, on a donc

V) = of ®. O (33)

et il est clair que Fr((Spec «7)/S) est induit par 'homomorphisme a @, x — aPz de
o R Og dans & .

Pour tout Os-module quasi-cohérent & enfin, on a des isomorphismes canoniques
V(&) P ~V(EP) et S(E)P) ~S(EWP),
ol §(&) désigne 'algebre symétrique du Fs-module &.

d) Soient % une Og-coalgebre (3.1) et T un préschéma de caractéristique p. Si
 ®/S) ou % P) désignent 'image réciproque de la coalgebre % par fr(S), on a comme
en b) un isomorphisme canonique :

(Spec* %)) ~ Spec* % V).

Si % est une coalgeébre en groupes, la valeur de g.(Spec* %), i.e. du noyau du
morphisme de Frobenius Spec* % — (Spec* % )®), pour un S-préschéma T est donc
I’ensemble des éléments v de

(Spec* Z)(T) ={z e (T, %r) | er () =1, Agpr =2z}

tels que I'image dans I'(T, %1 ®¢ (1) Or) de 'élément v @1y 1 de I'(T, %1) Q1) O(T)
soit égale a 1.

B3IN.D.E. : & @ O désigne la Og-algebre obtenue par extension des scalaires 7 : g — Os,
c-a-dyona:ar®@r1l=a®r 2P, etz (a®x 1) =a®x z.
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4.2. Nous allons maintenant nous occuper d’une construction voisine de la précé-
dente : soient S un préschéma de caractéristique p, X un S-préschéma et X% le produit
dans la catégorie (Sch/g) de p exemplaires de X.

Nous désignons alors par UP(X) le sous-préschéma ouvert de X& qui est la réunion
des produits U%, lorsque U parcourt les ouverts affines de X. Un point z de X%
appartient donc & UP(X) si et seulement si les projections pr; z de = sur les facteurs
de X§ appartiennent & un méme ouvert affine de X. Par exemple, si toute partie finie
de X est contenue dans un ouvert affine, on a UP(X) = X&.

Le groupe symétrique ., d’ordre p opére sur X§ par permutation des facteurs et
laisse stable 'ouvert UP(X). Nous appellerons produit symétrique p-uple de X et nous
noterons ¥PX le quotient de X par .7, dans la catégorie de tous les espaces annelés.
Soit ¢(X), ou simplement ¢, la projection canonique X§ — XPX

Alors, ¢ applique UP(X) sur un ouvert VP(X) du produit symétrique, qu’on peut
décrire comme suit (confer V 4.1). Le faisceau structural de ¥PX induit sur VP(X)
une structure de préschéma; le morphisme ¢'(X) : UP(X) — VP(X) induit par ¢(X)
est affine et méme entier ; lorsque U parcourt les ouverts affines de X qui se projettent
dans un ouvert affine variable V de S, les ¥PU forment un recouvrement affine de
VP(X); si R désigne l'algebre affine de V et A celle de U, ¥PU a pour algebre affine
la sous-algebre YPA de @} A formé des tenseurs symétriques.

Considérons maintenant le morphisme diagonal ¢ de X dans UP(X). La restriction
de ¢ a l'ouvert U ci-dessus est définie par ’homomorphisme d’algebres

n:QrA— A, a1 ® - Qa, — ajas - - ap.

On a donc, si N est 'opérateur de symétrisation :

U(N(C‘l@@%)) :77< Z a0(1)®"'®aa’(p)) :p' al"'ap:O-
o€Sp

Autrement dit, 7 s’annule sur le sous-espace N(@%r A) de LPA formé des tenseurs
symétrisés. De plus, si f est un tenseur symétrique, on a évidemment N(fa) = fN(a),
ce qui montre que N(Q7% A) est un idéal de LPA. Nous noterons désormais

UlP/8! = Spec (ZPA/N(®% A));

c¢’est un sous-préschéma fermé de ¥P(U) = V?(U). La réunion des UP/5] lorsque U
parcourt les ouverts affines de X qui se projettent dans un ouvert affine variable V de
S, est un sous-préschéma fermé de V?(X), noté X[/,

De plus, si i(X) désigne I'inclusion de X[P/5 dans V?(X), nous venons de voir que
q'(X) 04 se factorise & travers X[P/5] d’ot un morphisme FPI(X/S) : X — X[P/5] . (34)

(B349)N.D.E. : Dans Poriginal, ce morphisme (resp. le morphisme de Frobenius relatif) était noté F’
(resp. F).
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6(X
X% D UP(X) DELICONN X

a(X) J 7' (X) l FIPl(X/s)

i(X)

YWX) 2 VP(X)<— XP/S]

Il est clair que X[P/8] est fonctoriel en X et que 'application FIP : X — F[PI(X/S)
est un homomorphisme fonctoriel.

4.2.1. — Les préschémas X[P/8] et X(?/9) sont évidemment reliés : soient V un ouvert
affine de S d’anneau affine R et U un ouvert affine de X au-dessus de V ; soit A I’algebre
affine de U. Si 7 désigne ’'endomorphisme z — z? de R, alors U®/%) a A @, R pour
algebre affine. On vérifie en outre que ’application

a®7TAn—>()\a®-~~®a modN(@ﬁA))

définit un homomorphisme de R-algebres de A @, R dans XA /N(Q% A) ; cet homo-
morphisme induit un morphisme

@(U) : UP/SI L U®/S  tel que (U)o FIPI(U/S) = Fr(U/S).
« Recollant les morceaux », on obtient alors un triangle commutatif

X
FIPI(X/s) Fr(X/S)

»(X)

X[p/8] X(®/S)

Par exemple, si X est le sous-préschéma de S défini par un idéal quasi-cohérent .7,
F[P(X/S) s’identifie au morphisme identique de X, de sorte que ¢(X) est 'immersion
canonique de Spec(&s/.#) dans Spec(0s/.#{P}H). On voit ainsi que ¢(X) n’est pas un
isomorphisme en général.

Toutefois, lorsque M est un R-module libre, il est clair que I’application

M ®, R — SPM/N(®% M), m®ﬂ)\>—><)\m®~~~®m modN(®§M))

est bijective; cette application reste donc bijective lorsque M est R-plat, parce que
tout module plat est une limite inductive filtrante de modules libres (Lazard ) (39)).
Il s’ensuit que

o(X) : XP/S] - X#/S) est un isomorphisme si X est un S-préschéma plat.

()D. Lazard, C. R. Acad. Sc. Paris 258, 1964, p. 6313-6316.

(35N.D.E. : Voir aussi : D. Lazard, Bull. Soc. Math. France 97 (1969), 81-128, ou : N. Bourbaki,
Algébre, Chap. 10, §1.6, Th. 1.
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4.3. Considérons enfin un S-préschéma en groupes abéliens G. Alors, le morphisme
incl.

composé p(G) : UP(G) — GE§ — G, qui est défini par la multiplication, se factorise
a travers VP(G), de sorte qu’on a le diagramme commutatif suivant :

G (G
1O ey 29 g
|
I
!

G

A .
: v(G) FlPl(G/s) |
: q(G)

VP (G)

i(G)

Ver(G/S) Fr(G/S)

e Gwrs)

Lorsque G est S-plat, ¢(G) est un isomorphisme et 'on peut définir un morphisme
(dit Verschiebung)

Ver(G/S) : G/ — G

a laide de la formule Ver(G/S) = v(G) 0 i(G) o p(G)~!. Lorsque G parcourt les
S-préschémas plats en groupes abéliens, application Ver : G +— Ver(G/S) est évi-
demment un homomorphisme fonctoriel ; par conséquent, Ver(G/S) est un homomor-
phisme de groupes. Pour tout S-préschéma T enfin, 'application composée

5(G)(T)
—_—

G(T) Ur(G)(T) LU, ()

applique « € G(T) sur p-z. Nous pouvons écrire p-idg au lieu de p(G)-6(G), obtenant
ainsi la formule classique

Ver(G/S) o Fr(G/S) = p-idg -

4.3.1. — Par exemple, lorsque G est un S-préschéma constant en groupes abéliens,
nous savons que Fr(G/S) s’identifie au morphisme identique de G (4.1.1). On a donc
Ver(G/S) = pidg.

Lorsque G est le S-groupe diagonalisable de type M, Fr(G/S) est égal & pidg d’apres
4.1.2; on voit facilement que Ver(G/S) est le morphisme identique de G.

Lorsque & est un Os-module plat et que G est le S-groupe V(&), le morphisme
Ver(G/S) est nul ainsi que p-idg. On verra dans 'exposé VIIg qu’un groupe algébrique
commutatif G sur un corps k est « unipotent » si et seulement si ’homomorphisme
composé

G(pn) Ver(G(p”* )/S) G(pn—l) e G(p) Ver(G/S) aQ

est nul pour un certain n (on a posé GP") = (G#" @),
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4.3.2. — Comme lapplication Ver : G — Ver(G/S) est un homomorphisme fonctoriel
lorsque G parcourt les S-préschémas plats en groupes commutatifs, le carré

G(p) Ver(G/S) G

Fr(G/S)® LFr(G/S)

Ver(G()/S)
_—

lelt) a®

est commutatif (ott Fr(G/S)®) désigne I'image réciproque de Fr(G/S) par le change-
ment de base fr(S)). Comme il résulte directement des définitions que Fr(G/S)®) est
égal a Fr(G®) /S) 36) on a aussi

Fr(G/S) o Ver(G/S) = Ver(G® /S) o Fr(G®) /S) = p - idge

4.3.3. — Supposons enfin que G soit un S-groupe commutatif, fini et localement libre ;
soient o la Os-algebre affine de G et m I’endomorphisme du faisceau d’anneaux Og
qui envoie une section x de Og sur xP.

(37) On désigne par YP.o7 la sous-algebre de &%,  formée des sections invariantes
sous l'action du groupe symétrique, par i(</) l'inclusion de ¥P«/ dans le produit
tensoriel. Soit AP(&/) : & — @Y, #/ le morphisme obtenu en itérant le morphisme
diagonal de la coalgebre o7 (il correspond au morphisme de multiplication de UP(G) =
GE vers G); d’apres le début du paragraphe 4.3, AP(<7) se factorise & travers XP.o,
c.-a~d., induit un morphisme

a(): o — YPo
tel que i() o a() = AP ().

D’autre part, soient SP(&7) la composante de degré p de 1’algébre symétrique de
o et () : Q'p, & — SP(&) la projection canonique. La multiplication m? (<) :
®%S of — of se factorise & travers SP (&), c.-a-d., induit une application

(o) : SP () — o
telle que b(«) o (/) = mP().

Comme Y2 o est Ialgebre affine de VP (&) alors, d’apres le début de 4.3 & nouveau,
le morphisme composé i(G) o ¢(G)~! induit un homomorphisme d’algebres

r(): Yof — o Qrp Os
cet homomorphisme s’annule sur les sections de la forme

D o) ® - ® dg(y)
oeSp

(36)N.D.E. : Voir 4.1.3.
(B"N.D.E. : On a modifié l’ordre, en introduisant d’abord les objets intervenant dans le diagramme
qui va suivre.
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et envoie a ® -+ ® a sur a ®, 1. De méme, j() est le morphisme de Os-modules
a®r1—gla®---®a). On obtient donc le diagramme commutatif :

mP

Qo s ——

NS4

(o) YPof

r% %ﬂ)

d@ﬂ'ﬁs

Le composé (&) o a(&/) est associé au morphisme Verschiebung Ver(G/S), tandis
que b() o j(&) est associé au morphisme de Frobenius Fr(G/S).

Le diagramme commutatif (/) ci-dessus est autodual ; soit en effet D le foncteur
qui associe & tout Og-module .# le Os-module dual Home, (M, Os); il est clair que
I'image du diagramme (&) par le foncteur D n’est autre que le diagramme (D.<7), les
morphismes Dr(</), Da(«/), Dj(</) et Db(«/) s’identifiant respectivement & j(D.«),
b(D), r(D) et a(Dg/). D’apres 3.3.1, on voit donc que :

Dans la catégorie des S-groupes commutatifs, finis et localement libres, la
dualité de Cartier échange morphisme de Frobenius et Verschiebung.

5. p-algebres de Lie
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Rappelons d’abord quelques résultats du Séminaire Sophus Lie. (38)

5.1. Soient p un nombre premier, R un anneau commutatif de caractéristique p et A
une R-algebre associative, mais non nécessairement commutative. Si a et b sont deux
éléments de A, nous posons [a,b] = ab — ba et ab =L, (b) = Rp(a). On a alors :

(adz”)(y) = [2¥,y] = (LL = RL)(y) = (Le — Ra)P(y) = (adz)”(y)
d’otu la premiére formule de Jacobson :
(1) ad(z?) = (ad x)P.

Siaq,...,ap sont p éléments arbitraires de A on a, notant N 'opérateur de symé-
trisation (cf. 4.2) :

(*) N@®---®ap) Zag S Og(p) = Z[GT(D[@T@)[. arpo1ys ap) 1]

T

(38)N.D.E. : cf. P. Cartier, Ezemples d’hyperalgébres, Sém. Sophus Lie 1955/56, Exp. 3 (accessible
sur le site Numdam : http://www.numdam.org).
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ol ¢ parcourt les permutations de p lettres et 7 celles de (p — 1) lettres. En effet, le
dernier terme vaut

Z Z Z (i1) Qr(iz) """ Ar (i) Ap A7 (js) * " Ar(j1)

T r=0 1< <ip

ou 7 parcourt les permutations de p — 1 lettres, i1,...,%, les suites strictement crois-
santes d’entiers de l'intervalle [1,p — 1] et ol j1,...,js désigne la suite strictement
croissante dont les valeurs sont les entiers de [1,p — 1] différents de iy,..., .. Pour

une valeur fixée de 7, la somme des termes (—1)% ar(;,) - -~ Gr(i,) Gp Gr(j,) =+ - Gr(5,) Vaut

évidemment
s(P— 1
(=1) s Z Ap(1) " "+ Qp(r) Ap Ap(r+1) ** " Ap(p—1)
P

ol p parcourt les permutations de p — 1 lettres. L’égalité, dans Fp[z],
(x—1)P =2 —1=(x—1)(zP "+ +1),

d’ott (z —1)P~1 = 2Pt + ... + 1, montre d’autre part que (—1)* (") est égal & 1 en

caractéristique p, ce qui prouve (). (39

En particulier, si z¢ et 1 sont deux éléments de A, on a

(w0 +21)" = 2l + 28 + D @) To) T,

ou z parcourt les applications non constantes de [1,p] dans {0,1}. On en tire

(ZIZ‘O +3’]1)p :ngr:chr Z WN($O,...,$O,SC1,...,$1).
0<r<p T‘ p:r
40) Or, d’apres (%), on a :
N(zo,...,%0,%1,...,01) = 1! —1—1"‘2; iy [Ty [ [Trp-ny. 1] -+ ]]]

T p—r

ou t parcourt les applications [1,p — 1] — {0,1} prenant r fois la valeur 0. On en
déduit la deuzieme formule de Jacobson :

(ii) (zo 4+ 21)P = ab + 2¥ — Z Z [z [ze) [ [eo-1), 21] -+ ]]]

o<r<p t

ou t parcourt les applications [1,p — 1] — {0, 1} prenant r fois la valeur 0.

(39)N.D.E. : On peut aussi utiliser 'égalité (p 1) =B ) pour conclure que (p;l) =(=1)" en

caractéristique p.
(40)N.D.E. : On a inséré I’explication qui suit, tirée de [DG70, 11, §7, 3.2].
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5.2. Soit maintenant g une R-algebre de Lie. On dit qu’une application z — z®) de
g dans g fait de g une p-algébre de Lie sur R si les conditions suivantes sont vérifiées :

(0) A\x)® =P 2®) = pour \€ R,z € g
(i) adz® = (adz)?, pourz € g

. 1
(i) (2o + 1) = fU(()p) + l’gp) - Z Z - [y [z [ [2ep—1) 21] -+ ]]]

o<r<p t
ou ¢ parcourt les applications [1,p— 1] — {0, 1} prenant r fois la valeur 0 (2o, z1 € g).

Par exemple, si A est une R-algebre associative, nous avons vu en 5.1 qu’on obtenait
une p-algebre de Lie Ap;, en prenant le R-module sous-jacent & A et en posant, pour
x,y € A,

[z,y] = 2y — yx et zP) = P
Nous dirons que Ap;e est la p-algébre de Lie sous-jacente a A.

Dans la suite nous considererons surtout des sous-p-algebres de Lie de p-algebres de
la forme Ay, ; en voici un exemple : soient S un préschéma de caractéristique p > 0 et
X un S-préschéma. On rappelle qu’une dérivation de X sur S est un endomorphisme
D du faisceau en groupes abéliens Ox tel que

D(A-s)=X-D(s) et D(st) = (Ds)t + s(Dt)

lorsque A et s,t parcourent les sections de Og et de Ox sur des ouverts tels que les
formules aient un sens. La formule de Leibniz

D" (st) = zn: (”) (Dis)(D"it)

. 1
=0

montre que DP est encore une dérivation de X sur S, compte-tenu de I’égalité (’; ) =0
(mod p) pour i # 0, p. Il s’ensuit que :

L’algebre Déry g des dérivations de X sur S est une p-sous-algebre de Lie
de la T'(S, Os)-algébre des opérateurs différentiels de X sur S.

5.2.1. — Si g et h sont deux p-algebres de Lie, un homomorphisme h : g — b est
une application R-linéaire de g dans b telle que h([z,y]) = [h(z), h(y)] et h(z®)) =
h(x)(p) si z, y € g. L’application composés de deux homomorphismes est encore un
homomorphisme, de sorte que nous pourrons parler de la catégorie des p-algebres de
Lie sur R.

Si (X, Z) est un espace annelé, nous dirons qu'un Z-module g est muni d’une struc-
ture de p-algébre de Lie sur Z si, pour tout ouvert U, I'(U, g) est muni d’une structure
de p-algebre de Lie sur I'(U, Z) et si les restrictions sont des homomorphismes.

5.3. Nous nous intéressons maintenant au foncteur adjoint a gauche du foncteur A —
Ayp;e de 5.2. Soient g une p-algebre de Lie sur 'anneau R de caractéristique p, U(g)
lalgebre enveloppante de ’algeébre de Lie sous-jacente & g (cf. Bourbaki, Groupes et
algebres de Lie, Chap. I, §2) et iy (ou simplement i) Iapplication canonique g — U(g).
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Soit A une R-algebre associative unitaire. On sait que, pour tout homomorphisme
d’algebres de Lie ¢ : g — Ap;e il existe un unique homomorphisme de R-algebres
unitaires ¥ : U(g) — A tel que ¥ oi = ¢.

En outre, ¢ est un homomorphisme de p-algebres de Lie si et seulement si 1 s’annule
sur les éléments i(x)? —i(z(P)), lorsque = parcourt g. Par conséquent, si Ul(g) ou Uy(g)
désigne le quotient de U(g) par I'idéal bilatére engendré par les éléments i(2)P —i(x(®)),
et si jg (ou simplement j) est application g — U,(g) composée de i : g — U(g) et de
lapplication canonique U(g) — U,(g), on voit que pour tout homomorphisme de p-
algebres de Lie ¢ : g — Ape, il existe un unique homomorphisme d’algebres unitaires
Y :Up(g) = Atelque o j = ¢.

On dit que U, (g) est l'algébre enveloppante restreinte de g.

5.3.1. — Avec les notations de 5.3, posons maintenant 3(z) = i(x)? — i(z®)). Pour
tout élément y de g, on a, d’apres 5.1 (i) et 5.2 (i) :

B(x)i(y) = i(y)B(x) + [B(x),i(y)]
=i(y)B(z) + (adi(z))?i(y) — i((ad )P y)
= i(y)B(z),

de sorte que ((z) appartient au centre de U(g); en particulier, I'idéal & gauche en-
gendré par les éléments ((x) est déja bilatere.

D’autre part, il est clair que S(Az) = APB(z), pour A € R, et il résulte de 5.1 (ii)
et 5.2 (ii) que, pour z,y € g,

Bz +y) = Bx) + B(y).

En particulier, si (z4) est une famille de générateurs du R-module g, I’idéal & gauche
engendré par les éléments 3(z) est déja engendré par les B(xq).

5.3.2. — (1) Soit g une R-algebre de Lie dont le R-module sous-jacent est libre de
base (z,). Dans ce cas, d’apres le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt (cf. Bourbaki,
Groupes et algébres de Lie, I, §2.7), on peut identifier g & un sous-module de U(g) au
moyen de i.

Proposition. — Les structures de p-algebre de Lie sur g correspondent biunivoquement
aux familles (yo) de g telles que ady, = (ad 24)P.

En effet, si g est munie d’une structure de p-algebre de Lie z — z(), alors d’apres
5.2 (1) et (0), (i), les yo := 2 vérifient ad Yo = (adzy)P, et déterminent la p-
structure.

Réciproquement, supposons que (y,) soit une famille d’éléments de g tels que
ad yo, = (ad 4 )P. Soit 7 'application r — r? de R dans R, et soit g®, R la R-algebre
de Lie obtenue par I’extension des scalaires 7 : R — R. (42)

(4UN.D.E. : Dans ce paragraphe, on a modifié l’ordre, énoncgant d’abord le résultat, puis détaillant
la démonstration.
“UONDE. :c-a-d,2r @ 1=2QrrP et r- (z @ 1) =2 Ry r, pour z € g, 7 € R.
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11 existe alors une application R-linéaire v de g ®, R dans U(g) qui envoie z, ®x 1
sur 2 — y, ; de plus, comme on a, pour tout z € g,

(ad 2f)(z) = (ad z )P (2) = (ad ya)(2),
~ applique g ®, R dans le centre de U(g). Posons, pour tout = € g :
P = 2P — y(z @, 1).
(r) _

Alors, pour tout a, on a g’ = Yo S1 T = Y AaTq, on déduit de 5.1 (ii) (en procédant
par récurrence sur le nombre d’indices « tels que A, # 0), que

LT
(a7
désignant par z cet élément, on a :

2P :Z/\Zyu—&—z

et donc z(®) € g.

Il est clair que lapplication z — z(P) vérifie (Az)®) = X\ z(P). De plus, comme
~v(z ®, 1) est central, alors ad z®) = adz? et donc, d’apres la premiere formule de
Jacobson (5.1 (i)), on a

adz® = (adz)P.

Enfin, d’apres la deuxieme formule de Jacobson (5.1 (ii)), I'application z — z(®)
vérifie la condition (ii) de 5.2. Elle fait donc de g une p-algebre de Lie. Ceci prouve la
proposition.

5.3.3. Proposition. — Soit g une p-algébre de Lie sur R dont le module sous-jacent
est libre de base (xo). Alors Uapplication j : g — U,(g) est injective et, si l'on pose
Za = j(2a), alors Up(g) a pour base les mondmes

Hz"‘* ou 0< ny <p,
(03

(les n, sont supposés nuls hormis un nombre fini d’entre eux; on suppose la base
totalement ordonnée et les produits effectués dans 'ordre croissant).

En effet, identifions g & un sous-module de l’algébre enveloppante U(g) au moyen de 449
Papplication canonique . Pour toute famille n = (n,) d’entiers naturels, nuls hormis
un nombre fini d’entre eux, posons

n n
In| = g N et " = Ha:a“.
(03 (0%
Ecrivant n, = mqy + ply, avec 0 < m, < p, posons aussi

Tp = H e ﬂ(xa)éa

ot B(x) = P — x(P) est I'application g — U(g) définie en 5.3.1.
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Pour tout r € N, notons U” le sous-R-module de U(g) engendré par les 2™ tels que
In| < r. Comme 'anneau gradué @, U”/U" ! est commutatif (cf. Bourbaki, Groupes
et algebres de Lie, 1, §2.6), on voit que, pour tout n :

T, — [[a"= e U,

Pour tout s € N, les 2™ tels que |n| = s forment, d’apres le théoréme de Poincaré-
Birkhoff-Witt (loc. cit., §2.7), une base de U*/U*~! et donc il en est de méme pour
les T,, tels que |n| = s.

Donc, lorsque s = |n| varie, les T,, forment une base de U(g). Or le noyau J
de I'application canonique U(g) — U,(g) est I'idéal & gauche de U(g) engendré par
les éléments centraux ((z,) (5.3.1). Par conséquent, les T,, tels que £ = ({,) # 0
forment une base de J, et les T,, tels que n, < p pour tout «, forment une base de

Uy(g) =U(g)/J. C.Q.F.D.

5.3.3 bis. — Soient g une p-algebre de Lie sur R et f : R — R’ une extension de
Panneau de base. Je dis qu’il existe sur le R -module R’ ®g g une structure de p-
algebre de Lie et une seule telle que

(%) Nezpoyl= ey e (AP = gz

Il en résultera, en particulier, que le foncteur g — R’ ®g g est adjoint & gauche au
foncteur « restriction des scalaires de R’ & R ».

L’unicité de la structure de p-algebre de Lie définie par (x) étant claire, prouvons
Pexistence : lorsque g est libre de base (z,) il existe d’apres 5.3.2 une et une seule
structure de p-algebre de Lie sur I'algebre de Lie R/ ®g g telle que

(1 ® xa)(l)) =1® xt(xp);

cette structure est celle que nous cherchons.

Lorsque g est une p-algebre de Lie arbitraire, il existe une p-algebre de Lie libre
(en tant que R-module) Ly et un homomorphisme surjectif ¢o : Ly — g; il suffit par
exemple de prendre pour Ly la p-algebre de Lie R®r, g, ot IF;, désigne le corps premier
de caractéristique p, pour gy ’homomorphisme A ® = — Az (g est libre sur F,!). Le
noyau de qqg est alors un p-idéal de Lg, c’est-a-dire un idéal de I’algebre de Lie Ly qui
est stable par endomorphisme z — z® ; il y a donc également une p-algebre de Lie
libre (en tant que R-module) L; et un homomorphisme ¢; : L1 — Lo dont l'image est
Ker gg, d’ou la suite exacte :

Ll q—1> LO q—0> g— 0.
On en déduit une suite exacte de R/-algebres de Lie

R’ R’
R’ @r Ly ®rRq1 R/ ®r Lo ®R Y0 R/ QR g — 0.
Comme R’ ®r ¢; est manifestement un homomorphisme de p-algebres de Lie, le noyau
de R’ ®R qo est un p-idéal, de sorte que l'opération puissance p-iéme symbolique de
R’®grLg induit par passage au quotient une application de R'®grg dans R'®grg (utiliser
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la formule (ii) de 5.2.); cette derniére munit R’ ®g g de la structure de p-algébre de
Lie cherchée.

5.3.4. — L’application canonique jg : g — U,(g) induit, pour toute extension R — R’
de 'anneau de base, un homomorphisme

R'®rjg: R @rg— R @r Uy(g),
d’ott un homomorphisme
h:U,(R'®r g) — R @r Uy(g)

tel que h o jrigg = R’ ®Rr jg. Il résulte évidemment des propriétés universelles de
R’ ®r g et de I’algebre enveloppante restreinte que h est un isomorphisme, ce qui nous
permettra d’identifier U,(R’' ®r g) & R’ ®@r Uy(g).

En particulier, si 7 est un élément de R et si R’ est I'anneau localisé R, on voit que
g = R, ®Rr g est muni canoniquement d’une structure de p-algebre de Lie sur R,., de
sorte que le faisceau g sur Spec R est une p-algebre de Lie quasi-cohérente sur Spec R.
De plus, I’algebre enveloppante restreinte Ugr(gr) s’identifie a Ug‘(g)r de sorte que le
faisceau associé au préfaisceau V — U,(I'(V, g)) est quasi-cohérent.

Définition. — Plus généralement, si S est un préschéma de caractéristique p et ¥
une p-algebre de Lie quasi-cohérente sur Og, le faisceau associé au préfaisceau V +—
U,(T'(V,9)) est quasi-cohérent; il sera noté %,(¥) et appelé l'algébre enveloppante
restreinte de 4. Si V est affine, U,(I'(V,¥)) s’identifie & T'(V, %,(9)).

5.4. Le caractere universel de U,(g) entraine que U,(g) est fonctoriel en g : tout
homomorphisme de p-algebres de Lie ¢ : g — b induit un homomorphisme d’algebres
unitaires Uy,(¢) et un seul tel que jy 0 ¢ = U,(¢) o jg. Voici quelques exemples :

a) Si h =0, Uy(h) s’identifie & Panneau de base et U,(¢) est un homomorphisme
d’algebres €4 : Up(g) — R appelé augmentation.

b) Prenons maintenant pour h 'algébre g° opposée a g, i.e. g° a méme module
sous-jacent que g, méme puissance p-ieme symbolique, le crochet de deux éléments
dans g° étant 'opposé du crochet dans g. Il est clair que nous pouvons identifier U, (g°)
a l’algebre opposée & U,(g). De plus, I'isomorphisme « +— —z de g sur g° induit un
isomorphisme ¢g de Up(g) sur Upy(g°) =~ U,(g)°. On dit que ¢4 est I'antipodisme de
Uy(g)-

c) Soient enfin f et g deux p-algebres de Lie et § la p-algébre de Lie produit f X g
qui a pour R-module sous-jacent le produit direct f x g, le crochet et la puissance
symbolique étant définis par les formules

[(x,y), (Jfl,y/)] = ([LE,LL’/], [yay/]) et (zhy)(p) = (x(p),y(p))

Sihy : f — tet hy : g — £ sont deux homomorphismes de p-algebres de Lie
tels que [h1(z), ha(y)] = 0 pour tout x de f et tout y de g, application hy + hgy :
(z,9) — hi(x) + ha(y) est un homomorphisme de p-algebres de Lie ; réciproquement,
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tout homomorphisme de § x g dans € est de ce type, ce qui permet de caractériser § x g
comme solution d’un probleme universel. Par exemple, les applications

hi:z—i(z)®1 et ho:y—1®ig(y)

induisent un homomorphisme hy + hy de § X g dans la p-algebre de Lie sous-jacente a
U,(f)®@U,(g). Il résulte des caracteres universels de f x g et des algebres enveloppantes
restreintes que hy + hy se prolonge en un isomorphisme :

@ Up(f x 9) - Up(f) ® Uy(g).

Définition. — Si f = g, lapplication diagonale 0 :  — (z,x) de g dans g x g induit
un homomorphisme de U,(g) dans U,(g x g). Nous noterons Ay le composé de cet
homomorphisme avec I'isomorphisme ¢ : U, (g x g) — U,(g) ® Up(g).

On voit facilement que Ay et la multiplication de l'algebre U, (g) font de U,(g) une
R-coalgébre en groupes (3.2) qui a €4 pour augmentation et ¢ pour antipodisme.

5.4.1. — De méme, soient S un préschéma de caractéristique p et 4 une Os-p-algebre
de Lie. Lorsque V parcourt les ouverts de S, les structures de coalgebres en groupes
définies précédemment sur les ensembles U, (I'(V,¥)) induisent sur le faisceau associé,
i.e. sur Palgebre enveloppante restreinte %,(¥), une structure de Os-p-coalgebre en
groupes. D’aprés 5.3.1, le S-foncteur en groupes correspondant Spec* %,(¥) associe &
tout S-préschéma T l’ensemble des z € I'(T, %,(¥ Q65 Or)) tels que

e(z)=1 et Az =z®x.

Ici, € et A désignent ’augmentation et le morphisme diagonal de %,(¥ ®¢4, Or) ; par
abus de notation, on a encore noté x ® x 'image dans I'(T, %,(%1) Q¢ %p(%1)) de
I'élément = ® x de I(T, %,(%1)) @1y I'(T, %,(%1)).

D’apres 5.3.3 et 3.1.2, on obtient :

Proposition. — Lorsque & est localement libre de type fini en tant que Os-module,
Spec™ %,(94) est représentable par un S-préschéma fini et localement libre.

6. p-algebre de Lie d’un S-préschéma en groupes

Soit S un préschéma de caractéristique p > 0. Au paragraphe 5.4.1 nous avons
associé a toute Og-p-algebre de Lie quasi-cohérente ¥ un S-foncteur en groupes
Spec® %,(%). Nous allons voir maintenant que, pour tout S-préschéma en groupes
G, la Og-algebre de Lie Zie(G/S) définie en IT 4.11 est munie naturellement d’une
structure de Ogs-p-algebre de Lie.
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6.1. Identifions tout d’abord Lie(G/S)(S) et Lie(Aut G/S)(S) respectivement & des
sous-algebres de Lie de U(G) et Difg g au moyen des injections o et § de 2.5;
Lie(Aut G/S)(S) est donc identifiée & la I'(0g)-algebre de Lie des S-dérivations de
0. D’apres 5.2, cette derniere est une sous-p-algebre de Lie de Difg/s.

D’autre part, d’apres IT 4.1.4 3 I'image de L = Lie(G/S)(S) par la translation
a droite r : U(G) — Difg/g (cf. 2.2) est formée des dérivations invariantes a droite.
Si z appartient & L, r(x)P n’est autre que r(a?) d’apres 2.2. Comme r(x)P est encore
une dérivation, on voit que 2P appartient a Lie(G/S)(S). Donc : (44

Lie(G/S)(S) est une sous-p-algébre de Lie de lalgébre infinitésimale U(G).

6.1.1. — Soit ¢ : G — H un homomorphisme de S-préschémas en groupes. Il est clair
que les homomorphismes Lie(¢/S)(S) et U(¢) sont compatibles avec les identifica-
tions de Lie(G/S)(S) et Lie(H/S)(S) & des sous-p-algebres de Lie de U(G) et U(H).
Comme U(¢) est un homomorphisme d’algebres, on voit donc que Lie(¢/S)(S) est un
homomorphisme de p-algebres de Lie.

De méme, si s : T — S est un changement de base, application de Lie(G/S)(S)
dans Lie(G/S)(T), qui est induite par s, est un homomorphisme de p-algebres de Lie.
On peut traduire cela en disant que le foncteur Lie(G/S) est muni d’une structure de
Og-p-algebre de Lie. En particulier, lorsque T parcourt les ouverts de S, on voit que
le faisceau Zie(G/S) est muni d’une structure de &s-p-algebre de Lie.

6.2. Suivant une idée de Demazure, nous allons maintenant généraliser ce qui précede
a certains S-foncteurs en groupes non nécessairement représentables. Pour cela, nous
allons d’abord donner une autre définition de la puissance p-ieme symbolique dans
I’algébre de Lie d’un S-préschéma en groupes G.

Soit D une dérivation de G a l'origine, c¢’est-a-dire la déviation de l'origine obtenue
en composant la déviation canonique 6 : S — Ig de 1.5 %) avec un prolongement z &
Is de la section unité € : S — G. D’apres la définition que nous avons donnée en 2.1,
DP est la déviation composée suivante

X XT m(P)
S:SxSx-~~xSMIS><~~~><ISX—X>G><~--><G~—>G
—_——

P
ott m() est le morphisme induit par la multiplication m : G x G — G. Comme

Is x -+ x Ig est affine sur S et a pour algebre affine Oglds,...,d,]/(d3,...,d2), la
déviation § X --- x § est définie par un morphisme de Os-modules

ﬁs[dl,---7dp]/(d§w-~’d127) — 0s

qui applique le monéme dids - - - dp sur 1 et les autres mondémes d;, - - - d;, sur 0 (r < p).
D’autre part, si pr; désigne la projection de I sur le i-iéme facteur et si x; est 'image

(43)N.D.E. : voir aussi 2.5.

(449)N.D.E. : Voir aussi 6.2 pour une autre démonstration.

(45N.D.E. : En 1.5, elle était notée o ; ici, la lettre o est réservée pour les polynémes symétriques
élémentaires o; qui apparaissent un peu plus loin.
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de z € G(I) par G(pr;), le morphisme composé mP) o (x x --- x x) n’est autre que
le produit z1z5 ... x,. Par conséquent, D? est aussi la déviation composée suivante
g §XX§ Io x - x Ig T1T2...Tp G

Cette description nous permet de redémontrer que DP est une dérivation de G a
Porigine : en effet, comme G est un tres bon groupe (II 4.11), les images G(pr;)(z) et
G(pry)(z) de x dans G(Ig x Is) commutent entre elles. Il s’ensuit que les éléments z;
de G(If) commutent deux & deux, autrement dit que, pour toute permutation 7 des
facteurs de 1%, on a (w1 - - - Tp)oT = x1---Tp; il s'ensuit que x; - - ) se factorise a
travers la projection canonique de If dans le produit symétrique ¥?Ig (4.2).

Le produit symétrique >PIg a pour algebre affine une sous-algebre <7 de

ﬁs[dl,...,dp]/(df,...,d;‘;)

qui a pour base sur Og les fonctions symétriques élémentaires 1 = o9, 01,...,0, de
di,...,dp,. Nous désignons par ¢ 'homomorphisme de o7 dans @s[d]/(d?) qui annule
o1,...,0p—1 €t envoie o, sur d, par ¢ 'immersion fermée de Is dans ¥PIg qui est

associée & ¢. On a alors un diagramme commutatif :

DP

— s T

P
IS T1-Tp

S OX X8
5i ican.

[ ———= Yy —=G

V

Y

qui montre que DP est de la forme y o 6. C.Q.F.D.

6.3. Soient .}, le groupe symétrique d’ordre p et If x ., la somme directe d’une
famille d’exemplaires de I§ indexés par .#,. Nous notons  : If x ., — If la projection
canonique et
piIf x .7 — 18

le morphisme définissant 1'opération de .7, sur If (c.-a-d., si 7 est un élément de .7,
la restriction de p 4 I x 7 a Pr ;) pour j-ieme composante). Ceci étant, nous disons
que :
Définition. — Un foncteur X : (Sch/g)° — (Ens) vérifie la condition (F) si :

a) X transforme les sommes directes finies en produits directs,

b) pour tout S-préschéma T, la suite ci-dessous est exacte :

X(idt x)

X(T x $PIg) ——— X(T x 18) X(T X IE x.%,).

X(idT X p)

Tout S-préschéma vérifie (F); si # est un Og-module, W (%) vérifie (F); toute
limite projective de foncteurs vérifiant (F), vérifie aussi (F); si Y vérifie (F) et si X
est un S-foncteur quelconque, Homg(X,Y) vérifie (F).
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Soit X un trés bon groupe (II 4.10) vérifiant la condition (F). Désignant par x :
Is — X un morphisme qui prolonge la section unité de X et reprenant les notations
de 6.2, on voit comme ci-dessus que x1 - - -z, : I§ — X se factorise & travers ¥PIg :

g

YPIg

et définit par composition un morphisme

i P ()
YPIg X

ac(p) : IS

que nous appellerons la puissance p-ieme symbolique de x.

L’endomorphisme z — z® de Lie(G/S)(S) est évidemment compatible avec les
changements de base et est fonctoriel en G. Il serait intéressant de savoir pour quels
G cet endomorphisme fait de Lie(G/S)(S) une p-algebre de Lie.

6.4. La derniére définition de la puissance p-iéme symbolique, que nous venons de
donner, est particulierement bien adaptée au calcul. Voici quelques exemples :

6.4.1. — Soient M un groupe abélien « abstrait » et Dg(M) le S-groupe diagonalisable
de type M (I 4.4.2). Pour tout S-préschéma T, on a donc
Ds(M)(T) = Homya (M, £(T)").

Soit  un élément de Lie(Dg(M)/S)(S), c’est-a-dire un homomorphisme de groupes
abéliens

M —==T(S, Os + dOs)*
de la forme m +— 14 d§(m), out £ € Homap) (M, €(8)). Avec les notations de 6.2 et
6.3, le produit z; - - - ¢, associe a un élément m de M l’expression
(1+di&(m))--- (14 dp&(m))
cest-a-dire 1+ o1 £(m) + 02 £(m)? + -+ + 7, E(M)P.
Cette expression appartient bien & ¢(XPIg). Projetant ceci dans &(S)[d]/(d?) en

annulant o1,...,0p—1 et en envoyant o, sur d, on voit que z(P) est ’homomorphisme
de M dans I'(S, Os + d0g) suivant :

m— 14+ d&(m)P.

En résumé, si 'on identifie Lie(Ds(M)/S)(S) a Homapy(M, &(S)*) comme en 5.1,
la puissance p-ieme symbolique associe & ¢ ’homomorphisme &) : m +— &(m)P.
6.4.2. — Soient .# un Og-module et G le S-foncteur en groupes abéliens W (%) (cf. I,
4.6). Soient y un élément de W(%)(S) = I'(S,.#) et ¥’ son image dans W(%)(Is)
par W(#)(Is — S).

On sait que V'application y — dy’ est un isomorphisme de &(S)-modules de
W (Z)(S) sur Lie(W(.%)/S)(S). Si l'on pose x = dy’, la quantité x; de 6.2 n’est
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autre que d;y”, ot y” désigne l'image canonique de y' 46 dans W(F)(I§). Par
conséquent le produit z - - - x,, est égalicia x1+---+x, = (di+---+dp)y" = o1y” et
appartient & W (.%)(XPIg). Comme 'homomorphisme €(XPIg) — O(Is), qui définit
le morphisme i de 6.1, annule o1, on voit que P est nul. Donc :

Pour tout Os-module F, Uopération x — xP) dans Ualgébre de Lie de
W (F) est nulle.

6.4.3. — Soient X un S-préschéma, G le S-foncteur en groupes AutgX et D une
S-dérivation du faisceau structural Ox. D’apres 6.1, D peut étre identifié a un Ig-
automorphisme z de Xj, qu’on peut décrire comme suit. Si f est une section de
Os|d]/(d?) de la forme a + bd, posons Dy f = Da + (Db)d; autrement dit, Dy, est
déduit de D par le changement de base Is — S ; alors ’automorphisme en question de
Xj. est associé & 'endomorphisme f — f + (D1, f)d = a + (D(a) + b)d de Os[d]/(d?).

De méme, soit Dyz lopérateur différentiel de Xz déduit de D par le changement de
base I§ — S. Avec les notations de 6.2, 'automorphisme z; de Xlg est alors associé a
Iendomorphisme f — f+ (Dyz f)d de Os[ds, ..., dp)/(d3,...,d2). Le produit 2 - - -z,
est donc associé a ’endomorphisme

(14 diDgz)(1 4+ d2Dyz) -+ (1 +dpDryz)
c’est-a-dire, & 1 + 01 Dyp + 09 D?, + -+ 0, Dy,
S S
Le coefficient de o, est DY, ce qui signifie que la bijection D — z de Dérg(&x) sur
S
Lie(Autg X) est un isomorphisme de p-algebres de Lie.

6.4.4. — En utilisant la méme méthode, on voit que, pour tout Os-module Z#, la
bijection décrite en II 4.5 est un isomorphisme de p-algebres de Lie :

Lie(Auto, moa. W(F)/8)(S) — (Endo, mea. W(F))(S).

De méme, si % est une Og-coalgebre en groupes quasi-cohérente, et si G est le fonc-
teur en groupes Spec” %, on voit facilement que 'injection canonique de Lie(G/S)(S)
dans T'(S, %), qui identifie Lie(G/S)(S) & I’ensemble des éléments primitifs de I'(S, %),
est compatible avec la puissance p-ieme.

7. Groupes radiciels de hauteur 1

Soit S un préschéma de caractéristique p > 0. Nous dirons qu’'une Og-algebre o7
(resp. une Og-p-algebre de Lie .£) est finie localement libre si le Os-module sous-
jacent & 7 (resp. .£) est localement libre et de type fini. Si .Z est une Og-p-algebre
de Lie finie localement libre, nous savons que le S-foncteur en groupes

G, (&) = Spec* %,(L)

(46)N.D.E. : on a corrigé z en y’. D’autre part, préciser le « on sait ».
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est représentable par un S-préschéma fini, localement libre (5.4.1). Nous allons voir
que ce S-préschéma est solution d’'un probleme universel et nous allons caractériser
les S-préschémas en groupes de la forme Spec™ %,(.Z).

7.1. Considérons d’abord une Og-p-algebre de Lie quasi-cohérente .£. Lorsque V
parcourt les ouverts de S, les applications j : I'(V,.Z) — U,(I'(V,.%¢)) de 5.3 défi-
nissent un morphisme .2 — %,(.Z), que nous noterons encore j.

D’autre part, d’apres 3.2.3, la Og-algebre de Lie du S-foncteur en groupes G,(.Z)
est le noyau du morphisme

A—1—Ty: U(L)— U(ZL) R0y Up(L),

ou A désigne le morphisme diagonal et ou 7, et 75 sont les morphismes z — z ® 1
et  — 1® x. Il est clair que I'image de j est contenue dans le noyau Zie G,(.Z) de
A — 1 — 79 ; c’est pourquoi nous noterons

jg : ¢ HXZGGP(X)
le morphisme de Os-p-algebres de Lie qui est induit par j (cf. 6.4.4).

Considérons maintenant un tres bon S-foncteur en groupes G vérifiant la condition
(F) de 6.3 et soit ¢ : Gp(Z) — G un homomorphisme de S-foncteurs en groupes.
D’apres 6.3, le morphisme Zie ¢ : ZLie G,(£) — ZLie G est un homomorphisme de
OUs-algebres de Lie qui est compatible avec I'élévation a la puissance p-ieme sym-
bolique. Il en va donc de méme pour le morphisme composé (Zie ¢) o j. Si nous
notons Hom, (.7, Zie G) 'ensemble des homomorphismes de Og-algebres de Lie, qui

sont compatibles avec I’élévation a la puissance p-ieme symbolique, on a donc une
application

J(Z,G) : Homg . (G,(%),G) — Hom, (¥, Zie G), pr— (Lied)ojep.

7.2. Théoréeme. — Si L est une Us-p-algébre de Lie finie localement libre, I’application
J(Z,G) : Homg.qr.(Gp(Z),G) — Hom, (2, Zie G)
est bijective dans chacun des cas suivants :
(i) G est un S-préschéma en groupes;
(ii) G est de la forme Autg X, ot X est un S-préschéma;
(iii) G est de l'une des formes W(F) ou Autg, ,0q W(F), ot F désigne un
Os-module quasi-cohérent.

La démonstration du théoreme s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme. — Si £ est une Og-p-algébre finie localement libre, le S-groupe G,(Z) est
annulé par le morphisme de Frobenius de G,(.Z) relativement a S.

Soient en effet % 1’algebre enveloppante restreinte de £ et posons & = %* =
Homes (%, 0s). Alors of est l'algebre affine de G,(.Z). De plus, si # est l'idéal
d’augmentation de %, c’est-a-dire 1'idéal engendré par I'image de jo : £ — %, nous
notons .# l'orthogonal de # dans «/. On a donc &/ /. ~ Og et I'idéal .# définit la
section unité de G,(.Z).
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Si 7 est 'endomorphisme x — zP de Og, nous devons montrer que le morphisme
D:aQ®;x+— alr de & ®,; Os dans & s’annule sur £ @, Os. Or ® n’est autre que
le composé suivant

J() b(e?)

A Qr O SPof k.
ou b(&/) et j(&) sont définis comme en 4.3.3. Comme le Og-module dual de SP.%7 n’est
autre que le sous-module Y% de Q" % formé des sections invariantes sous I'action
du groupe symétrique d’ordre p, on voit que le transposé ®* de ® est le morphisme
composé suivant :

w ey "y w0

ou a(%) est induit par le morphisme (AQ % @ -+ @ % )--- (A ® %)A de % dans
Q¥ % (A est le morphisme diagonal de %) ; de méme, r(%) s’annule sur les tenseurs
symétrisés et applique une section = ® --- @ x sur x ®, 1 (confer 4.3.3). Il reste
maintenant & montrer que ®* annule l'idéal d’augmentation ¢ . Comme ®* est un
homomorphisme d’algebres, il suffit de voir que ®* s’annule sur I'image de j¢. Ceci
résulte de la formule As =s® 1+ 1® s, lorsque s € Im j .

a(%)
R —

7.2.1. — Posons G, = G,(.Z). Nous allons d’abord prouver I’assertion (ii) du théo-
réme 7.2 en conservant les notations ci-dessus. Comme tout élément de .# a une
puissance p-ieme nulle et que .# est un Os-module de type fini, .# est localement
nilpotent. On a donc (Gp)rsqd = Sréd- Or les homomorphismes h de G, dans Aut X
correspondent biunivoquement aux opérations a gauche b’ : G, x X — X de G, sur
X. Pour une telle opération, si € est la section unité de G, le morphisme composé

X~SxX 2% q,xx 2L x
doit étre I'identité. Comme (G, x X)eq s'identifie & X;¢q, on voit que b’ doit induire
I’identité sur les préschémas réduits associés. En particulier, A’ induit une opération
de G, sur tous les ouverts de X, de sorte qu’on se ramene facilement au cas ou S et
X sont affines, ou plus généralement au cas ol X est affine au-dessus de S. Dans ce
dernier cas, on applique le lemme suivant :

Lemme. — Soient X un S-préschéma affine d’algébre € et G, un S-préschéma en
groupes fini localement libre d’algébre o7 . Si nous posons U = </ = Home, (¥, 0s),
les opérations de G, a& gauche sur X correspondent biunivoquement auz représenta-
tions de l'algebre % dans le Os-module € telles qu’on ait

u(ly) =e(u) - lg

et u(zy) = Z vi()w;(y) si Au= Z V; Q@ W;.

Dans ces formules, u désigne une section quelconque de % sur un ouvert affine V,
x et y des sections de € sur V; on désigne par 1¢ la section unité de €, par € et A
Paugmentation et le morphisme diagonal de % . Une opération h’' de G & gauche sur
X est définie par un homomorphisme d’algebres A : € — & ® g, €. Nous noterons p
le morphisme composé

%®ﬁs%m%®ﬁsﬂf®@%ﬁ>ﬁs®ﬁs%z%
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ou v est la « contraction » de &* ®gp, & dans Og. On sait que l'application A —
(v ® €) (% ® A) est une bijection de Homg, (€, o/ ® €) sur Homeg, (% @ €,€). De
plus, on voit facilement que A est un homomorphisme d’algebres unitaires définissant
une opération de G, sur X si et seulement si p satisfait aux conditions du lemme.

Il est d’ailleurs clair que, pour toute représentation de % dans le Os-module €,
les sections u de % qui vérifient les conditions du lemme précédent forment une sous-
algebre de % . Dans le cas particulier qui nous intéresse, ces conditions sont donc
satisfaites pour toutes les sections u, si elles sont vraies pour les sections u de Im j .
Si u est une section de Im j ¢, ces conditions signifient que u(ly) = 0 et que u(zy) =
u(z)y + zu(y). Tout homomorphisme h de G, = G,(.Z) dans Aut X définit donc un
homomorphisme H de % dans Homg, (¢, %) qui envoie Im j dans ’ensemble des
Os-dérivations de €. L’application H o j& est un homomorphisme de p-algebres de
Lie de . dans le faisceau Dérx g des Og-dérivations de €. De plus, I'application
h +— Ho jg est évidemment bijective; il resterait a vérifier qu’en identifiant Déryx /g
a Lie(Aut X/S) comme en 2.5 7 on identifie 'application h — Ho j & celle du
théoreme 7.2.

7.2.2. — Montrons maintenant comment l’assertion (i) du théoréme 7.2 résulte de
(ii). Si T est un S-préschéma et z un élément de G(T), nous notons ¢ (resp. rl)
la translation & gauche (resp. & droite) de Gt qui est définie par x. Les applications
(T z — (T déterminent donc un homomorphisme ¢ de G dans Aut G. Soit d’autre
part f un T-automorphisme de G ; on définit alors 2 f comme étant égal a (rX) =1 frl;
de cette facon G opere a gauche sur le S-foncteur Aut G, donc aussi sur les foncteurs
T — Homr.gr. (Gp(Zr), Aut X7) et T — Hom,(Zr, Lie(Aut X1 /T)). D’autre part,
I’homomorphisme ¢ induit des carrés commutatifs

HomT_Gr_(Gp T)a GT)

-

HomT_Gr.(Gp(.i”T), MGT) —— Homp(.i’T, fze(@ GT/T))

Hom,,(%r, Zie(Gr/T))

Les images des deux fleches verticales sont les sous-foncteurs formés des invariants
sous 'action du S-groupe G. Comme la deuxieme fleche horizontale est inversible
d’apres 7.2.1 et qu’elle est compatible avec 'action de G, la premiere fleche horizontale
est aussi inversible.

7.2.3. — Considérons enfin le cas de Autg, o0 W(F) (le cas de W(F) est ana-
logue). Posons G, = G,(£). Un homomorphisme de G, dans Autg, 09 W(F)
est un homomorphisme multiplicatif de G, dans Endg,_,,q W(-#) qui est compa-
tible avec les sections unités de G, et de Endg, ,0q. W(#). Or un morphisme de
S-foncteurs h : G, — Endg, n0q. W(F) est par définition un endomorphisme de

(4)N.D.E. : Voir II 3.14 et la N.D.E. qui s’y trouve.
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W(0g, ®¢; F); d’apres 1 4.6.2 (ii), un tel endomorphisme est induit par un endo-
morphisme de Og, ®g, .7, c’est-a-dire par un endomorphisme o7-linéaire du faisceau
o Res F, ou A est la Og-algebre affine de G,. Un tel endomorphisme est de la
forme a ® x — aA(z), ot A est un morphisme de €s-modules de .# dans & ®g, Z.
Si l'on pose pp = (v @ F)(% @ A\) comme en 7.2.1, h est finalement déterminé par
W % Qes F — F. Les hypotheses faites sur h se traduisent en disant que pu dé-
finit une structure de % -module sur #. Une telle structure de module est définie
par un homomorphisme de p-algebres de Lie de £ dans &ndg.(.F), *®) qui égale
"S’ﬂie(MOS—mod. W(ﬁ))

7.3. Lemme. — Si £ est une Og-p-algébre de Lie finie localement libre, le morphisme
Jjo L — ZieGy(ZL) de 7.1 est inversible.

Le probleme est en effet local sur S. Nous pouvons donc supposer que S est affine
d’anneau R et que .Z est le faisceau associé a une R-p-algebre de Lie de base x4, . . ., ;..
Nous pouvons alors utiliser les notations de 5.3.3 et poser 2" = [[, 2™ pour tout r-
uplet (nq,...,n,) formés d’entiers naturels tels que 0 < n; < p. Posant en outre
n! =[[;(n;)! et munissant le monoide N de I’ordre produit, on voit facilement que

A(n') _ngg (n —m)!

la somme étant étendue a tous les m de N” tels que 0 < m < n (A est le morphisme
diagonal de 7). Comme les z™ forment une base de %,(g), il est clair qu'on a Ax =
r® 14+ 1® x si et seulement si x est combinaison linéaire de z1, ..., 2. C.Q.F.D.

7.4. Pour terminer I’exposé, nous allons donner une caractérisation des S-préschémas
en groupes de la forme G,(.Z), ot .Z est une Og-p-algebre de Lie finie localement
libre.

Soient G un S-préschéma en groupes, eg la section unité et .# le noyau du mor-
phisme 5'(0g) — Os correspondant & eg. L'image de Lie(G/S)(S) dans U(G)
(cf. 2.5) s’identifie d’aprés 1.3 aux morphismes de g-modules de e5'(0g) dans O
qui s’annulent sur la section unité de Eal(ﬁg) et sur #2. (49 On retrouve ainsi l'iso-
morphisme canonique de Lie(G/S)(S) sur Homgg(.#/#2, 0s) de I'exposé II. Nous
poserons d’ailleurs wg /g = & /.5 2 comme dans Pexposé II, de sorte que le faisceau
Zie(G/8S) s'identifie a Hom gy (wg/s, Os).

Théoreme. — Si G est un préschéma en groupes sur un préschéma S de caractéristique
p > 0, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une Og-p-algébre de Lie finie localement libre £ telle que G soit iso-
morphe 4 G,(Z).

(48)N.D.E. : détailler ce point. ..
(9IN.D.E. : cf. 1.3.1, 2.4 et 2.5.
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(ii) G est affine sur S; wg/s est un Os-module localement libre de type fini et
lalgebre affine de G est localement isomorphe au quotient de l’algebre symétrique
Sos(ways) par lidéal engendré par les puissances p-iemes des sections de wg/s.

(iii) G est localement de présentation finie sur S, de hauteur < 1 (4.1.3) et wq/s
est localement libre (*).

7.4.1. — L’implication (ii) = (iii) étant claire, montrons d’abord que (i) entraine (ii).
Nous considérons pour cela la suite exacte
(*) 0— 2% 725 7 0o

ot Z est I'idéal d’augmentation de % = %,(.£) et ou 6 est le morphisme induit par
A —in; — ing. Si ¢ est la projection de % sur ¢ qui s’annule sur la section unité de
% , alors § peut étre caractérisé par le carré commutatif

A

4 U Q05 U

J—> F %0,

De plus, la suite (x) reste exacte apres tout changement de base; par conséquent
(Bourbaki, Alg. Comm. IT §3, prop. 6), la suite (x) se scinde et donne par dualité une
suite exacte

I Qps I L I — SHome (L, 05) — 0,

ou # désigne l'idéal d’augmentation de l'algebre affine o/ de G,(Z) et ol m est
induit par la multiplication de /. Ceci montre que wg/s est le dual de £, donc est
fini localement libre.

Supposons maintenant S affine. Il y a alors une section o : wg/g — & de la
projection canonique de % sur .#/.#2; une telle section induit (lemme 7.2) un ho-
momorphisme d’algebres

h: Sﬁs(wg/s)/jﬁ/ — be,
ot % désigne I'idéal engendré par les puissances p-ietmes de sections de wgq/g. Si
on filtre &7 (resp. Sgg(wa/s)/ %) par les puissances de .# (resp. de l'idéal engendré
par wg/g), il est clair que h induit un épimorphisme des gradués associés. Donc h
est un épimorphisme de Os-modules localement libres de méme rang; donc h est un
isomorphisme.

7.4.2. — Montrons enfin que (iii) entraine (i). Comme le morphisme de Frobenius
annule G, il est clair que la section unité de G induit un homéomorphisme de ’espace
topologique sous-jacent a S sur I’espace sous-jacent a G. Nous pouvons donc identifier
S au sous-préschéma fermé de G défini par un certain idéal ¢ de Og. Comme G
est localement de présentation finie sur S et que toute section de .# a une puissance

(*)La condition sur wgqys est en fait inutile, comme on voit aisément en se ramenant au cas ot S est
local de corps résiduel k, et en appliquant le théoréme au cas du groupe Gg.
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p-itme nulle, .# est localement nilpotent et G est affine sur S (EGA I, 5.1.9), donc
fini sur S.

Soit donc &7 la Og-algebre affine de G ; posons & = Zie(G/S), oy = U(L)* et
soit G, = G,(Z) le spectre de 7,. D’apres le théoreme 7.2, I'application identique
de .Z correspond & un homomorphisme de groupes h : G,(.Z) — G, donc & un
homomorphisme de Og-algebres ¢ : &/ — o7,. 1l s’agit de montrer que ¢, qui induit
par définition un isomorphisme de wq/s sur wg, /s, est un isomorphisme.

Pour cela, on peut se restreindre au cas ou S est affine. Il y a alors une section 7 de
la projection canonique de . sur wg/s. Comme toute section de .# a une puissance
p-ieme nulle, 7 induit un homomorphisme de Os-algebres

bt Soy(warys) ] H — 4.

Il est clair que ¥ est un épimorphisme de Os-modules (cf. 7.4.1). D’autre part, nous
avons vu en 7.4.1 que ¢y est un isomorphisme. Il en va donc de méme pour ¢.

C.Q.F.D.

8. Cas d’un corps de base

8.1. Résumons maintenant les résultats obtenus dans le cas ou S est le spectre d’un
corps k de caractéristique p > 0. Disons alors qu'un k-préschéma en groupes est
algébrique si le préschéma sous-jacent est de type fini sur k.

Dans ce cas, d’apres le théoreme 7.2, on obtient :

Théoreme 8.1.1. — Le foncteur Gp, qui associe a toute k-p-algébre de Lie £ de di-
mension finie sur k le k-groupe G,(Z), est adjoint & gauche au foncteur qui associe
a tout k-groupe algébrique sa p-algebre de Lie sur k.

D’apres 7.3 et le théoreme 7.4.1, on obtient :

Théoreme 8.1.2. — Le foncteur Gy, : 2 — G,(L) induit une équivalence de la caté-
gorie des k-p-algebres de Lie de dimension finie, sur celle des k-groupes algébriques
de hauteur < 1.

Alors, comme G, est un foncteur adjoint & gauche, il commute auz limites induc-
tives. De plus, comme I'inclusion de la catégorie des k-groupes algébriques de hauteur
< 1 dans celle de tous les k-groupes algébriques commute manifestement aux limites
projectives finies, on obtient le

Corollaire 8.1.3. — Le foncteur Gy, est exact : sii: Ly — L et q: L1 — Z5 sont
des homomorphismes de k-p-algébres de Lie et si la suite

0 % LH—— 0

formée par les espaces vectoriels sous-jacents, est exacte, alors Gp(z') est un isomor-
phisme de G,(2) sur le noyau de G,(q) ; Uimage de G,(i) est donc un sous-groupe
distingué de Gp(Z1) et G,(q) induit un isomorphisme du quotient de G,(-Z1) par ce
sous-groupe distingué sur G,(22).

i
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8.2. Proposition. — Considérons une suite exacte de groupes algébriques sur un corps
k de caractéristique p > 0
1—G¢LeL5G —1

et les assertions suivantes :
(i) Le morphisme u est lisse.
(if) G’ est lisse.
(iii) Pour tout entier n > 0, la suite ci-dessous, induite par v et u,est exacte :
1 — G — G — G — 1

(iv) Le morphisme gu : ;G — 7 G” est un épimorphisme.

(v) Le morphisme ZLie(u) : Lie(G) — Lie(G") est surjectif (II 4.11).

Alors on a les implications (i) < (i1) = (iii) = (iv) < (v) et toutes les assertions
sont équivalentes lorsque G est lisse sur k.

En effet, (i) équivaut & (ii) d’apres exposé VIg (1.3) : rappelons en effet que (i)
entraine (ii) d’apres SGA 1, II 1.3; d’autre part (ii) signifie que u est lisse a l'origine
(SGA 1, IT 2.1; u est plat parce que épimorphique), donc partout.

De méme, I'équivalence de (iv) et (v) résulte de I’équivalence définie en 8.1 entre
la catégorie des k-groupes algébriques de hauteur < 1 et celle des p-algebres de Lie
de dimension finie sur k.

L’implication (ii) = (iii) résulte du diagramme

v u

1 G’ G G” 1
Fr™ (G’ /k) Fr" (G/k) Fr (G /k)
1] — /") G ar®") 1
@™ w®™)

dont les deux lignes sont exactes : comme Fr"(G’/k) est un épimorphisme d’apres le
corollaire 8.3.1 ci-dessous, u induit un épimorphisme de g G sur g G” (généraliser
le lemme du serpent aux faisceaux en groupes non nécessairement commutatifs).

Enfin, lorsque G est lisse sur k, Fr(G/k) est un épimorphisme. Si, de plus, mu est
un épimorphisme, le méme lemme du serpent appliqué au diagramme ci-dessus pour
n = 1 montre que Fr(G’/k) est un épimorphisme, donc que G’ est lisse sur k (8.3.1
ci-dessous).

8.3. Proposition. — Si G est un groupe algébrique sur un corps k de caractéristique
p > 0, il existe un entier ng tel que G/pn G soit lisse sur k pour n = ng.

Comme la construction de G/p»G commute a l'extension du corps de base (4.1.1
et VIa, 4.7), nous pouvons supposer k parfait (SGA II 5.5). Dans ce cas, Gygq est un
sous-groupe algébrique de G (VI 0.2) et l'on a le diagramme commutatif et exact
suivant, ol l'on a posé H = G¢q\G :
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1 Giea G H
Fr™ (Grea /k) Fr™ (G/k) Fe™ (H/k)

(™)

1]—mm— Gréd - > G(pn) R H(pn)

Or H est le spectre d’une k-algebre finie, locale, de corps résiduel k (VIg). Par consé-
quent, il existe un entier ng tel que Fr' (H/k) se factorise & travers I'unique section de
Spec k dans H?™) | lorsque n > ng. Il s’ensuit que, pour n > ng, Fr"(G/k) se factorise
a travers Ggg) ; Phomomorphisme h : G/p» G — GES;), qui est défini par cette facto-
risation, est un monomorphisme (VI5 5.4) et induit un homéomorphisme des espaces
topologiques sous-jacents; c’est donc un isomorphisme (VIg, Gg;) est réduit (°0)).

Comme Ggg) est lisse sur k (VIa, 1.3.1), G/pn G est lisse sur k, lorsque n > ng.

8.3.1. Corollaire. Soit n un entier > 1. Alors G est lisse sur k si et seulement si
Fr"(G/k) est un épimorphisme.

Si G est lisse sur k, G est réduit et Fr"™(G/k) est surjectif, donc est un épimorphisme
(51 Réciproquement, comme Fr" (G /k)®") coincide avec Fr" (G®") /k) (confer 4.1.3),
alors Fr"™(G/k) est un épimorphisme pour tout m si Fr"(G/k) en est un. On a alors
G/perm G ~ G®"™) Donc, d’apres la proposition 8.3, GP"™) est lisse sur k pour m
grand, donc G l'est aussi (°2).

8.4. Dans les deux énoncés qui terminent cet exposé, nous revenons au cas d’un
corps k de caractéristique quelconque.

Lorsque k est de caractéristique 0 (resp. p > 0), soit n un entier > 1 (resp. un entier
> 1 et premier a p); dans les deux cas, nous disons simplement que n est premier a
la caractéristique de k. De plus, si G est un préschéma en groupes sur k, nous notons
ng : G — G le morphisme de k-préschémas qui applique un élément x de G(T) sur
2™ € G(T), lorsque T est un k-préschéma.

Proposition. — Soient G un groupe algébrique sur un corps k et n un entier premier
a la caractéristique de k. Alors ng : G — G est un morphisme étale a l'origine.

Soient en effet A 'anneau local de G a l'origine et I I'idéal maximal de A. D’apres I1
3.9, lapplication Lie(ng) : Lie(G) — Lie(G), qui est induite par ng, est 'homothétie
de rapport n. C’est donc un isomorphisme ainsi que I’endomorphisme induit par ng
sur I/I2. Si k est de caractéristique 0, G est lisse sur k& (VIg 1.6.1; voir aussi VIIg
§3); donc A est régulier et n induit un automorphisme du gradué associé & A, donc
aussi un automorphisme du complété A de A.

(50)N.D.E. : préciser ce point et vérifier la réf. & VIo 5.4
(51)N.D.E. : préciser ce point...
(52)N.D.E. : voir, par exemple, EGA IV, 17.7.1.
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Si la caractéristique est p > 0 et si G est de hauteur < 1, A est isomorphe au
quotient de 'algebre symétrique de wg /, = 1/ 12 par 'idéal engendré par les puissances
p-iemes des éléments de wg /i, (7.4) ; on peut appliquer alors le « méme » raisonnement
qu’en caractéristique 0.

Si G est de hauteur < 7 et si nous supposons notre assertion démontrée pour
les groupes de hauteur < r — 1, soient B, A et C les algebres affines de g, G, G
et Grr = 7G\G. Appelons ng, na et nc les morphismes de B, A et C qui sont
induits par n,.q, ng et ng,,. Comme nc est un isomorphisme d’apres ’hypothese de
récurrence et que A est plat sur C (VIa 3.2), na est une bijection si et seulement si
na ®c (C/t) en est une (v désigne le radical de C); or ny ®c (C/t) n'est autre que
ng !

Enfin, lorsque G est un groupe algébrique quelconque sur un corps de caractéris-
tique p > 0, ce qui précede montre que ng induit des automorphismes des k-schémas
-G ; ces schémas sont affines sur k& et ont pour algebres les quotients de 1’algebre lo-
cale A par I'idéal It} engendré par les puissances p”-iémes des éléments de I. Comme
ng définit des automorphismes des algebres A/ I{P"} on voit par passage & la limite
projective, que n induit un automorphisme de A.

8.5. Proposition. — Soit G un groupe algébrique fini, de rang n sur le corps k. Alors
ng : G — G est le morphisme nul de G (confer 8.4).

Soit H un sous-groupe distingué de G de rang m sur k. Avec les notations de VIa,
3.2 3) le carré

HxG—2>@

pry l \Lcan.

G—" >H\G

est cartésien. Comme G — H\G est fidelement plat, quasi-compact (VI4 3.2), et que
pry est localement libre de rang m, il résulte de EGA IV 2.5.2, que G — H\G est
localement libre de rang m. On a donc rg, (H\G) x rg, H = rg;, G.

D’un autre coté, on a une suite exacte de groupes « abstraits »
1— H(T) — G(T) — (H\G)(T)
quel que soit le k-préschéma T'; il est donc clair que ng est nul si my et (nm_l)H\G
le sont. Si H est la composante connexe de V'origine de G, alors H\G est étale (VIp),
de sorte qu’on peut supposer G étale sur k ou connexe.

Si G est étale, on se ramene, par extension du corps de base, au cas ou k est
algébriquement clos. Dans ce cas, G est un groupe constant (I 4.1), et ’énoncé est
classique.

Si G est connexe et non nul, la caractéristique p de k est nécessairement > 0 (VIg;

VIIg § 3); les sous-groupes g G forment alors une suite de composition de G, dont
les quotients sont de hauteur < 1.

(53)N.D.E. : le morphisme X est induit par la multiplication de G.
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Ceci nous ramene au cas ou G est de hauteur < 1 : soient alors A 'algebre affine
de G et L son algebre de Lie; si dimg L = 7, le rang de G sur k est p” (5.3.3) ; nous

allons donc étudier le morphisme pg : G — G défini par I’élévation & la puissance
pleme'

Ce morphisme pg définit des endomorphismes py et py de A et de 'algebre enve-
loppante restreinte U = U,(L) de L. L’application py se décompose comme suit

AP p
U5 ®U L,
ot AY; désigne 'homomorphisme d’algebres qui applique 2 € L C U sur

1R1®--1+102® - ®1+---+1Q01Q---®ux,

tandis que m{; est 'application linéaire qui envoie u; ® us ® - -+ ® uy, sur le produit
Uiug -+ Up-
Soit ¢t un entier > 1. Si z1, xo,...,z; sont t éléments de L C U, on a donc
t p H
pU('rIZ‘Q"'-rt):m% H 1®..®$J®®1

j=1i=1

Il est clair que 'expression Hj > 1® - ®z;®- - -®1 est une somme de p* termes x,
indexés par les applications h de {1,2,...,t} dans {1,2,...,p}. Une telle application
définit un préordre sur {1,2,...,¢} tel qu'on ait ¢ < j si et seulement si h(i) < h(j);
de plus, on a

myy(xp) = mi;(xe) si h et ¢ définissent le méme préordre,

de sorte que nous pouvons écrire mf;(z,) = x,, olt 0 est le préordre défini par h. On

a par conséquent
p
T1Xg - Ty) = E To,
PU( 122 t) g <s(o)> o

ol o parcourt les relations de préordre sur {1,...,t} telles que I’ensemble ordonné
associé ait au plus p éléments, et ol s(0) est le cardinal de I’ensemble ordonné associé
ao.

Lorsque t < p, tous les termes (s(’;)), sont nuls, de sorte que py(x1---x;) = 0.
Autrement dit, py s’annule sur le sous-espace vectoriel U;_l de U, qui est engendré
par les produits z1 - - - x4, avec 1 < t < p, x; € L. Or, il résulte facilement de 7.3 que
I’isomorphisme canonique du dual U* sur A, qui est décrit en 7.4, identifie ’orthogonal
de U;Ll a If (In = idéal d’augmentation de A; confer aussi VIIg 1.3.6 et 4.3).
L’isomorphisme de U* sur A, permet aussi d’identifier py a I'application transposée
de py, de sorte que 'application composée

| PR Py PV 4

est nulle. Donc pu applique Ix dans I§ et (pa)’ applique Iy dans I’: , pour tout entier
t > 1, en particulier pour ¢t = r = dimj L. Comme I"®P~D+1A est nul d’apres le
théoréme 7.4, I'inégalité p” > r(p — 1) montre que p), annule I4. C.Q.F.D.
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