EXPOSE Vi

ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN
GROUPES

par P. GABRIEL

B) Groupes formels

L’étude des groupes formels est habituellement d’une simplicité extréme. Si cela
n’apparalt pas clairement dans les pages qui suivent, la responsabilité en incombe a
un arithméticien, qui prétend connaitre des groupes formels sur « autre chose que des
corps ». (1) Nous avons donc déroulé pour les groupes formels « localement libres sur
des limites projectives d’anneaux artiniens » les généralités qu’on énonce d’habitude
pour les groupes formels définis sur un corps. Pour une étude plus détaillée de ces
derniers, nous renvoyons au séminaire de géométrie algébrique 1964 /65 de Heidelberg-
Strasbourg. (?)

0. Rappels sur les anneaux et modules pseudocompacts

Ce paragraphe contient quelques préliminaires techniques; nous y rappelons et
complétons quelques résultats de [CA] (Des catégories abéliennes, Bull. Soc. Math.
France 90, 1962).

0.1. Un anneau pseudocompact a gauche est un anneau topologique avec élément
unité, séparé et complet, qui possede une base de voisinages de 0 formée d’idéaux a
gauche [ de colongueur finie (i.e. long, (A/l) < +00). Nous allons supposer ici que A
est commutatif, de sorte qu’il n’y a pas a distinguer « entre la gauche et la droite ».

(®version 1.0 du 20 janvier 2010

(UN.D.E. : L’intérét des groupes formels sur un anneau local noethérien complet apparait, par
exemple, dans les travaux de Lubin et Tate (cf. [LT65]). L’étude des groupes formels sur une base
arbitraire, et des questions de relevement et de déformation, en particulier pour les groupes de
Barsotti-Tate (« groupes p-divisibles » ) a donné lieu a une abondante littérature, cf. par exemple
[LT66, Ta67, Gr74, Me72, La75, Fo77, 1185, Br00]; en particulier, les résultats du présent
exposé sont en grande partie repris dans le chapitre I de [Fo77].

(2IN.D.E. : Les éditeurs ont seulement trouvé trace d’un tel séminaire daté 1965/66 et intitulé
« Groupes algébriques linéaires », mais la notion de groupe formel n’y apparait pas.
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En particulier, les quotients A/l sont des anneaux artiniens et A s’identifie & la limite
projective topologique de ces anneaux qu’on munit de la topologie discrete.
Un anneau local noethérien complet (A, m) est évidemment pseudocompact (3).

0.1.1 — Tout idéal fermé I de A est I'intersection des idéaux ouverts qui le contien-
nent. (Y Tout idéal fermé maximal est donc ouvert. De plus, si [ est un idéal ouvert de
A, les idéaux maximaux de A /[ correspondent biunivoquement aux idéaux maximaux
m qui contiennent [; ces derniers sont donc ouverts et fermés. Par conséquent, tout
idéal fermé maximal est un idéal maximal ouvert (et donc fermé) ; la réciproque étant
évidente. On notera T(A) 'ensemble de ces idéaux.

Si [est un idéal ouvert de A et si m € T(A), le localisé (A/[) est donc un anneau
local si m contient [ et est nul sinon. Comme anneau A/[ est artinien, il est produit
direct d’'un nombre fini d’anneaux locaux, ce qu’on peut écrire

Aft~ ] (A/Om -

meT(A)

On tire de la des isomorphismes « canoniques »
A = tim(A/0) ~ b [T(A/0m = [T tmn(A /0 = [T An
[ [ m m m

ou l'on a posé :
Ay = @(A/ D -
i
Cette composante locale Ay, est une limite projective filtrante d’anneaux locaux arti-
niens, munis de la topologie discrete ; ¢’est donc un anneau local qui est pseudocom-
pact pour la topologie de la limite projective. (®)

0.1.2 — Soit t(A) lintersection des idéaux maximaux ouverts de A, c’est-a-dire le
produit cartésien des idéaux mA., lorsqu’on identifie A a [],, Am. Pour tout idéal
ouvert [ de A, 'image de t(A) dans A/l est contenue dans le radical de A/l. Une
certaine puissance de cette image est donc nulle, de sorte que t(A)™ est contenu dans
[ lorsque n est assez grand. La suite des t(A)™ tend donc vers 0.

Il en va de méme de la suite des =™, lorsque = appartient a t(A). Autrement dit,
tout élément de t(A) est topologiquement nilpotent et la réciproque est claire. Il
s’ensuit que la suite de terme général 1 + x + --- 4+ 2™ est convergente et converge
vers 1/(1 — z) lorsque x € t(A). Cela montre que t(A) est le radical de Jacobson de
A, c.-a-d., Vintersection de tous les idéaux maximaux de A (cf. Bourbaki, Algébre,
Chap. 8, §6, th. 1). (©)

GIN.D.E. : (lorsqu’on le munit de la topologie m-adique)

(4)N.D.E. : En effet, si z ¢ I, il existe un idéal ouvert [ tel que (z + [) NI = @, alors I+ [ est un idéal
ouvert ne contenant pas x. D’autre part, dans ce qui suit, on a explicité le fait que tout idéal « fermé
maximal » est maximal et ouvert.

(IN.D.E. : Cette topologie est a priori moins fine que la topologie m-adique sur A, cf. 0.1.2.
(O)N.D.E. : En effet, soit = € t(A); si m est un idéal maximal ne contenant pas z, il existe y € A tel
que 1—zy € m, or 2y € t(A) donc 1—zy est inversible, d’oli une contradiction. Notons la conséquence
suivante : si T(A) est un ensemble fini {my,..., m;}, les m; sont tous les idéaux maximaux de A.
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Remarques — () a) Si p est un idéal premier ouvert de A alors, comme A/p est
artinien, p est un idéal maximal. Par conséquent, Y(A) égale I'ensemble des idéaux
premiers ouverts de A.

b) Chaque mA,, est un idéal de définition de Ay, i.e. un idéal ouvert I tel que la
suite des I" tende vers 0 (cf. EGA 0y, 7.1.2). Par conséquent, Spec(Ay /mAy,), muni
de l’anneau topologique A, est un schéma formel affine au sens de EGA 1, 10.1.2.

¢) L’anneau topologique A est admissible au sens de EGA 0, 7.1.2, si et seulement
si t(A) est ouvert (donc un idéal de définition), et ceci a lieu si et seulement si T(A)
est fini. Dans ce cas, le schéma formel affine Spf(A) = Spec(A/v(A)) (EGAT, 10.1.2) a
T (A), muni de la topologie discrete, comme espace sous-jacent, et le faisceau structural
a pour anneau de sections sur une partie E de T(A) le produit [[, cp Am.

d) Soit A un anneau pseudocompact arbitraire. Dans 1.1, ’espace T(A) est muni
de la topologie discréte et du faisceau d’anneaux dont ’anneau des sections sur toute
partie E est [],, .y Am. D’apres b), tout point admet alors un voisinage ouvert qui est
un schéma formel affine, donc ceci définit un schéma formel (EGA 1, 10.4.2), qu'on
notera Spf(A). (Pour que ce schéma formel soit affine, il faut qu’il soit quasi-compact,
donc que T(A) soit fini, et en ce cas Spf(A) coincide avec la définition de EGA T,
10.1.2).

0.1.3 — Si A et B sont deux anneaux pseudocompacts, un homomorphisme de A
dans B est, par définition, une application continue compatible avec ’addition, la
multiplication et les éléments unité. Un tel homomorphisme envoie un élément to-
pologiquement nilpotent de A sur un élément topologiquement nilpotent de B il
applique donc le radical t(A) de A dans le radical t(B) de B.

0.2. Soit A un anneau pseudocompact (commutatif). Un A-module pseudocompact M
est un A-module ®) topologique, séparé et complet, qui posséde une base de voisinages
de 0 formée de sous-modules M’ tels que M/M’ soit de longueur finie sur A.

Si M et N sont deux A-modules pseudocompacts, un morphisme de M dans N est
par définition une application A-linéaire continue. On notera Hom.(M, N) le groupe
de ces morphismes.

Proposition 0.2.A — ) (i) Les A-modules pseudocompacts forment une catégorie
abélienne, qu’on notera PC(A). (En particulier, pour tout morphisme f : M — N,
Im(f) est un sous-module complet, donc fermé dans N).

(i1) Les A-modules pseudocompacts de longueur finie (dont la topologie est donc
discréte) forment un systeme de cogénérateurs de PC(A).

(MN.D.E. : On a ajouté ces remarques, afin de pouvoir comparer la définition du spectre formel
Spf(A) donnée en 1.1, avec celles de EGA 1, 10.1.2 et 10.4.2.

(8)N.D.E. : Tous les modules sont supposés unitaires, c.-a-d., tels que 1-m = m pour tout m € M.
(9N.D.E. : On a mis en évidence les résultats de ce paragraphe dans la proposition qui suit, et I’on
a indiqué ensuite les étapes de la démonstration, cf. [CA, IV, §3] ou [DG70, V, §2].
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(iii) Les produits infinis et limites projectives filtrantes sont exacts, c.-d-d., PC(A)
vérifie Uaziome (AB5*). (10)

Pour la commodité du lecteur, indiquons brievement les étapes de la démonstration.
D’abord, on a le lemme suivant ([CA, IV, § 3, Lemme 1] ; pour la démonstration, voir [BEns],
III, § 7.4, th. 1 et exemple 2) :

Lemme 0.2.B — Soient B un anneau, I un ensemble ordonné filtrant, (M;) et (N;) deux
systémes projectifs de B-modules a gauche, indexés par 1. Soit (s;) un morphisme de systémes
projectifs (M;) — (N;), tel que s; soit surjectif et de moyau artinien pour tout i. Alors,
lapplication

liﬂlsi : llan — llan

est surjective.

Corollaire 0.2.C([CA, 1V, §3, Prop. 10 & 11]). — Soient M un A-module pseudocompact,
(M;) une famille filtrante décroissante de sous-modules fermés de M.

(i) L’application canonique M — @M/Mi est surjective et a pour noyau (M.

(ii) Pour tout sous-module fermé N de M, on a N+ [1M; = (N + M,;).

Démonstration. Soit (L;) la famille filtrante décroissante des sous-modules ouverts de M.
Comme les limites projectives sont exactes a gauche, on a le diagramme commutatif et exact
ci-dessous, ou p est un isomorphisme puisque M est complet :

p .
M——— @j M/L;
g9 s
0— @z](Ml +1Lg)/Mi —— lim, M/M, — lim, M/(M; + Ly)
De plus, pour chaque j, la famille de sous-modules (M; +L;)/L; admet un plus petit élément,
puisque M/L; est artinien, et donc chaque morphisme s; : M/L; — lim_ M/(L; + M;) est

surjectif. Alors, d’apres le lemme précédent, le morphisme s est surjectif. Donc r est surjectif.
D’autre part, on a les égalités

lim(M; + Ly)/M; = lim lim(M; + L;)/M; = lim M;/M; = 0,
¥ 7 J (3
car M; est fermé donc est I'intersection des M; + L;. Il en résulte que r est un isomorphisme

et que g est surjectif. Enfin, le noyau de g est la limite projective des M;, i.e. leur intersection.
Ceci prouve le point (i).

Déduisons-en le point (ii). Comme N est un sous-module fermé (donc séparé et complet),
c’est un module pseudocompact pour la topologie induite par celle de M. Donc, d’apres (i),
les morphismes f et g dans le diagramme commutatif et exact ci-dessous sont surjectifs :

(10)N.D.E. : cf. [Gr57]; on peut aussi consulter, par exemple, [Po73, §2.8] ou [We95, Append. A.4].
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0 N M M/N 0

0 —— lim N/(N 1 M;) —= lim, M/M; — lim M/(N + M;)

Alors, d’apres le « lemme du serpent », la suite 0 — Ker f — Ker g — Ker h — 0 est exacte,
et Végalité N + (N M; = (N + M;) en résulte.

On peut maintenant démontrer la proposition 0.2.A. Soit f : M — N un morphisme de
A-modules pseudocompacts et soit (L;) (resp. (N;)) ensemble filtrant décroissant des sous-
modules ouverts de M (resp. N). On munit K = Ker(f) et M/K (resp. Im(f) et Coker(f))
de la topologie induite par celle de M (resp. N). Alors, K et Im(f) sont séparés, et K est
un sous-module fermé de M, donc K est complet et M/K séparé. De plus, d’apres 0.2.C (i),
le morphisme M/K — liﬂlj M/(K + Lj) est surjectif, donc un isomorphisme, i.e. M/K est
pseudocompact.

Montrons que le morphisme continu bijectif M/K — Im(f) est bicontinu. Identifiant M/K
a Im(f), il s’agit de montrer que la topologie quotient Q est plus fine que la topologie T
induite par celle de N. Soit P = (K+L;)/K un sous-module de M/K ouvert pour Q. Comme
M/(K + L;) est artinien, la famille N; + P a un plus petit élément N;, + P. Comme les N;
sont ouverts, donc fermés, pour 7 donc aussi pour Q, il résulte de 0.2.C (ii) que

Nip +P=N(N:i +P) =P +N: =P,

d’ott N, C P. Ceci montre que P est ouvert pour 7, et M/K — Im(f) est donc un isomor-
phisme de modules pseudocompacts.

En particulier, Im(f) est complet pour 7, donc fermé dans N. Alors, d’apres 0.2.C (i) &
nouveau, le morphisme Coker(f) — lim N/(Im(f) 4 N;) est un isomorphisme, i.e. Coker(f)
est pseudocompact. Ceci prouve que PC(A) est une catégorie abélienne.

Les limites projectives arbitraires existent dans PC(A) : si (M;) est un systeme projectif
de modules pseudocompacts, la limite projective des M; a pour module sous-jacent la limite
projective des modules sous-jacents, pour topologie celle de la limite projective. Si I'on a une
famille de suites exactes dans PC(A) :

0—K,—M;, —Q;,—0

alors la suite 0 — [, Ks — [, Ms — ], Qi — 0 est exacte.

D’autre part, tout module pseudocompact M est un sous-module du produit J]; M/L,
ou L parcourt les sous-modules ouverts de M, donc les objets de longueur finie forment un
systéme de cogénérateurs de PC(A). (De plus, tout objet de longueur n est isomorphe a
un quotient A™/L, ol L est un sous-module ouvert de A™ de colongueur n; ces quotients
forment donc un ensemble de cogénérateurs.) Ceci prouve 0.2.A (ii).

Montrons enfin que l'exactitude des limites projectives filtrantes découle de 0.2.C. (V)

Comme les limites projectives sont exactes a gauche, il suffit de montrer que si f; : M; — N;

(IUN.D.E. : Ceci est vrai, plus généralement, dans toute catégorie abélienne admettant des produits
infinis, voir par exemple [Po73, Chap. 2, Th. 8.6] ou [Mi65, III, 1.2-1.9]. Dans le cas présent, les
propriétés de la catégorie PC(A) permettent de donner une démonstration un peu plus simple.
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est un systeme projectif filtrant de surjections, le morphisme
f: M=IlimM; — N =1imN;
— —
est surjectif. Notons L; le noyau de ¢; : N — Ny; on a (1), L; = 0. D’apres 0.2.C (i), Pappli-
cation canonique N — @N /L; est un isomorphisme. Donc, remplagant N; par N/L; et M;
par f;'(N/L;), on peut supposer que ¢; : N — N; est surjectif, pour tout i.

Soient N’ un sous-module ouvert de N contenant f(M) et p la projection N — N/N’.
Drapres 0.2.C (ii), on a N’ = (,(N’ 4+ L;). Comme S = N/N’ est artinien, on en déduit qu’il
existe un indice i tel que L; C N’; donc p se factorise par un morphisme p; : N; — S, pour
tout j > 4. Soit Mj le noyau de p; o f;. Notant p, et pe; les projections M — My et M; — My,
pour £ < j, on a, d’apres le lemme qui suit :

(t) pi(M) = 1 pi; (M;).

i
Comme p;(M) C Mj et M;/M; est artinien, on déduit de 0.2.C (ii) qu’il existe un indice j
tel que p;;(M;) C Mj. Alors p; o f; = 0, et comme f; est surjectif, ceci entraine p = 0, d’olt
N’ = N. Ceci prouve que f est surjectif, modulo le lemme ci-dessous (cf. [Po73, Chap. 2,
Lemma 8.8] ou [Mi65, III, Prop. 1.7] pour I’énoncé dual).

Lemme 0.2.D — Awvec les notations précédentes, on a p;(M) = [ pi; (M;).
j>i

En effet, remplacant I par {j € I | j > i}, on peut supposer que ¢ est le plus petit élément
de I. Soient @ le produit de I copies de M; et 6 : M; — Q Papplication diagonale. On a un
diagramme commutatif

M —— P = [] pir(My)
IS

|

M ——>Q

ot 7 est le produit des pie o pe = p;. Pour tout j > 4, soit P} = H%j pie(M¢), identifié & un
sous-module de P. Comme pi;(M;) = ;<4< ; Pie(Me), on obtient que :

(pie(Me) = 5~ (w(P)) = 6~ (m(M) + P}).

¢
Compte-tenu de 0.2.C (ii) et de I'égalité (), P; = 0, on en déduit :

M) =57 (r](w(M) + P;>> =57} (x(MD) = pi(M).

Ceci prouve le lemme, et achéve la démonstration de la proposition 0.2.A. C.Q.F.D.

(12) Soient (Ab) la catégorie des groupes abéliens et LF(A) la sous-catégorie pleine
de PC(A) formée des objets de longueur finie. Pour tout objet M de PC(A), notons
h le foncteur :

LF(A) — (Ab), N+ Hom.(M,N).

(I2)N.D.E. : On a inséré dans ce paragraphe la proposition 0.2.E et le corollaire 0.2.F, qui seront

utiles en 0.2.2. (Dans l'original, ces résultats figuraient en 0.3).
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D’apres [CA], 11, §4, th. 1, lemme 4 et cor. 1, on a les résultats suivants. (*3)

Proposition 0.2.E — Le foncteur M +— hM est une anti-équivalence de PC(A) sur la
catégorie Lex(LF(A), (Ab)) des foncteurs exacts a gauche LF(A) — (Ab).

Corollaire 0.2.F — (i) Un objet P de PC(A) est projectif si et seulement si le fonc-
teur hY est ezact (c.-a-d., si et seulement si le foncteur Hom.(P,—) est exact sur
LF(A)).

(i) Soit (M;) un systéme projectif filtrant Y d’objets de PC(A). Pour tout objet
N € LF(A), on a un isomorphisme fonctoriel en N :

Hom, (lim M;, N) 2 lim Hom,.(M;, N).
P e

(iii) Toute limite projective filtrante et tout produit ') d’objets projectifs de PC(A)
est un objet projectif de PC(A).

0.2.1 — Chaque composante locale Ay, de A est un facteur direct de A, donc un objet
projectif de PC(A) (A est manifestement projectif). De plus, Ap a Sy = Am/mAn
pour unique quotient simple, donc est indécomposable. D’autre part, tout objet simple
de PC(A) est isomorphe & un unique S,. D’apres [CA, IV, §3, cor. 1 du th. 3] (1%
on a donc :

Proposition — (i) Tout objet projectif de PC(A) est produit direct d’objets projectifs
indécomposables, uniquement déterminés (a isomorphisme prés).

(ii) Les objets projectifs indécomposables sont exactement les Am, pour m € T(A).

Définition. — Un A-module pseudocompact M est dit topologiquement libre s’il est
isomorphe au produit d’une famille (A;) d’exemplaires de A.

Dans ce cas, une famille (m;) d’éléments de M est appelée une pseudobase de M si
les applications A-linéaires de A; dans M qui envoient ’élément unité de A; sur m;
se prolongent en un isomorphisme de [], A; sur M.

0.2.2 — (16) Si M est un A-module pseudocompact, on notera Mf le A-module (sans
topologie) Hom,.(M, A).

(I3N.D.E. : En effet, PC(A) a un ensemble de cogénérateurs artiniens, les limites projectives fil-
trantes y sont exactes, et LF(A) est la sous-catégorie des objets artiniens. La catégorie duale PC(A)°
a donc un ensemble de générateurs noethériens, et les limites inductives filtrantes y sont exactes.
D’apres la démonstration de [CA, II, § 4, th. 1], le foncteur M — Hom.(M, —) est une anti-équivalence
de PC(A) sur Lex(LF(A), (Ab)). De méme, lemme 4 et cor.1 de loc. cit.énoncent des résultats
« duauz » de ceux du corollaire 0.2.F. Pour une démonstration « directe », voir [DGT70], V, §2,
th. 3.1, lemme 3.5, cor. 3.3 & 3.4.

(149N.D.E. : Comme tout produit infini est une limite projective filtrante de produits finis, tout
foncteur additif qui commute aux limites projectives filtrantes commute aussi aux produits infinis.
(15)N.D.E. : Ceci renvoie aux énoncés « duaux », établis dans loc. cit., §2, Th. 2 et §1, Prop. 2; pour
une démonstration « directe », voir [DG70], V, §2, Th. 4.5 et Exemple 4.6 b).

(16)N.D.E. : On a détaillé les résultats de ce paragraphe, qui jouent un role important dans la suite
(cf. 1.2.3, 1.3.5, 2.2.1, etc.)
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Réciproquement, si N est un A-module, on note N* = Homa (N, A) son dual, muni
de la topologie de la convergence ponctuelle, c.-a-d., une base de voisinages de 0 dans
N* est formée par les sous-modules suivants, ou z € N et [ est un idéal ouvert de A :

¥ (a,0) = {f €N | f(2) € 1}.

Ceci fait de N* un A-module pseudocompact. Si A est artinien (auquel cas on peut
prendre ci-dessus [ = 0), on déduit de 0.2.F :

Proposition — Lorsque A est artinien, les foncteurs
P — Pf et Q— Q"

ot P (resp. Q) est un objet projectif de PC(A) (resp. un A-module projectif), éta-
blissent une anti-équivalence entre la catégorie des A-modules pseudocompacts pro-
jectifs et celle des A-modules projectifs. (17)

En particulier, lorsque A est un corps k, P — PT est une anti-équivalence de la
catégorie de tous les k-modules pseudocompacts (on parle aussi de k-espaces vectoriels
linéairement compacts) sur celle des k-espaces vectoriels. (18)

0.3. (19 Soient L et M deux A-modules pseudocompacts. Le foncteur
LF(A) — (Ab), N — Bil.(L x M, N),

ou Bil.(L x M, N) désigne le groupe abélien des applications A-bilinéaires continues
de L x M dans N, est exact a gauche.

D’apres 0.2.E, il existe donc un A-module pseudocompact L &4 M, unique & iso-
morphisme unique pres, qui représente ce foncteur, i.e. tel qu’on ait un isomorphisme
fonctoriel, pour tout objet N de LF(A) :

Hom, (L ®a M, N) ~ Bil.(L x M, N).

De plus, L& M s’identifie & la limite projective P = L@A\M des A-modules
(discrets) (L/L') @4 (M/M'), ot L et M’ parcourent respectivement les sous-modules
ouverts de L et de M.

En effet, soit ¢ : L x M — N une application bilinéaire continue de L x M dans un
A-module (discret) de longueur finie N. D’apres le lemme 0.3.1 ci-dessous, il existe
des sous-modules ouverts L’ et M’ de L et M tels que (L' x M) = p(L x M) = {0}.
Cela signifie que 'application 7 : L®a M — N, qui est induite par ¢, est de la forme
¢ op, ou p est la projection canonique de L @4 M sur (L/L’) ® (M/M’). Si I'on note
© la composée :

’

P —— (L/L/) @ (M/M’) —— N,

(I7N.D.E. : Rappelons d’autre part que, sur un anneau artinien, un module est projectif si, et
seulement si, il est plat, voir par exemple VIg, N.D.E. (38) ou 0.3.7 plus loin.

(18)N.D.E. : On notera que la somme directe dans PC(k) d’une famille (V;);c1 de k-espaces vectoriels
linéairement compacts est ([ ;g VI)*.

(19N.D.E. : On a modifié ce paragraphe, en tenant compte des ajouts faits en 0.2.
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on voit que l'application ¢ +— @ est une bijection fonctorielle de Bil.(L x M, N) sur
Hom,(P,N), d’ott P = L&A M.

Le module pseudocompact L @a M est donc le séparé complété de L @ M, pour
la topologie linéaire définie par les noyaux des projections canoniques de L ® o M sur
(L/L") ®@a (M/M'), et on Pappellera le produit tensoriel complété de L et M.

Si et y appartiennent & L et M, Pimage de 2®4 y dans L ®4 M sera notée & @4 y.

0.3.1. Lemme— Soient L, M et N des A-modules pseudocompacts, N étant de lon-
gueur finie. Si @ : L x M — N est une application A-bilinéaire continue, il existe des
sous-modules ouverts L' et M’ de L et M tels que p(L' x M) = o(L x M) = {0}.

En effet, ¢p=1(0) est un voisinage ouvert de (0,0), donc contient un ouvert de la
forme Ly x My, ot Ly et M; sont des sous-modules ouverts de L et M. Comme L/L; est
de longueur finie, il existe des éléments x1, . .., z,. de L tels que Ly +Axy+- - -+ Az, = L.
Si M’ C M; est «assez petit » on a aussi p(z;, M) = 0 pour tout i, parce que
lapplication y +— ¢(x;,y) est continue; on tire de la ¢(L,M') = {0}; de méme,
o(L',M) = {0} si L’ est assez petit.
0.3.1.1. Remarque— (?% Le produit tensoriel complété vérifie la condition usuelle
d’associativité : si L, M, P sont des A-modules pseudocompacts, on a un isomorphisme
canonique

LIM)®P ~LRMRP);
en effet, ces deux objets représentent le foncteur qui associe a tout objet N de LF(A)
le groupe abélien des applications A-trilinéaires continues de L x M x P dans N.

0.3.2 — Soient L’ & L 4 L” — 0 une suite exacte et M un objet de PC(A). 1l est
clair que pour tout objet N de LF(A), les suites induites :

0 — Bil (L” x M, N) — Bil¢(L x M, N) — Bil (L’ x M, N)

0 — Hom,(L"” ®A M, N) — Hom,(L & M, N) — Hom,(L' ®4 M, N)

sont exactes. D’apres 0.2.E, ceci équivaut a dire que la suite
~ DM ~ R ~
(%) L aaMAEM 1 5,M 29 1 g M - 0
est exacte. Donc :
Corollaire. — Le foncteur produit tensoriel complété est exact a droite.

Prenons en particulier pour L 'anneau A, pour f I'inclusion d’un idéal fermé a dans
A, pour g la projection canonique de A sur A/a. On peut alors identifier A®AM &
M au moyen de Iapplication z @4 m +— am. Comme Pimage de a @5 M est fermée
dans M (cf. 0.2.A) et que I'image de a ® 4 M est partout dense dans a®a M, 'image

(20)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.
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de f ®a M n’est autre que Padhérence aM de aM dans M. La suite (x) entraine donc
I’isomorphisme :

(A/a) & M 5 M/aM.

0.3.3. Lemme de Nakayama— Soient A un anneau pseudocompact, M un A-module
pseudocompact et a un idéal de A contenu dans le radical t(A). L’égalité aM = M
entraine alors M = 0.

En effet, supposons aM = M. @V Soient M’ un sous-module ouvert de M et M”
le quotient M/M’. Comme M” est discret, aM” est fermé dans M”, donc égal & aM".
D’aprés 0.3.2, application canonique de M/aM dans M” /aM” est surjective, de sorte
quon a aM” = aM” = M”. Puisque M” est un A-module de type fini et a C t(A),
ceci entraine M” = 0, d’apres le lemme de Nakayama usuel. Par conséquent, tout
sous-module ouvert M’ de M est égal & M, donc M est nul (22,

0.3.4 — On tire du lemme de Nakayama les conséquences habituelles :

Corollaire. — Soient a un idéal fermé contenu dans v(A) et f : M — N un morphisme
de A-modules pseudocompacts.

(i) f est surjectif si Uapplication induite f': M/aM — N/aN [’est.
(i1) Si N est projectif, f est inversible si f' lest.

En effet, (i) résulte du lemme 0.3.3 appliqué & Coker f. Pour (ii), supposons f’
inversible. Alors, d’apres (i), f est surjectif, donc posséde une section; on applique
alors 0.3.3 a Ker f.

Lorsque A est local d’idéal maximal m, on peut aussi déduire de 0.3.3 le théoréme
d’échange qui suit :

Théoréme — Si M est un A-module topologiquement libre de pseudobase (m;)ic1
(0.2.1) et N un facteur direct (fermé) de M, il existe une pseudobase de M formée
d’éléments de N et de certains m;.

En effet, cela est clair lorsque A est un corps (se servir alors de la dualité de
0.2.2 et appliquer le théoréme d’échange habituel); par conséquent, N/mN a pour
supplémentaire un module topologiquement libre sur A/m de pseudobase (7;);ej, ol
m; est 'image de m; dans M/mM et J une partie de I. Si P désigne le produit direct
[1;c; Am;, Papplication canonique de N @ P dans M est « bijective modulo m »; elle
est donc bijective d’aprés ce qui précede (pour une autre preuve voir [CA, IV, §2,
prop. 8]).

0.3.5 — Considérons maintenant trois A-modules pseudocompacts L, M et N, ou N
est de longueur finie. Munissant le A-module Hom.(M, N) de la topologie discrete,
tout élément ¢ de Hom,.(L, Hom.(M, N)) définit une application bilinéaire continue
' (0, m) — p(£)(m) de L x M dans N. On obtient ainsi un isomorphisme naturel

(2DUN.D.E. : Quitte & remplacer a par son adhérence, on peut supposer a fermé.

(22)N.D.E. : puisqu’égal & la limite projective des M/M’ = 0.
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(1) Hom, (L, Hom.(M,N)) = Hom,(L&sM, N),

donc une autre caractérisation de Hom.(L ®x M,N), qu'on va utiliser lorsque M est
la limite projective d’un systeéme projectif filtrant de A-modules pseudocompacts M;.

Alors, d’apres (1) et 0.2.F (ii), on a des isomorphismes naturels :
Hom, (L ®4 lim M;, N) ~ Hom, (L, Hom, (lim M;, N
o) (L8 Lim M. N) = Hom, (L, Hom, (fim M;. X))
~ Hom,(L, lim Hom.(M;, N)).

De plus, comme le module lii)nHomc(Mi,N) est discret, toute application continue
de source L se factorise par un quotient de longueur finie de L. Par conséquent,
I’application naturelle ci-dessous est un isomorphisme :

(3) lim Hom, (L, Hom,(M;, N)) — Hom, (L, lim Hom.(M;, N)).
Enfin, d’apres (1) et 0.2.F (ii) & nouveau, on a des isomorphismes naturels :
lim Hom, (L, Hom,(M;, N)) ~ lim Hom,(L ®4 M;, N

" i Ho (L. Hom (M, N)) = lim Hom (L & My, X)

~ Homc(lin(L ®a M;),N).

Combinant les isomorphismes (2), (3), (4), on obtient :

Proposition — Soit (M;) un systéme projectif filtrant d’objets de PC(A), et soit L
(resp. N) un objet de PC(A) (resp. LF(A)). On a un isomorphisme fonctoriel en N :

Hom,(L ®4 lim M;, N) ~ Hom,(lim(L ®a M;), N),
et donc un isomorphisme :
L ®a lim M; ~ lim(L &4 M;).

D’o4 : le produit tensoriel complété commute aux limites projectives filtrantes.

0.3.6 — En particulier, ®® le produit tensoriel complété commute auzx produits in-
finis. Par exemple, comme Panneau A est le produit de ses composantes locales Ay,
(0.1.1), tout A-module pseudocompact M (~ A ®5 M) s’identifie au produit des mo-
dules My, = A, @4 M (les composantes locales de M).

De méme, soient M et N deux A-modules pseudocompacts. On rappelle (cf. 0.2.2)
que MT désigne Hom.(M, A). Considérons I’application

p: M (X)AN1L — (N[@AN)]L

qui associe & un élément f ® g de MT @ NT l'application m&n — f(m)g(n) de
M®a N dans A. Cette application ¢ est bijective lorsque M est isomorphe a A.

Corollaire. — Lorsque A est artinien, ¢ est un isomorphisme chaque fois que M est
topologiquement libre (ou plus généralement projectif).

En effet, pour N fixé, le foncteur M — (M &4 N)T (resp. M — M @2 NT) transforme
tout produit direct en somme directe, d’apres ce qui précede et 0.2.F.

(Z3IN.D.E. : cf. N.D.E. (14).
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Remarque 0.3.6.A— (>¥ En utilisant 0.2.F de facon similaire, on obtient aussi le
résultat suivant : Soient A un anneau pseudocompact, M,Q des objets de PC(A),
et N un objet de LF(A). On suppose Q projectif; alors on a des isomorphismes
naturels :

Hom,.(M, Q) — Homy (Q, M), Q" @4 N =5 Hom,(Q,N).

0.3.7 — Pour tout m € Y(A), le foncteur M +— A, ®a M est évidemment exact.
Comme tout A-module pseudocompact projectif P est un produit de modules de la
forme Ay, il en résulte que le foncteur M — P &4 M est exact lorsque P est projectif.
La réciproque est vraie :

Proposition — Soient A un anneau pseudocompact, P un A-module pseudocompact.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) P est un objet projectif de PC(A).
(ii) Chaque composante locale Py, est un Ay -module topologiquement libre.
(iii) Le foncteur M — P &x M est ezact.

En effet, I’équivalence de (i) et (ii) résulte de 0.2.F (iii) et 0.2.1, et on vient de
voir que (ii) = (iii). Supposons le foncteur M +— P &4 M exact. Comme P &a M est
le produit de ses composantes locales :

(P &X\)A M)m ~ Py ®Am My,

on est ramené au cas ou ’anneau A est local. On va prouver alors que P est topologi-
quement libre.

Soit m 1'idéal maximal de A; alors P/mP est un espace vectoriel linéairement
compact sur A/m, donc un produit d’exemplaires de A/m. Il y a donc une famille
(As)ier d’exemplaires de A et un isomorphisme ¢ : [],.;(A;/m) = P/mP. Comme

[I;cr Ai est projectif, il y a un carré commutatif

I] A v p
i€l
Pl q
[1(Ai/m) ———P/mP
1€l

ou p et ¢ désignent les projections canoniques. Appliquant le lemme de Nakayama a
Coker 1 et notant que (A/m)®4 1 n’est autre que ¢, on voit que 1 est surjectif.

Posant alors B = []
qui suit.

Le «lemme du serpent » appliqué aux deux premieres lignes montre alors que, dans
la ligne du bas, le morphisme (A/m)®s N — (A/m) & B est un monomorphisme.

se1Ai et N = Kert, on a le diagramme commutatif et exact

(29N.D.E. : On a ajouté cette remarque, qui sera utile en 2.3.1.
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Mais alors, comme ¢ est un isomorphisme, (A/m)®a N est nul; d’ott N = 0 (0.3.3)
et ¥ un isomorphisme. (25

Dt M e -

)

} J }

e (A/m)EN > (A/m) DB S (A/m)BP — 0

0.3.8. Corollaire — Soient A un anneau local, noethérien, complet et P un A-module
pseudocompact. Alors P est topologiquement libre si et seulement si P est plat sur A.

En effet, Papplication canonique de M @4 P dans M®4 P est bijective lorsque M
est égal & A, donc lorsque M est noethérien (prendre une présentation finie de M et
utiliser 'exactitude a droite du produit tensoriel et du produit tensoriel complété).
Or P est plat si et seulement si le foncteur M — M ®4 P est exact quand M parcourt
les modules noethériens. De méme, on a vu dans la démonstration de la proposition
0.3.7 que P est topologiquement libre si la suite

0 —m@AP —ARAP — (A/m)RAP — 0

est exacte. Donc P est topologiquement libre si et seulement si le foncteur M +—
M®a P est exact quand M parcourt les modules noethériens. Le corollaire résulte
donc de I'égalité M @4 P = M ®a P ci-dessus.

0.4. Soit k un anneau pseudocompact; une k-algebre topologique est un anneau
topologique A (avec élément unité et commutatif), muni d’un morphisme d’anneaux
topologiques k — A. On dit que A est une k-algebre profinie si le k-module topologique
sous-jacent est pseudocompact.

Dans ce cas, soit [ un k-sous-module ouvert de A. L’application composée

o Ax A mult. A can. A/[

est continue, donc, d’apres le lemme 0.3.1, il existe un k-sous-module ouvert n de A
tel que p(A x n) = 0. Cela signifie que [ contient I'idéal ouvert An et entraine que A
est un anneau pseudocompact.

(25)N.D.E. : Une démonstration tout-a-fait analogue, utilisant le « lemme de Nakayama nilpotent »,
montre que si A est artinien et P un A-module plat, chaque composante locale de P est un A-module
libre (cf. [BAC, II, § 3.2, cor. 2 de la prop. 5]).
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De méme, soit M un A-module topologique dont le k-module sous-jacent est pseu-
docompact. Si M’ est un k-sous-module ouvert de M, le lemme 0.3.1 appliqué a ap-
plication

AxM mult. M can. M/M/

montre que M’ contient un A-sous-module ouvert, donc que M est aussi un A-module
pseudocompact. (%) Réciproquement :

Lemme — Soient A une k-algébre profinie et M un A-module pseudocompact. Alors,
le k-module M), obtenu par restriction des scalaires est pseudocompact.

En effet, tout A-module pseudocompact de longueur finie est isomorphe & un quo-
tient A™/L (ol L est un sous-module ouvert de A™), donc est un k-module pseudo-
compact. Comme M|, est une limite projective de tels modules, c’est un k-module
pseudocompact.

0.4.1 — Si A et B sont deux k-algebres profinies, un morphisme de A dans B est, par
définition, un homomorphisme continu de k-algebres. On notera Alp ;, la catégorie
des k-algebres profinies.

Elle possede évidemment des limites projectives : I’algebre sous-jacente a une limite
projective est la limite projective des algebres sous-jacentes; la topologie est celle de
la limite projective.

Elle possede aussi des limites inductives finies (27 : par exemple, si f : A — B et
g : A — C sont deux morphismes de k-algebres profinies, la somme amalgamée de
B et Csous A a B®x C pour A-module topologique sous-jacent (d’apres 0.4, f et g
munissent B et C de structures de A-module pseudocompact); la multiplication de
B®4 C est évidemment telle que (b ¢)(' @ ¢) = (bb') @ (¢c’) si b, b’ € Bet ¢, ¢ € C.

0.4.2. Définition — Une k-algebre profinie C sera dite de longueur finie si le k-module
sous-jacent est de longueur finie (donc discret) ; nous noterons Alf ;, la sous-catégorie
pleine de Alp formée des k-algebres de longueur finie. (28)

Pour toute k-algebre profinie A, on notera h* le foncteur :

Alf ), — (Ens), Cr— HomAlp/k(A, Q).
Il est clair que h® est un foncteur exact & gauche 2. De plus, les projections

canoniques A — A/[ (ou [ parcourt les idéaux ouverts de A), induisent, pour tout
objet C de Alf/;, un isomorphisme canonique

HLQHomAlf/k (A/[, C) ; HomAlp/k(A, C) 5
[

26)N.D.E. : On a ajouté le lemme qui suit, cf. la N.D.E. (33) dans la proposition 0.5.

28)N.D.E. : Attention, k n’est un objet de Alf /. que si k est artinien, cf. 1.2.2 plus loin.

(
(27)N.D.E. : On verra en 0.4.2 qu’elle posséde des limites inductives arbitraires.
(
(29N.D.E. : c.-a-d., qui commute aux limites projectives finies.
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fonctoriel en C. Cela signifie que h* est la limite inductive des foncteurs représentables
hA/Y c-a-d.,
() h* ~ lim h*/".
[
Si B est une autre k-algebre profinie, les propriétés générales du bifoncteur Hom et
I'isomorphisme Hom(h®, h®) = h®(C) pour C de longueur finie, donnent des isomor-
phismes :
Homayp , (B, A) ~ lim Homayp , (B, A/I)
~ lim Hom(h*/" h®)
Pa—

~ Hom(lim h*/" h®);
o

combiné avec (*) ceci montre que le foncteur contravariant A — h* est pleinement 489
fidéle. En fait :

Proposition — Le foncteur A — h® est une anti-équivalence de Alp . sur la caté-
gorie des foncteurs evacts a gauche de Alf ;, dans (Ens).

Il suffit en effet, d’apres ce qui précede, de montrer que tout foncteur exact a
gauche F : Alf ), — (Ens) est isomorphe a un foncteur du type h” : pour cela, on
peut construire A comme suit (cf. TDTE II, §3).

Comme F est exact a gauche, il y a, pour toute k-algebre de longueur finie C et pour
tout élément ¢ de F(C), une plus petite sous-algebre C’ de C telle que £ appartienne a
I'image de F(C’) dans F(C). Si'on a C' = C, on dit que le couple (C, &) est minimal.

Les couples minimaux forment une catégorie si 'on prend pour morphismes de
(C,¢) dans (D,n) les homomorphismes ¢ de C dans D tels que (Fg)(§) = n; il est
clair qu'un tel ¢ est une surjection et que la catégorie des couples minimaux est
« filtrante & gauche ». De plus, on peut se restreindre aux couples (C,£) tels que C
appartienne a un ensemble contenant des k-algebres de longueur finie de chaque type
d’isomorphisme 3%, Donc, le foncteur (C,€) — C, qui a pour catégorie de départ
celle des couples minimaux et pour catégorie d’arrivée celle des k-algebres profinies,
possede une limite projective; on prend pour A cette limite projective.

Corollaire. — La catégorie Alp;, posséde des limites inductives infinies.

En effet, la catégorie des foncteurs exacts a gauche de Alf ;, vers (Ens) possede
des limites projectives, qui sont définies « argument par argument », c.-a-d., si (F;)
est un systeme projectif de tels foncteurs, on a, pour tout objet C de Alf ; :

(ImF,)(C) = imF,(C). Y

(30N.D.E. : En effet, tout k-module discret de longueur n est isomorphe & k™/L, o L est un
sous-module ouvert de k™ de colongueur n. Ensuite, on peut considérer [’ensemble des (classes
d’isomorphisme de) structures de k-algebre profinie sur chaque tel module.

GBUN.D.E.: Si (Ai)ie1 est un systéme inductif de Alp/k, sa limite inductive dans Alp/k est le séparé
complété de la k-algebre B, limite inductive des k-algébres sous-jacentes, pour la topologie définie
par les idéaux I tels que IN A; soit un idéal ouvert de A; pour tout i, et long; (B/I) < oco.
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0.5. ©2) Soit ¢ : k — ¢ un homomorphisme d’anneaux pseudocompacts (cf. 0.1.3).
On peut généraliser la construction de 0.3 comme suit.

PP ~f .
Définition. — Pour tout k-module pseudocompact M, nous noterons M ®. ¢ (ou sim-
plement M ®y, £ si aucune confusion n’en résulte), le séparé complété de M ®y, £ pour
la topologie linéaire définie par les noyaux des projections :

M @y £ — (M/M') @y, (¢/1'),

. . N
ot M’ est un sous-module ouvert de M et ¢/ un idéal ouvert de ¢. Alors, M ®), ¢ est
un ¢-module pseudocompact.

Sim € M et z € £, nous notons m &y, I'image canonique de m ®j x dans M Rk .

Remarque — Si £ une k-algebre profinie alors, d’apres 0.4, tout sous-k-module ouvert

. c s P ~¢ . . .
de ¢ contient un idéal ouvert de ¢; par conséquent, M @, ¢ coincide avec le produit
tensoriel complété (cf. 0.3) M ®g ¢ des k-modules pseudocompacts M et £. On pourra
donc utiliser sans ambiguité, pour ¢ arbitraire, la notation M ® £.

Si N est un /-module pseudocompact, le k-module N|, obtenu par restriction des
scalaires est un k-module topologique, i.e. Papplication k x N — N, (¢t,n) — p(t)n est
continue. On notera Homj (M, N),) le groupe abélien des homomorphismes continus
de k-modules de M dans N, .

Proposition — Pour tout objet N de PC({), on a un isomorphisme fonctoriel
Hompc(p)(M &k £,N) ~ Hom¢ (M, N, ). (33)

En effet, soit ¢ un homomorphisme continu M — N , alors I'application ¢’ :
M x ¢ — N, (m,\) — A¢(m) est continue et « bilinéaire » (c.-a-d., k-linéaire en le
premier facteur et (-linéaire en le second). Si N’ un sous-¢-module ouvert de N, on
montre comme dans le lemme 0.3.1 qu’il existe un sous-module ouvert M’ de M et un
idéal ouvert ¢’ de £ tels que ¢' (M’ x £) = 0 = ¢'(M x £'). Il en résulte que ¢ induit un
homomorphisme continu de f-modules ® : M®; £ — N, tel que ®(m®\) = Ap(m),
pour tout m € M et A € 4.

Réciproquement, on associe & tout morphisme f : M®, ¢ — N le morphisme
f':m— f(m®y1) de M dans Ny, .

On obtient alors, comme en 0.3.2, 0.3.5 et 0.3.1.1, le :
Corollaire. — Le foncteur PC(k) — PC({), M — M@i ¢ est exact d droite, et com-

mute auz limites projectives filtrantes, c.-d-d., si (M;) est un systéme projectif filtrant
d’objets de PC(k), on a un isomorphisme canonique :

(Lim M;) Byl ~ lim(M; &1 0).

(32)N.D.E. : On a détaillé ce paragraphe.
(33)N.D.E. : Par conséquent, si £ est une k-algebre profinie, le foncteur M +— M ®y, £ est adjoint &
gauche du foncteur de restriction des scalaires PC(¢) — PC(k) (cf. lemme 0.4).
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De plus, si M,N sont des k-modules pseudocompacts, on a un isomorphisme cano-
nique :
(M@ N) @ £ = (Mg £) @ (Ng £).

Enfin, si A est une k-algébre profinie, il y a sur A ®j, £ une et une seule structure
de f-algebre profinie telle que, si a,b € A et \,u € ¢,

(a @k N) (b @k p) = (ab) Br(Ap).
On dit que A ®y, £ est lalgébre déduite de A par Uextension des scalaires k — (.

1. Variétés formelles sur un anneau pseudocompact

1.1. On peut associer & tout anneau pseudocompact A un schéma formel (EGA I,
10.4.2) en procédant comme suit : I’espace topologique sous-jacent est I’ensemble T (A)
des idéaux premiers ouverts (donc maximaux) de A, qu’on munit de la topologie dis-
crete; le faisceau structural a le produit cartésien [ ], . Am pour espace des sections
sur une partie E de T(A). Le schéma formel ainsi obtenu est noté Spf(A) (le spectre
formel de A). 3%

Si A et B sont deux anneaux pseudocompacts, un morphisme de Spf(B) dans
Spf(A) consiste en la donnée d'une application f de T(B) dans Y(A) et d’une famille
d’homomorphismes continus f?tj : Ay — By, pour y € T(B). Un tel morphisme
induit un homomorphisme continu f* de A = [T.ev(a) Az dans B =[] cy(p) By La
réciproque est vraie : (

Proposition — Le foncteur contravariant A — Spf(A) est pleinement fidéle.

En effet, si p : A — B est un homomorphisme continu d’algebres, 'image réciproque
¢~ !(n) d’un idéal maximal ouvert de B est un idéal premier ouvert de A, donc maximal
dans A. On obtient donc une application n — ¢~!(n) de T(B) dans Y(A), et ¢ induit
un homomorphisme continu A1,y — By. Donc ¢ induit un morphisme de schémas
formels Spf(p) : Spf(B) — Spf(A). On vérifie facilement que Spf(p)! = ¢, et que
Spf(f%) = f, pour tout morphisme f : Spf(B) — Spf(A), d’olt la proposition.

Bien que nous ne parlions ici que de schémas formels de la forme Spf(A), nous uti-
liserons le langage des schémas formels plutot que celui des anneaux pseudocompacts,
afin d’appuyer nos assertions sur une intuition géométrique.

1.2. Soit k un anneau pseudocompact.

Définition. — Nous appellerons variété formelle sur k tout schéma formel X au-dessus
de Spf(k) qui est isomorphe & un k-schéma formel Spf(A) pour une certaine k-algebre
profinie A.

L’algebre A est alors isomorphe a [’algébre affine de X, c’est-a-dire a l'algebre des
sections du faisceau structural Ox de X.

(3Y)N.D.E. : cf. Remarques 0.1.2.
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D’apres 1.1, le foncteur A +— Spf(A) est une anti-équivalence de Alp , (0.4.1) sur
la sous-catégorie pleine Vaf /;, de la catégorie des schémas formels sur Spf(k) dont les
objets sont les k-variétés formelles. Donc, d’apres le corollaire 0.4.2 :

Proposition — La catégorie Vaf ;;, posséde des limites projectives et inductives. (35)

Soient par exemple Y, Z des k-variétés formelles au-dessus d’une méme k-variété
formelle X et soient A, B, C les algebres affines de X, Y, Z; d’apres 0.4.1, l'algebre
affine du produit fibré Y xx Z s’identifie a B A C, de sorte que 'inclusion de Vaf/;C
dans la catégorie de tous les k-schémas formels commute aux limites projectives finies
(cf. EGA I, 10.7).

Les limites inductives de k-variétés formelles correspondent aux limites projectives
de leurs algebres affines. Soient, par exemple, d, e : X = Y une double-fleche de
Vaf ;, ; I'algebre affine de Coker(d, e) est isomorphe au noyau des homomorphismes
induits sur les algebres affines de X et Y ; mais on peut aussi donner de Coker(d, e) la
construction suivante : l’espace topologique sous-jacent & Coker(d, e) est le conoyau
des espaces sous-jacents (3%) ; si p est la projection canonique de I'ensemble sous-jacent
a Y sur le conoyau et si z appartient au conoyau, ’algebre locale de Coker(d, e) en z
est le noyau de la double-fleche

dh,eh: H ﬁY,yj H ﬁX,w

p(y)== q(z)=z

oi1 'on a posé ¢ = pd = pe et ol d’ et e sont induits par les homomorphismes d, et
ef (notations de 1.1).

Définition. — Si ¢ : kK — £ est un homomorphisme d’anneaux pseudocompacts et X
une k-variété formelle d’algebre affine A, le préschéma formel X xgp¢ (i) Spf(£), obtenu
par changement de base, est une (-variété formelle, que nous noterons aussi X @y, £ et
qui a pour algebre affine le produit tensoriel complété A @y, £ (cf. 0.5 et EGA I, §10).

Remarque — Comme toute variété formelle sur k se décompose en variétés formelles
sur les composantes locales de k, nous supposerons dans certaines démonstrations que
k est un anneau pseudocompact local.

Donnons maintenant quelques exemples, en méme temps que nous fixons notre
terminologie.

1.2.1 — Un k-foncteur sera, par définition, un foncteur covariant de Alf/;, dans
(Ens). D’apres 1.1 et 0.4.2, on peut identifier Vaf /, = (Alp ;) & une sous-catégorie
pleine de la catégorie des k-foncteurs, en associant & toute k-variété formelle X le
foncteur :

Alf /;, — (Ens), C +— X(C) = Homvyag ,, (Spf(C), X).

(35)N.D.E. : En particulier, les conoyauz existent dans Vaf/k.

(36)N.D.E. : c.-a-d., Pensemble quotient de Y par les identifications d(z) = e(z), pour tout z € X,
muni de la topologie quotient, qui est ici la topologie discrete.
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Nous rencontrerons plus loin des k-foncteurs F qui associent a tout objet C de
Alf /;, un module F(C) sur C et a tout morphisme ¢ : C — D de Alf ;;, une applica-
tion k-linéaire F(yp) : F(C) — F(D) telle que, si z € F(C) et A € C:

F(p)(Ar) = p(NF(p)(2) -

D’apres I 3.1, un tel F est muni d’une structure de Og-module si 'on note Oy, le
k-foncteur en anneaux qui associe a tout objet C de Alf /;, 'anneau sous-jacent a C .

Définition. — Un Og-module F sera dit admissible *7) si tout morphisme ¢ : C — D
de Alf;, induit une bijection de D ®c F(C) sur F(D).

On dira que F est plat s'il est admissible et si, pour tout objet C de Alf ,, F(C)
est un C-module plat. 38)

Par exemple, si M est un k-module (pas nécessairement pseudocompact), nous
noterons W(M) le Og-module C — C ®; M ; alors W(M) est plat lorsque M est plat
sur k.

De plus, le foncteur M — W (M) a pour adjoint & droite le foncteur qui associe a
tout Op-module F le k-module lim F(k/I), ou [ parcourt les idéaux ouverts de k.

1.2.2 — Dans la suite, un Og-module sera toujours désigné par une lettre en carac-
teres gras telle que F'; lorsque k est artinien, nous écrirons alors simplement F au
lieu de F(k). Dans ce cas, il va de soi que le foncteur F +— F induit une équivalence
de la catégorie des Og-modules plats sur celle des k-modules plats! La terminologie
que nous avons adoptée a donc seulement pour but de nous permettre de raisonner
«comme si k était toujours artinien ».

Conformément a l'exposé I §3.1, nous utiliserons des conventions analogues
pour d’autres structures algébriques : ainsi, une Oy-algébre (resp. une Oy-coalgébre,
resp. une Oy-algebre de Lie, resp. une Oy-p-algébre de Lie) consistera en la donnée
d'un Og-module M et, pour tout objet C de Alf,;, d’une structure de C-algebre
(resp. de C-coalgebre, resp. de C-algebre de Lie, resp. de C-p-algebre de Lie) sur
M(C); on suppose de plus que, pour tout morphisme ¢ : C — D de Alf ;,, I'appli-
cation de D ®c M(C) dans M(D), qui est induite par M(¢p), est un homomorphisme
de D-algebres (resp. de D-coalgebres, etc.).

Notons enfin que, si F et G sont deux Og-modules, F ®; G désignera le Og-module

1.2.3 — Soit N un k-module pseudocompact. Nous notons V,J: (N) ou NT 39) e Q-
module qui associe a tout C € Ob Alf /4, le C-module (C @, N) dual de C ®; N (0.2.2),
c.-a-d., le C-module

Hom,(C &, N, C) = Hom,(N, Ci.),

(37)N.D.E. : On a introduit cette terminologie, cf. la N.D.E. (40) dans 1.2.3.
(38)N.D.E. : et donc projectif, puisque C est artinien.
(39)N.D.E. : On n’utilisera pas cette seconde notation, voir la N.D.E. (40).
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ou Cy, désigne le k-module C obtenu par restriction des scalaires. Ce Og-module
Vg(N) sera appelé le dual de N.

Si km est une composante locale de k, alors, pour tout objet C de Alf /,
Hom,(km,C|,) = Cn = C @4 kn

est un C-module projectif, et de plus on a D ®c Cyy = Dy, pour tout morphisme
C — D de Alf ;,; donc V,’:(km) est un Og-module plat (cf. 1.2.1).

Comme tout k-module pseudocompact projectif est un produit de modules ky,
(cf. Prop.0.2.1), on déduit du corollaire 0.2.F que : V£(N) est un Oy-module plat
lorsque N est un k-module pseudocompact projectif.

Réciproquement, si M est un Og-module admissible (cf. 1.2.1) (40) nous appelons
dual de M et nous notons I'*(M) le k-module pseudocompact défini comme suit. Pour
[ parcourant les idéaux ouverts de k, on munit chaque k/lmodule

M(J/1)* = Homy((M(k/1), k/1)

de la topologie décrite en 0.2.2, qui en fait un k-module pseudocompact. Comme
M(k/1) =~ M(k/lU') ® (k/I) pour [ 2 ', on a des morphismes de transition :

Homy,;y (M(k/U), k/U') — Homy, /i, (M(k/V'), k/1) = Homy, /((M(k/1), k/1)

et par définition T'*(IM) est la limite projective de ce systéme projectif (filtrant) de
k-modules pseudocompacts.

Proposition — Les foncteurs N — Vg(N) et M +— T'"(M) définissent une anti-
équivalence entre la catégorie des k-modules pseudocompacts projectifs et celle des
Oy,-modules plats (cf. 0.2.2).

(1) Démonstration. D’une part, on a une transformation naturelle ¢ : N —
I‘*(V£ (N)). Comme le foncteur I'** OV£ commute aux produits, d’apres 0.3.5 et 0.2.F,
il suffit de vérifier que ¢n est un isomorphisme lorsque N est une composante locale
kw de k. Dans ce cas, pour tout idéal ouvert [ de k& contenu dans m, le morphisme
naturel

(k/1)m — Homy, (Home(kwm ® k/1, k/1), k/1)
est un isomorphisme, d’ou le résultat.

Drautre part, soit M un Og-module plat. Montrons que I'*(M) = lim M(k /()" est
un objet projectif de PC(k). Soit N — N’ un morphisme surjectif entre objets de
LF (k). D’apres 0.2.F (i) et (ii), il suffit de montrer que I’application naturelle

lim Hom, (M (k/1)*, N) — lim Hom, (M(k/1)*, N')

(40)N.D.E. : Les éditeurs ne comprennent pas la définition qui suit si M n’est pas supposé admis-
sible, d’ou l'ajout de cette hypothese. D’autre part, on a noté I'*(M) au lieu de M*, afin d’éviter
des confusions entre M*, le module dual du foncteur M, et NT, le foncteur dual du module N,
cf. N.D.E. (39). Enfin, on a détaillé la construction de I'*(M).

(AUN.D.E. : On a ajouté l'esquisse de démonstration qui suit. L’original indiquait : « Si M est un
Og-module plat, il est clair que M n’est autre que le dual de M*, donc les foncteurs N — N* et
M — M* définissent une anti-équivalence. . .»
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est surjective. Mais ceci est clair, car N et N’ sont des k/lp-modules, pour un certain
idéal ouvert [y; donc, si [ C [y, tout morphisme M(k/)* — N’ se reléeve en un
morphisme M(k/I)* — N, puisque M(k/[)* est un objet projectif de PC(k/1).

On a un morphisme ¢ : M — Vg(I‘* (M)) de foncteurs de Alf /;, dans (Ens). Soit
B un objet de Alf/;, montrons que

(1) 9(B): M(B) — V{(I*(M))(B) = Hom, (lm (M(k/0) & B), B)
[

est une bijection (dans ’égalité ci-dessus, on a utilisé le fait que ® commute aux
limites projectives filtrantes). Soit [y un idéal ouvert de k contenu dans le noyau de
k — B. D’apres le lemme ci-dessous, pour tout [ C [y, on a un isomorphisme canonique
de B-modules pseudocompacts :

M(k/1)* &) B — Homy,/((M(k/1), B)

et, puisque M(B) = M(k/l) ®/ B, le terme de droite égale Homg(M(B), B). Donc,
le systeme projectif dans (1) est constant pour [ C [y, et (1) se réduit au morphisme
canonique

M(B) — Hom, (Homg(M(B), B), B),
qui est un isomorphisme d’apres 0.2.2, puisque B est artinien et M(B) un B-module
projectif. Ceci prouve la proposition, modulo le lemme ci-dessous.

Lemme 1.2.3.A— Soient A un anneau pseudocompact, B un A-module pseudocom-
pact, et M un A-module (sans topologie) projectif. On a un isomorphisme canonique
de A-modules pseudocompacts

(2) 6 : Homa(M,A)®a B = Homy (M, B).

Ici, M* = Hompa (M, A) est muni de la topologie définie en 0.2.2, et la topologie de
Homa (M, B) est définie de fagon analogue : une base de voisinages de 0 est formée
par les sous-modules suivants, ot z € M et B’ est un sous-module ouvert de B :

H(2,B") = {f € Homp (M, B) | f(z) € B'}.

Ceci étant, 0 est évidemment un isomorphisme lorsque M = A; de plus, les deux
membres de (2), considérés comme foncteurs en M, transforment somme directes en
produits (en particulier, commutent aux sommes directes finies). On obtient donc que
(2) est un isomorphisme lorsque M est un A-module libre, puis lorsque M est projectif.

Remarque — Revenons a 1’énoncé de la proposition, et supposons de plus que N soit
un k-module pseudocompact topologiquement libre. Dans ce cas, on peut choisir « de
maniere cohérente » des bases pour les C-modules V£ (N)(C).

En effet, soient (n;) une pseudobase de N (0.2.1) et n{ I'image canonique de n;
dans C & N, pour C € Alf ;. Sil'on définit I’élément 5¢ de (C @1 N)T par les égalités
5¢(n$) =1 et 6?(71?) = 0 pour i # j, la famille (6C) est une base de Vg(N)(C) ;en
outre, pour tout morphisme ¢ : C — D de Alf ;, V,’: (N)(p) envoie 6 sur 6P.
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1.2.4 — 2 Pour tout k-module pseudocompact E, soit §k(E) lalgébre symétrique
complétée de E, définie de la maniere suivante. Soit Tx(E) la somme directe des k-
modules pseudocompacts :

—n ~ ~ —0
RLE=EQ;...0kE (n>20; sin=0, Q.,E=k);

on fait de T;(E) une k-algebre graduée en définissant la multiplication de la fagon
habituelle; soit alors Sk(E) le quotient de Tx(E) par I'idéal homogene qui a pour

h
n-ieme composante le k-sous-module fermé de ), E engendré par les éléments :
x1®®xl®xl+l®®xn_x1®®xl+1®xl®®xn

Si l'on désigne par S7(E) ce quotient, Si(E) est évidemment une k-algebre graduée
de n-itme composante S} (E).

On munit S;(E) de la topologie linéaire définie par I’ensemble Y des idéaux [ tels
que Si(E)/l soit un k-module de longueur finie et que S} (E) N [ soit un sous-module
ouvert de S7(E) pour tout n. Alors, I’algebre profinie gk(E) est le séparé complété de
Sk(E) pour cette topologie. (43)

On note Vi(E) la k-variété formelle Spf(gk(E)). Elle représente le k-foncteur
Vg(E), c.-a-d., pour tout objet C de Alf ), on a un isomorphisme canonique :

VI(E)(C) = Hom,(E, C|,) = Homaup,, (Sk(E), C) = Homvar,, (Spf(C), V{(E)).

Dans toute la suite, nous identifions V£ (E) au k-foncteur Vg(E)

1.2.5 — D’apres 1.2.4, le morphisme nul de E dans k est associé a un morphisme

d’algebres profinies 7 : Si(E) — k; ce morphisme 7 induit I'application nulle sur

SE(E) pour n > 1 et définit une section du morphisme structural Vi(E) — Spf(k).
Nous noterons Vg’O(E) la variété formelle qui a pour points les images des points

de Spf(k) par la section Spf(m) et qui a les mémes algebres locales que Vﬁ(E) en ces
points.

(42)N.D.E. : Dans ce paragraphe, on a modifié ordre, en définissant d’abord gk(E) et énoncant
ensuite que V£ (E) représente V}: (E).
(43N.D.E.: Par exemple, soient k un corps, E un k-espace vectoriel pseudocompact, V. = Hom.(E, k) ;
on a E ~ V* (cf. 0.2.2). Pour tout sous-espace de dimension finie W de V, soit .# (W) ’ensemble des
points fermés du k-schéma V(W) = Spec S, (W*). Notons .Z (V) la limite inductive des .%#(W). Alors
gk (E) est le produit pour z € .#(V) des k-algébres pseudocompactes

!ii] ﬁW,z

W
ol W parcourt les sous-espaces de V de dimension finie tels que z € # (W), et é’\wm désigne le séparé
complété de 'anneau local Oy(w),, pour la topologie définie par les idéaux de codimension finie (qui
coincide ici avec la topologie m-adique). Si k est algébriquement clos et (v;);c1 une base de V, de
sorte que E posséde une pseudobase (e;);e1, alors chaque 5\/,’[} est isomorphe & ’anneau des séries
formelles k[[e;, ¢ € I]], muni de la topologie définie par les idéaux de codimension finie.
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(44) Alors, I’algebre affine de Vi’O(E) est le séparé complété de Sy (E) pour la topo-
logie définie par les idéaux [ € T (cf. 1.2.4) qui contiennent SE(E) pour n assez grand.
On en déduit que c’est le produit infini :

K[[E]] = k x E x SE(E) x S}(E) x -
D’autre part, soient C un objet de Alf /;,, f un élément de Vi(C) = Hom,(E, C), et
e §k(E) — C le morphisme de k-algebres profinies correspondant & f. Alors Ker f/
est un idéal ouvert, et f appartient a Vi’O(C) si et seulement si Ker f’ contient S} (E)
pour n assez grand, c.-a-d., si et seulement si f(E) est contenu dans le radical ¢(C)
de C. Donc : pour tout objet C de Alf,, on a des isomorphismes canoniques :

V[(E)(C) ~ Homalp,, (K[[E], C) ~ Hom,(E, ¢(C)).

1.2.6 — Une k-variété formelle V est dite de longueur finie si son algebre affine lest.
De méme, si S est un préschéma, un S-préschéma X est dit de longueur finie si X est
fini sur S et si 'image directe de Ox sur S est un Os-module de longueur finie. (45)
Donc, se donner un S-préschéma de longueur finie X «est la méme chose » que se
donner un ensemble fini {s1, ..., s,} de points fermés de S, et en chacun de ces points
une Os s,-algebre de longueur finie.

On voit donc que les S-préschémas de longueur finie s’identifient aux variétés for-
melles de longueur finie sur le schéma formel S= Spf(k) qui suit. L’espace topologique
sous-jacent a S est I'ensemble des points fermés de S muni de la topologie discrete;
si s est un tel point fermé, le faisceau structural &g a pour fibre Oz sens le séparé

complété ﬁs s de Os ¢ pour la topologie linéaire définie par les idéaux de colongueur

finie (I’algebre affine de S est donc le produit des ﬁs s, OU 8 parcourt les points fermés
de S, muni de la topologie produit).

Soit Vaf% la catégorie des variétés formelles de longueur finie sur S (identifiée a
celle des S-préschémas de longueur finie). D’apres 1.1 et 1.2.1, la catégorie Vaf /8 des

variétés formelles sur S est équivalente a celle des foncteurs contravariants exacts a

gauche de Vaf% dans (Ens).

En particulier, pour tout S-préschéma X, le foncteur T +— Hom(sch/s)(T,X), de

Vaf% vers (Ens), est un tel foncteur exact a gauche, d’ou : (46)

Definition et proposition — Pour tout S-préschéma X, il existe un objet }A(/g de
Vaf/g, unique a isomorphe pres, tel que les foncteurs

HOmVaf ( X/S) et Hom(sch/s)(—,X)

(49N .D.E. : On a détaillé la suite de ce paragraphe.

(45)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.

(46)N.D.E. : On a amplifié la proposition qui suit, en y insérant le fait que le foncteur X — X/S
commute aux limites projectives finies (dans ’original, ceci figurait dans la démonstration de 1.3.4
— la démonstration donnée ici est plus directe que 'originale). De plus, ce résultat sera utile dans la
Section 2 sur les groupes formels.
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aient méme restriction a Vaf%.

On peut décrire 5{/§ comme suit : l’espace topologique sous-jacent est formé des
points © de X tels que le corps résiduel k(x) de X en x soit une extension finie du
corps résiduel k(s) de l'image s de x dans S; la fibre de ﬁf(/g en x est le séparé
complété de l'anneau local Ox , pour la topologie linéaire définie par les idéaux de
colongueur finie.

On obtient ainsi un foncteur X — 5{/§ de (Schg) vers Vaf 5, qui commute aux
limites projectives finies.

On voit facilement que la variété formelle }A(/g définie plus haut a la propriété
requise, et que la correspondance X +— X / S est fonctorielle.

Posons . = (Sch/g) et ¥ = Vaf 5, et notons X au lieu de }A(/g On sait (1.2)
que ¥ possede des limites projectives arbitraires. Soit (X;);e1 un systéme projectif
dans .¥ et supposons que X = @1)@ existe dans . (ce qui est le cas si I est fini).
Comme le foncteur qui associe a tout objet Y de . (resp. V de ¥') le foncteur hy =
Hom »(—,Y) (resp. hy = Homy (—,V)) commute aux limites projectives, on a, pour
tout S-préschéma T de longueur finie, des isomorphismes fonctoriels :

Hom » (T, X) ~ lim Hom & (T, X;) =~ liLnHomy/(T,)/Zi) ~ Homy(T,&n)@;).

Par conséquent, le foncteur X — )A(/g commute aux limites projectives lorsqu’elles
existent dans (Sch/g); en particulier, il commute aux limites projectives finies.

1.3. Proposition — Soient f : X — Y un morphisme de variétés formelles sur k, A
et B les algébres affines de X et Y, g : B — A le morphisme induit par f. Alors f est
un monomorphisme de Vaf . si el seulement si g est une surjection.

(47) D’aprés 1.1, A — Spf(A) est une anti-équivalence de Alp ), sur Vaf /., donc f
est un monomorphisme si et seulement si g est un épimorphisme, et ceci est bien le
cas si g est surjectif.

Réciproquement, supposons que g soit un épimorphisme et montrons qu’il est sur-
jectif. Pour tout n € Y(B), posons A, = A®pB,; d’aprés 0.4, A est un B-module
pseudocompact, donc est le produit des A, (cf. 0.3.6). Alors, g est le produit des mor-
phismes g, : By — A,, déduits de g par changement de base. Ceux-ci sont encore des
épimorphismes, ce qui nous ramene a démontrer le résultat lorsque B est local, d’idéal
maximal n. Posons K = B/n.

D’aprés le lemme de Nakayama 0.3.3, il suffit de montrer que le morphisme g &g K
est surjectif; il est déduit de g par changement de base, donc est un épimorphisme de
Alp jx. On peut donc supposer que B = K est un corps. Or f est un monomorphisme
si et seulement si le morphisme diagonal X — X xy X est un isomorphisme, c’est-
a-dire si 'homomorphisme r®kx — za' est un isomorphisme de A®k A sur A.
Comme K est un corps, cela implique A = K.

(47)N.D.E. : On a détaillé le début de la démonstration.
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Remarque — “® Tl résulte de la proposition que tout monomorphisme f : X — Y
de variétés formelles est un isomorphisme de X sur une sous-variété formelle (néces-
sairement fermée!) de Y.

1.3.1 — La proposition précédente entraine en particulier que tout monomorphisme
[+ X — Y de Vaf ), est effectif (cf. IV 1.3) (4911 n’en va pas de méme pour les
épimorphismes, comme on le voit facilement en modifiant un peu le contrexemple
de 'Exp. V, §2.c) ®9); c¢’est pourquoi nous allons considérer une classe sympathique
d’épimorphismes effectifs.

Lemme — Y Soit f: X — Y un morphisme de k-variétés formelles et soient A, B
les algeébres affines de X,Y et f%: B — A le morphisme induit par f. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) Pour tout x € X, Uhomomorphisme f% : Oy jn) — Ox.a fait de Ox g un
Oy, §(x)-module pseudocompact topologiquement libre.

il) Pour tout y € Y, la composante locale A, = _. Ox . est un B,-module
v fla)=y % Y
pseudocompact topologiquement libre.

(iii) ff:B — A fait de A un B-module pseudocompact projectif.
(iv) Le foncteur PC(B) — PC(A), M +— M &g A est exact.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que f est topologiquement plat.

Les implications (i) = (ii) < (ili) < (iv) découlent de 0.2.F (iii) et 0.3.7. Réci-
proquement, supposons (i) vérifié et soient x € X et y = f(z). Comme Ox 4 est un
facteur direct de Ay, c’est un B,-module pseudocompact projectif, donc topologique-
ment libre d’apres 0.2.1 (puisque B, est local).

D’autre part, un morphisme f : X — Y de k-variétés formelles est dit surjectif s’il
induit une surjection des ensembles sous-jacents.

Proposition — Soit f : X — Y wun morphisme surjectif et topologiquement plat de
k-variétés formelles. Alors f est un épimorphisme effectif (cf. IV 1.3).

En effet, soient A, B les algebres affines de X, Y et g : B — A le morphisme induit
par f. Il s’agit de montrer que Y s’identifie au conoyau de X xy X = X, c.-a-d., que

(48)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.

(9N.D.E. : i.e., dans la catégorie opposée (Vaf/k)0 = Alp/y, le morphisme g : B — A corres-
pondant & f est un épimorphisme effectif. Ceci est bien le cas, car g est surjectif, donc induit (cf. la
démonstration de 0.2.A) un isomorphisme de k-algébres profinies B/I — A, ou I = Kerg. Par
conséquent, tout morphisme ¢ : B — C de Alp;, nul sur I, descend en un morphisme $:A—C
tel que ¢ = o g.

(30)N.D.E. : i.e. , soient k un corps, X = Spf(k[[T]]) et Y = Spf(B), ott B est la sous-k-algebre de A
engendrée topologiquement par T3 et T (c.-a-d., B est formée des séries formelles 3~ a, T™ telles que
an = 0pour n =1,2,5). Alors X — Y est un épimorphisme qui n’est pas effectif ; en effet, le conoyau
de X Xy X — X est Spf(B’), ot B est la sous-algebre de A formée des a tels que a®1=1Ra, et
B’ contient T°.

(GLN.D.E. : On a ajouté ce lemme, qui explique la terminologie « topologiquement plat ».
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pour tout n € T(B), B, s’identifie au sous-anneau de A, = A ®p B, formé des a tels
que a ®1=1®a.

On peut donc supposer B local, d’idéal maximal n. Notre hypothese signifie alors
que g fait de A un B-module topologiquement libre et non nul. D’apres le lemme de
Nakayama 0.3.3, A/nA n’est pas nul, de sorte que le morphisme ¢’ : B/n — A/nA
déduit de g est injectif. D’apres le lemme 1.3.2 ci-dessous, B est un facteur direct de
A comme B-module, disons A = B® A’; il en résulte que B s’identifie & la partie de
A formée des a tels que a®p1=18ga. C.Q.F.D.

1.3.2. Lemme— Soient B un anneau pseudocompact local, n son idéal mazximal,
M et N deux B-modules pseudocompacts projectifs et g un morphisme M — N. Si
(B/n) ®p g est injectif, g est un isomorphisme de M sur un facteur direct de N.

En effet, posons g’ = (B/n) ®p g. Alors g’ possede une rétraction /. Si p et ¢ sont
les projections canoniques de M et N sur M/nM et N/nN; il y a donc un morphisme
r tel que por = r’ o ¢q; par conséquent, r’ est déduit de r par passage au quotient.
Alors, puisque ' o ¢’ est un isomorphisme, il en est de méme de 7 o g, d’apres 0.3.4.
Soit s I'isomorphisme réciproque de r o g, alors s o r est une rétraction de g.

1.3.3. Proposition — Soient f : X — Y et g: Y — Z des morphismes de k-variétés
formelles.

(i) Si f et g sont topologiquement plats, g o [ l’est aussi.
(ii) Si f et go f sont topologiquement plats et si [ est surjectif, g est topologique-
ment plat.

(iii) Si f est topologiquement plat, f xv Y’ Uest pour tout changement de base
Y =Y.

Les assertions (i) et (iii) sont claires. Pour prouver (ii), appelons A, B, C les al-
gebres affines de X, Y, Z, et f/: B — A et ¢’ : C — B les morphismes induits par
f et g. Comme g o f est topologiquement plat, f’ o ¢’ fait de A un C-module pseu-
docompact projectif; de méme, f’ fait de A un B-module pseudocompact projectif et
fidele. Lorsque P parcourt les C-modules pseudocompacts et N les B-modules pseu-
docompacts, les foncteurs P — P ®c A et N — N &g A sont donc exacts; comme le
deuxitme est en outre fidele, le foncteur P — P ®c B est exact; d’apres 0.3.7, B est
donc un C-module pseudocompact projectif.

1.3.4. Proposition — Soient S un préschéma, Y un S-préschéma localement noethé-
rien et f : X — Y un S-morphisme localement de type fini et fidelement plat (de
sorte que f est un epzmorphzsme eﬁectzf, cf. IV, 6.3.1 (iv)). Alors le morphisme de
S-variétés formelles f X/S — Y/S (cf. 1.2.6) est surjectif et topologiquement plat.
De plus, la suite

— pry
*) XxXS——=2X8—L—7Y/8
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déduite de la suite exacte

pry
(%) XxX—=X I .y
Y pry

est exacte.

Soit en effet y un point de Y de projection s sur S et tel que k(y) soit une extension 501
finie du corps résiduel k(s) de s. Comme f est surjectif et localement de type fini,
f~1(y) est non vide et localement de type fini sur x(y); les points fermés de f~ Ly )

sont alorb les points de X/ S se projetant sur y. Ceci montre que f est surjectif.

) Soit  un point fermé de f~'(y). Comme Y est localement noethérien et f
localement de type fini, Panneau local Oy , (resp. Ox ;) est noethérien, donc les puis-
sances de I'idéal maximal sont de colongueur finie, de sorte que I’anneau local de Y / S
en y (resp. de X/S en x) est le complété Oy, y ¢ de Oy, (resp. ﬁx « de Ox ;) pour la
topologie m-adique. Alors, comme f est plat ﬁx » est plat sur ﬁy .y, d’apres SGA 1,
1IV.5.8. Donc, d’apres 0.3.8, ﬁ;gm est un ﬁyw—module topologiquement libre. Ceci
montre que fest topologiquement plat.

Donc, d’apres 1.3.1, fest un épimorphisme effectif, i.e. la suite ci-dessous (ou I'on
a noté X au lieu de )2//8\) est exacte :
~ pry ~ 7
X——zX

pr2

X Y.

=) X

De plus, d’aprés 1.2.6, on a un isomorphisme naturel (en particulier, qui commute

avec les projections sur X) :

XxX ~X xX,
Y ¥
Par conséquent, la suite (x) est exacte.
1.3.5 — Soit k£ un anneau pseudocompact. Une variété formelle X sur k est dite

topologiquement plate si son algebre affine A est un k-module pseudocompact projectif,
c.-a-d., si le morphisme structural X — Spf(k) est topologiquement plat.

(53) Notons d’abord que 0.2.2 et 0.3.6 entrainent le résultat suivant (analogue &
VIIa, 3.1.1).

Lemme 1.3.5.A— Supposons k artinien. Les foncteurs A — AT = Hom.(A, k) et
C — C* = Homg(C, k) définissent une anti-équivalence entre la catégorie des k-
algebres profinies topologiquement plates, et celle des k-coalgebres plates.

(52)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit; ensuite, on a tiré profit de 'ajout fait en 1.2.6.
(33)N.D.E. : On a explicité le lemme 1.3.5.A, utilisé dans ce qui suit.
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En effet, si A est k-algebre profinie topologiquement plate, alors, d’apres 0.3.6, on
a un isomorphisme de k-modules :

ATer AT = (AR AT,

de sorte que la multiplication A®A — A induit par dualité une structure de k-
coalgebre sur Af. Le reste découle alors de la proposition 0.2.2.

Revenons au cas d’un anneau pseudocompact k arbitraire. A toute k-variété for-
melle X dont "'anneau affine A est un k-module pseudocompact projectif, on associe
une Oy-coalgebre (®% plate H(X), définie comme suit.

Notons H(X) le Og-module Vg(A) «dual de A »; c’est un Og-module plat, puisque
le k-module pseudocompact sous-jacent & A est projectif (cf. 1.2.3). De plus, d’apres
0.3.6, ’'on a :

VI(ABA) ~ V() ® V{(A),
et donc la multiplication de A induit par transposition un morphisme diagonal :
H(X) = V] (A) — V] (A®A) = H(X) ® H(X)

qui fait de H(X) une Oy-coalgebre plate. Nous dirons que H(X) est la coalgébre de X
sur Oy.
Réciproquement, a toute Oy-coalgebre C on peut associer un k-foncteur (cf. 1.2.1)

Spf™(C), défini comme suit. Pour tout objet B de Alf ;,, on pose (avec les notations
de VIIA 3.1) :

Spf*(C)(B) = Homp_coalg. (B, C(B))
={r € CB)|ecm)(z) =1 et Agm)(r) =2z}

Supposons de plus que le O-module sous-jacent & C soit admissible (cf. 1.2.1), et

posons
A=T%C) = @C(k/[)* .
Alors, les structures d’algebres sur chaque C(k/[)* munissent A d’'une structure de
k-algebre profinie. Pour tout objet B de Alf /, on a :
Homvag,, (Spf(B), Spf(A)) = Homaup,, (A, B) = Homayp ,, (A ®B,B).

Supposons enfin que C soit un Og-module plat. Alors, d’apres 1.2.3, A = T (C) est
un k-module pseudocompact projectif. De plus, on a vu dans la démonstration de la
proposition 1.2.3 que, si [y est un idéal ouvert de k£ contenu dans le noyau de k — B,
le systéme projectif

lim C(k/l)*®, B
est constant pour [ C [y, et sa limite est Homp(C(B), B), que nous noterons C(B)*.
Enfin, d’apres le lemme 1.3.5.A, on a un isomorphisme naturel

Homg coalg. (B, C(B)) — Homayp ,,(C(B)", B).
On obtient donc un isomorphisme de foncteurs Spf*(C) ~ Spf(A) = Spf(I'™*(C)).

(59 N.D.E. : On rappelle (cf. VIIA, 3.1) que toutes les coalgebres considérées sont supposées cocom-

mutatives, c.-a-d., telles que to A = A, o t(a ® b) = b® a.
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Par conséquent, si I’on note 7 (X) l'algebre affine d’une k-variété formelle X, on
déduit de 1.2.3 :

Proposition — Les foncteurs X — H(X) = Vg(d(X)) et C — Spf*(C) =
Spf(I'™*(C)) définissent une équivalence entre la catégorie des k-variétés formelles
topologiquement plates et celle des Og-coalgebres plates.

1.3.6 — Dans la suite de cet exposé, nous définirons plusieurs fois une k-variété for-
melle topologiquement plate X en exhibant la coalgebre H(X). Il nous faudra alors
interpréter au moyen de H(X) certaines propriétés géométriques de X. Nous donnons
ici un exemple de cette situation : supposons donnée une section ¢ du morphisme
structural X — Spf(k) et demandons-nous sous quelle condition ¢ induit un isomor-
phisme des espaces topologiques sous-jacents. (°°)

Pour commencer, supposons k artinien. Soient (H,A,e) une k-coalgebre plate,
H* = Ker(e) et A = H* la k-algeébre profinie duale de H. Supposons donné un
morphisme de k-coalgebres k — H, c.-a-d., un élément ¢ de H tel que e(¢) = 1 et
A(p) = ¢ ® ¢. Alors ¢ définit un morphisme continu d’algeébres ® : A — k, et donc
une section o : Spf(k) — Spf(A) de la projection Spf(A) — Spf(k).

On définit des sous-k-modules de H en posant Hy = k¢ et, pour n > 1,

H,={zreH|A@x)-z®¢ecH, 1 ©H};

ceci vaut aussi pour n = 0 si 'on pose H_; = (0). On voit, par récurrence sur n, que
H,-1 € H,. On dira que Hy C Hy C --- est la filtration de H définie par ¢.

Remarque — Comme A(H,) C H, ® Hy ® H,—1 ® H*, on a A(H,) C H, ® H.
Puisque A est cocommutative (i.e. c o A = A, ol 0(a ® b) = b® a), on a également
A(H,) € H® H,,. Lorsque H/H,, est plat sur k, il en résulte que H,, est une sous-
coalgebre de H, cf. 1.3.6.A (ii) ci-dessous. Mais en général, A : H,, — H,, ® H ne se
factorise pas a travers H, ® H,,. (56)

Lemme 1.3.6.A— Soient k un anneau artinien, H une k-coalgebre plate, A = H* la
k-algébre profinie duale, ¢ un élément de H tel que e(¢p) =1 et A(P) = ¢ ® ¢. Soient
o : Spf(k) — Spf(A) la section de Spf(A) — Spf(k) et (H,) la filtration de H définies
par ¢.

(i) o induit une bijection des ensembles sous-jacents < H = J, H,. ©®7

(33)N.D.E. : Dans le lemme 1.3.6.A qui suit, on a détaillé la démonstration du point (i), et l'on a
ajouté le point (ii).

(36)N.D.E. : Par exemple, soient ko un corps, k = ko[T]/(T™), ot n > 4, t I'image de T dans
k, et H = k[z] muni de 'augmentation ¢ et de la comultiplication A définies par e(z) = 0 et
A(@)=r®1+1®x+tzr ®x. Alors, pour 2 <i <n— 2, t" "tz € H;, mais A(#" % z) n’appartient
pas a I'image de H; ® H;.

(57)N.D.E. : Dans ce cas, on dit parfois que la coalgebre H est conneze, cf. par exemple [MM65].
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(ii) Si de plus chaque H/H,, est plat sur k, alors, pour tout n >0,

(%) A(H,) C Z H, ®@Hp—;;
=0

en particulier, chaque H,, est une sous-coalgebre de H.

Démonstration. Soit I le noyau de ®. L’application A — k, f — f(x) étant continue,
pour tout = € H, si I" est annulé par z, il en est de méme de son adhérence I*. On
pose alors, pour tout n > 1,

@)t ={zcH| f(z) =0, pour tout f € In}.

Supposons que ¢ : m — ®~1(m) soit une bijection de Spf(k) sur Spf(A). Comme I
est contenu dans l'intersection des ®~1(m), il résulte de 0.1.2 que la suite des idéaux
(I") tend vers 0. Soit alors € H; comme J(z) = {f € A | f(z) = 0} est un sous-k-
module ouvert de A, il contient I" pour n assez grand, autrement dit, z € (I*)*.

Réciproquement, supposons que H = Un(I_")J-. Soit p un idéal premier ouvert de
A; il contient un sous-k-module ouvert de la forme

V(x1,...,xs)={f €A ]| f(z1)=---= f(zs) =0}.
D’aprés ’hypothese, il existe un entier n tel que z1,...,zs € (I")*, et donc I C p.
De plus, comme k est artinien, Spf(k) est un ensemble fini {my,...,m,} et il existe

un entier ¢ > 1 tel que (], m;)" =0, d’ott
[[e'm)fcL

Donc p contient le produit des ®~!(m;)!" ; puisque p est premier, il en résulte que p
contient, donc égale, I'un des ®~!(m;). On a ainsi démontré que :

o est une bijection <= H = [J(I*)*.
n

D’autre part, pour tout n > 0, soient A™ la comultiplication « itérée » H — H®(+1)
A" la composée de A™ avec la projection de H®(+1) sur (HT)®(+1) et
H, = Ker(A") = {z e H| A™(z) € ¥ H®"") @ Hy @ H®'}.
i=0

(On pose A? = idy, d’ont H, = Hp). On voit facilement, par récurrence sur n, que

(*) H, C H, C (I(v+D)*,

Supposons maintenant H plat, donc projectif sur k, de sorte que AT = H, d’apres
0.2.2, et montrons que H,, = (I(»*+1)~. C’est clair pour n = 0. Supposons-le donc
vérifié pour n < r. Alors H,_; est le noyau du morphisme H — (I") et donc, puisque
HT est plat, le morphisme

(H/H,_,) @ Ht — (I")T @ H*
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est injectif. D’autre part, I’hypothese entraine que I est un k-module pseudocompact
projectif (car facteur direct de A = H*), d’ou, d’apres 0.3.6,

Tont ~ @) eHt.
Alors, la suite exacte :
Fel—s=A—=A/TFtT ——=0
donne par dualité la suite exacte : 504
(1) () @ HY === H=—— (A/TT))l =<0,
oll § est obtenu en composant Ay avec la projection :
(2) HoH-—H®HY — (H/H,_1) @ H" — (I")* @ H.

Or, pour tout u € H, la projection de A(u) sur HQ HT est A(u) —u® ¢. Alors, (1) et
(2) montrent que si u appartient a (A/I" 1) = (Ir+1)L  alors A(u) —u® ¢ appartient
au noyau de 'application H@ HY — (H/H,_1)®@HT, c’est-a-dire & H,_; @ H', et donc
u € H,.. Ceci achéve la démonstration du point (i), et montre aussi que H,, = Ker(A").

Démontrons (ii). Pour tout ¢ > 0, posons H:r = H; N H*. Soit n > 1. Pour tout
r € H,, T= 2 — e(x)¢ appartient & H et l'on a :

Alz)=e(x)p @ +T® ¢+ d QT + A(T).

Dongc, il suffit de montrer que :

n—1
AHS) €Y Hf 9HY,.
i=1

Pour tout 4 =0,...,n — 1, A" se factorise en :
Ht A Ht @ Ht Al@QAn—i—1 (H+)®(i+l) ® (H-|—)®(n—i)
|

De plus, comme H*/H} et (H)®("~%) sont plats, les applications f et g ci-dessus
sont injectives. Il en résulte que A(H;) est contenu dans H” ® H + Ht @ H

n—i—17
pour tout 2 = 0,...,n — 1. Le point (ii) découle alors du lemme ci-dessous, appliqué

AM=H"et E; = H,.

Lemme 1.3.6.B— Soient k un anneau, 0 = Eqg C E; C ---E,, C M des k-modules.
On suppose M/E; plat pour tout i. Alors, on l’égalité

n

(](E7 QM+M®E;) = ZEv ® En—it1.

=0 i=1
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Notons K (resp. S) le terme de gauche (resp. droite). On voit facilement que S C K ;
montrons la réciproque. Pour ¢ = 0,...,n, posons K; = KN (E; ® M). Pour tout
i=1,...,n, comme M/E,_;; et E;/E;_; sont plats, Papplication 7; ci-dessous est
injective, et I’application composée :

(Bi/Eio1) © M —— (Bi/Ei 1) ® (M/Ep_i11) > (M/E;_1) ® (M/Ep_i11)

a pour noyau (E;/E;_1) ® E,_; 1. Comme l'image de K; dans (E; @ M)/(E;—1 ® M)
est contenue dans, et contient, ce noyau, on en déduit que

Ki=Ki-1+E;®E,_it1,

d’ou le lemme.

Pour terminer ce paragraphe, revenons a un anneau pseudocompact arbitraire k.
Soient (H,A,e) une Oj-coalgebre plate, HT = Ker(e), A = I'*(H) la k-algebre
profinie duale, X = Spf(A), de sorte que H = H(X) (cf. 1.3.5). Supposons donné
un morphisme de Og-coalgebres ¢ : O — H; il définit une morphisme continu de
k-algebres A — k, et donc une section o du morphisme structural X — Spf(k).

Pour tout objet B de Alf ;,, on note Ho(B) = ¢(B) = B¢g, ol ¢p est I'élément
¢(1g) de H(B) et 'on définit des sous-Og-modules H,, de H, en posant, pour n > 1,

H,(B)={ue HB) | A(u) —u® ¢p € H,_1(B) @ HT(B)}.
On obtient ainsi une filtration Hy C Hy C --- de H(X). D’apres ce qui précede :

Proposition — Pour que o induise un isomorphisme sur les espaces topologiques sous-
jacents, il faut et il suffit que H(X) soit la réunion des H,,.

1.4. Théoréme— Soient k un anneau pseudocompact et dy,dy : X1 = X un couple
d’équivalence de Vaf ;, (cf. Exp.V, §2.b) tel que d; soit topologiquement plat. Alors
la projection canonique de X sur X/X; (= Coker(dp,d1)) est surjective et topologi-
quement plate, et le morphisme X; — X Xx,x, X de composantes do et di est un
isomorphisme.

La démonstration de ce théoreme occupe les paragraphes 1.4.1, 1.4.2 et 1.4.3.

1.4.1 — Montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas ot X a un seul point. Comme
nous avons affaire & un couple d’équivalence, on voit comme dans I'Exp. V, §3.e), qu'on
définit une relation d’équivalence dans I’ensemble sous-jacent & X en déclarant que
deux points x, y sont équivalents s’il existe un point z de X; tel que do(z) = y et
d1(z) = z. On peut évidemment supposer sans inconvénient que X contient une seule
classe d’équivalence pour cette relation, autrement dit que X/X; a un seul point (voir
la construction de X/X; donnée en 1.2).

Dans ce cas, soient & un point quelconque de X et U la variété formelle qui a x
pour seul point et qui a méme anneau local que X en x. On voit alors comme dans
IExp. V, §6, que la relation d’équivalence induite par (dy, d;) sur U vérifie encore les
hypotheses du théoreme et qu’il suffit de faire la preuve pour cette derniere relation
d’équivalence (U est une « quasi-section » ).
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Rappelons brievement le principe de la démonstration faite dans 'Exp. V, §6. Po-
sons V = dy ' (U) = U x;4, Xy, ot i est I'inclusion de U dans X; soient u et v les
morphismes de source V induits respectivement par dg et dy :

X<2 v—2.o1.

Il est clair que u et v sont topologiquement plats et que u est surjectif; comme X
contient une seule classe d’équivalence, v est surjectif. Si (vg, v1) est 'image réciproque
du couple d’équivalence (dg,d1) par v (cf. V, 3.a)), il résulte de V, 3.c) et 3.d), que
X /X et le quotient de U par la relation d’équivalence induite par (dy, dy) s’identifient
tous deux & Coker(vg,v1). On voit alors, comme dans la démonstration de V, 6.1, que
si la conclusion du théoreéme 1.4 est vérifiée pour U, elle 'est aussi pour X.

1.4.2 — On se trouve ainsi ramené au cas ott X a un seul point. (°®) Considérons
alors le diagramme commutatif suivant (cf. V, §1, (0,1,2)) :

di

d
Xy /= X, 2 X
do
d’, d1
dy
X, —= X —X/X4
do

ol Xy est le produit fibré X; x Xj, et ou df, dj et dj sont respectivement les
di,do

morphismes « (z, 1, 2) > (z, ) », < (2,1, 2) > (,2) » ot «(2,y,2) 1> (y, 2) ». )

Si B, A, A; et Ay désignent respectivement les algebres affines de X/X;, X, Xj et
Xs, le diagramme précédent induit un diagramme commutatif :
J1 io
Ay T—— A =—A
Jo
J2 i1 i
i A
AMMT——A<~—8
%0
dans lequel les deux lignes sont exactes et les carrés déterminés par (ig,jo) et (i1, 1)
cocartésiens. Comme le morphisme X; — X x X de composantes dy et d; est un
monomorphisme par hypothese, le morphisme A ®; A — A; de composantes ig et i1
est surjectif, d’apres la proposition 1.3.
Cela signifie que 41 fait de A; un A-module pseudocompact (supposé topologique-
ment libre), engendré par ig(A). Comme A est local, le lemme 1.4.3 ci-dessous entraine

(53)N.D.E. : On peut donc supposer k local.

(GIN.D.E. : cf. Exp. V, §2.b).
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lexistence d’un k-module topologiquement libre V et d’un morphisme de k-modules
pseudocompacts f : V — A tels que le morphisme

a1t ARV — Ay, a®uv iy (a) - io(f(v))
soit inversible. Soient a : BRxV — A et ao : A1 @iV — As les morphismes :
b@v i) flv) et a®wv = ja(a) - joio(f(v))-

Dans le diagramme commutatif suivant, les deux lignes sont donc exactes et les deux
carrés de gauche sont cocartésiens. Comme «a; est inversible, il en va de méme pour
g, donc pour a.
jl 1'0
-
Ag=——————— Aj=— A
Jo

a2 [e5] «
~ h®V ~ i® ~
A1®kv<7<fA®kV B®rV
0 ®V

Ceci montre d’'une part que A est topologiquement libre sur B, et qu’on obtient une
pseudobase (cf. 0.2.1) de Ay sur A (ot Ay est considéré comme A-module au moyen
de i1) en prenant I'image par ¢y d’une pseudobase de A sur B; cela entraine que le
morphisme A @5 A — A; de composantes i1 et iy est inversible :

ARBA~ARpB&,V~AR,V ~A;.

Ceci prouve le théoreme 1.4, modulo le lemme 1.4.3 qui suit.

1.4.3. Lemme— Soient k un anneau pseudocompact local, A une k-algébre profinie
locale, A1 un A-module topologiquement libre et ig : M — A1 un morphisme de
k-modules pseudocompacts tels que application

ARy M — A4, a@meio(m)

soit surjective. Il existe alors un k-module topologiquement libre V et un morphisme
de k-modules pseudocompacts f:V — M tels que l'application

AV — A1,  a®vrea-io(f(v)
soit bijective.

Comme tout k-module pseudocompact est le quotient d’un k-module topologique-
ment libre, on peut supposer sans inconvénient que M est topologiquement libre;
prenons donc pour M le produit direct d’une famille (M;);e1 d’exemplaires de k.
Dans ce cas, A®; M n'est autre que le produit HieIAtgk M;, dont chaque fac-
teur est isomorphe a A, donc est projectif et indécomposable. Comme ["application
a®m— a- i0(m) est surjective et que A; est projectif, le noyau de cette application
est un facteur direct de A ®;, M ; il résulte donc du théoreme d’échange (0.3.4) que
ce noyau a pour supplémentaire un produit partiel ] A ®p, M;, ot J désigne une
certaine partie de I.

ieJ
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1.5. Soit k un anneau pseudocompact.

Définition. — Nous dirons qu’une famille de morphismes f; : X; — X de Vaf /k est une
famille surjective topologiquement plate si le morphisme [ [, X; — X, induit par les f;,
est surjectif et topologiquement plat ; cela signifie que chaque f; est topologiquement
plat et que tout point de X appartient a I'image d’au moins 'un des X;.

Il résulte de 1.3.3 que les familles surjectives, topologiquement plates définissent
une prétopologie sur Vaf ,, (IV 4.2.5); la topologie correspondante sera appelée la
topologie plate sur Vaf ;.

D’apres IV, 4.3.5, il est clair quun foncteur F : (Vaf /;)® — (Ens) est un faisceau
pour la topologie plate si et seulement si F transforme toute somme directe en produit
direct et si la suite

Ff F(pr;)
FY — = FX ——— Z F(X xy X)
F(pry)

est exacte pour tout morphisme surjectif topologiquement plat f : X — Y.

(60) D’apres IV, 4.5, la proposition 1.3.1 entraine que la topologie plate est moins
fine que la topologie canonique, c.-a-d., pour tout objet X de Vaf,, le foncteur
hx : T +— Homvag , (T, X) est un faisceau pour la topologie plate. (Dans la suite, on
identifiera, comme d’habitude (cf. Exp.I), X a hx.)

D’apres IV, 4.6.5, on peut reformuler le théoreme 1.4 comme suit.

Théoréme — Soient k un anneau peudocompact, dy,di : X1 = X un couple d’équi-
valence dans Vaf j, et X /Xy la variété formelle quotient (i.e. Coker(do, d1), cf. 1.2).
Si dy est topologiquement plat, alors X/X; représente le faisceau quotient pour la
topologie plate.

1.6. Pour terminer ces généralités sur les variétés formelles, il nous reste a définir
brievement les variétés formelles étales.

Définition. — () Soient X une k-variété formelle, A son algébre affine. On dit que X
est étale si elle vérifie 'une des conditions équivalents suivantes :

(i) A est une k-algebre topologique formellement étale (cf. EGA Ory, 19.10.2), c.-
a-d., pour toute k-algebre topologique discréte C (pas nécessairement artinienne), et
tout idéal nilpotent J de C, tout morphisme de k-algebres topologiques A — C/J se
releve de fagon unique en un morphisme A — C.

(') Pour tout idéal ouvert [ de k, A @ (k/I) = A/Al est formellement étale sur k/I.

(60)N.D.E. : On a modifié l'original dans ce qui suit. En particulier, on a remplacé énoncé : «si
do,d1 : X1 = X est une relation d’équivalence telle que d; soit topologiquement plat, la formation
du quotient commute avec h » par le théoréeme ci-dessous.

(6)N.D.E. : On a réuni, pour les mettre en évidence, les trois formulations (et dans le point (iii),
on a ajouté ’hypotheése de platitude, omise dans 'original). Reste & détailler I’équivalence des trois
conditions.
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(il) X est topologiquement plate sur k, et, pour tout point x € X, de projection s
sur Spf(k), Ox » ® £(s) est une extension finie séparable du corps résiduel x(s) de s.

(ii') Pour tout idéal ouvert [ de k, les composantes locales (cf. 0.1) de A &y (k/1)
sont des algebres étales finies sur k/I.

(iii) X est topologiquement plate sur k et le morphisme diagonal Ax : X — X x X
est un isomorphisme local, i.e. Ax induit un isomorphisme Ox «x A(x) = Ox 5 pour
tout point x de X.

L’équivalence des trois conditions résulte de SGA 1, I.

Notons Vafe/)’t,C la sous-catégorie pleine de Vaf , formée des variétés étales. (62)
Proposition — L inclusion de Valf'%C dans Vaf ;. possede un foncteur adjoint a
gauche X — X,.

On peut décrire X, de la fagon suivante. La variété X, a les mémes points que
X. Si z est un point de X, de projection s sur Spf(k), le corps résiduel k(z) est une
extension finie de k(s). Notons k.(x) la cloture séparable de £(s) dans k(z).

(63) T’algebre locale Ox . » est un k-module pseudocompact projectif et 'on a un
isomorphisme

Ox, ., @ k(s) =~ ke().

Pour tout isomorphisme ¢, de x(s) @, O, » dans x(z), il y a un morphisme d’algebres
profinies p, : Ox, » — Ox et un seul qui soit compatible avec g, et avec les pro-
jections canoniques de Ox, ; et Ox 5, sur £(s) Rk Ox. .« et k(z). Ces morphismes p,
définissent un morphisme canonique p de X dans X, qui est fonctoriel en X. Il résulte
de SGA 1, I que tout morphisme de X dans une variété formelle étale se factorise
d’une maniere et d’une seule a travers p.

1.6.1 — Soient Y une k-variété formelle étale et f : X — Y un morphisme de Vaf /.
On a alors le carré cartésien ci-dessous, ot I'y est le morphisme graphe X — X x Y,
de composantes idx et f,

Ty
X—=XxY

fl/ l f&idy
A

Y—>YxY

Il s’ensuit que I'y est un isomorphisme local, donc que f = pry, o I'y est topologique-
ment plat si pry l'est, par exemple si X est topologiquement plat sur k.

Réciproquement, comme Y est topologiquement plat, X est topologiquement plat
sur k si X l'est sur Y (1.3.3). Prenant en particulier pour f le morphisme canonique
p: X — X, de 1.6, on obtient :

(62)N.D.E. : On a mis en évidence la proposition qui suit, et 'on a détaillé sa démonstration.

(63)N.D.E. : Détailler, ou donner une référence, pour ce qui suit.
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Lemme — X est topologiquement plat sur X, si et seulement si X est topologiquement
plat sur k.

2. Généralités sur les groupes formels

2.1. Soient k un anneau pseudocompact et G un k-groupe formel, c’est-a-dire un
groupe de la catégorie Vaf /, des variétés formelles sur k. Soit A I'algébre affine de
G. La loi de composition de G définit évidemment un morphisme diagonal, c.-a-d.,
un homomorphisme de k-algébres profinies A : A — A ®p A; cet homomorphisme
vérifie les conditions suivantes :

(i) le diagramme

A 24 ASk A

Aa AA®idA

~ ida @ Aa ~ ~
Ak A AR Ak A
est commutatif.

(ii) il existe une augmentation (nécessairement unique), c’est-a-dire un homomor-

phisme de k-algebres profinies 5 : A — k tel que les applications composées
AL AG AP 18 A~ A

ot AL ADLA LEA NG kA
soient les applications identiques de A.

(iii) il existe un antipodisme (nécessairement unique), c’est-a-dire un homomor-

phisme de k-algebres profinies ca : A — A tel que 'application composée

ALE AR, A LS AD A T,
soit égale a na oea, si 'on note ma 'application linéaire qui envoie a ®b sur ab et 7A
Iapplication A — Alx de k dans A.

(64) Réciproquement, la donnée de (Ap,ea,ca) vérifiant (i)-(iii) munit G d’une
structure de k-groupe formel (%), Explicitement, pour toute k-algebre profinie B,
lensemble Hom.(A,B) des morphismes continus de k-modules ¢ : A — B est muni
d’une structure de groupe, fonctorielle en B, définie par

¢-¢ =mpo(p®¢)oAx,
Pélément neutre étant ng o ex (ol mp est la multiplication de B et ng Papplication
A — Alp de k dans B), et ¢ o ca étant 'inverse de ¢ ; et 'ensemble HomAlp/k_(A, B)

des morphismes continus de k-algébres A — B en est un sous-groupe (car l'algebre B
est commutative).

(64)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit ; en particulier, on a explicité ce qu’est un morphisme de groupes
formels K — G, cf. la proposition 2.3.1.
(65)N.D.E. : On dira aussi que A est un cogroupe dans la catégorie des k-algébres profinies.
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Définition. — Un morphisme de k-groupes formels 0 : K — G est, par définition, un
morphisme de k-variétés formelles qui respecte les structures de groupe. Si B (resp. A)
est Palgebre affine de K (resp. G) et si f : A — B est le morphisme correspondant a
0, ceci équivaut a dire que f est compatible avec les comultiplications, c.-a-d.,

(f®f)oAr=Apof

(les conditions eg o f = e et cg o f = foca étant alors automatiquement vérifiées).
On notera Grf ;, la catégorie des k-groupes formels.

Notations — Dans la suite, nous appellerons idéal d’augmentation de A 'idéal I =
Ker(ea) (c’est un idéal ouvert).

Nous noterons wg ; le k-module pseudocompact I/ I3, c’est-a-dire le quotient de
Ia par I'idéal fermé engendré par les produits xy, pour z,y € Ia.

2.2. Définition. — Soit H un groupe de la catégorie des coalgebres sur Oy, i.e. pour
tout objet C de Alf /;,, H(C) est muni d'une structure de C-coalgebre en groupes (VIIo
3.2; & la suite de Manin, nous dirons bialgébre 9 au lieu de coalgebre en groupes) ;
de plus, si ¢ : C — D est un morphisme de Alf ;, I'application D ®c H(C) — H(D)
est un homomorphisme de D-bialgebres. Nous résumerons ces propriétés en disant que
H est une bialgébre sur Ok.

Il est clair que le foncteur H — Spf*(H) de 1.3.5 commute aux produits finis. Il
transforme donc une bialgebre sur Oy en un k-foncteur en groupes, c’est-a-dire, un
foncteur (covariant) de Alf 5, dans la catégorie des groupes.

Et en effet, pour toute k-algebre de longueur finie C, les éléments de

Spf*(H)(C) = Spf*(H(C)) ={x € H(C) | e(z) =1 et A(z) =z @z}

forment un groupe pour la multiplication de 1’algebre H(C) (cf. VIIo 3.2.2). Notons
d’ailleurs que la condition A(z) = z ® = entraine 'égalité e(z) = e(z)?, donc aussi
e(z) =1 si C est locale. (67

2.2.1 — Une bialgebre H sur Oy est dite plate si le module sous-jacent est plat
(1.2.1). 68 Si H est plate alors, d’apres 1.3.5, A = I'"*(H) est une k-algebre profinie
topologiquement plate, et Spf*(H) est isomorphe, comme foncteur de (Alf /k)o =
Vaf ;, vers (Ens), au foncteur

Spf(A) : C+ Homvar,, (Spf(C), Spf(A)).

La structure de groupe de Spf*(H) munit donc ¥(H) = Spf(A) d’une structure de
groupe formel, qui est décrite explicitement comme suit.

(66)N.D.E. : On dit aussi bigébre (cf. [BAlg, I11, § 11.4]) ; d’autre part, toutes les bialgebres considé-
rées ici sont supposées cocommutatives.

(67)N.D.E. : On a corrigé l'original, en remplacant « si k est local » par « si C est locale ».
(68)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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Pour tout objet C de Alf;, comme le C-module sous-jacent a H(C) est projectif,
on déduit du lemme 1.2.3.A, par récurrence sur n, des isomorphismes naturels :

~ Homc (H(C), (H(C)®")*) =~ (H(C)*"*)".

On déduit de ceci (pour n = 1, 2) que la structure de C-algebre de H(C) munit H(C)*
d’une application diagonale vérifiant les conditions 2.1 (i)—(iii), tout ceci de maniére
fonctorielle en C.

Par conséquent, A = I'"(H) = lim H(k/I)* est munie d'une structure de cogroupe
dans Alp ;, qui définit sur ¢ (H) la structure de groupe formel annoncée.

Réciproquement, soit G un k-groupe formel topologiquement plat, d’algebre affine
A, et notons H(G) la Og-coalgebre V,{(A) (cf. 1.2.3). Le morphisme diagonal Ay :
A — A ®; A induit alors, pour toute k-algebre de longueur finie C, une application
C-linéaire

VILA)(©) 8 VI(A)(C) — VI(A)(C)

qui fait de la coalgebre V£ (A)(C) une C-bialgebre. On dit que H(G) est la bialgébre
du groupe formel G. Donc, d’apres 1.3.5 :

Proposition — Le foncteur G — H(G) est une équivalence de la catégorie des k-
groupes formels topologiquement plats sur celle des Oy-bialgébres plates. Le foncteur
H — 9(H) en est un « inverse a isomorphisme fonctoriel prés ».

Lorsque k est un anneau artinien et G un k-groupe formel topologiquement plat,
le foncteur H(G) est évidemment déterminé par sa valeur H(G) = H(G)(k) en k. On
dit aussi que H(G) est la bialgébre de G. On obtient donc :

Corollaire. — Lorsque k est artinien, le foncteur G — H(G) est une équivalence de la
catégorie des k-groupes formels topologiquement plats sur la catégorie des k-bialgébres
plates.

2.2.2 — Supposons pour simplifier k£ artinien et soit G un k-groupe formel, com-
mutatif, topologiquement plat. Dans ce cas, la bialgeébre H(G) a une multiplication
commutative, de sorte que H(G) est un cogroupe dans la catégorie des k-algébres
commutatives (VII 3.3). On obtient donc :

Proposition — Si k est artinien, le foncteur G +— Spec H(G) est une anti-équivalence
de la catégorie des k-groupes formels commutatifs topologiquement plats sur celle des
k-schémas en groupes commutatifs, affines et plats.

En particulier : si k est un corps, on obtient une anti-équivalence de la catégorie
des k-groupes formels commutatifs sur celle des k-schémas en groupes commutatifs

affines.
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2.3. Considérons maintenant un k-groupe formel arbitraire G d’algebre affine A.
Notons toujours H(G) le Og-module V,’:(A) dual de A et désignons par ¢ 1’homo-
morphisme fonctoriel

va: H(G) (%H(G) — H(G x G)
qui est induit par I’application naturelle (0.3.6), pour tout objet C de Alf,, :
(ABLC)* ®c (ABLC)* — ((ABkC)Bc (AGk C))".

Sim: G x G — G est la multiplication de G, 'application composée :

H(G) © H(G) “% H(G x G) Hom, Ha)

fait de H(G) une algebre sur Oy, ; pour tout C € Alf /4, I'élément unité de H(G)(C) =
(A®j C)* est Paugmentation de A ®; C (cf. 2.1). Nous dirons que H(G) est lalgébre
du groupe G.

Lorsque G est topologiquement plat sur k, pg est un isomorphisme et la structure
d’algebre que nous venons de définir coincide évidemment avec celle de 2.2.1. Dans
le cas général cependant, g n’est pas inversible, de sorte que le morphisme dg :
H(G) — H(G x G), qui est induit par le morphisme diagonal « z +— (z,z) » de G
dans G x G, ne se factorise pas canoniquement & travers H(G) ®; H(G).

2.3.1 Proposition — Soient K et G deuzx k-groupes formels, d’algebres affines B et
A. On suppose K topologiquement plat sur k. Il existe alors une bijection cano-
nique de HOmGrf/k(K,G) sur l’ensemble des homomorphismes de Og-algébres uni-
taires h : H(K) — H(G) tels que le diagramme

H(K) @ H(K) —2"~ H(G) ©,, H(G)

—e

(%) An(x) H(G x G)

H(K)
soit commutatif.

Comme K est topologiquement plat, H(K) est muni d’une structure de bialgebre
(cf. 2.2) et Ag(k) en est le morphisme diagonal ; autrement dit, avec les notations de
2.3, 0n a Agx) = gp;(l o k. Lorsque G est aussi topologiquement plat sur k, notre
proposition résulte de I’équivalence de catégories définie en 2.2.1.

Dans le cas général, on peut supposer k artinien et raisonner sur les algebres H(K) =
Bf et H(G) = AT. Soient Hom, (A, B) I'’ensemble des applications k-linéaires continues
de A dans B et Homy (B, AT) I’ensemble des applications k-linéaires de BT dans AT.
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(69) D’apres 0.3.6.A, on sait que si M, P sont des k-modules pseudocompacts, et si
P est projectif, 'application canonique
HOIIIC(M, P) - Homk(PTv MT)? f = ft
(ot f* désigne la transposée de f) est bijective. (On appliquera ceci &8 M = A® A et
P =B, oubien M=A et P=B®B).
Soit f € Hom.(A, B). Considérons les diagrammes ci-dessous, o les carrés (0) sont
commutatifs, et ot les deux fleches verticales non nommées sont (f ® f)*.

ABA-TA A2 L ABA
f@f[ (1) ‘f 2) Lf@f
B®B——>B——>B&B
e Sg=m! Al e
AT®ATL>(A®A)T CTTA At A (A®A)T<LAT®AT
fleft (0) T 1" ft 2" T (0) fleft
dx=mpy Ag

Si f: A — B correspond & un morphisme de groupes formels K — G, alors les
carrés (1) et (2) sont commutatifs, et eg o f = £a; par conséquent, les carrés (1')
et (2') sont commutatifs et f envoie I'unité de Bf = H(K) sur celle de AT = H(G),
i.e. ft est un morphisme de k-algébres unitaires H(K) — H(G) tel que le diagramme
(x) de la proposition soit commutatif.

Réciproquement, si f! vérifie ces conditions, alors eg o f = ea et les carrés (1')
et (2') sont commutatifs. Comme, pour M = A®A et P = B (resp. M = A et
P = B®B), l'application g — g est injective, on en déduit que les carrés (1) et (2)
sont commutatifs, donc f est compatible avec les multiplications et les morphismes
diagonaux de A et B. Il reste & voir que f(14) = 1g. Or, il résulte de ce qui précede
que egf(1) = 1, Agf(1) = f(1)® f(1) et f(1)- f(1) = f(1). Les deux premieres
conditions entrainent, d’apres 2.1 (iii), que f(1) admet cgf(1) pour inverse dans B
par conséquent f(1)-f(1) = f(1) entraine f(1) = 1. Donc f : A — B est un morphisme
de Alp ,, compatible avec les comultiplications de A et B. C.Q.F.D.

2.3.2 — Supposons maintenant pour simplifier I’anneau k artinien. Lorsque G est
topologiquement plat sur k, 'algebre H(G) = H(G)(k) peut étre caractérisée par une
propriété universelle (Cartier). Pour toute k-algebre (associative, avec élément unité)
U, notons W (U)* le k-foncteur en groupes qui associe a toute k-algebre de longueur
finie C le groupe multiplicatif des éléments inversible de U ® C :

W (U)*(C) = (U@ C).

(69)N.D.E. : On a détaillé la suite de la démonstration.
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De plus, identifions G au k-foncteur en groupes C — Homvat,, (Spf(C), G) et notons

Homy,gr. (G, W(U)*) I’ensemble des homomorphismes de k-foncteurs en groupes de
G dans W(U)*. On a la

Proposition — Soit k un anneau artinien. Pour tout groupe formel G topologiquement
plat sur k et pour toute k-algébre U, il y a un isomorphisme canonique

Homk_gr, (G, W(U) X) ;) Homk_Alg, (H(G), U)

Notons A T'algebre affine de X et Homy (G, W(U)) Pensemble des morphismes de
k-foncteurs de G dans W(U). On a G = Spf(A) = lim Spf(A/l), ou [ parcourt les
idéaux ouverts de A, d’ou des isomorphismes canoniques

Homy, (G, W(U)) — lim Homy, (Spf(A/1), W(U)) == lim U @4 (A/1).
De plus, on a des applications linéaires

qui envoient u ® x sur lapplication k-linéaire f +— f(x)u. Notant U®g A la limite
projective des k-modules URy (A/[), on obtient donc, par passage a la limite projective,
des applications

Homy, (G,W(U)) —=1U Or A 2N Homy (AT, U) = Homy (H(G), U)

L’application 14 ne fait évidemment intervenir que la structure de k-module pseudo-
compact de A ; de plus, cette application est bijective lorsque A est égal a k, donc
plus généralement lorsque A est un k-module pseudocompact projectif (le foncteur
P — U®y P commute aux produits infinis).

Pour toute k-algebre de longueur finie C, la multiplication fait de U®;C un monoide
a élément unité ; de plus, tout morphisme de monoides & élément unité G(C) — U®,C
est nécessairement un morphisme de groupes G(C) — (U ®; C)*. Par conséquent,
Homy. g, (G, W(U)*) est la partie de Homy (G, W (U)) formée des homomorphismes
de k-foncteurs en monoides & élément unité. Lorsque A est un k-module pseudo-
compact projectif, il résulte du caractere fonctoriel de 1o que ces homomorphismes
correspondent aux applications k-linéaires de AT = H(G) dans U qui sont compatibles
avec la multiplication et avec les éléments unité de H(G) et U.

2.4. Revenons maintenant & un anneau pseudocompact quelconque k pour appliquer
aux groupes formels les résultats de 1.4-1.5 sur le passage au quotient par une relation
d’équivalence topologiquement plate.

(70) Soient u : H — G un monomorphisme de k-groupes formels, p: G x G — G le
morphisme « multiplication » de G et A le morphisme composé

uXidg 1

A: GxH G xG

G.

(TON.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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Comme u est un monomorphisme, le couple

est un couple d’équivalence dans Vaf , (cf. V, 2.b)). Rappelons (cf. 1.2) que le co-
noyau G/H de ce couple est défini comme suit.

Soient 0(G) et O(H) les algebres affines de G et H, A : 0(G) — 0(G) ®y, 0(G) le
morphisme diagonal de &(G), et I le noyau du morphisme u? : ¢(G) — ¢(H). (On
sait, d’apres la proposition 1.3, que u® induit un isomorphisme €(G)/I — 0(H)).
Alors, algebre affine ¢(G/H) de G/H est le noyau du couple de morphismes :

ing
0(G) ———Z 0(G)@ O(H),
(id@uh)A

ol in(z) =z ®1, c-a-d.,
OG/H)={zec 0(G) | Alx) —zd1 € 0(G)1}.

Si, de plus, H est topologiquement plat sur k, alors pr; est topologiquement plat et
I’on déduit du théoréeme 1.4 le théoreme suivant.

Théoreme — Soit u : H — G un monomorphisme de k-groupes formels. On suppose
H topologiquement plat sur k. Alors, la projection p : G — G/H est surjective et
topologiquement plate, on a un isomorphisme

(%) GxH=G x G
G/H

et G/H représente le faisceau-quotient pour la topologie plate.

Par conséquent, G/H est muni d’une structure canonique d’objet a groupe d’opé-
rateurs G, telle que p : G — G/H soit un morphisme d’objets a opérateurs. Si de plus
u identifie H 4 un sous-groupe distingué de G, alors G/H est muni d’une structure
canonique de k-groupe formel, telle que p : G — G/H soit un morphisme de k-groupes
formels, et H est le noyau de p.

En effet, la premiere assertion découle de 1.4; les deux autres de IV, corollaires
5.2.2 et 5.2.4.

Corollaire. — (™) Soient G un k-groupe formel, H un sous-groupe formel de G, A
(resp. A/J, B) Ualgébre affine de G (resp. H, G/H), Io lidéal d’augmentation de A,
et Ig = BNIa. On suppose H topologiquement plat sur k. Alors J égale Alg, l’idéal
fermé engendré par Ig.

En effet, la projection B — B/Ip correspond a la «section unité » e : Spf(k) — G/H
de G/H. D’apres (), H s’identifie au produit fibré Spf(k) xq/u G, et donc son algebre
affine A/J s’identific & B/Ig ®p A ~ A/ATg.

("UN.D.E.: On a explicité ce corollaire, qui est utilisé, par exemple, en 5.2.1/5.2.3.
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2.4.0 — (™) Soient G,H des k-groupes formels; on suppose qu’il existe des homo-
morphismes 0 : H — G et 7 : G — H tels que w o 0 = idy. En particulier, o est un
monomorphisme, donc H est un sous-groupe formel de G (cf. 1.3). Soient D = Ker(n)
et o’ linclusion D < G. Alors G est le produit semi-direct de D par H (cf. I, 2.3.8),
c.-a-d., pour tout objet B de Alf 5, I'application

(1) u:D(B) x HB) — G(B), (d,h) — dh
est une bijection, 'application

(2) 0:G(B) — D(B), g~ gon(g™)
est une rétraction de o’, et I'inverse de p est ’application

(3) g9 — (0(9),7(9))-

Notons également que I’application G x G — G, (g,9’) — 6(gg’) se factorise a travers
G x D, c.-a-d., on a le diagramme commutatif ci-dessous :

GxG—2 GxD

(4) mel 0 l

G———D
ot1 1) est 'application « (g,d) — g -d - om(g™!) ».

Ceci peut s’exprimer comme suit en termes des algeébres affines A, Ay et A’ de
G, H et D (cf. 5.1.3 plus loin). Soient p’ : A — A’, p: A — Apet 7: Ag — A les
homomorphismes de k-bialgebres correspondant & ¢/, o et , et soit I = Ker(p). Alors,
A’ s’identifie & A/A7(Jo), ot Jo désigne I'idéal d’augmentation de Ay.

Soit B l'algebre affine de G/H; on a vu en 2.4 que B est le noyau du couple de
morphismes :

iny .
AT 7 ARk Ay,
(id® p)Aa
ccded, B={z €A |Apr(z) —2®1 € ART}.

Notons 7 le morphisme continu de k-algebres 8% : A’ — A; c’est une section de p’
et un isomorphisme de Alp ;, de A’ sur B. On déduit de (2) que, notant ma (resp. ca)
la multiplication (resp. 'antipode) de A, on a, pour tout ¢ € A,

70/ (¢) = (ma o (id @7pca) o Ax) ().

D’autre part, 7 identifie Ag & une sous-bialgebre de A, qui n’est autre que 'algebre
affine du quotient D\G. On déduit alors de (1) et (3) que 'on a un isomorphisme de
k-algebres profinies

(%) A @Ay == A, a ®ag — v(a')7(ap),
dont 'inverse est I'application ¢ — (p’ @ p)A(d).

("2N.D.E. : On a ajouté ce paragraphe, qui sera utile en en 5.1.3.
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Enfin, identifiant A’ & son image dans A, on déduit de (4) que Ap(A’) C ADA’,
puis que les diagrammes ci-dessous sont commutatifs

A _Ba ADA A A A
A lvp’@id C\N lvn’
ANRSA A

ol Aps (resp. car) est la comultiplication (resp. 'antipode) de A’.

2.4.1 Proposition — Soit f : G — K un morphisme de k-groupes formels. Si H =
Ker(f) est topologiquement plat sur k, ’homomorphisme f' : G/H — K, qui est
induit par f, est un monomorphisme.

C’est une conséquence des résultats de I'exposé IV (™) nous en donnons cependant
une démonstration directe. Soient T une variété formelle de longueur finie sur & et
t un élément de (G/H)(T) tel que f’ ot soit I’élément unité de K(T). Nous devons
montrer que t est ’élément unité de (G/H)(T).

Comme la projection pr; : TXgpuG — T est surjective et topologiquement
plate, d’apres 2.4, il suffit de montrer (1.3.1) (™) que ¢ o pr, est ’élément unité de
(F\G)(T xp\g G). Comme on a topr; = po pry, si pry est la projection canonique de
T xp\g G sur G, I'égalité 1 = f' o (popry) = f opr, et la suite exacte

1—H—GaLk
montrent que pr, se factorise a travers H, donc que p o pry est nul.

On déduit de la proposition le corollaire suivant. Notons 0(G), 0(K) et ¢(G/H)
les algebres affines de G, K et G/H; on a vu (2.4) que p induit une injection de
0 (G/H) dans €(G). De plus, d’apres la proposition 1.3, comme f’: G/H — K est un
monomorphisme, le morphisme ¢(K) — ¢ (G/H) est surjectif, d’ou :

Corollaire. — Soient f : G — K un morphisme de k-groupes formels et H = Ker(f).
Si H est topologiquement plat sur k, alors O(G/H) est l'image de O(K) dans O(G).

2.4.2 — Gardons les notations précédentes et supposons H et G topologiquement plats
sur k. Alors G est topologiquement plat sur k et sur G/H, donc, d’apres 1.3.3, G/H
est topologiquement plat sur k. Par conséquent, d’apres 2.4, la projection canonique ¢
de K sur Coker(f’) est topologiquement plate et f’ est un isomorphisme de G/H sur
Ker(g). I est clair d’autre part qu’on a Coker(f) = Coker(f’). Donc, sous I'hypothese
que G et H = Ker(f) soient topologiquement plats sur k, on a obtenu un isomorphisme
entre Ker(q), image de f, et G/ Ker(f), la coimage de f. Ceci entraine le théoreme
ci-dessous.

Théoréme — Les groupes formels commutatifs sur un corps forment une catégorie
abélienne.

(TN.D.E. : cf. IV, 5.2.6.
(")N.D.E. : préciser ce point. ..
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Corollaire. — Les schémas affines en groupes commutatifs sur un corps forment une
catégorie abélienne.

Ceci résulte du théoreme et de 2.2.2.

2.5. Un k-groupe formel est dit étale si la variété formelle sous-jacente est étale
(1.6) ; ces groupes formels ont une structure trés simple. En effet, supposons k local ;
soient k le corps résiduel de k, ks une cloture séparable de k et I le groupe de Galois
topologique de k4 sur k. Appelons I'-ensemble la donnée d’un ensemble E et d’une
opération continue de I" sur E (le groupe d’isotropie d’un élément = € E est donc un
sous-groupe ouvert de I').

Associons enfin a toute k-variété formelle X la limite inductive X(ks) des ensembles
X(¢), ¢ parcourant les extensions finies de k contenues dans k. Il est clair que T" opere
continiment dans X(kg). Il résulte de SGA 1,1 8.3, que :

Proposition — Soient k un anneau pseudocompact local, k son corps résiduel, ks une
cloture séparable de k et T’ = Gal(ks/k).

(i) Le foncteur X — X(ks) est une équivalence de la catégorie des k-variétés for-
melles étales sur celle des I'-ensembles.

(i) Il induit une équivalence de la catégorie des k-groupes formels étales sur celle
des I'-groupes, c.-a-d., des groupes de la catégorie des I'-ensembles (un tel I'-groupe
consiste donc en la donnée d’un groupe abstrait G et d’une opération continue de I’
sur G par automorphismes de groupes).

2.5.1 — Supposons de nouveau ’anneau pseudocompact k quelconque. Il est clair
que le foncteur G — G, de 1.6.1 commute aux produits finis. Il transforme donc un
groupe formel en un groupe formel étale. De plus, comme le morphisme p : G — G,
de 1.6 est fonctoriel en G, c’est un homomorphisme de groupes formels lorsque G est
muni d’une structure de groupe.

Considérons le noyau de cet homomorphisme; comme p induit une bijection sur
les ensembles sous-jacents, Ker p a pour ensemble sous-jacent 'image de Spf(k) par la
section unité ¢ : Spf(k) — G si nous identifions les ensembles sous-jacents a Spf(k)
et & Kerp au moyen de cette section unité, G, a méme algebre locale que Spf(k) en
un point ¢ de Kerp. (75

Par conséquent, pour tout point s de Spf(k), Kerp a pour algebre locale en £(s) le
produit tensoriel k ®j, Oq,q, c'est-a~dire g 4. Pour ces raisons nous dirons que Kerp
est le voisinage infinitésimal de l’origine de G et nous écrirons Ker p = Gy, obtenant
ainsi une suite exacte :

p

1 Gy 2 @ G..

Dans la suite, nous dirons que G est infinitésimal (" si G = Gy.

(T)N.D.E.: A préciser, en liaison avec 1.6. ..

("6)N.D.E. : Dans la suite, la terminologie « radiciel » est aussi utilisée, cf. 2.6.2 et 3.3.
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Supposons de plus que G soit topologiquement plat sur k. (77 Alors, le morphisme
(bijectif) p : G — G, est topologiquement plat, d’apres 1.6.1, donc est un épimor-
phisme effectif (1.3.1). Par conséquent, G. s’identifie au quotient G/Gg. On a donc
obtenu :

Corollaire. — Soit G un groupe formel topologiquement plat sur k. Alors G, s’iden-
tifie au quotient G/Gq ; c.-da-d., on a une suite exacte de groupes formels :

p

1 Gy 2 @ G, 1.

2.5.2 — Dans le cas ou k est un corps parfait, le foncteur X — X, de 1.6 est aussi
adjoint a droite a I'inclusion de Vaf'%C dans Vaf ;.. De fagon précise, si k est un corps
parfait, X, a les mémes points que X et a pour algebre locale en un point = le corps
résiduel de O . Les projections canoniques des algebres Ox , sur leurs corps résiduels
définissent donc une section s : X, — X de p. Cette section dépend fonctoriellement
de X; c’est donc un homomorphisme de groupes formels lorsque X est un groupe
formel. On obtient donc :

Proposition — Lorsque k est un corps parfait, tout k-groupe formel G est canonique-
ment isomorphe au produit semi-direct d’un groupe infinitésimal Gg et d'un groupe
étale G, opérant sur Gg.

Si, de plus, nous supposons G commutatif, G est le produit de Gg et de G.. D’apres
2.2.2, cette décomposition des groupes formels commutatifs sur k correspond a une
décomposition analogue des k-schémas affines en groupes commutatifs :

Définition. — Disons qu’un schéma en groupes commutatifs sur un corps k est de type
multiplicatif (resp. unipotent) s’il est isomorphe a Spec H(G), ou G est un k-groupe
formel commutatif étale (resp. infinitésimal). (7®)

D’apres 2.2.2, 2.5.1, et 2.5, on obtient :

Corollaire. — Soient k un corps, G un k-schéma affine en groupes commutatifs.
(i) G contient un sous-groupe de type multiplicatif G, tel que G/Gy, soit unipotent.

(ii) Lorsque k est parfait, il existe en outre une rétraction canonique de G sur Gy,
de sorte que G est le produit d’un groupe unipotent et d’un groupe de type multiplicatif.

(iii) (™) Soient ks une cloture séparable de k et T' = Gal(ks/k). La catégorie des
k-schémas en groupes de type multiplicatif est anti-équivalente a la catégorie des T'-
modules continus.

(")N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.

("8 N.D.E. : Il faudrait comparer cette définition avec celle de groupe de type multiplicatif
(resp. unipotent) donnée dans les Exposés VIII-X (resp. XVII), cf. la N.D.E. (79) ; voir [De72, II,
§88-9] ou aussi [DGT70, IV, §§1-3].

(T9N.D.E. : On a ajouté le point (iii), conséquence de 2.5. Comparer toutefois avec X.1.4, ou figure
une hypothese de finitude.
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2.6. Nous allons maintenant étudier les groupes formels infinitésimaux, auxquels sont
consacrés les paragraphes suivants. Dans cette étude, les algébres de Lie jouent un
role primordial.

Supposons d’abord l’anneau de base k artinien et soit G un groupe formel sur k.
On peut donner de 'algebre de Lie de G trois interprétations différentes que nous
utiliserons toutes :

a) Soient D I'algebre k[d]/(d?) des nombres duaux sur k et § 'homomorphisme de
D dans k qui annule d. Pour tout groupe formel G sur &, Lie(G) est le noyau de G(9),
de sorte qu’on a par définition une suite exacte de groupes

a(s)
1 Lie(G) G(D) G(k) 1.

b) Si G a A pour algebre affine, le groupe G(D) a pour éléments les homomor-
phismes d’algebres profinies f : A — D. La condition G(§)(f) = 1 équivaut a
dof=-¢ea. Comme xz—cp(z) 1a € I, pour tout x € A, ceci équivaut & f(In) C k- d.
Dans ce cas, pour tout = € A, on a donc la relation

f() =ea(@) - 1o+ (@) - d,
ol f’ est une application linéaire continue de IA/g = wq/p (cf. 2.1) dans k et ou T
est la classe de & — ez () - 14 modulo I3. 1l est clair que Uapplication f — f' est une
bijection de Lie(G) sur le dual topologique de wgy, (cf. 0.2.2).

Cette bijection respecte évidemment les structures de groupe. Soient en effet f
et g deux éléments de Lie(G); leur produit est 'application composée h o Ap, ol
h:A®A — D est tel que h(a®b) = f(a) - g(b). Mais il résulte de 2.1 (ii) qu’on
aAx(a) —a®1 —1®a € TA 14 lorsque a € I ; si a € I, on a par conséquent
(f-g9)(a) = f(a)+ g(a) (cf. aussi 1T 3.10).

Dans la suite, nous identifions Lie(G) a wg/k au moyen de la bijection f — f’
décrite ci-dessus. Le groupe Lie(G) est donc muni d’une structure de k-module.

c) Soient A* et D* les k-modules duaux de A et D, {17, d*} la base duale de la base
{1p,d} de D sur k (on a 1§ = ). Comme D est libre de rang fini sur k, application
canonique

Hom,(A,D) — Homg(D*, A™), fft
est bijective. D’un autre c6té, f! est déterminé par les valeurs fi(15) et f¥(d*) = .
La condition G(6)(f) = 1 équivaut a 1'égalité f'(1},) = ea. On voit aisément d’autre
part que f est compatible avec la multiplication si et seulement si 'on a (cf. 2.3) :

(*) dg(z) =pgz@1l+1®x).

Enfin, il est clair qu’une application linéaire continue f : A — D, qui est compatible
avec la multiplication et telle que § o f = g, envoie ’élément unité de A sur celui
de D. L’application f — x nous permet donc d’identifier Lie(G) & la partie de H(G)
formée des éléments vérifiant la relation (). Si z et y sont deux tels éléments, on a

Sa(zy) = da(@)da(y) =pc((z@1+1@z)(y@1+1®yY))
=pelry®l+zy+yc+1Qay),
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d'ott dc (2y — yo) = ¢ ((y —yr) @ 1+ 1@ (zy — yz)).
Ceci montre que le k-module Lie(G) est identifié & une sous-algebre de Lie de H(G) :
nous dirons que Lie(G) est ['algébre de Lie de G.

2.6.1 — Lorsque k est un anneau pseudocompact arbitraire et G un groupe formel
sur k, nous appelons Oy-algébre de Lie de G le foncteur Lie(G) qui associe a tout
objet C de Alf/;, la C-algebre de Lie du C-groupe formel G®,C. Alors, Lie(G) est
plate sur Oy, lorsque wqy est un k-module pseudocompact projectif.

2.6.2 — Réciproquement, toute algebre de Lie L sur Oy définit un k-foncteur en
groupes. Désignons en effet par U(L) le foncteur qui associe a tout objet C de Alf
lalgebre enveloppante U(L(C)) de la C-algebre de Lie L(C). D’apres V114, 3.2.2, U(L)
est une bialgebre sur Oy, et détermine, d’apres 2.2, un k-foncteur en groupes Spf* U(L)
que nous noterons désormais ¢(L). Ainsi, 4(L)(C) est le groupe des éléments z €
U(L(C)) d’augmentation 1 et tels que Ayw(cy)(2) = 2 ® 2.

Supposons, de plus, L plate sur Oy. Alors, d’apres le théoreme de Poincaré-
Birkhoff-Witt (Bourbaki, Groupes et algébres de Lie, I 2.7), la bialgebre U(L) est
plate sur Oy. D’aprés 2.2.1, ceci donne le point (i) de la proposition suivante. (80)

Proposition — Soit L une O-algébre de Lie plate.

(i) 9(L) est un groupe formel topologiquement plat sur k qui a U(L) pour Oy-
bialgébre.

(ii) 9 (L) est radiciel.

(iii) Pour tout objet C de Alf;,, Lie(¥(L))(C) s’identifie a l’ensemble

PrimU(L(C)) = {z €e UL(C)) |e(z) =0 et Alx)=21+1xz}
des éléments primitifs de U(L(C)). En particulier, on a un morphisme naturel de
Oy, -algébres de Lie T, : L — Lie(¥4(L)).

En effet, pour démontrer (ii) et (iii), on se rameéne directement au cas ou k est
artinien (2.6). Posons alors L. = L(k), U = U(L), Uy = k- 1y et soit Ut I'idéal
bilatere de U engendré par I'image de L. Posons en outre, pour tout n > 1,

U,={ueU|Av(u)—u®1cU, ; U}

D’apres 1.3.6, il suffit de montrer que U est la réunion des U,,. Or, si l'on identifie LL &
son image canonique dans U, L est évidemment contenu dans Uj. Si 21, ..., z, sont
des éléments de L, on a donc Ay(z1-+2p) = (21 @1+1Qx1) (2, @1+ 1 ® ),
ce qui montre, par récurrence sur n, que le produit z; - - - z,, appartient a U,,, donc
que U = J,, U,. Ceci prouve (ii).

D’autre part, soit D = k[d]/(d?) l'algebre des nombres duaux sur k. Par hypothese,
on a L(D) ~ L®D, dou ULL(D)) ~ U® D, d’apres les propriétés universelles du
produit tensoriel et de I’algebre enveloppante. Il en résulte que Lie(¢ (L)) (k) s’identifie
a lensemble des éléments z = 1+ ad de U@ Ud (ou = € U) tels que e(z) = 1 et

(80)N.D.E. : On a mis en évidence les points (i) et (ii), et 'on a ajouté le point (iii), qui sera utile
en 2.6.3. et 3.3.2.
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A(z) = 282z, ce qui équivaut d e(z) =0 et A(zx) =2®1+1®x, c.-a-d., a x € Prim U.
En particulier, 'application 7y, : * — 14 dx est un morphisme de Og-algebres de Lie,
de L vers Lie(¢(L)).

2.6.3 — Si L est une algebre de Lie plate sur Oy, le groupe formel (L) peut étre
caractérisé par une propriété universelle. 81 En effet, tout homomorphisme h de ¢ (L)
dans un groupe formel G induit un homomorphisme Lie(h) : Lie(¢(L)) — Lie(G);
composant celui-ci avec le morphisme 7, : L — Lie(¢(L)) (cf. 2.6.2), on obtient un
homomorphisme h’ : L — Lie(G).

Proposition — Si G est un k-groupe formel et L une Og-algébre de Lie plate, ’ap-
plication h — h' définie ci-dessus est une bijection

Homgyt,, (4(L), G) s Homy(L, Lie(G))
ou le terme de droite désigne l’ensemble des morphismes de Oy-algebres de Lie de L

dans Lie(G).

On se ramene en effet tout de suite au cas ol k est artinien. Posons L = L(k).
D’apres 2.3.1, Homgrt ,, (4(L), G) est en correspondance biunivoque avec 'ensemble
des homomorphismes d’algebres unitaires h : U(L) — H(G) tels que le diagramme

suivant soit commutatif :
k

Avw) H(G x G)

/
h®h

U(L) ® U(L) —— H(G) ® H(G)

U(L) ————=H(G)

Or h est défini par sa restriction a L, qui est un morphisme d’algebres de Lie de L. dans
Palgebre de Lie sous-jacente & H(G), et la commutativité du diagramme signifie que
h applique L dans la partie de H(G) formée des x tels que dg(z) = pe(z @1+ 1®x),
qui n’est autre que Lie(G), cf. 2.6 ¢).

2.7. Nous terminons ces généralités sur un énoncé qui remonte a S. Lie et qui nous
servira au paragraphe 5.1. Un monoide formel a élément unité sur k est par définition
un couple (M, m) formé d’une variété formelle M et d’un morphisme m : M x M — M
tel que m(C) fasse de M(C) un monoide a élément unité pour tout objet C de Alf /.
(82) En particulier, la « section unité », qui associe & tout objet C I’élément unité de
M(C), définit une section ey de la projection canonique M — Spf(k). Nous dirons

(8)N.D.E. : On a modifié ce qui suit, en tirant profit de I'ajout fait dans 2.6.2.

(82)N.D.E. : Il revient au méme de dire que M est un monoide avec unité dans la catégorie Vaf k-
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que le monoide formel M est infinitésimal si ey induit une bijection des ensembles
sous-jacents.

Proposition — Tout k-monoide formel M topologiquement plat et infinitésimal est un
groupe formel.

Nous devons montrer que M(C) est un groupe pour tout objet C de Alf /. On se
ramene donc de suite au cas ol k est artinien. Soit alors U = H(M) la coalgebre de M
(1.3.5) ; la multiplication m : M x M — M induit un homomorphisme de coalgebres
my : U® U — U, qui fait de U une algebre associative sur k; cette algebre a pour
élément unité 'image de ’élément unité de k par l’application de k dans U qui est
induite par la section unité ey de M. De méme, la projection M — Spf(k) induit un
homomorphisme ey de U dans k ; nous noterons U™ le noyau de ey.

Nous devons montrer qu’il existe un antipodisme, c’est-a-dire un homomorphisme
de coalgebres cy : U — U tel que 'application composée

U Ay U@kU cuy®id U®kU mu
applique u € U sur ey(u) - 1ly. Soit (Uy,) la filtration de U définie en 1.3.6 et 2.6.2, et
posons Ul = UTNU,,. Comme M est infinitésimal, UT est la réunion de sous-modules
U;"; on montre alors facilement, par récurrence sur n, qu'il existe une et une seule

application linéaire ¢, : U,, — U, telle que 'application composée

U 2% U0, 0U 22 g U 2% U

soit nulle. (83)

3. Phénomeénes particuliers a la caractéristique 0

Dans tout ce paragraphe 3, nous supposons que I’anneau pseudocompact k contient
le corps des nombres rationnels Q.

3.1. Lemme — Soient C une Q-algébre commutative avec élément 1, L une algébre de
Lie sur C dont le C-module sous-jacent est libre. L’application canonique L — U(L)
est un isomorphisme de L sur l’ensemble des éléments primitifs de U(L).

En effet, identifions L & son image canonique dans U(L) ; soient I un ensemble tota-
lement ordonné et (z;);e1 une base de L indexée par I; désignons par N® T’ensemble
des familles n = (n;);e1r d’entiers naturels telles que n; soit nul sauf peut-étre pour
un nombre fini d’indices i; < 492 < -+ < i (ces indices dépendent de n) ; posons enfin
o = gl g et n! = (ng ) (ng,!) - (ng,)).

7;1 xlz ' .xlb

(83)N.D.E. : En effet, on pose co(1) = 1 et c1(z) = —x si z € U7, i.e. si x est un élément primitif. Si
z€eUf ona Alx) =2z®1+>, yi®@z;, o y; € Hp_1; supposant donc cp—1 : Up—1 — U construite,
on pose cn(x) = — >, cn—1(¥:)2;. On obtient ainsi ¢ : U — U, qui est I'inverse de idy pour la loi de
groupe de Endy (U), donc est nécessairement unique. Comme Aoc = (c®c)o A et eoc = ¢, on voit
par récurrence que ¢(Uy) C ¢(Uy) et c(UE) C e(UF).
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On sait alors que les 2™ forment une base de U(L) (théoréme de Poincaré-Birkhoff-
Witt) et on voit facilement qu’on a

xn xm xn—m
(*) Au(w) <F) = Z — Q

m! ~ (n—m)!

la somme étant étendue & tous les éléments m de N tels que 0 < m < n (i.e. tels
que 0 < m; < n; pour tout ). Il s’ensuit évidemment qu'on a Ayyu =u®@1+1Qu
si et seulement si v est une combinaison linéaire des x;.

3.2. Supposons maintenant C artinien, de radical t. Pour toute C-algebre U (asso-
ciative, unitaire), 1'idéal tU est donc formé d’éléments nilpotents; si x appartient a
tU, nous poserons

2

eprle—i—x—i—Q'—i—---. (84)

On obtient ainsi une bijection de tU sur 1 + tU; la bijection réciproque applique un
élément 1 + y de 1 4+ tU sur

2,3
Y Y
logU(l—Fy):y—?—kE—--'

De plus, il est clair que l'application expy; est fonctorielle en U. (85)
[’anneau C étant toujours artinien, supposons U muni d’une structure de bialgebre
sur C (2.2). Pour tout élément primitif « de tU (VII4 3.2.3), on a alors
Ay(expy z) = expygy(Au(z))
=expygu(z®1+1®x)
= expygu( ® 1) - expygy(l ® z)
((expyz) @ 1) - (1@ (expy x))
= (expy z) ® (expy ).
On voit donc que la bijection expy transforme un élément primitif de tU en un
élément z de 1+ tU tel que Ayz = z ® z, et la réciproque est claire.

Considérons en particulier une algebre de Lie L plate sur C, prenons pour U 'al-
gebre enveloppante U(L) de L sur C et identifions L & son image canonique dans U.
D’apres le lemme 3.1, L est donc I'ensemble des éléments primitifs de U (en effet L est
un produit de modules libres sur les composantes locales de C). Considérons d’autre
part le quotient C = C/m de C par un idéal maximal m. Comme le C-groupe formel
4(L®cC), qui a U(L®cC) pour bialgebre, est infinitésimal (2.6.2), I’élément unité est
le seul élément Z de U(L) ®c C ~ U(L ®¢ C) tel que AyLect)(?) =Z@7. 1l s'ensuit
que les éléments z de U(L) tels que Ay(z) = 2z ® 2z appartiennent nécessairement a
14 <U.

Enfin, comme L NtU s’identifie & L ®c t, on voit finalement que : expy définit une
bijection de L ®c t sur le groupe 4(L)(C). Nous résumons :

(BUN.D.E. : Si z,2’ € tU commutent, on a donc expy (z + z’) = (expy z)(expy @').

(85)N.D.E. : c.-a-d., pour tout morphisme ¢ : U — V de C-alggbres, on a ¢(expy(x)) = expy ¢(x).
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Proposition — Soient k un anneau pseudocompact contenant Q, L une Oy-algébre
de Lie plate, C un objet de Alf 5, et v(C) le radical de C. L’application

expyw(cy) * L(C) ®@ct(C) — Z(L)(C)

est bijective et fonctorielle en C et L.

3.2.1 — La bijection expyy,(c)) permet de définir par transport de structure une
loi de groupe sur I'ensemble L(C) ®@¢ t(C) (qu’on identifie & une partie de U(L(C))
comme en 3.2). Si z et y sont deux éléments de L(C) ®c t(C), cette loi est telle que

I R ALY

m2>=1 pi+q;>0

ou Py(z,y) désigne la somme des monomes de degré total £ en = et y. On a par 533
exemple :

Y 1 1 1
Po(w,y) = 5 +ay+ 5 - 5(552 +ay+yx+y°) = 5@y —yz) = 5lz,y]
m=1 m=2
IE3 IEQy ny yS
Paley)=F+5+5 +%
m=1

1 3 1 1 3
=5 (@ 4 52y + Syr® +aye +yay + Sy 4 Say’ + o)

m=2

+ (2 + 2%y + y2® + zyz + yay + yir + 2y + y°)

1
3

m=3

1
= 3@y +ya® = 2wyr = 2yay + v’ + 2y?)
1

= E [[y,x],x] + 1_12 [yv [yvx”
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On peut montrer plus généralement qu’on a la formule de Campbell-Hausdorff : (36)

14

_1\ym—1 m—1 ad )P (a qi ad x)Pm
Py =Y C (H(dv) (2dy) >(d); )

| .|
m=1 P1;--sPm =1 Di: qi: DPm
q1,--;9dm—1
¢ m—1 . )
(1)1 ( (adz)? (ady)®
2 2 (= (2),
. Kl ]
m=1 m- L ;Zl,...,gm_l i=1 Di- q;:
1y--sdm—1

ot les pj, ¢; € N vérifient p;+¢; > 1 pouri=1,...,m—1et pm—l—zlm:‘_ll(pi—i—qi) =/-1
(i.e. dans les sommes ci-dessus, chaque « monoéme de Lie » non nul est de degré total
£) ; pour une démonstration, voir N. Jacobson, Lie Algebras (Interscience, 1962), § V.5,
ou [BLie], IT §6.4, Th. 2.

3.3. Si G est un k-groupe formel d’algebre affine A, rappelons qu’on note I l'idéal
d’augmentation de A et wg y le k-module pseudocompact I /I3 ~ 1o DA (A/IL).

Théoréme(Cartier). — Soient k un anneau pseudocompact &7 contenant Q et G un
k-groupe formel. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) I existe une Og-algébre de Lie plate L telle que G soit isomorphe a 4 (L).

(i1) 1l existe un k-module pseudocompact projectif w tel que la variété formelle
sous-jacente a G soit isomorphe a la variété Vﬁ’o(w) d’algébre affine k[[w]] (1.2.5).

(iii) G est infinitésimal et wq), est un k-module pseudocompact projectif.

(iv) G est infinitésimal et topologiquement plat sur k.

(i) = (ii) : Soit w = I'*(L) le k-module pseudocompact dual de L (1.2.3). Pour
tout objet C de AIf;, nous devons exhiber un isomorphisme de Vi’o(w)(C) sur
Z(L)(C) qui soit fonctoriel en C. D’apres 1.2.5, Vi’o(w)(C) s’identifie & I’ensemble
Hom,(w,t(C)) des applications k-linéaires continues de w dans le radical de C. Cet
ensemble est naturellement isomorphe & ’ensemble Hom,(w &y, C,t(C)) des applica-
tions C-linéaires continues de w &y, C dans t(C) ; enfin, comme w &y, C est un C-module
pseudocompact projectif, 'application canonique

(w®r O ®¢ t(C) — Home(w & C,t(C))
est bijective (cf. 0.3.6.A). Comme L(C) s’identifie & (w®;C)I = V/(I'*(L))(C)
(cf. 1.2.3), on obtient que Vi’o(w)(C) est canoniquement isomorphe & L(C) ®¢ t(C).
L’implication (i) = (ii) résulte alors de la proposition 3.2.

(ii) = (iii) : Soient w un objet projectif de PC(k) et h un isomorphisme de k[[w]]
sur l'algebre affine A de G. Composant h avec augmentation €4 : A — k (cf. 2.1),
on obtient un homomorphisme e5 oh : k[[w]] — k, qui est déterminé par sa restriction
A & w; celle-ci envoie w dans le radical v de k et lapplication = — x — A\(x), de w
dans le radical de k[[w]], se prolonge en un endomorphisme ¢ de k[[w]]. Les égalités

(86)N.D.E. : On a corrigé la formule donnée, qui était erronée, et ajouté la référence [BLie].

(87)N.D.E. : On a supprimé 'hypothése que k soit local (la démonstration se raméne 3 ce cas).
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£yxol_x =L_xoly = idy) montrent que £y est un automorphisme de k[[w]]. Par
conséquent, ho £y est un isomorphisme de k[[w]] sur A et 4 o ho ¢y applique w sur 0.
Quitte a remplacer h par ho{y, on peut donc supposer que €5 o h s’annule sur I'idéal
fermé T de k[[w]] qui est engendré par w. Dans ce cas, h induit une bijection de I/12
sur I5 /I3 ; comme I/12 s’identifie & w, on voit que wa/k = Ia /T3 est projectif. Il est
clair d’autre part que Vi’o (w) est infinitésimal, de méme que G.

(iii) = (i) : Supposons que G soit infinitésimal et que wg ), soit projectif. Soit L la
Oy-algebre de Lie de G ; le Og-module sous-jacent est VF (wgyk), d’apres 2.6 b). Par
conséquent, L est plate sur Oy, et I'"(L) ~ wq/, (1.2.3). Donc, d’apres la démons-
tration de (i) = (ii), l'algebre affine du groupe formel ¢(L) s’identifie & kf[wg /x]]-
D’autre part, d’apres 2.6.3, le morphisme identique de L est associé canoniquement
& un morphisme de groupes formels ¢4 (L) — G, donc & un morphisme continu de
k-algebres

a:A— k[[w(;/k]]

Soit I I'idéal fermé de k[[wg k]| engendré par wg )y et filtrons kf[wg/i]] (resp. A) par
les adhérences des idéaux I™ (resp. I}). Il s’agit de montrer que a, qui induit par
définition un isomorphisme I /13 = I/I_2 , est un isomorphisme.

Pour cela, on considére une section 7 de la projection canonique de I sur wg k-
Une telle section définit d’apres 1.2.5 un homomorphisme continu d’algebres

b: k[lwa,sl] — A.

Le composé ao 7 est évidemment une section de la projection canonique de I sur I/ 2.
Par conséquent, a o b induit I’application identique sur I/I_Q, donc aussi sur le gradué
associé a k[[wg/x]]. Il en résulte que a o b est un isomorphisme, d’apres [CA, V, §7,
Lemme 1]. (%8)

De plus, b induit un isomorphisme de I/I_2 sur Ip /g, donc une surjection des
gradués associés a k[[wq ;]] et A. D’autre part, comme G est radiciel, Ix est contenu
dans le radical de A, de sorte que l'intersection des E est nulle. Donc, d’apres loc. cit.,
b est surjectif. Alors, comme a o b est un isomorphisme et b une surjection, b et a sont
des isomorphismes. Ceci prouve (iii) = (i).

Notons enfin qu'il est clair que (i) ou (ii) entrainent (iv), de sorte qu’il reste a prou-
ver I'implication (iv) = (ii). Pour cela, on peut supposer k local, de corps résiduel k.
Posons alors Gg = G ®y, ko, w = WGk Wo = W ® ko, ete. Comme wy est topologique-
ment libre sur kg, il existe un k-module topologiquement libre w’ et une application
k-linéaire continue f : w’ — w telle que fo = f @ ko soit inversible (f est 'enveloppe
projective de w). Comme w’ est un k-module pseudocompact projectif, f est composée
d’une application k-linéaire continue g : w’ — I et de la projection canonique de I
sur w. A son tour, g induit, d’apres 1.2.5, un homomorphisme d’algebres topologiques
¢ k[[w]] — A.

(88)N.D.E. : cf. 5.1.5 plus loin; voir aussi [BAC], III, §2.8, Th.1 et corollaires. D’autre part, on a
détaillé I'original dans ce qui suit.
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Or wo s'identifie & wa, /1, et ko[[wo]] & k[[w]] @ ko. Done o = ¢ @y, ko est inversible,
d’apres la démonstration de (iii) = (i), puisque les hypotheses (iii) sont vérifiées
pour kg et Go. Comme, d’autre part, k[[w]] et A sont des k-modules pseudocompacts
projectifs, ¢ est inversible d’apres 0.3.4.

3.3.1. Corollaire — Soient S un préschéma localement noethérien sur Q et G un S-
préschéma en groupes localement de type fini. Si wg s est un Os-module localement
libre, G est lisse sur S en tout point de la section unité.

En effet, soient = un point de la section unité, s son image dans S, 0, et O leb
algebres locales de = et s. Il suffit de montrer que ﬁ est formellement lisse sur ﬁ
(EGA IV 6.8.6 et Oy 19.3.6). Or ﬁw et ﬁs sont les anneaux locaux de x et s dans
G/§ et S. Posant k = 55 et H= Spf(ﬁx), il est clair que H est un k-groupe formel
infinitésimal et que l'on a wy, = wa/s Qe O,. 39 Or, d’aprés les hypothéses, wa/s
est un Os-module localement libre de rang fini, donc wy . est le produit d’un nombre
fini d’exemplaires de k. Done, d’aprés 3.3, 6 kllwr/x]]. Enfin, d’apres EGA Ory,
E[[wr/k]] est une k-algebre formellement lisse.

Nous retrouvons donc ainsi un résultat obtenu par ailleurs pour les préschémas en
groupes localement de présentation finie sur un préschéma arbitraire S, cf. Vig, 1.6.

3.3.2. Corollaire — Soit k un corps de caractéristique 0. Le foncteur L — 4 (L) est
une équivalence de la catégorie des k-algébres de Lie sur celle des k-groupes formels
infinitésimauz. (O

En effet, quand G parcourt les k-groupes formels infinitésimaux, le foncteur
G — ¥ (LieG) est isomorphe, d’apres le théoréme 3.3, au foncteur identique de
la catégorie des groupes infinitésimaux. De méme, d’apres 2.6.2 et 3.1, le foncteur
L — Lie(4(L)) = Prim U(L) est isomorphe au foncteur identique de la catégorie des
algebres de Lie.

3.3.3 — Supposons toujours que k est un corps de caractéristique 0. Soient & une
cloture algébrique de k et T' le groupe de Galois topologique de k sur k.

Pour tout k-groupe formel H, nous notons Aut, H le k-foncteur en groupes qui
associe a toute k-algebre commutative de dimension finie C le groupe des automor-
phismes du C-groupe formel H®;, C. Ce k-foncteur est manifestement exact & gauche
(H est topologiquement plat sur k!), 1) de sorte que nous pouvons le traiter comme
un groupe formel sur k.

(89)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.

(9ON.D.E. : Puisque H(4(L)) = U(L), ceci peut se reformuler en 1’énoncé suivant, obtenu indé-
pendamment par Milnor et Moore ([MM65]). (On rappelle qu'une cogebre H est dite conneze si
H = J,, Hn, ott (Hy) est la filtration définie en 1.3.6.)

Théoreme(Cartier-Milnor-Moore). — Soit k un corps de caractéristique 0. Les foncteurs L — U(L)
et H — Prim(H) définissent une équivalence entre la catégorie des k-algébres de Lie et celle des
k-bigebres cocommutatives connezes.

(OUN.D.E. : 1l faudrait détailler ce point !
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Si L est une k-algebre de Lie et H le groupe formel ¢ (L), le théoréme 3.3 montre
que Aut,, H est isomorphe au k-foncteur en groupes Aut, L qui associe a une k-algebre
de dimension finie C le groupe des automorphismes de la C-algebre de Lie C ®y, L.

Si G est un k-groupe formel arbitraire, nous avons vu en 2.5.2 que G se décompose
canoniquement en un produit semi-direct d’un groupe formel étale G, et d’'un groupe
formel infinitésimal Gg. Ce produit semi-direct est déterminé par la donnée de Lie G,

du T'-groupe G (k) et d’un homomorphisme
6 G, — Aut, Go ~ Aut, (Lie G).

Un tel homomorphisme envoie G, dans la « partie étale » (Aut,(LieG)). de
Aut, (LieG) (2.5.1). Il est donc déterminé par la donnée d’un homomorphisme de
I'-groupes :

h=o¢(F): GF) — (Aut,(Lie G))(k) = Auty((LieG) @ ).

Si I'on fait opérer I' dans (Lie G) ®j k au moyen de la formule v(¢ ® z) = £ ® (),
I’homomorphisme A fait opérer G(k) dans (Lie G) ®j k par automorphismes de k-
algebre de Lie de telle facon qu’on ait h(g?) = vyo h(g) oy~ %, c.-a-d. :

g7 () =v(g(v(0)))

sig e G(k),y €T et £ € (LieG) ® k. Nous exprimons cette derniere condition en
disant que G(k) opére dans (Lie G) @ k de maniére compatible avec T.

On peut résumer la situation a I’aide d’un énoncé « savant » : appelons I'-algéebre
de Lie sur k la donnée d’un triplet (L,K,h) formé d’une k-algebre de Lie L, d’un
I'-groupe K et d’une opération h de K dans L ®y, k qui soit « compatible avec I’action
de I’ dans K et L ® k ».

Si (L, K, h) et (L', K’, ') sont deux telles T'-algebres de Lie, un homomorphisme de
la premiere dans la seconde est un couple (f,g) formé d’un morphisme f : L — L/
d’algebres de Lie et d’un morphisme g : K — K’ de I'-groupes tels que

(feL)(y-z)=g()- (f@1L)(z)
siz € L®y ket y€ K. On obtient alors :
Proposition — Soit k un corps de caractéristique 0. Le foncteur qui associe 4 G le

triplet (Lie G, G(k), ¢(k)) est une équivalence de la catégorie des k-groupes formels
sur celle des I'-algébres de Lie.

4. Phénomenes particuliers a la caractéristique p > 0

Dans tout ce paragraphe 4, nous désignons par p un nombre premier, par k un
anneau pseudocompact de caractéristique p, par m l’endomorphisme continu x +— P
de k.
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4.1. 2 Soient X une variété formelle sur k d’algébre affine A et X(®/%) ou X(®) 1a
variété formelle X @ k (cf. 1.2). Cette variété a pour algebre affine le produit tensoriel
complété A @, k; de plus, 'homomorphisme continu de A @, k dans A qui applique
a®x A sur aP ) induit un morphisme de k-variétés formelles

Fr(X/k) : X — X@/%),

Dans la suite, nous dirons que Fr(X/k) est le morphisme de Frobenius de X relative-
ment ¢ k et nous écrirons souvent Fr au lieu de Fr(X/k).

4.1.1 — Considérons maintenant un préschéma S sur le corps premier F,, un S-
préschéma X et un S-préschéma g : T — S de longueur finie (1.2.6). Soit fr(S) le
morphisme de Frobenius de S relativement & IF,, (ce morphisme induit I'identité sur
I’espace topologique sous-jacent et applique une section s du faisceau structural sur
sP; cf. VII5 4.1). Si nous posons X(P) = X Xfe(s) S (VIIa, loc. cit.), les morphismes de
S-variétés formelles f : T — X(®) /§ correspondent biunivoquement aux S-morphismes
de T dans X (1.2.6), c’est-a-dire aux carrés commutatifs

T———X

fr(S)

S——S

A un tel carré est associé un S-morphisme de T dans (}/i/g)(p) si et seulement
si f’ se factorise & travers un sous-préschéma Xy de X qui est de longueur finie
sur S. 3 On voit ainsi que Homvar ¢ (T, (X/S)®)) peut étre identifié & une par-

tie de Homva ¢ (T,}Z(\P)/g), ce qui définit (X/S)®) comme une sous-variété formelle
de )?@)/§

On a I'égalité ()2//8\)(1’) = )?(?)/§ si fr(S) o ¢ est un S-préschéma de longueur finie
lorsque ¢ en est un. Ceci a lieu par exemple lorsque S est localement de type fini sur
un corps k tel que [k : kP] < +o0.

4.1.2 — Soit G un groupe formel sur k d’algebre affine A. Comme le foncteur X —
X®) = X &, k commute aux produits finis, il transforme un k-groupe formel en un
k-groupe formel. En outre, comme Fr(X/k) est fonctoriel en X, le morphisme

Fr: G — G®

est un homomorphisme de k-groupes formels. Si I'on pose G*") = (GP"))(P) i] en
va de méme pour le morphisme composé

2 n
B =R"(G/k): G5 g B g’ By B g
(92)N.D.E. : Voir VII,, 4.0 pour la notation ®;. D’autre part, comme en VIIA, on a noté Fr (resp. fr)

le morphisme de Frobenius relatif (resp. absolu).
(93)N.D.E. : 1l faudrait préciser ce point.
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Définition. — Le noyau de Fr™ sera noté g G. Il résulte directement des définitions
que G est radiciel et a pour algebre affine le quotient A/ I;{Ap }, ou I{Ap 4 désigne
Iidéal fermé de A qui est engendré par les puissances p™-iemes des éléments de I4.

On dit que G est de hauteur < n si Igpn} =0, c’est-a-dire si 'on a pn G = G.

4.2. Tl est clair que lalgébre de Lie Lie(G) d’un k-groupe formel G est une p-sous-
algebre de Lie de l'algebre H(G) (2.3). En effet, on se ramene tout de suite au cas ol
k est artinien; dans ce cas, Lie(G) est la partie de H(G) formée des éléments = tels
que pa(z®1+1® ) = Ag(x) avec les notations de 2.3 et 2.6. On a alors

pa(a? @1+102") = pa((z@1+1®)")
=pglz®@1+1®2)? =Ag(z)? = Ac(zP).

4.2.1 — Réciproquement, toute p-algebre de Lie L sur Oy définit un k-foncteur en
groupes. Désignons en effet par U,(L) le foncteur qui associe a toute k-algebre de
longueur finie C 'algebre enveloppante restreinte U,(L(C)) de la p-algebre de Lie
L(C) sur C (VIIa 5.3). D’aprés VIIA 5.4, Uy(L) est une Og-bialgebre et détermine
un k-foncteur en groupes Spf* U, (L) (2.2) que nous noterons désormais ¢, (L). Ainsi,
“,(L)(C) est le groupe des éléments z € Upy(L(C)) d’augmentation 1 et tels que
AUP(L(C))(Z) =2 z.

4.2.2 — Supposons que L soit une p-algebre de Lie plate sur Oy. Alors, d’apres
VII4 5.3.3, Upy(L) est plate sur Oy ; par conséquent, ¥4,(L) est un k-groupe formel
topologiquement plat qui a Up(L) pour O-bialgebre.

(4 Dapres VI, 3.2.3 (cf. aussi 2.6.2), pour tout objet C de Alf /;, Lie(%,(L))(C)
est ’ensemble des éléments primitifs de U,(L)(C) = U,(L(C) ; de plus, d’apres VIIa,
5.3.3 et 7.3, le morphisme canonique L — U, (L) induit un isomorphisme de L sur la
p-algebre de Lie

71 : L — Lie(%,(L))
(comparer avec 3.1 en caractéristique 0).

Le groupe formel ¥,(L) peut étre caractérisé par une propriété universelle. En
effet, tout homomorphisme h de %, (L) dans un groupe formel G induit un homomor-
phisme Lie(h) : Lie(%,(L)) — Lie(G). Composant celui-ci avec 7, 1,, on obtient un
homomorphisme »' : L — Lie(G).

Proposition — Si k est un anneau pseudocompact de caractéristique p > 0, G un
k-groupe formel et L une p-algébre de Lie plate sur Oy, l'application h — h' définie
ci-dessus est une bijection

Homgrt , (% (L), G) — Homy 1ic(L, Lie(G))
ou le terme de droite désigne ’ensemble des morphismes de p-algébres de Lie de L

dans Lie(G).

(OOYN.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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(95) On se ramene en effet tout de suite au cas ol k est artinien. Posons L = L(k).
D’apres 2.3.1, Homaye,, (9(L), G) est en correspondance biunivoque avec I'ensemble
des homomorphismes d’algebres unitaires h : Up(L) — H(G) tels que le diagramme
suivant soit commutatif :

Up(L) ® Uy (L) — > H(G) @ H(G)

Or h est défini par sa restriction a L, qui est un morphisme de p-algebres de Lie de
L dans la p-algebre de Lie sous-jacente a H(G), et la commutativité du diagramme
signifie que h applique L dans la partie de H(G) formée des z tels que dg(x) =
va(r®1+1®x), qui n'est autre que Lie(G), cf. 2.6 ¢).

4.3. Nous nous proposons maintenant d’étudier de facon plus détaillée le k-groupe
formel ¢,,(L) lorsque L est une p-algebre de Lie plate sur Oy,.

Pour cela, nous considérons d’abord un anneau C de caractéristique p et une p-
algebre de Lie, L, sur C dont le module sous-jacent est libre de base (z;);e1. Désignons
en outre par P I’ensemble des familles n = (n;);ec1 formées d’entiers naturels tels que
0 < n; < p et que les n; soient nuls hormis peut-étre un nombre fini d’entre eux. Si
nous munissons I d’un ordre total et si nous appelons i1, 42, ..., 4, (i1 < iz < -+ <1i,)
les indices ¢ tels que n; # 0, nous pouvons donc poser |n| =n;, +---+n;, et

n Miq MNig Ny

ot =yt ew R eaT, nl=(ngy!) - (ng,!).

On sait que les monémes =" /n! forment une base de U, (L) (VIIa 5.3.3) et il est clair
qu’on a

xn xm xn—m
() A(H)_Zm(g(n—m)!’
m<n
la somme étant étendue a tous les m € P tels qu'on ait m < n (i.e. m; < n; pour tout
iel).

La formule (%) permet une détermination aisée de la filtration naturelle de U,(L)
(cf. 1.3.6). Posons U = U,(L), soit Ut I'idéal bilatere engendré par L et soit Uy =
C-1y. Comme en 1.3.6, on définit une filtration de U (par des sous-C-coalgebres) en
posant, pour n > 1 :

U,={ueU|Ay(u)—u®l1ecU, ;UL

(95)N.D.E. : La démonstration est identique & celle de 2.6.3.
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La formule (%) entraine alors que U,, est le C-module libre qui a pour base les mondmes
™ tels que |m| < n.

4.3.1 — Avec les notations de 4.3, déterminons les éléments £ de U tels que ey (§) = 1
et Ay(€) = £RE. Tout élément & de U se met sous la forme & = Znepén%, ou¢, € C.
La condition ey (§) = 1 entraine ’égalité §y = 1, si 0 désigne I’élément de P dont toutes
les composantes sont nulles. La condition Ay, (1)(§) = { ® £ entraine :

™ xnTm x4 X"
e AT T S )
m<n q,T
c’est-a-dire
Cgrr =&6r s qiH+ri<p et & =0 sinon.
Si 'on note &; la valeur de &, lorsque n; = 1 et n; = 0 pour j # ¢, ces conditions
signifient que l'on a

& =]]&" si neP et &=0 Viel

On tire de 1a :

Proposition — Soient k un anneau pseudocompact de caractéristique p > 0, L une
p-algebre de Lie plate sur O, C un objet de Alf ;. et {/0c l'idéal de C formé des
éléments x tels que 2P = 0. Il existe une bijection « fonctorielle en C » :

L(C) ®c ¥0c — %,(L)(C)

D’apreés la remarque 1.2.3, on peut en effet choisir une base (“z;)ier de L(C) sur
C de telle fagon que, pour tout morphisme ¢ : C — D de Alf;, L(p) applique Cx;
sur Pz;. D’apres ce qui précede, application

C,.n
Zcfm ® & — Z (Hﬂ) %

neP i
est une bijection fonctorielle de L(C) ®@¢ ¢/0¢ sur ¥,(L)(C).

4.3.2 — « Il n’y a pas de formule de Campbell-Hausdorff en caractéristique p > 0 ».
Expliquons-nous : l'isomorphisme fonctoriel de 4.3.1 dépend du choix des bases
(Cx;)icr. A la différence de ce qui se passe en 3.2 (cas de la caractéristique 0), il
n’y a pas, en général, de bijection de L(C) ®¢ ¥/0¢ sur ¥4,(L)(C) qui soit « foncto-
rielle a la fois en C et en L ». L’argument qui suit montre par exemple qu'un tel
isomorphisme n’existe pas lorsque k est un corps contenant les racines (p? — 1)-iémes
de T'unité.

Choisissons en effet L de telle fagon que, pour tout C € Alf/;, L(C) soit la p-
algebre de Lie abélienne sur C qui est engendrée par un élément x soumis a la relation
2(P*) = 0. On a donc

L(C)=Cz® Ca®,  Uy(L(C)) 2 kla]/ ("),
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Nous allons montrer que le seul morphisme fonctoriel
xc 1 L(C) ®@c ¥0c — Up(L(C))

qui soit compatible avec les endomorphismes de L et qui applique L(C) ®¢ ¢/0¢ dans
%,(L)(C), est le morphisme constant de valeur 1.

Soit en effet 1)¢ la bijection de L(C)®c ¢/0¢ sur ¢,(L)(C) = Prim U,(L(C)) donnée
par 4.3.1, c.-a-d.,

r@a+zP Qb Z a't? I,
0<i,5<p

En composant x¢ avec g ! on obtient un morphisme fonctoriel (en C) :

fc: L(C) ®c ¥0c — L(C) ®c {/0c
r®a+2P @b— @ P(a,b) + 2P @ Q(a,b).

La fonctorialité en C implique que P(a,b) et Q(a,b) sont les valeurs en (a,b) de deux
polynoémes P, Q € k[z,y] qu’on peut supposer de degré < p en X ainsi qu'en Y. (96)
Soit a un élément de k et ¢, ’endomorphisme de p-algebre de Lie de L qui applique
z sur ax (et donc (P sur aPx®)). Alors U,(£,) est I'endomorphisme d’algebre qui
envoie x sur ax (et donc chaque z* sur oz, pour i < p?), et 1’on voit facilement que
le carré ci-dessous est commutatif :

L(C) ®¢ ¢0c —=— U, (L(C))

Lo (C)@cid UP(ZQ)(C)

¥
L(C) ®¢ 0c ————= U, (L(C))
est commutatif. L’hypothese xc o (4o(C) ® id) = Up(4y)(C) o xc entraine alors les
égalités :
P(aa,a?b) = aP(a,b) et Q(aa, a?b) = o Q(a, b).

Ecrivant P = Zi’j<p Aij XY et Q = Zi,j<p wi; XY7, et prenant pour ‘C l’algébre
k[X,Y]/(XP,YP), on en déduit que si \j; # 0 (resp. w;; # 0) alors o/~1P =1
(resp. aitrl-1 — 1). Donc, prenant pour « une racine primitive de l'unité d’ordre
p? — 1, on en déduit que P = AX et Q = uY, avec A, it € k. Par conséquent, on a :

XC(x@a—l—x(m@b): Z ()\a)i(ub)jxi+pj~

0<i,j<p

) Considérons enfin ’endomorphisme f de L qui envoie z sur = + z(?) ; prenant
C = kla]/(aP) et comparant les coefficients de xP et #P™! dans (xc o f(C))(z ® a) et
dans (U,(f)(C) o xc)(z ® a), on obtient que A = u et A>a® = 0. Par conséquent, si
on suppose de plus p > 2, on obtient que A = u = 0.

(96)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.

(O)N.D.E. : L’original affirme que la nullité de X et p découle du fait que xc commute avec I'endo-
morphisme de L qui envoie x sur z(®) . Faute de pouvoir vérifier cette assertion, les éditeurs proposent
la conclusion qui suit, en ajoutant ’hypothese p > 2.
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4.4. Théoréme— Soient k un anneau pseudocompact de caractéristique p > 0 et G
un k-groupe formel. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une p-algébre de Lie L plate sur Oy, telle que G soit isomorphe 4 9,(L).

(i1) Il existe un k-module pseudocompact projectif w tel que lalgébre affine de G
soit isomorphe au quotient de k[[w]] par lidéal fermé engendré par les 2P, x € w.

(iii) G est de hauteur <1 et wgy, est un k-module pseudocompact projectif.

(iv) G est de hauteur < 1 et est topologiquement plat sur k.

(i) = (ii) : Soient w = I'*(L) (cf. 1.2.3) et A le quotient de k[[w]] par idéal
fermé engendré par les 2P, x € w. Tout homomorphisme continu h : A — C, ou C
est un objet de Alf/;, est déterminé par sa restriction h’ & w; cette restriction h’
envoie w dans ¢/0c. On obtient ainsi une bijection canonique de HomAlp/k(A, C) sur

I'ensemble Hom,(w, ¢/0c) des applications k-linéaires continues de w dans ¢/0c. Ce
dernier ensemble est canoniquement isomorphe & L(C)®¢ +/0¢ (voir la démonstration
de 3.3). L’implication (i) = (ii) résulte donc de 4.3.1.

Pour les autres implications, consulter les démonstrations des théoremes 3.3 et
VII4 7.4.1, qui sont analogues.

4.4.1 Corollaire — Si k est un corps de caractéristique p > 0, le foncteur L — 94,(L)
est une équivalence de la catégorie des p-algébres de Lie sur k sur celle des k-groupes
formels de hauteur < 1.

En effet, quand G parcourt les groupes formels de hauteur < 1, le foncteur G —
,(Lie G) est isomorphe au foncteur identique d’apres le théoréme 4.4 ; de méme, nous

avons vu que le foncteur L — Lie %, (L) est isomorphe au foncteur identique (confer
VIIa 7.3).

4.4.2 — Prenons toujours pour k un corps de caractéristique p. Pour tout k-groupe
formel infinitésimal G, D'algebre affine A de G est la limite projective des algebres
affines A/Igpn} des groupes pn G (cf. 4.1.2). Un k-groupe formel infinitésimal est donc
une limite inductive de k-groupes formels de hauteur finie.

Supposons G de hauteur < n. Comme gG est le noyau de Fr : G — G®),
alors, d’apres 2.4.1, Fr induit un monomorphisme i : H = G/5p,G — G® . Comme
Fr"(G/k) = Fr" H(G®) /k) o Fr(G/k) est nul, Fr" "' (G®) /k) o i est nul ainsi que
G Fr" 1 (H/E). ¥8) Comme le foncteur X — X(®) commute aux produits fibrés,
i®" ") est encore un monomorphisme. Par conséquent, H est de hauteur < n—1. On
voit donc que : tout groupe de hauteur finie posséde une suite de composition dont les
quotients sont de hauteur < 1, donc peuvent étre décrits par des p-algebres de Lie sur
k.

Enfin, lorsque G est un k-groupe formel infinitésimal tel que wg . soit de dimension
finie sur k, 'algebre affine A de G est un quotient de k[[w]] (°°). Par conséquent, toutes
les algebres A/ I{Ap "} sont de dimension finie sur k en tant qu’espaces vectoriels. On

(98)N.D.E. : On a substitué la phrase qui suit & : « Comme i est un monomorphisme (2.4.1) ».

(99)N.D.E. : Préciser ce point.
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voit donc que : tout groupe formel infinitésimal G sur un corps de caractéristique
p >0, tel que wg . soit de dimension finie sur k, est une limite inductive de groupes
formels finis (i.e. de longueur finie, cf. 1.2.6).

5. Espaces homogeénes de groupes formels infinitésimaux sur un corps

Soit k un anneau pseudocompact. (A partir de 5.2, on supposera que k est un corps
parfait). (100)

5.1. Soient G un k-groupe formel infinitésimal topologiquement plat, A son algebre
affine, B une sous-algebre fermée de A, X = Spf(B) et r : G — X I’épimorphisme
induit par I'inclusion de B dans A. On se propose de voir sous quelle condition r fait
de X le quotient & gauche de G par un sous-groupe F (cf. 2.4). (101

Proposition — Soient G un k-groupe formel infinitésimal topologiquement plat, A
son algebre affine, 15 1'idéal d’augmentation de A, B une sous-algébre fermée de A,
et Jg = Alg, ot Iy = BN1Ix. On suppose A/E topologiquement plat sur k, pour
tout n > 1. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout x € B, Aa(z) — 1@ appartient a Jp @ A.

(i) La suite ci-dessous (ot ina(a) = 1®a et q est la projection A — A/Jg) est
exacte :

ing
(%) B————=AT"_Z(A/Jg)&kA
(¢®ida)Aa

c.-a-d., B est l’ensemble de tous les x € A tels que Ap(xz) — 1®x appartienne a
Jp @k A.

Dans ce cas, F = Spf(A/Jp) est un sous-groupe formel de G, et la suite ci-dessous
(ot A est la restriction & F x G de la multiplication de G) est exacte :

pry
(%) FxG 2 G——— Spf(B)
A

c.-a-d., Spt(B) est isomorphe a F\G.

Posons A = A/Jg et F = Spf(A); alors F est une sous-variété formelle de G.
Comme Jg C Ip, Paugmentation 5 induit un morphisme continu de k-algebres € :
A— k.

Si (i) est satisfaite, alors Ay (Ig) C &k RIg+Jg ® A, et donc A induit par passage
au quotient un morphisme diagonal A. Alors A et € munissent F d’une structure de
sous-monoide formel de G. Comme G est infinitésimal, il en est de méme de F'; donc,

(100)N.D.E. : Dans l'original, il est supposé en 5.1 que k est un corps. En fait, cette hypothése peut

étre remplacée par une hypothéses de platitude ; on a modifié en conséquence les n°% 5.1 & 5.1.5.
(10)N.D.E. : On a modifié I'énoncé de la proposition 5.1, afin de faire apparaitre plus clairement,
d’une part, les conditions équivalentes (i), (ii), et, d’autre part, la conclusion Spf(B) ~ F\G.
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d’apres la proposition 2.7, F est un sous-groupe formel de G. Il résulte alors de la
définition de F\G (2.4), que (ii) entraine la derniére assertion de la proposition.

D’autre part, il est clair que (ii) implique (i). La démonstration de la réciproque
occupe les paragraphes 5.1.1 a 5.1.5.

5.1.1 — Considérons d’abord la catégorie € qui suit : un objet de & est un couple
(C,I) formé d’une k-algebre profinie C et d’un idéal fermé I de C; un morphisme
¥ : (C,I) — (D,J) de € est un homomorphisme continu de k-algebres C — D qui
applique I dans J. Si Pon associe & (C,I) le couple (Spf(C/I),Spf(C)), on obtient
évidemment une anti-équivalence de % sur la catégorie des couples (Z,Y) formés
d’une k-variété formelle Y et d’une sous-variété formelle Z.

Une structure de cogroupe sur un objet (C,J) de % consiste en la donnée d’une
structure de groupe formel sur Spf(C) telle que les conditions suivantes soient réalisées
(notations de 2.1) :

(1) Ac(J) CI®KC+ C®J;

(2) ec(J) = 0;

(3) cc(J) € J.
Ces conditions signifient aussi que Spf(C/J) est un sous-groupe formel de Spf(C).

Supposons de plus que C soit locale, i.e. que Spf(C) soit un groupe formel infinité-
simal. Alors, si J # C, les conditions (2) et (3) sont conséquence de (1). En effet, si J
est un idéal fermé distinct de C, il est contenu dans I'idéal d’augmentation I¢, donc
(2) est vérifiée, et M = Spf(C/J) est un sous-monoide formel de G. Comme G est

infinitésimal, il résulte de 2.7 que M est un sous-groupe formel de G, i.e. la condition
(3) est vérifiée.

5.1.2 — Désignons par Alpg,, la catégorie des k-algébres « profinies graduées » :
un objet de cette catégorie consiste en la donnée d’une suite Ag, A1,..., A,,... de k-
modules pseudocompacts et d’une structure d’algebre profinie sur le produit Hn>0 A,
telle qu’on ait A,, - A, € Aptn (A, est identifié & une partie de H@o A, au moyen
de 'injection canonique) ; un morphisme v : (A,,) — (B,,) est une suite d’applications
linéaires continues 1, : A, — B, telles qu'on ait Vmin(a-a’) = ¥py(a) - Yn(a’) si
a€A,etad €A,

Définitions. — Il est clair que deux k-algeébres profinies graduées (A,) et (B,)
ont un coproduit (12 dans Alpg /k» qui a pour n-iéme composante le produit
H?:o A; & B,,_; des k-modules pseudocompacts A; @1 B,_;. Ce coproduit sera noté
(An) ®k(Bn).

Alors, une structure de cogroupe sur un objet (A,,) de Alpg /1 est la donnée d’appli-
cations k-linéaires continues A,, : A,, — H?:o A @pA,_iete: Ay — k, qui induisent
sur [[,,5oAn (posant €(A;) =0 pour 7 > 1) une structure de cogroupe dans Alp .

(102)N.D.E. : On a remplacé « somme directe » par « coproduit ».
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Enfin, pour tout objet (A,J) de ¢, on note Gr;j(A) l'algebre profinie gradude as-
sociée a la Etration de A par les adhérences J™ des puissances de J; on a donc
Grj(A), = J7/J7t! et la multiplication de Gry(A) est induite par celle de A.

Lemme — (19 Sojent U,V deuz k-modules pseudocompacts topologiquement plats,
U=Uyg>U; D+ et V=VygDVy D deuxr suites décroissantes de sous-k-
modules fermés. On suppose U/U,, topologiquement plat sur k, pour tout n. Filtrons
le produit tensoriel complété W = U &y, V a Uaide des sous-modules fermés

W, =U, @ Vo+Up_1 &, Vi + -+ Uy ® V.

Alors, pour tout n, on a un isomorphisme

Wi /Wai1 = @ (Ui/Uipr) 8k(V;/Vjt1).
i+j=n

Démonstration. Posons M = W, et, pour i = 0,...,n, M; = U; QV,_; et S; =
Zj#. M;. On voit aussitot que

M;NS; C(U;@V)NS; C(U;8VNUBV,_iy1) + Ui ® V.
Or, comme U/U; est topologiquement plat sur &, on a (cf. 1.3.6.B)
U, @VNUB Vi1 = Ui ®Vy_it1.
Comme de plus M; N'S; C U@)Vn_i, on en déduit que :
M;NS; CU; @V iy1 + (URV,_iNUiz1 ®V),
et, puisque U/U,11 est topologiquement plat sur k, on a
UBV,iNUi1®V=U1 ®V,_;.
Il en résulte que M; N'S; égale M} = U; ® Vi—iv1 + Ui ®V,_;. On en déduit que

=0 1=

n

I — W
Mi = n+1
0

et que 'application
n

W,=M— @M/Si o~ @(Ui/UiH) Ok (Vi—i/Vin_it1)

i=0 i=0
est surjective, de noyau W,,;1. Ceci prouve le lemme.
Corollaire. — Soit (A,J) un cogroupe de €, tel que A/J™ soit topologiquement plat
sur k, pour tout n. Alors, Gry(A) est un cogroupe de Alpg ;.-

En particulier, si k est un corps, le foncteur (A, J) — Grj(A) commute auz copro-
duits finis, et transforme donc un cogroupe de € en un cogroupe de Alpg k-

(103)N.D.E. : Dans l'original, le lemme est énoncé dans le cas ol k est un corps.
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5.1.3 — Identifions toute k-algebre profinie I & la k-algebre profinie graduée (I'y,)n>0
telle que T'g = T" et T',, = 0 si n > 0. En particulier, si (Ay),>0 est une k-algébre
profinie graduée, nous considérerons indifféremment Ay comme une k-algebre profinie
ou bien comme une k-algebre profinie graduée. Nous désignerons alors par p : (A,,) —
Ay le morphisme de Alpg;, tel que po = ida, et pp = 0 si n > 0. De méme,
T :Ap — (A,) désignera la section de p telle que 79 = ida, et 7, = 0 si n > 0.

Toute structure de cogroupe sur (A, ),en induit une structure de cogroupe sur Ag
telle que p et 7 soient des homomorphismes de cogroupes. Dans ce cas, notons I
I'idéal d’augmentation de Ag et posons A/, = A, /IpA,, pour tout n > 0 (de sorte que
Ay =k).

Alors, (Aj,)nen est un cogroupe dans Alpg,, (noter que, comme Ag =Ip ® k- 1,

alors Ip @5 A, ~ IyA,, est facteur direct de A,,, pour tout n). Puisque 7 est une section
de p alors, d’apres 2.4.0, le cogroupe (Aj)nen est le « coproduit semi-direct » de Ag
et du cogroupe (A’ )nen. De facon précise, (Al ) en est isomorphe, comme objet de
Alpg )., au noyau du couple :

in2 e
(An) S eE—— AO ®k(An)
(p®id)A
(ot A : (A,) — (A,) ®(A,,) est la comultiplication de (A,) et iny(z) = 1®x), et,
identifiant A/, & son image dans A,,, Papplication

(Ao @1 AL) — (An), ao ® al, — apal,

est un isomorphisme de Alpg ;. (N.B. Ce n’est pas un isomorphisme de cogroupes,
mais A(A') CA' @A et (id®~p') o Aj,, = A’ ot A’ est la comultiplication de A" et
~vp' la projection A — A’, cf. 2.4.0.)

5.1.4 — Soient (A, J) un objet de ¢’ et (A, )nen = Grj(A) I'objet de Alpg;, associé,
ie. A, = J*/JnF1 pour tout n > 0. Il est clair que I'algébre &/ = Hn>0 A, est
engendrée par Ag et Ay, c’est-a-dire que, pour n > 1, Papplication

(1) AL ®py A1 Oay - Bag Al — A,
définie par la multiplication est surjective.
Supposons de plus que (A,J) soit un cogroupe de % et que chaque A/J" soit plat

sur k. Alors, d’apres 5.1.2, Gry(A) est un cogroupe de Alpg;,. Donc, d’apres 5.1.3,
si 'on pose

(2) AL ={zeT?/JnF|Afx) 10z € é(ﬁ/ﬁﬂ) B T},

alors l'application (Ag®A’) — (A,), ap®ad!, — apal, est un isomorphisme de
Alpg ;..
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Notant Iy I'idéal d’augmentation de Ag, on déduit de (1) et du diagramme com-
mutatif ci-dessous, ott A1®" désigne A} @y, - - @1, A (n facteurs) :

AL ®a, - Ba, Ay =—— A @)kAi@n (Io ®kA/1®")@A/1®n
m id® [m’ id®@m' | em’
A, = Ag @Ay, =———(lo®1A,) B A,
que 'application
(3) m' Al @ ... 0r AL — A

induite par la multiplication de (Af);en est surjective; autrement dit, la k-algebre
profinie .’ = Hn>0 A’ est engendrée par ses termes de degré 1.

(104) Revenons maintenant & 'hypothese (i) de la proposition 5.1 : A est lalgebre
affine d’un k-groupe formel infinitésimal topologiquement plat, I son idéal d’aug-
mentation, B une sous-algebre fermée de A, Iz = BNIj et J = Al ; on note ¢ la
projection A — A/J. On suppose que A/J" est topologiquement plat sur k, pour tout
n = 1, et que B est contenue dans le noyau B du couple :

AT Z (A @A

(¢®y ida)Aa

Soit (A,)nen = Gry(A), soit Iy = Io/J l'idéal d’augmentation de Ag = A/J, et
définissons (Al )nen comme en (2) plus haut. On note (By,)nen (resp. (B )nen) I'objet
de Alpg . associé a la filtration de B (resp. B) induite par celle de A, i.e. définie par

les idéaux BN Jm (resp. BN Jn). Alors, il est clair que B,, C En C A/, pour tout n, et

que
#=]][B.c%=]]B.
n>=0 n>=0
sont des sous-algebres de &' =[], 5, AJ,.
D’autre part, J (resp. J2) est l'image dans A de A @y, I (resp. g) Par conséquent,
I’application

ABL(I/IE) — J/J2 = Ay ~ Ag &y A}

(109N D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit, et ’on a mis & la fin le «supplément » 12 = BNJ™

(qui n’est pas nécessaire pour établir la proposition 5.1).
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est surjective, et elle se factorise par (A/J) &y (I / g) On déduit alors du diagramme
commutatif et exact :

(A/3) @r(lp/13) = o ©n(ls/13) D(Is/13)

R

J/P————T18 A1 DA}
0 0

que A} est 'image de Ig/g, de sorte qu’'on a By = A]. Comme A’ est engendrée par
A’ il en résulte que, pour tout n > 1,

A, CB,CB,CA,
d’'ott B, = B, = A

Enfin, comme le groupe formel G est infinitésimal, on a t(A) = Io et donc les
idéaux K tendent vers 0 (cf. 0.1.2); a fortiori, les idéaux J” tendent vers 0, et donc
les filtrations induites sur B et B sont séparées. De plus, comme B est une sous-algebre
fermée de A, elle est complete pour la topologie définie par les idéaux B N J7. Par
conséquent, il résulte de [CA, V, § 7, Lemme 1] (voir aussi 5.1.5 ci-dessous) que B = B.
Ceci acheve la démonstration de la proposition 5.1.

On a de plus le supplément suivant. D’apreés hypothese, 'algebre affine A/J du
sous-groupe formel F est topologiquement plate sur k. Donc, d’apres le théoreme 2.4,
le morphisme G = Spf(A) — F\G = Spf(B) est surjectif et topologiquement plat.
Comme

A&X\)BITZ A@B(BQJ_") =Jn,
on en déduit que g = B N J® pour tout n. Ceci découle aussi du du fait que les
applications

I /T — A = (BN TJ7)/(BN )
sont surjectives, et de 5.1.5 (ii) ci-dessous, appliqué a B} = g et B; =BNJ.

5.1.5. Lemme — (195) (i) Soient M et N deuz groupes abéliens filtrés par des suites
décroissantes de sous-groupes (My)nez et (Ny)nez. On suppose que la réunion des
M,, (resp. N,,) égale M (resp. N), que Uintersection des M, (resp. N,,) est nulle, et
que M est complet pour la topologie définie par les M,,. Soit f : M — N un morphisme
de groupes filtrés.

a) Si f induit une surjection des gradués associés, alors f est une surjection et N
est complet pour la topologie définie par les Ny, .

b) Si Si f induit une injection des gradués associés, alors f est une injection.

(105 N.D.E. : L’original énongait uniquement le point (ii) ; pour la commodité du lecteur, on a énoncé
en (i) le lemme 1 de [CA, V, §7] (voir aussi [BAC, III, §2.8]).
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(ii) Soient B un groupe abélien, B = B{ D B} 2 -+ e¢t B=By 2 B; D ---
deuz filtrations séparées de B par des sous-groupes tels que B), C B,, pour tout n. On
suppose B complet pour la topologie définie par la filtration (B.,).

Si Uapplication B}/Bj, | — Bi/Bij1 est surjective pour tout i, alors Bj, = B,, pour
tout n.

Soit n > 0. Le point (ii) découle du point (i) appliqué a M =B;, D Bj,; D --- et
N:Bnan-l—lQ

5.2. Dans toute la suite de ce paragraphe 5, k désigne un corps parfait de caracté-
ristiqgue p > 0.

Nous posons N = NU {oo}. Si B est une k-algebre profinie et si r € N, nous notons
((a:pT))wet(B) I'idéal fermé de B qui est engendré par les éléments zP", ot & parcourt
le radical t(B) de B. Si 7 = oo, nous utilisons la méme notation en convenant que
((a:pw))mer(B) est I'idéal nul. Dans les deux cas, B,. désigne le quotient B/((xpr))wa(g).

Nous disons que B est de hauteur < r si ((xpT))wet(B) est I'idéal nul; si cela a lieu
et si r est fini, nous disons que B est de hauteur finie.

Considérons en particulier le cas ol B est de la forme k[[w]], w étant un espace
vectoriel linéairement compact (cf. 1.2.5). Nous disons alors que B est une algébre de
séries formelles et que B, est une algébre de séries formelles tronquées (r € N; nous
convenons donc de dire que B = By, est également « tronquée » ). Si B = k[[w]], nous
écrivons aussi ((27"))sew au lieu de ((27)),e(m)-

Lorsque w est un k-espace vectoriel linéairement compact filtré par une suite crois-
sante de sous-espaces vectoriels fermés

O=wyCw1 Cwz Cwz C---

nous noterons ((27")) ey, I'idéal fermé de k[[w]] qui est engendré par les éléments 27",
ou r parcourt N et x parcourt w,.. Nous désignons par ,w I’espace vectoriel linéairement
compact filtré tel que

s =w; sio1<r et sw=w si 1>T.

ThéorémeDieudonné-Cartier). — Soit H — G un monomorphisme de groupes for-
mels infinitésimaux sur un corps parfait k de caractéristique p > 0. Soit B [’algébre
affine de l'espace homogéne H\G et supposons vérifiée l'une des deux conditions sui-
vantes :

(i) B est de hauteur finie (ceci a lieu en particulier si G est de hauteur finie).
(ii) B est un anneau local noethérien complet.

Alors B est isomorphe au produit tensoriel complété dune famille finie d’algébres
de séries formelles tronquées.

La démonstration de ce théoréme occupe les paragraphes 5.2.1 a 5.2.5.

5.2.1 — Soient A l'algebre affine de G, Ix son idéal maximal, et I = BN I5 l'idéal
maximal de B. D’apres 2.4, on a H = Spf(A/AI) et

B={zcA|A(x)—10zcAIRA}.
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Posons w = I/I_Q. On désigne par I, le sous-espace vectoriel fermé de I formé des z
tels 7" = 0, par w, I'image canonique de I, dans w. Nous allons démontrer :

Proposition — S’il existe une section %) o : w — I de la projection T — I/I_Q, telle
que o(w,) C 1, pour tout r, alors B est isomorphe a k[[w]]/((2P"))zew, -

Une telle section se prolonge en effet en un homomorphisme continu ¢ : k[[w]] — B,
qui se factorise & travers B’ = k[[w]]/((2”"))sew, . Nous prouvons de 5.2.2 & 5.2.5 que
I’homomorphisme

r

s: B'= klwll/ (=" ))zew, — B
induit par t, est bijectif.

Ce qui précede s’applique en particulier quand la filtration de w est stationnaire, c.-
a-d., quand il existe un entier ng tel que w, = wy,, pour ng < n < 4+o0. Dans ce cas, on
peut en effet construire o d’abord sur w1, puis sur un supplémentaire w} de w; dans ws,
puis sur un supplémentaire w} de wy dans ws. .., enfin sur un supplémentaire w’_ de
Wn, dans w. 197 Tl est clair qu’on obtient ainsi un isomorphisme de k[[w]]/((2P"))zew,
sur le produit tensoriel complété :

fodl - gl o o Mt o
@ ocon @ Nacmg © " C @ aeay, & el

La filtration de w est évidemment stationnaire si w, = w pour r assez grand (cas
(i), ou bien si w est de dimension finie (cas (ii)). L’énoncé ci-dessus implique donc
notre théoreme, modulo les points 5.2.2-5.2.5 ci-dessous.

5.2.2 — Supposons d’abord B de hauteur < 1, c.-a-d., que zP = 0 si x € L. Il résulte
alors de 5.1.2 que le gradué Gri(B) associé a B pour la filtration I D 2 D i D ... est
muni d’une structure de cogroupe dans la catégorie Alpg,;,. Par conséquent, l'algebre
profinie C = [[,5, Gri(B), est l'algebre affine d'un k-groupe formel K. Il est clair
qu'on a wg/p = I/I_2 et que K est radiciel de hauteur < 1. D’apres 4.4, 'application
identique de wg/; induit donc un isomorphisme de B’ = k[[wk /4]]/((27))zewy,, sur
C. Ceci implique en particulier que l'application s de 5.2.1 induit un isomorphisme
des gradués associés & B’ et B lorsqu’on filtre B’ et B par les puissances de 'idéal
d’augmentation. Donc s est un isomorphisme, d’aprés [CA, V, §7, Lemme 1] (voir
aussi 5.1.5).

(106)N.D.E. : continue!

(107)N.D.E. : En effet, si V, est un supplémentaire (fermé!) de (I, OI_Q) +1,_1 dans I, la projection
V, — w,. (ot wj = wy) est un isomorphisme; de méme, le sous-espace fermé 12 + I, admet un
supplémentaire Voo =~ w/, d’olu des sections o : w). =5 V,, pour 7 = 1,...,n9,00. On notera
que cette construction ne s’étend pas de maniere évidente si I’on omet I’hypothése que la filtration
soit stationnaire, car le sous-espace UreN* wr @TGN* w!. n’est pas nécessairement fermé, et la
continuité de I'application linéaire @, oy« or n’est pas assurée.
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5.2.3 — Supposons maintenant B de hauteur finie < n. Soit 7 I'isomorphisme z +— zP
de k sur k. L’application linéaire de B ®, k dans B qui envoie b &, z sur bPz = (bx% )P
a une image fermée qui n’est autre que la sous-algebre fermée B? = {b? | b € B} de
B. Posons J =BP NI =BPNIa.

D’aprés la proposition 5.1, Spf(A/AJ) est un sous-groupe formel K de G, et BP
est l'algebre affine du quotient K\G. Notons o7 (K) (resp. </ (H)) l'algebre affine de K

(resp. H) et .# I'image de Al dans .27 (K). Alors, puisque AJ C Al on a
HCKCG et g (K)/ 7 ~ o/ (H).

D’autre part, d’apres le théoreme 2.4, A est topologiquement libre sur B, donc, d’apres
1.3.2, B est un facteur direct du B-module pseudocompact A. Il en résulte que AJNB =
AJ; par conséquent, B; = B/BJ s’identifie & une sous-algebre fermée de A/AJ =
&/ (K). Puisque B est l’algebre affine de H\G, on a, pour tout x € By :

Alx) — 18z € .7 @ (K).

Donc, d’apres la proposition 5.1, By est Palgebre affine du quotient H\K. De plus,
B1 = B/((2?))zec(B) est de hauteur < 1.

Soient B’ = k[[w]]/((2?"))sew,, B la sous-algebre {2? | = € B'}, et J' I'idéal
maximal de B’?. Alors, on a un diagramme commutatif :

B————°% - B

| |

B/ = B'/B'Y —— B, = B/BJ

et, d’apres ce qui précede et 5.2.2, s; est un isomorphisme de B} sur By. Or, d’aprés
2.4, A est topologiquement libre sur B = &7 (H\G) et sur B? = &/ (K\G), donc, d’apres
1.3.3, B est topologiquement libre sur BP.

D’apres 5.2.4 ci-dessous, ’homomorphisme s? : B? — BP, qui est induit par s, est
un isomorphisme. Appliquant alors 0.3.4 & anneau pseudocompact B’? = B? et aux
modules M = B/, N = B, on obtient que s est un isomorphisme, puisque s; en est un.
Ceci prouve 5.2 lorsque B est de hauteur finie, modulo le point 5.2.4 ci-dessous.

5.2.4 — Pour tout espace vectoriel linéairement compact V sur k, nous notons .V
lespace V ®, k déduit de V par I'extension z +— xP du corps des scalaires. On a alors
un diagramme commutatif exact

0 J PR 0
/U,L 1)[ /U)j
0 P o530 .5 0o,

ou l'on a posé W = J/J_2 et ou les applications u, v, w sont induites par I'application
linéaire  ® a — zPa de B dans BP. Sil’on pose J,, = {x € J | P = 0} et @, = 0(1,,),
il est clair qu'on a J,, = v(;111) et @y, = W(rwpt1)-
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De plus, comme u et v sont des surjections, w est une surjection et a pour noyau
I'image wg du noyau de v. La section 0 : rw — I, qui est induite par la section ¢ de
5.2.1, définit donc par passage au quotient une section 7 : w — J qui est compatible
avec les filtrations de J et @.

Comme BP? est de hauteur < n—1, cette section induit, par hypothese de récurrence,
un isomorphisme

s B = k[[@])/((2"")re, — B
Comme B” s’identifie manifestement & B? et s’ & sP, notre théoréme est donc démontré
quand B est de hauteur finie.

5.2.5 — 1l reste a considérer le cas ou B est de hauteur infinie, et ou la projection
I — w possede une section o compatible avec les filtrations de w et I. Considérons
I’homomorphisme

s : B = k[w]l/((@""))vew, — B
induit par o; il suffit de montrer que pour tout r € N, l'application s, : B, — B,
induite par s est inversible. (108)

Pour tout r € N*, notons L, = B N1 = {z*" | z € I}. Comme, d’apres 1.3.2, B
est un facteur direct du B-module pseudocompact A, on a AL, N B = BL,., et donc
B/BL, s’identifie & une sous-algebre fermée de A/AL,. De plus, comme en 5.2.3, on
déduit de la proposition 5.1 que A/AL, est l'algebre affine d’un sous-groupe formel
G, de G contenant H et que B, = B/BL, est l'algebre affine de I’espace homogene
H\G,.

Posons M(r) = I/BL, ; la projection canonique de B sur B, induit évidemment
un isomorphisme de w = I/12 sur M(r)/M(r)2, qui nous permet d’identifier ces deux
espaces. Soit wy,(r) image dans w de 'idéal M, (r) = {z € M(r) | 27" = 0} et soit
L.(r)={zeT| " e BL,.}. (109) 1] est clair que wp(r) = w si n > r. Montrons que
wn(r) = wy, sl n < r. Pour tout r,n, la suite ci-dessous est exacte :

0—IL,(r) N2 — L.(r) — wyp(r) — 0.

De plus, pour tout n, on a (), I,(r) = I, puisque (), BL, = 0. Comme dans PC(k)
les limites projectives filtrantes sont exactes (cf. 0.2), il en résulte que, pour tout n,

(%) Wy = Own(r).

D’autre part, comme le théoreme 5.2 est déja prouvé pour les algebres de hauteur
finie, on a B, ~ B/, d’ot on déduit que w,(r) = wy(r + 1) si n < r. Combiné avec
(%), ceci entraine w, (r) = w, sin < 7.

Par conséquent, 'espace vectoriel w filtré par les sous-espaces (wy, (1))n>0 n'est au-
tre que ,w (5.2). A fortiori, ’application o(r) composée de o : w — I et de la projection
I — M(r) est compatible avec les filtrations (wy,(r)) et (M, (7)) de w et M. Comme
E[[-w]]/((2P"))se,w, n'est autre que B’ et que s, : B, — B, est ’homomorphisme

(108)N.D.E. : En effet, B/ (resp. B) est la limite projective des B.. (resp. B;).
(109)N.D.E. : On a corrigé l'original, qui définissait I, (r) comme l'image réciproque de M,,(r) dans
I. D’autre part, on a détaillé ce qui suit.
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induit par o(r), le résultat déja établi pour les algebres de hauteur finie montre que
sy est un isomorphisme. C.Q.F.D.

5.3. Remarques— a) Appelons stationnaire toute k-algebre profinie qui est le produit
tensoriel complété d’une famille (110) d’algebres de séries formelles tronquées. Si G est
un k-groupe formel infinitésimal et B l'algebre affine d’un espace homogene de G,
il résulte du théoréme 5.2 que l'algébre B/((zP")),c.(p) est stationnaire pour tout
entier r € N. Cela implique en particulier que B est une limite projective d’algebres
stationnaires.

b) Je ne sais pas si, avec les notations de 5.2.1, on peut choisir A et B de telle
facon qu’il n’existe pas de section ¢ : w — I compatible avec les filtrations. On
remarquera cependant qu’on peut avoir pour w n’importe quel espace vectoriel li-
néairement compact filtré par une suite croissante de sous-espaces fermés. En ef-
fet, si wi; C we C -+ C w est un tel espace filtré, on peut définir dans 'algebre
B = A = k[[w]]/((#""))zew, un morphisme diagonal Ap : A — A®j, A vérifiant les
conditions (i), (ii), (iii) de 2.1; il suffit de poser Ax(y) = y®1+ 1@y lorsque y est
I'image dans A d’un élément de w.

5.4. Corollaire — Soient G un groupe algébrique sur un corps parfait k de caracté-
ristique p > 0, H un sous-groupe algébrique de G, e l'image de I’élément neutre de G
dans H\G et A l'algébre locale de H\G en e. Alors A est isomorphe a une algébre de
la forme

77.7.

E[[X1, . X XS/ XET ),
Ceci résulte de 5.2 (ii) et 1.3.4.
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