EXPOSE XXIII

GROUPES REDUCTI}F‘S : UN;CITE DES GROUPES
EPINGLES

par
M. DEMAZURE

Le but de cet exposé est la démonstration du théoréme d’unicité (Théoreme 4.1). 263
Celui-ci a été démontré par Chevalley dans le cas d’un corps algébriquement clos; la
méthode de réduction au rang deux utilisée ici est également due & Chevalley (voir
Bible, exp. 23 et 24). Chemin faisant, nous obtenons une description explicite des
groupes réductifs par générateurs et relations (3.5).

1. Epinglages

Définition 1.1. — Soient S un préschéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé (XXII,
1.13). On appelle épinglage de ce groupe déployé la donnée d’un systeéme de racines
simples A de R et pour chaque a € A d’une section X,, € T'(S, g*)*.

Autrement dit, un épinglage du groupe réductif G sur le préschéma non vide S est
la donnée :

(i) d’un tore maximal T,

(ii) d’un groupe abélien M et d’un isomorphisme T ~ Dg(M),
(iii) d’un systeéme de racines R de G par rapport a T,

(iv) d’un systéme de racines simples A de R,
(

v) d'un X, € I'(S, g*)* pour tout a € A, c’est-a-dire d'un
Uq = €xpy(Xo) € PX(S) pour tout a € A,

vérifiant la condition (D 1) de Exp. XXII, 1.13 (en effet la condition (D 2) de loc. cit. 264
est automatiquement vérifiée).

Tout groupe déployé possede un épinglage ; en particulier, tout groupe réductif est
localement épinglable pour la topologie étale.
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1.2. Si G est un S-groupe épinglé, c’est-a-dire un S-groupe déployé muni d’un épin-
glage, il est muni canoniquement du systeme de racines positives Ry défini par A,
du sous-groupe de Borel B = Bgr, correspondant, du sous-groupe de Borel opposé
B~ = Bgr-, des groupes unipotents U = B*, U~ = B™*, de 'ouvert U~ - T - U, etc.
De méme, pour chaque a € A, on a un isomorphisme canonique de groupes vectoriels

Pa - Ga,S e P.
défini par
Pa(z) = exp, (2Xa) = ug,

normalisé par T avec le multiplicateur «, et dont la donnée équivaut a celle de X,
(Exp. XXII, 1.1).
Par dualité, on en déduit un X_, € T'(S,g~*)* et un isomorphisme

P—a: Ga,S e Pfoz
qui est le contragrédient du précédent (Exp. XXII, 1.3). On posera (Exp. XX, 3.1)
Wo = Wa(Xa) = pall) p-al—1) pa(l) = p—a(—1) Pa(l) p-a(-1).

On a alors (loc. cit. 3.1, 3.7)

Nous utiliserons systématiquement les notations précédentes dans la suite.

Définition 1.3. — Soient S un préschéma, (G, T,M,R, A, (X,)) et (G/,...) deux S-
groupes épinglés. On dit que le morphisme de groupes déployés (Exp. XXII, 4.2.1)

f:G—G

est compatible avec les épinglages, ou définit un morphisme de groupes épinglés si
(notations de loc. cit. ) u(A) = A’ et si, pour tout o € A, on a

flexpa(Xa)) = exPya)(Xiy(a))s e flua) =upy.

(N.D.E. : La notation v pour 'application R — R’ n’est pas trés heureuse. ..
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1.4. Sion note g(a) lentier de loc. cit., on a donc

f(pa(z)) = P;L(a)(zqm)) pour «€ A,

donc aussi

f(p—a(x)) = pLu(a) (‘rQ(a))7
flwa) = w;(a)'
Rappelons (Exp. XXII, 4.2) que I'on a pour tout « € R, et tous z € G, (S'), t € T(S') :

F0*(2) = (u(@)*(2) " = u(a)* (z4),
u(@)(f(£)) = a(t)2®.

1.5. Appelons donnée radicielle épinglée une donnée radicielle munie d’un systéme
de racines simples, et p-morphisme de données radicielles épinglées un p-morphisme
de données radicielles (Exp. XXI, 6.8) transformant racines simples en racines simples.

Si G est un S-groupe épinglé, on note Z(G) la donnée radicielle épinglée corres-
pondante (c’est la donnée radicielle de Exp. XXII, 1.14 munie de A). Soit p Uentier
défini en Exp XXII, 4.2.2. On a alors

Scholie 1.6. — G — Z(G) définit un foncteur de la catégorie des S-groupes réductifs
épinglés dans celle des données radicielles épinglées (avec p-morphismes).

1.7. Les groupes épinglés Zr,. — Soit A; une partie du systeme de racines
simples A du groupe épinglé G. Soit T, le tore maximal de naEAl Ker(r1) ; posons

Za, = Centr(Ta,).
Notons R’ =Z-A1NR; on sait (Exp. XXII, 5.10.7) que Za, est un S-groupe réductif,
de radical Ta,, que (T,M,R’) en est un déploiement et A; un systéme de racines

simples. Il en résulte que (Za,, T,M,R’, A1, (X4 )aca, ) est un S-groupe épinglé. Nous
munirons toujours Za, de cet épinglage. En particulier, on considérera les groupes
Za = Lia}; Zap = Liapy-
On notera Ba, = B N Za, ; on sait (loc. cit. ) que c’est le sous-groupe de Borel
canonique de Za,, et que sa partie unipotente est Uan, = UNZa,. En particulier, on
a
B, =T Pg, U, =P,.
On notera
Uap = Ugapy =UNZas = ] Py,
YEALB
ol A, est ’ensemble des racines positives combinaison linéaire de « et de f3.

Soit maintenant f : G — G’ un morphisme de S-groupes épinglés. Siu : R — R/ est
la bijection correspondante et si Ay est une partie de A, u(A;) = A} est une partie
de A’, et il est clair que f envoie Ta, dans T’A,17 donc Za, dans Z’A,l. Le S-morphisme
correspondant

fay i Zay — Zyay)
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est compatible avec les épinglages canoniques; il définit un morphisme de données
radicielles épinglées

et les morphismes M’ — M sous-jacents & Z(f) et Z(fa,) coincident.

1.8. Etude du groupe Norm(T). — Pour chaque couple («, ) de racines
simples, notons n,g 'ordre de I'élément s,sg du groupe de Weyl W. En particu-
lier, on a nye = 1. On a donc (wawg)™# € T(S).

Définition 1.8.1. — Pour tout (o, ) € A x A, on pose
tap = (Wawg)">? € T(S).
De plus, on pose (Exp. XX, 3.1)
to = taa = w2 = a*(—1) € T(S).
Proposition 1.8.2. — Soit H un S-foncteur en groupes transformant sommes directes
de préschémas en produits (par exemple un faisceau pour la topologie de Zariski).

Soient
fr:T—H
un morphisme de groupes et hy (o € A) des éléments de H(S). Pour qu’il existe un
morphisme de groupes (nécessairement unique)
fx i Normg (T) — H
qui induise fp sur'T et tel que f(wy) = ho pour o € A, il faut et il suffit que les deuz
conditions suivantes soient vérifiées :
(i) Pour tout @ € A, on a

fr(sa(t)) = hafr(t)hg!
pour tout t € T(S'), S — S (i.e. fr o s, =int(hy) o fr).
(ii) Pour tout (o, 3) € A X A, on a

fr(tas) = (hahp)™?.

Munissons en effet (Sch) de la topologie ¢ engendrée par la prétopologie dont les
familles couvrantes sont les sommes directes; I’hypothese de 1’énoncé dit que H est
un %-faisceau. Soit L le groupe libre de générateurs (mq)acr et L1 le sous-groupe
invariant engendré par les éléments (mqmg)™s, (o, 3) € A x A. Soit g : L — W
le morphisme défini par g(mq) = So; on sait (Exp. XXI, 5.1) que ¢ induit un iso-
morphisme § de L/L; sur W. Faisons opérer L sur T par I'intermédiaire de g (ou, ce
qui revient au méme, par mgy -t = s,(t)). Soit Lg le groupe constant défini par L,
considérons le produit semi-direct T - Lg = N pour l'opération précédente. On a un
morphisme de S-groupes

h: T-Lg =N — Normg(T)
unique tel que h(mgy) = wa, A(t) =t pour tout t € T(S'), S — S. Soit N le sous-
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faisceau en groupes distingué de N engendré par les
t;é - (mqmg)"e?, (o, B) € A x A.
On a évidemment Ny C Ker h ; considérons le morphisme induit
hi : N/Ny — Normg (T).
Prouvons que hi est un isomorphisme. Comme h induit sur T I'immersion canonique
qui est un monomorphisme, le morphisme canonique
T — N/Nj.
est également un monomorphisme, donc induit un isomorphisme de T sur TN /Nj.

Pour la méme raison hy induit un isomorphisme de TNy /Nj sur T ; pour prouver que
h1 est un isomorphisme, il suffit donc de vérifier que le morphisme correspondant

hg : N/TN; — Norm(T)/T
est un isomorphisme. Or TN; est le sous-%-faisceau en groupes distingué de N en-

gendré par T et les (mqmg)™®, c’est-a-dire le sous-%-faisceau engendré par T et Ly,
c’est-a-dire T - (L1)s. Le morphisme hy s’identifie donc au morphisme

g: LS/(Ll)S — Wy
qui est un isomorphisme par construction.

La démonstration de 1.8.2 est maintenant facile; les conditions sont évidemment
nécessaires ; prouvons qu’elles sont suffisantes. La condition (i) montre qu’il existe un
morphisme

u:N—H

tel que u(mg,) = ho pour a € A, et ult = fr. La condition (ii) dit que w s’annule sur
Ni, ce qui entraine aussitot le résultat.

1.9. Fidélité du foncteur . —

Proposition 1.9.1. — Le foncteur % de 1.6 est fidéle : si
frg:G=G
sont deux morphismes de groupes épinglés tels que Z(f) = %(g), alors f = g.

En effet, f et g coincident sur T, P, (@ € A) et P_, (o € A); il suffit donc
d’appliquer :

Lemme 1.9.2. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif épinglé, H un S-
préfaisceau en groupes, séparé pour (fppg). Soient

f,g:G=H

deux morphismes de S-groupes. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f=g.

(ii) f et g coincident sur T, sur chaque P, (o € A), sur chaque P_, (a0 € A).

(i) f et g coincident sur'T, sur chaque Py (oo € A) et f(wy) = g(wy) pour chaque
o€ A.

270



271

272

172 EXPOSE XXIII. GROUPES REDUCTIFS : UNICITE DES GROUPES EPINGLES

En effet, (i) = (ii) est trivial, (ii) = (iii) résulte aussitot de la définition de wq
(1.2). Reste a prouver (iii) = (i). Si a € R, il existe une suite {a;} C A avec o =
SaySas ' Say, (ny1) donc

Pa = int(wal e wan)Pocn+1a

ce qui prouve que f et g coincident sur chaque P,,. Il s’ensuit que f et g coincident
sur 2, donc coincident (Exp. XXII, 4.1.11).
Remarque 1.9.3. — Si G est semi-simple, on peut, dans (ii) et (iii) supprimer I’hypo-

these que f et g coincident sur T. En effet, G est engendré comme faisceau (fppf) par
les Py, a € R (Exp. XXII, 6.2.2 (a)).

2. Générateurs et relations pour un groupe épinglé

Dans cette section, on se fixe un S-groupe épinglé G. Si o, € A, on emploiera les
notations Za, Zag, Uag, Aap de 1.7.

Théoreme 2.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé, H un S-faisceau en
groupes pour (fppf). Soient

fx : Normg (T) — H,

fa : Pa — H, [ RS R,

des morphismes de groupes. Pour qu’il existe un morphisme de groupes (nécessaire-
ment unique)

f:G—H
prolongeant fx et les fo ( € R), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
satisfaites :
(i) Pour tout o € A et tout f € R, on a

int(fx(wa)) 0 fs = fso(s) © Inb(wa).
(ii) Pour tout o € A, il existe un morphisme de groupes

F,:7Z,—H

prolongeant fo, f-a et fxlyom, (1)-

(iii) Pour tout couple (o, B) € A X A, il existe un morphisme de groupes Uyg — H
induisant f, sur P, pour tout v € Aqp (i.e. P, C Uyp).

2.1.1. — Démonstration. Les conditions de ’énoncé sont évidemment nécessaires.
Choisissons d’autre part une structure de groupe totalement ordonné sur I'o(R) de
maniére que les racines > 0 soient les éléments de R (Exp. XXI, 3.5.6) ; tout produit
indexé par une partie de R sera pris relativement a cet ordre. Notons fr la restriction
de fn a T et considérons le morphisme

f:Q—H
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défini ensemblistement par

f H Yo T~ H Ta :Hfa(ya)fT(t)Hfa(za)

a€R_ a€R 4

Tout morphisme vérifiant les conditions de 1’énoncé doit prolonger f; d’autre part
tout morphisme de groupes f : G — H prolongeant f prolonge aussi fx : en effet,
prolongeant f, et f_,, il vérifie f(ws) = Fo(wa) = fx(wy) et il prolonge fr par
hypothese. Par Exp. XXII, 4.1.11 (ii), on est donc ramené & prouver :

Proposition 2.1.2. — Le morphisme f : Q0 — H défini ci-dessus est « génériquement
multiplicatif » ; plus précisément, pour tout ' — S et tout z, y € Q(S') tels que
zy € QS'), on a f(zy) = f(x)f(y).
Lemme 2.1.3. — Sin € Norm(T)(S'), S — S, et si a, 8 € R avec int(n)P, = Pg,
i.e.(a) =06, on a

int(fn(n)) o fa = fs o int(n).

En effet, il suffit de vérifier la formule pour un systeme de générateurs du faisceau
Norm (T); elle est vraie pour chaque w,, a € A (par (i)), il suffit donc de le faire
pour n € T(S'). Cest trivial par (ii) si « est simple; sinon, on prend un w € W tel
w~ () € A; écrivant w comme produit de symétries fondamentales, on est ramené a

prouver que si la formule est vraie pour «a et pour tout n, elle est aussi pour wq, ()
et t € T(S') ot g € A. Or, par (i), on a :

int(fx(t) © fu,, (@) = int (fx(twa,)) © fo o int(w,,))

= Sy (a) © Nt (twa,) © int(w,)).

Lemme 2.1.4. — La restriction de f a U (resp. U™) est un morphisme de groupes. En
particulier, cette restriction est indépendante de l'ordre choisi sur les racines.

11 suffit de faire la démonstration pour U. En vertu de Exp. XXII, 5.5.8, il suffit de
vérifier que pour tout couple a < 3 de racines positives, on a pour tous z, € P, (S'),
zg € Pg(s'), S — S,

fo(xp) fa@a) folag") = f(wprany').
En vertu de Exp. XXII, 5.5.2 il existe des z, € P,(S) (v =ia+j8 € R,i,j > 0) avec

-1
TRTaly = Ha:v,
gl

et on doit donc vérifier la relation

fﬁ(xﬁ)fa(xa)fﬁ@gl) = H fy ().
y=ia+js
§,5>0
Par Exp. XXI, 3.5.4, il existe un w € W tel que w(a) = ag € A, w(f) € Ayp,
(notations de 1.7) ou By € A. Relevant w en un n € Norm (T)(S) (par Exp. XXII,
3.8) il suffit de vérifier la relation précédente apres conjugaison par fx(n). Par 2.1.3,
on est donc ramené au cas ou «, 8 € Ay, g,, cas ot on conclut par la condition (iii).
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Lemme 2.1.5. — Soit n € Normq(T)(S) tel que int(n)U = U~ (i.e. que T soit la
symétrie du groupe de Weyl ?) (Exp. XXI, 3.6.14)). Pour tout u € U(S'), ' — S
(resp. ue U (S), S = S), ona
flrun™) = fx(n) f(u) fu(n™?).
Immédiat par 2.1.3 et 2.1.4.
Lemme 2.1.6. — Soient u € B(S'), ve B~ (%), g € Q(Y), ' — S. Alors
flugu) = f(v)f(9)f(w).

En effet, posons v = vity, g = vataus, u = tzus, avec v; € U~ (S'), t; € T(S),
u; € U(S). On a
) f(9)f(u) = fv1) fr(tr) f(v2) fr(ta) f(uz) fr(ts) f(us),
d’une part et
flogu) = f(ortivaty titatsty tustzus)
= f(v1 - tyoat] h) fr(tatats) (5 tuats - us).

Utilisant 2.1.4 pour décomposer les deux termes extrémes de cette derniere expression,
on obtient

Flogu) = f(v1) f(troaty ) fr(titats) f(t5 M usts) f(us).
On est alors ramené aux formules évidentes
fltivatyh) = fr(ta) f(v2) fr(tr) ™"
F(t5  usts) = fr(ts) ™' f(ua) fr(ts),
qui résultent de la définition de f et de 2.1.3.
Lemme 2.1.7. — Soient o € A et g € Q(S') Nint(w,)1Q(S’), " — S. Alors
Flwagwg) = fr(wa) f(g) fn(wa) "
En effet, soit g € Q(5'), S’ — S. Ecrivons
f=ax_otxyb,

a€U_#(8), 24 €P_o(S),t € T(Y), 24 € Pa(S), b € Ux(S') par Exp. XXII, 5.6.8.
Par 2.1.3, 2.1.4 et le fait que s, permute les racines positives # « (cf. Exp. XXI,
3.3.2), int(wy)a € U_#(S), int(wy,)b € Ux(S’) et la formule & démontrer est vraie
pour g = a ou g = b. Par 2.1.6, on est donc ramené a démontrer 1’assertion cherchée
lorsque g = otz € Za(S'). Mais alors « tout se passe dans Z,, » et on conclut par
la condition (ii) de 2.1.

Lemme 2.1.8. — Soit n € Norm (T)(S). Pour tout " — S et tout g € Q(S') tel que
int(n)g € Q(S"), on a
flngn™") = fx(n) f(g) fn(n) ™"

(2)N.D.E. : relativement & A
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C’est trivial si n € T(S) (par 2.1.3). Les deux membres de la formule précédente
définissent des morphismes de 2 N int(n)~1Q dans H; pour vérifier qu’ils coincident,
il suffit de vérifier qu’il existe un ouvert V,, de €2, contenant la section unité tel que
int(n)V,, C Q, et que f oint(n) et int(fx(n)) o f coincident sur V,. En vertu de la
structure de Norm (T), il suffit de prouver que si ’assertion précédente est vraie pour
un n’ € Normg (T)(S) et si a € A, elle est vraie pour n = n’w,. Posons

V,, = QnNint(wy) 'V, .
On a int(n)V, Cint(n')V,, CQ. Sige V,(5),ona
int(n)g = int(n’) int(wy)g.
Or int(wy)g € V,r (S'), donce par hypothese
F(int (') int(wa)g) = it f (n')) (int (1w )g)
comme int(wey)g € Q(S), on peut appliquer 2.1.7, qui donne
f(int(wa)g) = int(fx(wa))f(9),
et on conclut aussitot.
Démontrons maintenant 2.1.2. Soient x, 2’ € Q(S’) ; écrivons comme d’habitude
x = vtu, ="t
d’ol
xz' = vt(uw )t
Par 2.1.6 et la relation U~ (S")Q(S")U(S") = Q(S’), on est ramené & prouver que si
wv’ € Q(S'), on a f(uv') = f(u)f(v'). Soit n € Normg (T)(S’) comme dans 2.1.5 (ii).
On a
F(w) = fu(m) =L f(mun=) f (),
F') = fun) 7 f'n =) f(n),
par loc. cit., d’oll
) ) = fu ()~ f (nun=) f(n'n =) fg(m).
Mais nun=! € U~ (S'), nv'n=! € U(S’), de sorte que
fun™) f(mv'n™Y) = f((nun™")(m'n™1)) = f(nuw'n™"),
ce qui donne
F)f(') = fu(n) ™ flnuv'n™) fu(n).
Si uv’ € Q(S'), on peut appliquer 2.1.8 et on a terminé.
Remarque 2.2. — Au lieu de se donner fy, on peut se donner un morphisme de

groupes fr : T — H, des sections h, € H(S) (o € A), vérifiant les conditions de
1.8.2. 11 faut alors remplacer la condition (ii) du théoréme par

(ii") 11 existe un morphisme de groupes F,, : Z, — H qui prolonge

fos foas fr et vérifie Fo(wy) = hq.
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Nous allons maintenant donner au théoreéme précédent une forme plus explicite.
Gardons les notations précédentes.

Théoréme 2.3. — Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé. Soient H un S-
faisceau en groupes pour (fppf),
fr: T—H,

fa: Py —H, a€e A
des morphismes de groupes et
he € H(S), (€ A),
des sections de H. Pour qu’il existe un morphisme de groupes
f:G—H

(nécessairement unique) induisant fr et les fo (v € A) et vérifiant f(wy) = by pour
tout o € A, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Pour tout S" — S, tout t € T(S'), tout o € A et tout x € Po(S'), on a

(1) fr(®) fa(z) fr(t)™" = falint(t)z).
(ii) Pour tout a € A, tout S" — S, tout t € T(S'), on a
(2) hafr(t)hat = fr(sa(t)) = fr(t-a*a(t)™).
(iii) Pour tout (o, 8) € AX A, on a
3) (hahp)"*? = fr(tap)-
278 (iv) Pour tout o € A, on a (rappelons qu’on note uq, = exp,,(Xa)).
(4) (hafa(ua))3 =e.

(v) Pour tout (o, ) € A x A, a # 3, il existe un morphisme de groupes
fap:Ugp — H

vérifiant les deux conditions suivantes :

a) On a
(5) faglpo = fa faplps = f5,

b) Pour tout v € Ang, v # o (resp. v # 3), et tout x € P(S'), ' — 'S, on a
(6) int(ha)fap(x) = fap(int(wa)z),

(resp.  int(hg)fas(z) = fap(int(we)x)).

Démonstration. L’unicité est claire par 1.9.2. Prouvons ’existence.

Lemme 2.3.1. — Il existe un morphisme de groupes
fn o Norm (T) — H
prolongeant fr et vérifiant fx(ws) = he-

279 C’est en effet ce qu’affirme 1.8.2, compte tenu des conditions (2) et (3).
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Lemme 2.3.2. — [l existe un morphisme de groupes
Fo:%Z, — H, a €A,
prolongeant fr, fo et vérifiant Fo(wa) = ha, donc prolongeant fmmza (T)-
C’est clair par Exp. XX, 6.2 et les conditions (1), (3) et (4).
Lemme 2.3.3. — Pour tout (o, 3) € A X A, o # 3, tout n € Normy (T)(S) tel que

() = a (resp. n(a) = B), i.e. int(n)Py = P, (resp. int(n)P, = Pg), tout ' — S et
tout © € Po(S'), on a

int(fx(n))fo(@)
resp.  int(fx(n))fa (@)

fa(int(n)x)
fa(int(n)z).

En effet, il existe un ¢t € T(S) et une suite {a;} C {«, 8} tels que n = twey, -+ Wa, -
La condition est vérifiée pour n = t par la condition (1). On peut donc supposer
N = Wq, ' Wa, . Faisons la démonstration par récurrence sur k, i.e. supposons l'as-
sertion prouvée pour tout n qui s’écrit comme un produit de moins de k — 1 symétries
fondamentales (et vérifie les hypotheses du lemme). Considérons les racines

Vi = Syt Say (cv).
Si tous les ; sont positifs, i.e. € Ayg, on peut appliquer la condition (v) de 2.3.;

prenant les notations de 2.3 (v), on conclut aussitét par récurrence que

int (fN(wai . -wal))fa(ac) = fap(int(wy, ... wa,)x),

soit pour ¢ = k la propriété cherchée. Si tous les ; ne sont pas positifs, il existe indice
7 < k tel que
v €Ry, 41 € Ry
Comme 7j11 = 54,(7;), il s’ensuit aussitot que v; = a;, par Exp. XXI, 3.3.2, donc
que 7; est a ou 3, et on peut décomposer n en
n=n"-n",
n/ = Way, " Way s

4
n :wa]'"'w()qa

n’ et n’ vérifiant les hypotheses du lemme et étant produit de moins de k—1 symétries,
donc vérifiant par I’hypothese de récurrence la conclusion du lemme.

Lemme 2.3.4. — Soit a € R. Si n,n' € Normq (T)(S) et 8,0 € A vérifient n(a) = 3
etn’(a) =0, ona

int (fT(n)*l) fa(nzn™t) =int (fT(n’)*l) far(n' xn/™1),
pour tout € P, (), ' — S.
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11 suffit de vérifier que si n(a) = 3, o, B € A, alors int(fr(n)) o fo = fg o int(n).
Or d’apres le lemme de Tits (Exp. XXI, 5.1), il existe une suite de racines simples
ayg =, aq,...,0, = 0, une suite d’éléments w; € W, i=0,1,...,m — 1, avec

N = Wp—1 - Wo,

wi(ai):ai-‘rla i:0717"'m_15
la condition suivante étant en outre vérifiée : pour tout ¢ = 0,1,...m — 1, il existe
une racine simple (; telle que

w; € Wa7/37, ;41 = Q5  OUu ﬂz
On est alors ramené par récurrence au cas traité dans le lemme précédent.
Lemme 2.3.5. — Il existe une famille fé, v € R, de morphismes de groupes f(/ Py —
H vérifiant

(i) Pour a € A, on a f,, = fo et f, =Falp_, o0 F, est défini dans 2.3.2.

(ii) Pour a, B € A ety € Aug, on a f1 = faplp,-

(iii) Pour tout n € Norme (T)(S) et a, B € R tels que Ti(a)) = 3, on a

int(fx(n)) fo(x) = f5(int(n)z)
pour tout z € P, (S), ' — S.

Pour toute racine « € R, il existe un n € Norm, (T)(S) tel que 7i(«) € A. Définis-
sons alors f! (z) comme l'expression de 2.3.4. Celle-ci est indépendante du choix de n
et f! est bien un morphisme de groupes. La propriété (iii) est vérifiée par construc-
tion. La premiere assertion de (i) est claire (prendre n = e), la seconde aussi (prendre
n = w, et appliquer 2.3.2); s1 v € Ayg, (o, 5 € A), il existe n € Normg (T)(S) tel
que 7(t) = a ou @; on applique alors (iii) et les conditions (5) et (6) et on a prouvé
(ii).

2.3.6. — Démontrons maintenant le théoréme en prouvant que les conditions de 2.1
sont vérifiées, pour les morphismes fy et f., « € R.

2.1 (i) résulte de 2.3.5 (iii),
2.1 (ii) résulte de 2.3.5 (i) et 2.3.2,
2.1 (iii) résulte de 2.3.5 (ii) et du fait que f,3 est un morphisme de groupes.

Un corollaire évident est :

Corollaire 2.4. — Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé de rang semi-simple
> 1, H un S-faisceau (fppf) en groupes. Pour chaque (o, 3) € A x A, soit

Fog:Zop — H
un morphisme de groupes. Pour qu’il existe un morphisme de groupes
f:G—H
indutsant les Fog, il faut et il suffit que pour tout (o, ) € A x A, on ait
Foslz, = Faa-
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La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la vérifiée. Posons fr = Foq|T
(qui ne dépend pas de a, car Foo|r = Fop|r = Fgg|r). Posons

Pa = FOéa|Pa7 ha = Faa(wa)a faﬁ = Faﬁanﬁ'

Les conditions de 2.3 sont évidemment vérifiées : (1), (2), (4) «se vérifient » dans Z,,
(3), (5) et (6) dans Z,g. Il existe donc un morphisme f : G — H prolongeant fr, les
fa, c € A et vérifiant f(wqa) = hq; il coincide avec Fog sur des générateurs de Zqg,
donc vérifie f|z,, = Fagp.

On a également le corollaire technique suivant :

Corollaire 2.5. — Soient S un préschéma, G et G’ deux S-groupes épinglés de rang
semi-simple 2, ¢ un entier > 0 tel que x — z?¢ soit un endomorphisme de G, g,
h: Z(G) — Z(G) un g-morphisme de données radicielles épinglées. Choisissons
pour chaque o € Ry un X, € I'(S,g%)* et un X’u(a) € I'(S, g’™))* (prolongeant les
choizx canoniques pour o € A. Supposons réalisées les conditions suivantes :

(i) Si A ={a, B}, on a Ds(h)(tas) = t;,0)u(s)-
(ii) Pour tout o € A et tout B € Ry, B # a (d’ot s4(8) € Ry), si z € Gy (S) est
défini par
Ad(’wa)Xg = sza(ﬁ)v
on a ausst
/ 1 _ 9B~
Ad(wy o)) Xu) = 277 X508
(iii) Il existe un morphisme de groupes f : U — U’ tel que pour tout « € Ry, on
ait pour tout © € G4(S'), S' — S.

flexp(aXa)) = exp(a?X], )
Alors il existe un morphisme de groupes épinglés G 2 G’ tel que Z(g) = h.
En effet, on définit f, : P, — G’ par
falexp(aXa)) = exp(z9X, ));

on pose fr = Dg(h), hq = w;(a). Les conditions de 2.3 sont vérifiées (remarquer que
q(sa(B)) = q(B) (Exp. XXI, 6.8.4) et que l'on a toujours Dg(h)(ts) = t/

u(a)) €t on

conclut aussitot.

Remarque 2.6. — On peut préciser ainsi la condition (v) de 2.3. On doit d’abord
vérifier :

(a) Pour tout mot en w, et wg tel que le mot correspondant transforme o ou 3 en
«a ou 3, la relation du type 2.3.3 correspondante est vérifiée. En fait la démonstration
de 2.3.3 montre qu’il suffit de le vérifier pour les mots en w,, et wg qui sont minimaux
(au sens que tout sous-mot initial non trivial ne vérifie pas les conditions imposées).

Si la condition (a) est vérifiée, on peut maintenant définir pour chaque v € A,g
un fy : P, — H comme en 2.3.5; on doit alors écrire :
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(b) Le morphisme
U= [[] P, —H
’YEAaﬁ
défini par les f, est un morphisme de groupes. Par Exp. XXII, 5.5.8, (b) est entrainé
par :
(b") Le morphisme précédent respecte les relations de commutations entre P, et
Ps pour 7,0 € Ayg, v > 0 (ie., les relations en C, ; s de Exp. XII, 5.5.2).

11 est clair que réciproquement, ’ensemble des conditions (a) et (b’) est équivalent
a (v).

On peut méme réduire les conditions précédentes & des conditions portant unique-
ment sur les éléments hq, hg, fo(ta), f3(ug) de H. Une condition du type (a) s’écrira
par exemple, si 5,5354(0) = a :

(1) int(hahﬁha)fﬂ(x) = fa(int(wawﬁwa)x)§

pour tout z € P, (S’), " — S. En particulier, pour = ug, on a int(wawawe)ug = u?
pour une certaine section z de G,,(S), et la relation précédente donnera

(1) int(hahgha)f(us) = fa(ua)®

Montrons que réciproquement, en tenant compte des conditions (i) & (iv) de 2.3, (1')
entraine (1). Si t € T(S'), S’ — S, faisons opérer int(t) sur (1’); tenant compte des
conditions (i) et (ii), on obtient (1) pour = = int(t)ug = ug(t). 11 suffit de remarquer
maintenant que 8 : T — G, s est fidelement plat, donc que la condition (1) est
certainement vraie pour x € P,(8)*, S’ — S. Comme elle est additive en z et que
toute section de P, s’écrit localement comme somme de deux sections de P}, on en
conclut bien que (1) + (i) + (i) = (1).

On raisonne de méme avec les conditions du type (b). Il faut alors se servir du fait
que si v et 7/ sont deux racines positives distinctes (et donc linéairement indépendantes
sur Q), le morphisme T — an’s de composantes 7y et 7' est fidelement plat. Nous
laissons au lecteur les détails de cette transposition.

3. Groupes de rang semi-simple 2
3.1. Généralités. —

Lemme 3.1.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé, a et 5 deuz racines
de G, avec a+ (8 # 0.

(i) Sia+8¢R, ona
exp(Xq) exp(Xg) = exp(Xg) exp(Xa)
pour tous X, € W(g®)(S'), X5 € W(g?)(9'), S’ — S.
(ii) Si o+ B et a — 3 ne sont pas racines, on a
W (2a) eXp(Xﬁ)wa(za)_l = exp(Xp)
pour tous Xz € W(g?)(5), 2o € W(g*)*(S'), S’ — S, et
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Wa(za)wp(28) = wp(28)wa(za)
pour tous zo € W(g*)*(S) et z, € W(g?)*(5'), S’ — S.

(iii) Soient X, € W(g®)*(S'), X5 € W(g?)*(S'), et w € Normg (T)(S") tels que
w(a) = B ; définissons z € G, (S) par

Ad(w)X, = 2X3.
Alors
int(w) exp(zXq) = exp(xzXg),
int(w) exp(yX, ') = exp(yz~'X3"),
int(w)wa (Xa) = 57 (2)ws(Xp).
En particulier, si z = £1, on a
int(w)wa (Xe) = wa(Xg)?.
(iv) Si on pose t, = a*(—1), tg = f*(—1), on a
Saltg) =t 87, B(ta) = (-1,

Démonstration. (i) résulte aussitot de Exp. XXII, 5.5.2, (ii) de Exp XX, 3.1 et de
(i) appliqué a (58, @), (8, —a), (=8, a), (—8, —«), (iii) est évident sur les définitions;
pour la dernitre assertion de (iii), remarquer que 3*(—1) = wg(Xg) 2. Enfin, (iv) est
trivial.

Proposition 3.1.2 (Groupes de type A; x Aj). — Soient S un préschéma, G un S-
groupe épinglé de type A1 x Ay, notons A =Ry = {a, 5}.

(i) On a

tap = (wawp)® = tatg = (Wpwa)* = tga.
(ii) On a

Ad(wa)Xﬁ = Xﬁ, Ad(u}g)XQ = XQ.

(i) P et Py commutent (i.e. U est commutatif).

En effet, par lassertion (i) du lemme, on a

WaWp = WpWe,

d’ot (wawp)? = wiw% = totg, soit (i). Par 'assertion (ii) du lemme, on a également

(ii) ; enfin (iii) est assertion (i) du lemme.

3.1.3. — Explicitions ici la condition (v) de 2.3. En utilisant la méthode exposée en
2.6, on obtient les deux groupes de conditions suivants; en posant v, = fq(uq ), pour
a€A:

ha’t}ghgl =
(A) {h 21 g (B) vav5 = vgvq.
gvahﬁ Vo

287
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3.2. Groupes de type Ay, —

Proposition 3.2.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé de type Ao, notons
A= {aaﬁ}7 R+ = {avﬁva"’_ﬁ}'
288 (i) On a
tap = (Wawp)® = e = (Wpwa)® = tga.
(ii) Posons Ad(wg)Xy = Xatg. Alors
Ad(wa)X,g = —Xa+5, Ad(wa)Xa_,_g = Xﬁ, Ad(wﬂ)XOé-‘rﬁ = —Xa.
(iii) Posons pa+p(x) = exp(aXatg) = int(wg) pa(z). On a :
P3(y) Pa(®) = pa(®) Pp(Y) Pass(ry).

3.2.2. — La démonstration occupe les numéros 3.2.2 & 3.2.7. D’abord, on a (8*,a) =
(a7, 8) = -1, don aftg) = B(ta) = —1.
Posons Ad(wg)Xqe = Xats; on a aussitot

Ad(wg)Xa+5 = a(tB)Xa = —Xa.
Posons

Ad(wa)Xg = 2Xa48, 2 € Gp(S),
d’ot

Ad(we)Xass = B(ta)z ' Xg = —271X5.

Nous savons (Exp. XXII, 5.5.2), qu’il existe une unique section A € G, (S)telle que

(+) P(Y) Pa(®) = Pa(2) P(Y) Pats(ATy).
Il s’agit donc pour prouver (ii) et (iii) de montrer que A = —z = 1.

289  3.2.3. — Faisons opérer int(wg) sur la formule (+) précédente, on obtient :
(++) P—5(=Y) Patp() = Patp(2) P-p(~y) pa(—Azy)

3.2.4. — Par définition de p,g, on a
wp Pa(2) ws' = patp(e),
ce qui s’écrit
ps(1) p—p(=1) ps(1) pa(x) p3(=1) p—5(1) ps(=1) = Pat ().
Comme pg et pa+p commutent, o + 28 n’étant pas racine, cela s’écrit aussi
ps(1) pa(x) ps(=1) = p-p(1) pats(x) p-p(—1).
Utilisant maintenant (+) dans le premier membre et (++) dans le second, on obtient :
Pa () ps(1) Patp(Az) pp(—1) = patp(x) p-s(1) pa(Az) p-p(—1),
ce qui, a + 23 et a — B n’étant pas racines, s’écrit

Pa(Z) Pa+(AT) = patp(x) pa(Az).
Comme 2a + § n’est pas racine, ceci donne A = 1.
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3.2.5. — Faisons maintenant opérer int(w, ) sur la formule (+), on trouve, en utilisant
le fait que A =1,

(+++) Pat8(2Y) P—a(—2) = pa(—2) pats(2y) ps(—2 " ay).

3.2.6. — Ecrivons maintenant comme tout-a-1’heure

wapp W)Wy = pats(zy),
soit 290
Pa(1) ps(Y) Pa(—1) = P—a(1) Pats(2y) P—a(—1).

Utilisant maintenant (4) et (++4), cela s’écrit aussi

P5(Y) Pa+s(—Y) = Pa+s(2y) ps(—2""y),
et donne donc z = —1.
3.2.7. — On a donc prouvé (ii) et (iii), prouvons (i). On a
Wawgta = Wawswy wh = Wil gta,
d’ou

WRWWRWaWE = w,@w;igtawg = wgw;}rﬁwgl - 5p(ta) - tg =

=W talp -t = Wate = W,

ce qui donne
(wawp)® = (wpwa)® = e,

ce qui acheve la démonstration.

Remarque 3.2.8. — La condition (v) de 2.3 se traduit ici par (notant v, = fo(ua)) :

VU = Vg - hﬁ’l}ahgl,
(&) havs'he' = hgvahs! (B) s~ hgvahy' = hgvahy' - vs,
Va - hﬂvahlgl = hﬁvahlgl “Vq-

Posant vo4+5 = int(hg)va, les trois derniéres conditions s’écrivent aussi 291

V3V = Vo U3Va+43,
(B) VaVa+p = Va+B8Va;
VgVa+p = Vat+pVs-
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3.3. Groupes de type B;. —

Proposition 3.3.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé de type Bo, notons
A= {aaﬂ}; R+ = {Oé,ﬁ70[+,8,206+ﬁ}.
(i) On a
tap = (waw5)4 =tq = (wgwa)4 = tga-
(ii) Si on pose
Ad(wg)Xa = on+67 Ad(wa)Xﬁ = X2a+5,
on a:
Ad(wa)Xa+s = —Xats,
Ad(wa)X2a+g = Xﬁ,
Ad(wg)Xa+5 = —Xa,
Ad(wp)Xz2a48 = Xoa+s-
(i) Posons pa+p(x) = exp(aXatg) = int(wg) pa(z)
Prats(®) = exp(aXsa+s) = int(wa) ps(e).

Alors :
5 (Y) Pa (@) = Pa(®) P5(Y) Pats(2Y) P2ats(=®y),
Pa+8(Y) Pa(2) = Pa(2) Pa+s(Y) P2ats(22Y).
3.3.2. — La démonstration occupe les numéros 3.3.2 & 3.3.6. On a (f*,a) = —1,

(o*,B) = =2, d’ou atg) = —1, B(ta) = 1. Notons en passant que 3(to) = a(ts) =1,
ce qui montre que t, est une section de Centr(G). Posons

Ad(wg)Xa = Xatg,  Ad(wa)Xp = Xaa+s-
On a aussitot
Ad(wp)Xa1p = a(tp) Xy = —Xa,
Ad(wa)Xoars = B(ta)Xs = Xs.

Comme (2a+ ) + (B et (2a+ 3) — 5 ne sont pas racines, on a

Ad(wp)X2a+s = Xaa+s-
Il existe un scalaire k € G, (S)tel que

Ad(wa)Xots = kXotp-
D’autre part, par Exp. XXII, 5.5.2, il existe des sections A, B, C € G,(S)telles que
(1) P5(Y)Pa(®) = Pa(@)ps(y)Parts(Ary) prats(Ba?y),
2) Pa+p(Y) Pa(T) = Pa(T) Patp(y) P2a+p(Cry).
I s’agit donc, dans (ii) et (iii), de prouver A=B=1,C=2k= -1

(3)N.D.E. : Tenir compte ici des remarques de Serre ...
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3.3.3. — Faisons opérer int(w,,) sur la formule (2). On trouve

(3) P20+6(Y) P—a(~2) = P—a(~2) P2a+5(Y)Pa+s(Akzy)ps(Ba®y).

Transformant de méme (2), on obtient

(4) Patp(ky) P-a(—2) = p—a(~2) Pa+s(ky) ps(Czy).

Transformant (1) par int(wg), on a 293
(5) P-5(=Y) Pa+5() = Patp(2) p—p(=Yy) Pa(—AzY) p2ats(Ba’y).

3.3.4. — Ecrivons
wapa(X)wy' = pats(e).
Comme « + 23 n’est pas racine, cela donne
ps(1) pa(x) ps(—=1) = p-p(1) pa+s(z) p—p(—1).
Utilisant (1) au premier membre et (5) au second,
Pa (@) pp(1) Pat 5(AZ) paa+ s (Ba?) pp(—1) =
Patp(®) p—5(1) Pa(AZ) paats(—Ba?) p_p(—1).

Comme pg commute & pa4g et paayp d'une part, et p_g commute a p, et paa4g
d’autre part, cela s’écrit

Pa(x) Pa+p (Ax) P2a+p (B$2) = pa+ﬂ(z) Pa(Ax) p2a+ﬁ(_B$2)'

Transformant le second membre par (2),

Pa (37) Pa+p (Ax)p2a+5 (sz) = Pa (Ax)pa-‘rﬁ(x)pm-'rﬁ ((AC - B)xQ)a

d’ou enfin

3.3.5. — Ecrivons maintenant

Wapp Y)Wy = Pra+s(y).

Comme 3a + (8 n’est pas racine, cela donne

Pa(1) Pa(y) Pa(—1) = p—a(l) P2a+s(y) P-a(-1).
Utilisant (1) au premier membre, (3) au second, on obtient 294
P ()Pt s (—AY)P20+5(BY) = P20+5(Y) Pa+s(AkY) ps(By)-
Comme pay3, P2a+3; €t pg commutent, cela donne aussitot
B=1, —A = Ak,

d’ou enfin
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3.3.6. — On a donc prouvé (ii) et (iii). Prouvons (i). On a successivement :
WaW3We = wawgwglta = W2a4pta,

WRWAWRWWSE = Wgw2a+5w6_1 -55(ta) - tg = Waatptals,

WaWRWaWRWaWaWa = wawga_,_gw;l - Saltats) - ta
= wg -t - tate  ta = Wy ta,
d’ou
(wpwa)* = ta,
et
(wawﬁ)4 = sa(ta) = ta,

ce qui acheve la démonstration.

Remarque 3.3.7. — La condition (v) de 2.3 se traduit ici de la maniére suivante, en
295  posant va1g = int(hg)ve €t vaq1p = int(he)vg :

VB Va = Va U Va+B V20+45
Va+p8 Vo = Vo Va3 U%a-}-ﬂ?
{int(hahgha)vg = vg, (B) Va+B V3 = V3 Va+3,
int(hghahg)va = va, V2048 Va = Va V2043,
V2048 V8 = VB V2a+8;
V2048 Va+5 = Va+8 V2a+8-

3.4. Groupes de type G;. —

Proposition 3.4.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé de type Go, notons
A ={ao, 8}, Ry ={o,B,a+ 3,2a+ 8,3a+ 3,3a + 25}.

(i) On a
tap = (wawg)6 =e= (w,gwoé)6 =18q.
(ii) Si on pose
Ad(wg)Xa = X(H_g, Ad(wa)XaJ'_ﬁ = X2o<+ﬁ,
Ad(wa)Xp = —X3a+s, Ad(wp)Xsa+s = Xsa+2:
on a:
Ad(wa)X2a+g = _XaJrﬁ, Ad(wa)X3a+ﬁ = Xﬁ,
Ad(wa)X3a+2,3 = X3a+2,37 Ad(wﬁ)Xa+ﬁ = —Xa,
Ad(wp)Xzatp = Xoa+s,  Ad(wp)Xszato2s = —Xzats-
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(iii) Si on pose
Pat(2) = exp(@X ) = int(ws) pa(a),
Paasa(w) = exp(aXaas8) = int(wats) pa (),
<D(2X g0 t8) = it(wa) ps(—2),
P3a+28(7) = exp(2X3a+24) = Int(wpwa) ps(—=),
on a : 296

)=e
p3a+/3(x) =e€

P5(y) Pa () = Pa(®) 5 (Y) Pat5(2Y) P2ot5(2%Y) D30+ 6 (2°Y)D3av25(2°Y?)-
Pat8(Y) Pa () = Pa(®) Pat 8(Y) P2at 8(22Y) P3art 5(33°Y)P3atas(3xy”)-
P2a+8(Y) Pa(2) = Pa(@) P2a+5(Y) P3ats(32Y):

P3a+5(Y) Ps(2) = pp(%) P30+6(Y) P3a+28(—2Y):

P20+8(Y) Pa+5(T) = Pa+8(2) P2a+5(Y) P3a+25(37Y).

3.4.2. — La démonstration occupe les numéros 3.4.2 & 3.4.9. On a (f*,a) = —1,
(o*, 8) = =3, d'out B(ta) = a(tp) = —1. Définissons Xo13, Xoa+3, X3a+8 €t Xzat2s
comme dans (ii). On a aussitot

Ad(wg)Xatp = a(tp)Xa = —Xa,
Ad(wa)Xoa+s = a(ta)B(ta)Xatrs = —Xats,
Ad(wa)Xza+5 = —B(ta)Xs = X,
Ad(ws)Xzatas = al(ts)’B(ts) Xzars = —Xzats-
Enfin, comme (3a + 25) + a et (2a+ ) £ 3 ne sont pas racines, on a :
Ad(wa)XBaJrzB = X30+28, Ad(wﬁ)X2a+ﬁ = X2a+8,

ce qui acheve de démontrer (ii).

3.4.3. — En vertu de Exp. XXII, 5.5.2, il existe des scalaires 297
A B,C,D,E,F,G,H,J € G,(S),

tels que

(1) ps(Y) Pa(®) = Pa(®) P5(Y) Pat 5 (ATY) P2at5(BL*Y) P30t 5(C2Y) Prat2s(Dr’y?).

2)  Pa+sy) Pa(®) = Pa() Pats(y) P2a+s(EY) P3a+s(FL*y) paatos(Gay?).

(3) P20+8(Y) Pa(®) = Pa(T) P20+ 5(Y) P3at s (Hry).

(4) y) =

4 P3a+6(Y) a(x) = ps(x) P3a+8(Y) P3at2s(JTY).

3.4.4. — Faisons opérer int(wg) sur (1), (3) et (4) :

(5) p—p(—Y) pays(x) =
Pa+8(%) p—(—Y) pa(—Azy) p2a+s(Br?Y) psat25(Cx’y)psars(—Dz’y?).

(6) p2a+ﬁ(y)pa+ﬁ(l“) = pa+ﬁ(l‘)p2a+ﬁ(y)p3a+2ﬁ(Hl‘y)-



188 EXPOSE XXIII. GROUPES REDUCTIFS : UNICITE DES GROUPES EPINGLES

(7) P3a+28(Y) P-p(—) = p—s(—2) P3a+25(Y) P3a+s(—JzYy).

Faisant de méme opérer int(w, ) sur (1), on trouve

(8) Pats(—y)p—al—) =
P-al(—1T) P3a+p (-y) p2a+5(Aazy) pa+ﬂ(*B$2y) Pp (Cx3y)p3a+B(Dﬂfgyz)-

3.4.5. — Ecrivons
WpPa (x>w§1 = Pa+ﬂ($)7
298  soit, a + 23 n’étant pas racine :
pa(1)pa(®)pa(—1) = p-p(1) pars(@)p-p(-1).
Transformant le premier membre par (1), puis (4) :
ps(1) palz) pp(—1)
= pa(@) p5(1) Patp(AL) P2ot5(Ba?) paats(Ce’) paaros(Da’) ps(—1)
= pa (@) P(1) Patp(Ax)p2r—s (B2?) p(—1) p3ats(Ca®) patos((D — CI)a?)
= Pa(®) pa+8(AT) paat3(Ba?) psats(Ca®) psaras((D — CI)z?).
Transformons le second membre par (5), puis (7) :
p-8(1) pats(x) p-p(—1)
= Patp(x) p-p(1) pa(Az) paoys(—B2?) psat2s(—Ca®) psays(—Da’) p_p(—1)
= Pa+4(2) pa(A2) P2a+ﬂ(—B$2) P3a+2ﬁ(—cmg) P3a+s((CJ — D)x3).

Utilisant maintenant (2), ce second membre devient

Pa(AZ) Pat () P2a+6(AEZ?) a5 (A*Fa®) psatas(AG®) X
P2a+6(—Ba?) p3at25(—Ca®) p3ass((CI — D)a’) =
Pa(A) pats(®) P2a+5((AE=B)2?) paats ((A’F+CI=D)2’) paatas (AG—C)z?).
Identifiant les résultats obtenus, on obtient : ()

A=1, E=2B, C+D=F+0CJ, F=0G.

3.4.6. — Fcrivons maintenant

WaPp (y)wgl = p3a+ﬁ(_y)a
299  soit, 4o + B n’étant pas racine :
Pa(1)ps(y) Pa(—1) = p-a(1) P3a+5(—Y) P-a(—1).

Transformant le premier membre par (1) :

Pa(1) ps(Y) Pa(—1) = P3(Y) Pats(—AY) P20+58BY) Psats(—Cy) Psat2s(—Dy?).

(4)N.D.E. : Expliciter la déduction A =1 ...
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Transformons le second membre successivement par (8), (6) et (4) :
P-a(l) P3a+s(—y) p—a(—1)
= P3a+5(~Y) P2a+5(AY) Pats(—By) ps(CY) Paa+25(Dy?)
= P3a-+5(~Y) Pa+(—BY) P2a+5(AY) P3at25(—ABHY?) p5(Cy) psat25(Dy”)
= 13(Cy) P3a+5(=Y)Pa+5(—BY) P20+ 5(AY) Prat25((D — CJ — ABH)y?)
)

= P,B( Y pa+,6( By) P2a+,8(Ay) p3a+,8( y) P3a+2ﬁ((D - CJ - ABH)yQ).

Identifiant
Cc=1, A =B, D—-CJ—ABH = -D.
Tenons compte des résultats déja obtenus :
A=B=C=1, E=2, F=aG,
D+1=F+1, 2D=H+J.

3.4.7. — Ecrivons
WpP3a+6(T)W5" = Paatap(z),

soit
pp(1) p3atp(®) ps(—1) = p—p(1) Psatap() p-p(—1).
Transformant le premier membre par (4) second par (7), on obtient : 300
p3a+ﬂ<x) p3a+25( ) p3o¢+25( )p3a+3(_‘]x)a
soit J = —1.
3.4.8. — Ecrivons enfin
WaParts(Y)We " = P2ats(y),
soit

Pa(1) Patp(y) Pa(—1) = p—a(1) pa(=1) P2a+5(y) Pa(l) P—a(-1).
Transformant le premier membre par (2), le second par (3), on obtient :

Pa+5Y) P2a+8(—Ey) p3ats(FY) psatops(—Gy?) =
P—a(1) P2a+5(Y) P3ats(Hy) p—a(-1).
Il est immédiat de voir que si l'on fait commuter p_,(—1) avec pzo+5(Hy), puis
P2a+4(y), on n'introduit pas dans le second membre de nouveaux termes en pzq+43-

Celui-ci s’écrit donc, en notant par des parentheses vides les quantités dont la valeur
exacte ne nous importe pas :

Pa+5() P2a+5() P5() P3a+s(HY) P3at2s()-

Comparant avec le premier membre, on a aussitot F = H, d’ou par les résultats
antérieurs 2D = D 4+ 1, soit D =1, et enfin F = G = H = 2D — J = 3, ce qui acheve
le détermination des coefficients A, ..., J et la démonstration de (iii).
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3.4.9. — Prouvons enfin (i) & la maniére habituelle. On a successivement :
WaW3We = wawgwglta = w§;+6 T,
2 -1 -1 —1 —1
wg(wawg)® = WEW3,, W5~ - sg(ta) - tg = W3y 195 " talp  1g = W3y a5 ta,

1

3 _ -1 1 -1
We (Wswa) = WaWgh 4 0Wa = W3q4949

4 -1 -1
wg(wawg)”™ = wpWs, ogWs" - tg = Wiatp - g,
wa(wgwa)5 = waw3a+ﬁw;1 Sa(tg) - tg = wg - tgta - ta = w[;l.
D’ou
(w,lwg)6 = (wgwoz)6 =e.

Remarque 3.4.10. — La condition (v) de 2.4 est formée de
int(hahghahgha)vg = vg,
int(hghahghahg)’ua = Va,

et posant

Vatp = int(hg)vy, Voa+p = int(hahg)va,
V3at+8 = int(ha)v/;l; Vo428 = int(hgha)vgl,
des relations de commutation :
V3 Vo = VoV Va4 V2a+8 V3a+p Vda+20
_ 2 3 3
Va+B Va = Va Va+p V3448 V3048 V3a+28°
(B) { V2048 Va = Vo V2043 v§a+ﬁ,
V3a+8 Va = Va V3a+4;

V3a+28 Va = Va V3a+243,

Va+B V3 = VB Va+8; V3a+B VatB = Va+pB V3a+s;
V2048 V3 = V3 V2a+8; U3a+28 Va+pB = Va+8 U3a+243,
(B) { Usa+pUs = U5 V3a+8 Vzarap: (B) { V3a+8 V2048 = V2a+8 V3ats;
V3a+28 Vs = Up V3a+243, V3a+428 V2a+8 = V2a+ V304203,
V2048 Va+p = Va+3 V2a+4 v%a-{-Qﬁ’ V3a+28 V3a+p = U3a+p V3a+23-

3.5. Forme explicite du théoréme de générateurs et relations. —

Théoreme 3.5.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé, T son tore maxi-
mal, A son systéme de racines simples, u, € Po(S)* et wo, € Normg(T)(S) les
éléments définis par U'épinglage (o € A). Soient

fr: T —H, fa:Po—H, a€A
des morphismes de groupes, H étant un S-faisceau en groupes pour (fppf); soient
ha € H(S), (o € A) des sections de H, posons ve = fo(ua), @ € A. Pour qu’il existe

un morphisme de groupes
f:G—H
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prolongeant fr, fo (o € A) et vérifiant f(wy) = ha (o € A) (et alors nécessairement
unique), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Pour tout S' — S, tout o € A, tout t € T(S') et tout x € Po(S'), on a

(1) it (fr (1)) (@) = fa(int(t)z) = fa(2*).
(ii) Pour tout o € A, tout S — S et tout t € T(S'), on a
(2) int(ha) fr(t) = fr(sa(t) = fr(t-a’a(t)™).
(iii) Pour tout a € A, on a ©®
3) ha = fr(a”(=1)),
(4) (hava)® = e.
(iv) Pour tous o, € A, a # B, tels que (a*,8) = 0 (resp. (a*,0) = —1,
resp. (a*, ) = =2, resp. (a*,8) = —=3), on a :
(a) la relation (9
(hahg)? = fr(a*(=1)8*(=1))  si (a*,B) = 0;
3) (hohg)? = e, st (a*,B) = —1;
(hohg)* = fr (a*(—l)), st (a*, ) = =2
(hohg)® =e si (o, 8) = -3

(b) Les relations (A) et (B) de 3.1.3 (resp. 3.2.8, resp. 3.3.7, resp. 3.4.10).

Cela résulte aussitot de 2.3, 2.6 et des calculs faits dans chaque cas particulier.

Remarque 3.5.2. — On peut présenter de maniere légerement différente les résultats
précédents : on se donne des morphismes, pour o € A,
a,: T-P, — H, be : Normy, (T)— H,

et I'on pose
ha = ba(ws), Vo = Ao (Uq);
alors les conditions a vérifier sont les suivantes :
(1) tous les a, (@ € A) et tous les b, (o € A) ont méme restriction a T;

(2) les conditions (4) et (iv) de 3.5.1 ci-dessus sont vérifiées.

3.5.3. — On donnera dans l'exposé suivant diverses applications de ce théoréme.
Signalons-en ici une : le théoréme 3.5.1 donne une description par générateurs et
relations de G dans la catégorie des S-faisceaux pour (fppf) ; autrement dit, considé-
rons pour chaque S" — S le groupe H(S') engendré par T(S'), Po(S'), o € R, et wy,
« € R, soumis aux relations analogues & (1)...(3"), (A), (B) (7; alors G n’est autre
que le faisceau associé au préfaisceau S’ — H(S').

(®)N.D.E. : On a remplacé (3') et (3") par (3) et (3').
(6)N.D.E. : pourquoi (3') ? Pourrait-on la nommer (5) ?
(T)N.D.E. : préciser si cela inclut (4) ou non ...
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En particulier, si S’ est le spectre d’un corps algébriquement clos k, on a G(S') =
H(S') (conséquence immédiate du Nullstellensatz sous la forme : « un crible d’un corps
algébriquement clos, couvrant pour (fppf), est trivial » ), de sorte que 3.5.1 donne
aussitot une description explicite par générateurs et relations du groupe « abstrait »

G(k).

4. Unicité des groupes épinglés : théoreme fondamental

Théoréeme 4.1. — Soit S un préschéma non vide. Le foncteur Z de 1.6 est pleinement

fidele : soient G et G’ deux S-groupes épinglés, p un entier > 0 tel que x +— P

soit un endomorphisme de Gg, s, et h : Z(G') — Z(G) un p-morphisme de données

radicielles épinglées. ® Il existe un unique morphisme de groupes épinglés
f:G—G

tel que Z(f) = h.

L’unicité est démontrée en 1.9. Il suffit de démontrer I'existence. Par hypothese,
on a une bijection u : R = R/ et une application q : R — {p" | n € N} telle que
hu(@)) =q(a)r et h(a”) = q(a)u(a)”
pour tout a € R. En particulier, les rangs semi-simples de G et G’ coincident.
4.1.1. — Supposons rgss(G) = rgss(G’) = 0. Alors G et G’ sont des tores : on a

G =T =Dg(M), G’ =T = Dg(M’) et h est simplement un morphisme de groupes
ordinaires h : M’ — M. On prend alors f = Dg(h).

4.1.2. — Supposons rgss(G) = rgss(G’) = 1. Considérons alors
fr=Ds(h): T — T.
Par hypothese on a un diagramme commutatif, ot &' = u(«) :

*

[0 (03

Gm7 S T Gm, S
q(a) fr q(a)
G s —— T S Gum.s.

On applique alors Exp. XX, 4.1.

4.1.3. — Supposons rgss(G) = rgss(G’) = 2. Alors, par Exp. XXI, 7.5.3 on connait
toutes les possibilités pour h : Z(G’) — Z(G). Etudions-les successivement, en véri-

fiant chaque fois les conditions de 2.5.
Notons A = {«, 8}, A" = {a/, 5’} de fagon que u(a) = o/, u(fB) = 7.

(8)N.D.E. : Pour éviter un probléme de notations plus loin, on a remplacé ici ¢ par p, de sorte que
dans ce qui suit, ¢ (et g1) est une puissance arbitraire de p.
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4.14. — G et G’ de type A; X A;. On a alors

h(e) =qa,  h(B') = ap.
Montrons que les conditions de 2.5 sont vérifiées : (ii) et (iii) découlent de 3.1.2 (ii)
et (iii) ; prouvons (i). On a ()

Ds(h)tas = Ds(h)(tats) = "h(a”)(=1) - 'h(8")(=1) = " ((=1)7) - B ((~1)").
Or, ’hypothese que = — 2P soit un endomorphisme de G, g (et S # @) entraine que
p =1 ou que S est de caractéristique p; dans tous les cas on a (—1)? = —1 (si g est
pair, p =2 et 1 = —1). Par conséquent,

Ds(h)tas = o'*(=1) - 87 (=1) = top.

Ceci montre que la condition 2.5 (i) est vérifiée.

4.1.5. — G et G’ de type As. On a alors
ha') =qa,  h(B') =qp.
Posons Xo15 = Ad(wg)Xa et X/, 5 = Ad(wg )Xy Vérifions les conditions de 2.5.
Pour (i), on raisonne comme ci-dessus, & l'aide de 3.2.1 (i) ; pour (ii), c’est immédiat
par 3.2.1 (ii) ; reste a vérifier (iii). On a & vérifier que
Pa(@) P3(Y) Pa+s(2) — Par (29) Pla () Py ()
est un morphisme de groupes. La seule relation de commutation non triviale est celle
de 3.2.1 (iii) qui s’écrit
p3(Y) Pa(x) = pa(®) ps(y) Pats(ry),
P (y?) P (2%) = Do (29) Pl (Y7) Do (277).
4.1.6. — On raisonne de méme pour G et G’ de type By (resp. Ga), lorsque les expo-

sants radiciels sont égaux, a l'aide de 3.3.1 (resp. 3.4.1); il reste donc & traiter, pour
achever le cas des groupes de rang 2, les deux cas exceptionnels de Exp. XXI, 7.5.3.

4.1.7. — G et G’ sont de type Bag, S est de caractéristique 2, on a q(a) = 2¢, q(8) = ¢.
Les racines positives sont {a, 8, a+ 3, 2a+ 5} et {/, 5/, ¢/ + 3,0/ + 20’} (remarquer
que les racines simples « courtes » sont « et 5). On a

h(a') =2qa, Nh(B') =qB, h(a'+5)=q- (2a+p),h(a" +26)=2q¢-(a+p),
ce qui donne
u(a+0) =o' +26', q(a+p)=2q,
u(a+ ) =a' + 4, qa+p)=q
Posons
Xotp = Ad(wp)Xa, Xzarp = Ad(wa)Xp,
Xy g = Ad(wl )Xy, X yoy = Ad(wly )X

(9N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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Vérifions maintenant les conditions de 2.5.
(i) Comme S est de caractéristique 2, ona —1 = 1 sur S, donc tag = to = a*(—1) =
e=["(~1) =t =t (cf. 33.1 (1))
(ii) On a par construction
Ad(wa)Xp = Xaatp,  Ad(wy )Xy =Xoi g = X 2048)
Ad(ws)Xa = Xars,  Adw))Xl = X0 0 = X,arp)-
Par 3.3.1 (ii) et le fait que —1 =1 sur S, on a de part et d’autre

Ad(wa) a+8 = Xa+8,

Ad(wy, Xu (a4p) = Ad(we)XG og = Xiyop = Xu(a-i-ﬁ)’
wa)Xaa+5 = Xg, Ad(w

(

(

= Ad(w, )X, 15 = X = X]

o)

:x’) uw(2a+8) —

/6 ) = Ad(wlﬁ/)xg/_;’_Qﬁ/ = X/O/ = XI
)X,

Ad(
Ad(wg) a+B = Xa, Ad(w,
(

U(a+ﬁ) u(a)’
Ad ’LUg)XQa_;,_ﬁ = Xga_,_g, Ad w’ﬁ, u(2a+8) — Ad(wlﬂ/)X:lurﬁ, = Xiy’JrB’ = X;(2o¢+ﬁ)'
309 (iii) Par 3.3.1 (iii), on voit que la seule relation de commutation non triviale dans

U (resp. U’) est
Ps(Y) Pa() = pa (@) p3(Y) Pats(xy) P2ats(x?y),
resp.
2
Por (') Pl (2") = P (&) Do (¥) Derr 4 0 (2'Y) Plas 20 (27).
Il nous faut vérifier que le morphisme
Pa (%) p3(Y) Pats(2) P2ats(t) — D (£°) Plar (YD) Plr s 050 (270) Plr 4 5 (£9)

est un morphisme de groupes; on voit aussitot que cela revient a voir que

Py (y?) Pl (227) = piy (22) pla () Do 120 (29)°7) Plyr .50 (2%) ),

ce qui n’est autre que la seconde relation ci-dessus (en posant y' = 224, 2/ = y).

4.1.8. — G et G’ sont de type Go, S est de caractéristique 3, on a q(a) = 3q et
310 q(p) = q. Les racines positives sont {«, 8, + 8, 2a + 3,3« + 5, 3a + 20} d’une part,
{3, a'+03, 0/ +205,a' +305',2a’ +33'} d’autre part (comme dans le cas précédent,
les racines simples courtes sont « et 5). On a
h(a) = 3qa, h(B') = B, ha' + ) =q-(Ba+p),
hia' +28") = q- (3a+20), h(a' +33") =3-q(a+ 3),
h(2a’ +36") = 3¢ - (2a + B),

ce qui donne

u(a+ 3) =o' + 37, a(a+ ) = 3q,
u(2a + () = 22’ + 34, d(2a + ) = 3¢,
uBa+p8)=d + 4, q(3a + 8) =g,
u(Ba+20) =o' + 24, a(3a+208) =¢q.
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Posons
Xots = Ad(wg)Xa, Xoat+p = Ad(wa)Xa+s,
X3za+p = — Ad(wa) X3, Xsa+28 = Ad(wp)X3a+53
X;/Jrﬁ/ == Ad(w&')Xfau Xlo/+2ﬁ’ = Ad(w/ﬁf)X:xurﬁu
X/a’+35’ = Ad(w’ﬂ,)X;,7 X’Qa,+3ﬁ, = Ad(w’a,)X;,Hﬂ,.

Vérifions maintenant les conditions de 2.5.
(i) On atap = e et t, 53 = e par 3.4.1 (i).

(ii) On a par construction

Ad(wg)Xa = Xatg, Ad(w'ﬁ/) o = X,a'-s-sﬁ/ = X;(a-i-ﬁ);
Ad(wa)Xp = —X3044, Ad(wp )Xl = =Xl g = =X\ 3049
Ad(wp)Xsa+p = X3a+28, Ad(wlg/)X;(Ba+6) = Ad(wp )Xy g
= X423 = Xiu3at28)}
Ad(wa) X5 = Xan s, Ad(w )Xo gy = Ad(Wl )X g0
= X/2a'+3ﬁ’ = X;(2a+ﬁ)'
Par 3.4.1 (ii), on a de part et d’autre : 311
Ad(wa)X2a+s = —Xats, Ad(w,) fu.(?a—‘—ﬁ) = Ad(w;/)xéaursﬁ/

’ ’ .
= _Xa’—i-?)ﬁ’ - _Xu(a-‘rﬁ)’

Ad(wp)X3a+28 = —X3a+4, Ad(w%/)XL(3a+25) = Ad(wé/)Xixurzﬂf
- _X:ll+ﬁl == _X’/U,(?)Oé+ﬁ)'
(Les pointillés remplacent 4 vérifications du méme genre).

(iii) Les seules relations de commutation non triviales dans U et U’ sont par 3.4.1
(iii) (et compte tenu de 3 = 0 sur S) :

P5(Y) Pa(@) = Pa(®) P5(Y) Pats(2Y) P2a+5(2°Y) P3a+5(2°Y) P3aras(z®y?),
poHrﬁ(y)pa (.’E) = Pa (x)poHrﬁ (y) P2a+p (—xy),
P3a+6(Y) ps(®) = pa(x) P3a+5(Y) P3aras(—TY);

2 3
Por (W) 030 (2") = plar (&) Doy (V') Pl 50 (=Y D0 (=" )0l 1350 (—2"y)
/ 13 12
p2a'+3ﬁ/(_$ y'),
Porrp (W) 03 (&) = plar (&) Pl 50 (V') D 420 (2'Y),

P3P (&) = P () Dl 350 (V) P 30 (2'Y)).

Nous avons & vérifier que le morphisme ¢ de U dans U’ défini par 312
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¢ (pa () ps(Y) Pat5(t) P2a+p () P3a+s(V) p3a+25(w))
= P (&%) Pl (Y7) Dl 435 (8°9) Do 35 (WPl g (07) Pl 25 (w7)
est un morphisme de groupes. Or on vérifie immédiatement que les trois dernieres
relations de commutation s’écrivent aussi
Pl (7)) Pl (2°7) = 0 (2%0) plss () Plar 435 (29)°T) P 435 (°9)* DDl 4 o ((2y) )
P2 ((2°y2)7),

Par 43 (U°1) Por (2°0) = D (4°0) D38 (4°) D3 (— () ),
Partp (U1) Pl (27) = P (1) P 5 (47) P 2 (— (29) )5
ce qui montre que ¢ est bien un morphisme de groupes et acheve la démonstration
de 4.1.7.

4.1.9. — Cas ou G et G’ sont de rang semi-simple > 2. Pour chaque racine o € A,
notons o’ = u(a) € A’ = u(A). Pour chaque (a, 3) € A x A, considérons les groupes
épinglés de rang semi-simple < 2, Zyg et Z/, - Le morphisme de groupes M —- M
sous-jacent a h définit un p-morphisme de données radicielles

haﬁ : %(Za[j) i %(Z/a/ﬁ/).
En vertu des résultats précédents, il existe donc un morphisme de groupes épinglés
faﬁ . Zaﬁ — Z/alﬂ/

tel que Z(fap) = hap. Prouvons que les f,g vérifient la condition de recollement de
2.5; en effet fog|z, €t fao sont deux morphismes de groupes épinglés

Za — Z,a/

correspondant au méme morphisme de données radicielles épinglées, et coincident
donc par le résultat d’unicité déja démontré. Par 2.5 il existe donc un morphisme de
groupes

f:G—G
prolongeant les f,3. Celui-ci est évidemment un morphisme de groupes épinglés tel
que Z(f) = h, ce qui acheve la démonstration du théoreme 4.1.

5. Corollaires du théoréme fondamental
Le plus important est :

Corollaire 5.1. — Soient S un préschéma non vide, G et G’ deux S-groupes épinglés,
h un isomorphisme de données radicielles épinglées

h:%(G) — Z(G).
1l existe un unique isomorphisme de S-groupes épinglés
f:G5 @
tel que Z(f) = h.
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Notons que 5.1 se déduit aussi de 3.5.1 (les relations de 3.5.1 peuvent s’écrire en
utilisant uniquement la donnée de Z(G)) ; notons aussi que 5.1 se déduit de la partie
la plus élémentaire de la démonstration de 4.1 (on n’a pas besoin de considérer les
« isogénies exceptionnelles » de 4.1.7 et 4.1.8).

Corollaire 5.2 (« Théoreme d’unicité »). — Soient S un préschéma, G et G’ deux S-
groupes déployables (Exp. XXII, 1.13). Si G et G’ sont de méme type (Exp. X1, 2.6),
ils sont isomorphes.

Corollaire 5.3. — Soient S un préschéma, G et G' deuz S-groupes déployables. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G et G' sont isomorphes.

(ii) G et G’ sont isomorphes localement pour la topologie (fpqc).

(iii) Il existe un s € S tel que les S-groupes Gz et GL soient de méme type.

En effet, on a évidemment (i) = (ii) = (iii). D’autre part, (iii) entraine que Z(G) =
R(Gs) = Z(GL) = Z(G’), donc que G et G’ vérifient la condition de 4.2.
Corollaire 5.4 (« unicité des schémas de Chevalley »). — Soient G et G’ deuz groupes

réductifs sur 7 possédant des tores mazimauz triviauz. *) Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G et G’ sont isomorphes.
(ii) Il existe s € Spec(Z) tel que Gs et G, soient de méme type.
(i) Ge et Gi sont de méme type.

En effet G et G’ sont déployables par Exp. XXII, 2.2.

Corollaire 5.5 (« Existence d’automorphismes extérieurs »). — Soient S un présché-
ma, G un S-groupe épinglé, h un automorphisme de la donnée radicielle épinglée
Z(G). Il existe un (unique) automorphisme u de G respectant son épinglage et tel

que Z(u) = h.
Explicitons le corollaire précédent :

Corollaire 5.5. bis. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif déployé, R
un systéme de racines positives de G. Choisissons pour chaque racine simple o, un
isomorphisme de groupes vectoriels po : Ga.s — P,. Soit h un automorphisme
de M permutant les racines positives et les coracines correspondantes : st « € Ry,
h(a) € Ry et hY(a*) = h(a)*. Il existe un unique automorphisme u de G induisant
Dg(h) sur T et tel que u o po = pr(a) pour toute racine simple o.

Corollaire 5.6. — Soient G et G’ deux S-groupes réductifs. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G et G’ sont isomorphes localement pour (fpqc).

(i bis) G et G’ sont isomorphes localement pour la topologie étale.

(*)En fait, on peut prouver que tout Z-tore est trivial.
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(i) Pour tout s € s, Gs et GL sont isomorphes.

(iii) Les fonctions s — type de Gg et s — type de G5 sont égales.

En effet (i bis) = (i) trivialement, (i) = (ii) par le principe de Pextension finie,
(if) = (iii) trivialement, reste & prouver (iii) = (i bis). Or on peut supposer G et G’
déployables (Exp. XXII, 2.3), auquel cas 1’assertion résulte de 5.3.

Corollaire 5.7. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, G' un S-groupe
affine, lisse et a fibres connexes. Soit s € S tel que Gz et G5 soient isomorphes; il
existe un S — S étale et couvrant s tel que Gg et G, soient isomorphes.

En effet, par Exp. XIX, 2.3 et Exp. XXII 2.1, on peut supposer G et G’ réductifs
déployables et on est ramené a 5.3.

Dans le cas ou S est le spectre d’un corps, on déduit de 5.6 et 5.7 :

Corollaire 5.8. — Soient k un corps et G et G’ deuzx k-groupe réductifs. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) G et G’ sont de méme type.
(ii) G @ k et G' @y k sont isomorphes.

(i) Il existe une extension séparable finie K de k telle que G ®; K et G' @, K
sotent isomorphes.

Corollaire 5.9. — Soient S un préschéma non vide et Z une donnée radicielle. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un S-groupe épinglé de type Z.
(ii) Il existe un S-groupe de type X.
(iii) Il existe localement pour (fpqc) un S-groupe réductif de type Z.

11 S’agit évidemment de prouver (iii) = (i). Pour simplifier la démonstration, suppo-
sons qu’il existe un morphisme fidélement plat quasi-compact S’ — S et un S’-groupe
réductif G’ de type Z. On peut supposer G’ déployable; fixons un épinglage E’ de
G’; notons Z = Z(G',E). Les deux images réciproques de (G, E’) sur S” = S’ xg &’
sont des groupes épinglés (GY,EY), (G§,EJ); on a des isomorphismes canoniques
pi » Z(GY EY) = %, d’olt un isomorphisme

p=p; op: #(G|,E]) — Z(GY,E}).

Par le théoréeme d’unicité, il existe un unique isomorphisme

£ (G BY) > (GY,EY)
tel que Z(f) = p. On a donc sur G’ une donnée de recollement ; ¢’est une donnée de
descente.

En effet, il faut vérifier une condition de compatibilité entre les images réciproques
de f sur S", mais il suffit de faire cette vérification sur les transformées de ces fleches
par le foncteur #, car ce dernier est pleinement fidele. Or p est bien une donnée
de descente, par construction, ce qui montre que f en est aussi une. Comme G’ est
affine, cette donnée de descente est effective ; comme 1’épinglage de G’ est stable par
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la donnée de descente, on vérifie aisément qu’il existe un S-groupe épinglé (G, E) qui
donne (G',E’) par extension de la base et qui est donc de type Z.

N. B. Naturellement, dans le langage des catégories fibrées, la démonstration pré-
cédente se simplifie (et se comprend).

Corollaire 5.10. — Soit S un préschéma non vide. Soit Z une donnée radicielle épin-
glée telle qu’il existe un S-groupe réductif de type Z. Alors il existe un S-groupe épinglé
de type Z, unique a un isomorphisme unique pres.

Définition 5.11. — Sous les conditions précédentes, on notera Ggp(%’) I'unique S-
groupe épinglé de type Z, Ts(Z) son tore maximal canonique, Bg(%) son sous-groupe
de Borel canonique, ...

Si on a un morphisme 8’ — S (S’ non vide), on peut identifier G (%) a
Ggp(%) xgsS’. En particulier, si Ggsec(z) (Z) existe (on verra que c’est toujours le
cas), on le note GFP(Z) et on a

G5 ) = %)

On dit que GFP(Z) est le schéma en groupes de Chevalley de type Z.

5.12. Il revient donc au méme de dire que le S-faisceau en groupes G est un S-groupe
réductif de type Z ou de dire qu'il est localement isomorphe (pour la topologie étale
ou (fpqc)) a Ggp(%’). De méme, en vertu des théorémes de conjugaison, il revient au
méme de dire que (G, T) est un S-groupe réductif de type % muni d’un tore maximal

ou qu'il est localement isomorphe & (GgP (%), Ts(%)) ; de méme avec groupes de Borel
ou couples de Killing.

6. Systemes de Chevalley

Les calculs explicites du numéro 3 ont des conséquences numériques importantes.
Posons d’abord la définition suivante :

Définition 6.1. — Soient S un préschéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé. On ap-
pelle systeme de Chevalley de G une famille (X, )aer d’éléments

Xo €I(S,g%)"

vérifiant la condition suivante :
(SC) pour tout couple , 8 € R, on a

Ad(wa(Xa))Xp = £X;, (5)-
On rappelle (Exp. XX, 3.1) que
we (Xa) = exp(Xa) exp(—X(;l) exp(Xa)-

Remarquons que (SC) entraine en particulier X_,, = +X, pour a € R, en vertu de
la relation (Exp. XX, 2.10) Ad(we(Xo))Xe = —X_q-
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Proposition 6.2. — Tout groupe déployé posséde un systeme de Chevalley. Plus préci-
sément, soit (A, (X!)aca) un épinglage (1.1) du groupe déployé (G, T, M, R) ; il existe
un systéme de Chevalley (Xo)aer de G tel que X, = X!, pour o € A.

Montrons d’abord qu'’il suffit de vérifier la condition (SC) pour o € A; pour tout
a € R, il existe une suite {a;} C A telle que o = 84, * * Sa,, (@n+1), A0l en appliquant
la condition (SC) pour chacun des «;,

X, =+ Ad (wa1 (Xay) " Wa,, (Xa“))X
Par 3.1.1 (iii), on a
Wa, (Xay )+ Wa,, (Xan>wan+1 (X

Q41"

Jwa,, (Xan)_l e 'wa1(Xa1)_1 = o (£)wa(Xa)-

Qn 41

Maintenant, il suffit de remarquer que w,, (Xa,) ! = af(=1)wa, (Xa,) et que pour
tout couple de racines (3,7), on a B(y*(—1)) = (—=1)0"# = %1, ce qui entraine que
si (SC) est vérifié pour les couples (;,7y) (v € R), il 'est pour tout couple (a, 3),
(B €R).

Construisons maintenant un systéme (X, )ocr de la maniére suivante. Pour tout
a € R, choisissons une suite {o;} € A comme ci-dessus et définissons X,, par

X, = Ad (wai (Xay) -+ Wa, (Xan))X'

Qn41”

Pour vérifier (SC), il suffit de prouver :

Lemme 6.3. — Soit (G, T,M,R, A, (Xya)aca) un S-groupe épinglé; soit a; (0 < i <
n + 1) une suite de racines simples telle que

int(sq, -+ Sa, )(@nt1) = ap.
Alors

Ad(wq, - - wa, )X =+X4,-

AOn41

Raisonnant comme dans 2.3.4 a I’aide du lemme de Tits, on est ramené a vérifier
le lemme 6.3 dans les deux cas suivants :

a) G est de rang semi-simple au plus 2 ou b) wg, - Wy, est une section de T.
Dans le cas a), remarquons que 6.3 est une conséquence de 6.2 et que 6.2 a été vérifié
en 3.1.2 (resp. 3.2.1, resp. 3.3.1, resp. 3.4.1), (ii). Reste donc a prouver 6.3 dans le cas
b), ou, ce qui revient au méme, que si {o;} est une suite de racines simples telle que
Say " Sa, = id, alors t = wq, « - - w,, vérifie a(t) = £1 pour toute racine o € R. En
vertu de la structure du groupe de Weyl (Exp. XXI, 5.1), le mot s4, - - -S4, du groupe
libre engendré par les so, a € A est dans le sous-groupe invariant engendré par les
(sasp)™?, (o, B) € A x A. On est donc ramené au cas oll S, - - - Sq,, €st de la forme

n

R Majyy ajys .
Say Sa; (sai+1 S(lq',+2) Lt Sa; Say -

Alors on a
t=Sa; " Sa, (tai+1ai+2)7
et on est ramené & vérifier que pour tout couple de racines simples (a1, ag) et toute

racine 8 € R, on a f(ta,a,) = £1, ce qui est trivial, vu les valeurs de t,,q, calculées
au n°3 (partie (i) de 3.1.2, 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1).
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Proposition 6.4. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, (Xo)acr un systéme de
Chevalley de G. Soient o et 3 deuz racines non proportionnelles; supposons

long(a) < long(f), i.e. [(8% )] < (e, B)].
Soient p et q les entiers > 0 tels que l’ensemble des racines de la forme 8+ ka, k € Z,
s0it
{B-—(p-Da,...,0,...,0+qa}.

(cf. Exp. XXI, 2.3.5; on a donc (loc. cit. ) —(a*,8) = ¢ — p+ 1). Alors la relation
de commutation entre P, et Pg est donnée par le tableau suivant (qui épuise les cas
possibles, car la longueur de la chaine de racines précédentes est p+q—1 < 3), ot
on note pour chaque vy € R, p,(x) = exp(zX,) : (10

(r,9)  pp(Y) pa(x) ps(—y) pa(—2)

=€

Démonstration. En vertu de Exp. XXI, 3.5.4, il existe un systéeme de racines simples
A de R vérifiant : o € A et il existe &' € A et a,b € Q4 tels que § = aa + ba/.
Considérons I'épinglage (A, (X4 )aca) de G. La relation de commutation & vérifier est
une relation entre éléments de U, ; on est donc ramené aux calculs explicites du
n°3, et on conclut aussitoét par la condition (SC).

Corollaire 6.5 (Regle de Chevalley). — Soient S un préschéma, (Xo)aer un systéme
de Chevalley du S-groupe déployé G. Si a, B, a+ 8 € R, alors

[Xa, Xg] = £p Xat s,
ou p est le plus petit entier > 0 tel que B — pa ne soit pas racine.

En effet, comme Dassertion est symétrique en « et s, on peut supposer long(a) <
long(3), et on est ramené & 6.4.
Corollaire 6.6. — Soient S un préschéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé; on sup-
pose que 6 - 1g est inversible V). Si R’ est une partie de R telle que
o =t [] o®
acR/

soit une sous-algébre de Lie de g, alors R/ est une partie close de R (Exp. XXI, 3.1.4).

(10)N.D.E. : vérifier ces calculs ...
(IDN.D.E. : On a substitué ceci & I'’hypothese « 6 - 1g # 0 ».
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6.7. 1l est possible de préciser la valeur exacte des divers + de ce numéro, grace a
I’étude du groupe Norm (T) et plus précisément, du « groupe de Weyl étendu » :

qui est une extension de W(Z) par un groupe abélien de type (2,2,...2), qui est

« responsable des signes » (*) (12),

()cf. J. Tits : Sur les constantes de structure et le théoréme d’existence des algébres de Lie semi-
simples, Publ. Math. I.LH.E.S. n°31.

(I2)N.D.E. : voir aussi J. Tits, Normalisateurs de tores 1. Groupes de Cozeter étendus, J. Algebra 4
(1969), 96-116.



