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CHAPITRE II

ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE
DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES

Sommaire

§ i. Morphismes affines.
§ 2. Spectres premiers homogènes.
§ 3. Spectre homogène d'un faisceau d'algèbres graduées.
§ 4. Fibres projectifs. Faisceaux amples.
§ 5. Morphismes quasi-affines; morphismes quasi-projectifs; morphismes propres;

morphismes projectifs.
§ 6. Morphismes entiers et morphismes finis.
§ 7. Critères valuatifs.
§ 8. Schémas éclatés; cônes projetants; fermeture projective.

Les diverses classes de morphismes étudiées dans ce chapitre le sont sans faire
grand usage des méthodes cohomologiques ; une étude plus poussée, utilisant ces
dernières méthodes, en sera faite au chapitre III, où on utilisera surtout les §§ 2, 4 et 5
du chapitre II. Le § 8 peut être omis en première lecture : il donne quelques complé-
ments au formalisme développé dans les §§ i à 3, se réduisant à des applications faciles
de ce formalisme, et nous en ferons un usage moins constant que des autres résultats
de ce chapitre.

§ i. MORPHISMES AFFINES

La plupart des résultats de ce paragraphe sont les contreparties « globales » de
ceux du chapitre Ier, § i ; ils ne sont donc pas essentiellement nouveaux et fournissent
simplement un langage commode pour la suite.

i • i. S-préschémas et (^g-Algèbres.

(1.1.1) Soient S un préschéma, X un S-préschéma, /: X->S son morphisme
structural. On sait (0, 4.2.4) que l'image directe /^(^x) est une ^s-^gèbre, que nous
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noterons e^(X) lorsqu'il n'en résultera pas de confusion; si U est un ouvert de S, on a
^(f-\v))==^W\v.

De même, pour tout ^x-Module ^ (resp. toute 0^-Algèbre gS\ nous écrirons j^(^')
(resp. ^(â?)) l'image directe j^(^) (resp./^(â?)) qui est un e^(X)-Module (resp. une
ja^(X) -Algèbre), et non seulement un ^g-Module (resp. (Pg-Algèbre).

(1.1.2) Soient Y un second S-préschéma, g : Y->S son morphisme structural,
h : X~>Y un S-morphisme; on a donc le diagramme commutatif

X^Y
(l . I . 2 . I ) /\ / g

S

On a par définition h =• (^, 6), où 6 : ̂ Y'^^*(^x)=== ̂ (^x) est un homomorphisme
de faisceaux d'anneaux; on en déduit (0, 4 .2 .2) un homomorphisme de ^g-Algèbres
S W : ê (^y)""^? (^ (^x)) ^/(^x)? autrement dit, un homomorphisme de (Pg-Algèbres
J^(Y)-^J^(X), que nous noterons aussi s / ( K ) . Si A7 : Y->Z est un second S-morphisme,
il est immédiat que ^/(h'oh) ==^/Çh)o^/[h'). Nous avons donc défini un fondeur contra-
variant ja^(X) sur la catégorie des S-préschémas, à valeurs dans la catégorie des 0^-
Algèbres.

Soient maintenant y un (P^-M.odule, ^ un (P^-M.od\ile, et u : ̂ —^y un A-mor-
phisme, c'est-à-dire (0, 4.4.1) un homomorphisme de ^y-Modules ^->A^(J^'). Alors
g W : g (^-^(^W) ==/*(^:') est un homomorphisme e^(^)->^(^) de ^g-Modules,
que nous noterons ^{u)\ en outre, le couple (^(A), ^/(u)) constitue un di-homomorphisme
du ^(Y)-Module ^(^) dans le ^(X)-Module ^(^).

(1.1.3) Le préschéma S étant fixé, on peut considérer les couples (X, J^), où X
est un S-préschéma et 3F un ^"Module, comme formant une catégorie, en définissant
un morphisme (X, ̂ -^(Y, ^) comme un couple (À, u\ où A : X->Y est un S-mor-
phisme et u : ̂ -^^ un A-morphisme. On peut alors dire que (J^(X), ^(^r)) est un
fondeur contr avariant à valeurs dans la catégorie dont les objets sont les couples formés
d'une ^g-Algèbre et d'un Module sur cette Algèbre, et les morphismes sont les
di-homomorphismes.

i . 2. Préschémas affines sur un préschéma.

Définition ( 1 . 2 . 1 ) . — Soient X un S-préschéma, f: X->S son morphisme structural.
On dit que X est affine au-dessus de S s^il existe un recouvrement (SJ de S par des ouverts affines
tels que, pour tout a, le préschéma induit par X sur l'ensemble ouvert ./"^SJ soit affine.

Exemple (1.2.2). — Tout sous-préschéma fermé de S est un S-préschéma affine
au-dessus de S (I, 4.2.3 et 4.2.4).

Remarque (1.2.3). — Un préschéma X affine au-dessus de S n'est pas nécessaire-
ment un schéma affine, comme le montre l'exemple X=S (1 .2 .2) . D'autre part, si
un schéma affine X est un S-préschéma, X n'est pas nécessairement affine au-dessus
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de S (voir (1.3.3)). Toutefois, rappelons que si S est un schéma, tout S-préschéma qui
est un schéma affine est affine au-dessus de S (I, 5.5.10).

Proposition (1.2.4). — Tout S-préschéma qui est affine au-dessus de S est séparé au-dessus
de S (autrement dit, est un S-schéma).

Gela résulte aussitôt de (I, 5.5.5) et (I, 5.5.8).
Proposition (1.2.5). — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S, f : X-^S le morphisme

structural. Pour tout ouvert UcS,y-l(U) est affine au-dessus de U.
En vertu de la déf. ( i . 2. i), on est ramené au cas où S = Spec(A) et X == Spec(B)

sont affines et alors f== ^cp, r^)^ où ç : A->B est un homomorphisme. Comme les D(^),
où g^A, forment une base de S, on est ramené au cas où U==D(^)$ mais on sait alors
que y^CU) =D(cp(^)) (I, 1 .2 .2 .2) , d'où la proposition.

Proposition (1.2.6) . — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S, f\ X->S le mor-
phisme structural. Pour tout 0^-Module quasi-cohérent ^^f(^) est un 0 ̂ -Module quasi-cohérent.

Compte tenu de (1 .2 .4 )5 cela résulte de (I, 9 . 2 . 2 , a)}.
En particulier, la ^g-Algèbre j^(X)==y(^x) est quasi-cohérente.
Proposition (1.2.7). — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S. Pour tout S-préschéma Y,

l'application h->^/(h) de l'ensemble Homg(Y, X) dans l'ensemble Hom(^(X), ̂ (Y)) ( 1 . 1 . 2 )
est bijective.

Soient y: X-^S, g : Y->S les morphismes structuraux. Supposons d'abord
S==Spec(A) et X=Spec(B) affines; il faut prouver que pour tout homomorphisme
0) '-/{^x^^S (^y) de ^g-Algèbres, il existe un S-morphisme h : Y-^X et un seul tel
que ^/(h) ==CL). Par définition, pour tout ouvert UcS, co définit un homomorphisme
û)u=r(U,co) :r(f-\V), ^-^r^-^U),^) de r(U, 6?s)-algèbres. En particulier,
pour U==S, cela donne un homomorphisme 9 : r(X, ̂ x)-^^ ^y) de ^^ ^s)-
algèbres, auquel correspond un S-morphisme h : Y—^X bien déterminé, puisque X est
affine (I, 2.2.4) . Reste à prouver que ^ / ( h ) == co, autrement dit, que pour tout ouvert U
d'une base de S, (Oy coïncide avec l'homomorphisme d'algèbres (pu correspondant au
S-morphisme g~l(V)->•f~l(U) restriction de h. On peut se borner au cas où U==D(X),
avec XeS; alors, si f== ("p, ^), où p : A->B est un homomorphisme d'anneaux, on a
/-^(U^D^), où pi=pM, et IV-^U),^) est l'anneau de fractions B^ or,
le diagramme

B -̂  F(Y, ^y)

B^rQr^u),^)

est commutatif, et il en est de même du diagramme analogue où cpp est remplacé par M(J;
l'égalité <pp=cû(j résulte alors de la propriété universelle des anneaux de fractions
(0,1.2.4).

Passons au cas général, et soit (SJ un recouvrement de S par des ouverts affines
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tels que les /"^(SJ soient affines. Alors tout homomorphisme <o : J^(X)-^J^(Y) de
^g-Algèbres donne par restriction une famille d'homomorphismes

^:^{f-\S^^{g-\S^

de fi^-Algèbres, donc une famille de S^morphismes h^ : ̂ (SJ-V-^SJ d'après ce
qui précède. Tout revient à voir que pour tout ouvert affine U d'une base de S^nSo,
les restrictions de h^ et de h^ à ^"^(U) coïncident, ce qui est évident, puisque, en vertu
de ce qui précède, ces restrictions correspondent toutes deux à l'homomorphisme
^(X)[U->J^(Y)|U restriction de œ.

Corollaire (1.2.8). — Soient X, Y deux S-schémas qui sont affines au-dessus de S. Pour
qu'un ^-morphisme h : Y->X soit un isomorphisme, il faut et il suffit que ^/(h) : J^(X)-^(Y)
soit un isomorphisme.

Cela résulte aussitôt de (1.2.7) et du caractère fonctoriel de j^(X).

1.3. Préschéma affine au-dessus de S associé à une ^g-Algèbre.

Proposition (1.3.1). — Soit S un préschéma. Pour toute (S^-Algèbre quasi-cohérente 88,
il existe un préschéma X affine au-dessus de S, défini à un S-isomorphisme unique près, tel que
J^(X)=^.

L'unicité résulte de (1.2.8); démontrons l'existence de X. Pour tout ouvert
affine UcS, soit Xy le préschéma Spec(F(U, ^)); comme F(U, âê) est une F(U, ^g)-
algèbre, Xy est un S-préschéma (I, 1.6.1). En outre, comme âS est quasi-cohérente,
la ^g-Algèbre ^(Xy) s'identifie canoniquement à â?|U (I, 1.3.7, 1.3.13 et 1.6.3).
Soit V un second ouvert affine de S, et soit X^y le préschéma induit par Xy sur
/u'^UnV), en désignant par/y le morphisme structural Xy-^S; X^y et Xyu sont
affines sur UnV (1.2.5), et par définition ^(X^) et j^(Xyjj) s'identifient canonique-
ment à SS\ (UnV). Il y a donc (1.2.8) un S-isomorphisme canonique 6y y '- Xyu-^Xy y;
en outre, si W est un troisième ouvert affine de S, et si 6y y, 6y ^y, 6y ̂  sont les restrictions
de 6^y, 6y^, 6^^ aux images réciproques de UnVnW dans Xy, X^ et X^ respective-
ment par les morphismes structuraux, on a 6^yo6y^ == 6 .̂ Il existe par suite un pré-
schéma X, un recouvrement (TJ de X par des ouverts affines, et pour chaque U un
isomorphisme 9u : Xy-^Ty, de sorte que <pu applique /u'^UnV) sur T^nTy et que
l'on ait Ouy^^cxpy (I, 2.3. i). Le morphisme gv=fv°<?v1 fait ̂  Ty un S-préschéma,
et les morphismes g^ et gy coïncident dans T^nTy, donc X est un S-préschéma. En
outre, il est clair par définition que X est affine au-dessus de S et que ^(TJ =^|U,
donc j^(X)==^.

On dit que le S-schéma X ainsi défini est associé à la 0 ̂ -Algèbre 38 ou est le spectre
de 88, et on le note Spec(^).

Corollaire (1.3.2). — Soient X un préschéma affine au-dessus de S, / : X->S le morphisme
structural. Pour tout ouvert affine UcS, le préschéma induit sur /"^(U) est un schéma affine
d'anneau F(U, ^(X)).
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Gomme on peut supposer X associé à une ^g-Algèbre en vertu de ( i. 2.6) et ( i . 3. i ),
le corollaire résulte de la construction de X décrite dans (1.3.1).

Exemple (1.3.3). — Soit S le plan affine sur un corps K, où le point o a été dédoublé
(^ 5 • 5 • T 1 ) ; ̂ ec les notations de (I, 5.5.11 ), S est réunion de deux ouverts affines Y,, Yg ;
si/est l'immersion ouverte Y^S,/-^) ==Y^Y^ n'est pas un ouvert affine dans Y^
(loc. cit.), donc on a un exemple d'un schéma affine qui n'est pas affine au-dessus de S.

Corollaire (1.3.4). — Soit S un schéma affine; pour qu'un S-préschéma X soit affine
au-dessus de S, il faut et il suffit que X soit un schéma affine.

Corollaire (1.3.5). — Soient X un préschéma affine au-dessus d'un préschéma S, Y un
X-préschéma. Pour que Y soit affine au-dessus de S, il faut et il suffit que Y soit affine au-dessus
de X.

On est aussitôt ramené au cas où S est un schéma affine, et il en est alors de même
de X (1.3.4); les deux conditions de l'énoncé expriment alors que Y est un schéma
affine (1.3.4).

(1.3.6) Soit X un préschéma affine au-dessus de S. Pour définir un préschéma Y
affine au-dessus de X, il revient au même, en vertu de (1.3.5), de se donner un pré-
schéma Y affine au-dessus de S, et un S-morphisme g : Y-^X; en d'autres termes (1.3.1
et 1.2.7) , cela revient à se donner une ^g-Algèbre quasi-cohérente SS et un homo-
morphisme j^(X)->^ de ^g-Algèbres (que l'on peut envisager comme définissant
sur S9 une structure de ^(X)-Algèbre). Si /: X—S est le morphisme structural on a
alors âS==f^gW).

Corollaire (1.3.7). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S; pour que X soit de type
fini sur S, il faut et il suffit que la (!) ̂ -Algèbre quasi-cohérente e^(X) soit de type fini (I, 9.6.2).

Par définition (I, 9.6.2), on est ramené au cas où S est affine; alors X est un
schéma affine (1.3.4), et si S=Spec(A), X-Spec(B), j^(X) est la ^-Algèbre "B;
comme F(U, Ï ) ==B, le corollaire résulte de (I, 9.6.2) et (I, 6.3.3).

Corollaire (1.3.8). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S; pour que X soit réduite
il faut et il suffit que la G^-Algèbre quasi-cohérente e^(X) soit réduite (0, 4.1.4).

En effet, la question est évidemment locale sur S; en vertu de (i .3.2), le corollaire
résulte de (I, 5. i . i) et (I, 5.1.4).

1.4. Faisceaux quasi-cohérents sur un préschéma affine au-dessus de S.
Proposition (1.4.1). — Soient X un préschéma affine au-dessus de S, Y un S-préschéma,

y (resp. ^) un QyModule (resp. un ^y-Module) quasi-cohérent. Alors l'application
[h,ù)-^{^{h),^(u)} de l'ensemble des morphismes (Y, ^) -. (X, ^r) dans l'ensemble des
di-homomorphismes (^(X), ^(^))->(^(Y), j^(^)) (1 .1 .2 et 1.1.3) est bijective.

La démonstration suit exactement la même marche que celle de (1 .2 .7) en
utilisant (I, 2.2.5) et (I, 2.2.4), et les détails en sont laissés au lecteur.

Corollaire (1.4.2). — Si^ en outre des hypothèses de ( i . 4.1), on suppose Y affine au-dessus
de S, alors, pour que (A, u) soit un isomorphisme, il faut et il suffit que (J^(À), s/{u)) soit un
di-isomorphisme.
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Proposition (1.4.3). — Pour tout couple (^?, JK) formé d'une 6g-Algèbre quasi-cohérente â9
et d'un Sâ-Module JK quasi-cohérent (en tant que ^g-Module ou en tant que ^-Module, ce
qui revient au même (I, 9.6.1)), il existe un couple (X, e^) formé d'un préschéma X affine
au-dessus de S et d'un 0^-Module quasi-cohérent y, tels que e^(X) ==^? et j^(^) =J(\ en
outre ce couple est déterminé à un isomorphisme unique près,

L'unicité résulte de (1.4.1) et (1 .4 .2) ; l'existence se démontre comme dans
(i .3. i), et nous laissons encore les détails au lecteur. On note J( le (9^- Module y, et
on dit qu'il est associé au ^-Module quasi-cohérent ^f; pour tout ouvert affine UcS,
/^^
^\P'~ (U) (où p est le morphisme structural X—^S) est canoniquement isomorphe
à(r(u,^))-.

Corollaire (1.4.4) . — Dans la catégorie des SS-Modules quasi-cohérents^ ^( est un fondeur
covariant additif exact en < ,̂ qui commute aux limites inductives et aux sommes directes.

On est en effet aussitôt ramené au cas où S est affine, et le corollaire résulte alors
de (I, 1.3.5. l • î ' 9 et 1.3.11). ^

Corollaire (1.4.5). — Sous les hypothèses de (1.4.3), pour que J( soit un Oy Module
de type fini, il faut et il suffit que J( soit un Sa-Module de type fini.

On est aussitôt ramené au cas où S = Spec(A) est un schéma affine. Alors ^?== B,
où B est une A-algèbre de type fini (I, 9.6.2), et ^=M, où M est un B-module
(I, 1.3.13); sur le préschéma X, 0^ est associé à l'anneau B et J( au B-module M;

/—s./

pour que ̂  soit de type fini, il faut et il suffit donc que M soit de type fini (I, 1.3.13),
d'où notre assertion.

Proposition (1.4.6). — Soient Y un préschéma affine au-dessus de S, X, X' deux préschémas
affines au-dessus de Y (donc aussi au-dessus de S (1.3.5)). Soient ^==e^(Y), j^=^(X),
^f=^{X.f). Alors XXyX' est affine au-dessus de Y (donc aussi au-dessus de S) et
^(XXyX') s'identifie canoniquement à ^/®^^\

En effet (I, 9.6.1) ^ ® ^ ^ / ' est une .^-Algèbre quasi-cohérente, donc aussi une
^g-Algèbre quasi-cohérente (I, 9.6.1); soit Z le spectre de s^®^^' (1.3.1). Les
^-homomorphismes canoniques ^->^®^^/' et ^'->^®^^1 correspondent (i .2 .7)
à des Y-morphismes p : Z->X et p ' : Z—X'. Pour voir que le triplet (Z, p, p ' ) est un
produit X X yX', on peut se borner au cas où S est un schéma affine d'anneau G
(I, 3.2.6.4). Mais alors Y, X, X' sont des schémas affines (1.3.4) dont les anneaux B,
A, A' sont des C-algèbres telles que SS= B, e0^= A, s e ' = A'. On sait alors (I, 1.3.13)
que j^®^j^' s'identifie canoniquement à la ^g-Algèbre (A®BA')^, donc l'anneau A(Z)
s'identifie à A®^' et les morphismes p, p1 correspondent aux homomorphismes cano-
niques A—^A®jgA'3 A'->A®gA'. La proposition résulte alors de (I, 3.2.2).

Corollaire (1.4.7). — Soit ^ (resp. y} un (9^- Module (resp. un 0^,-Module} quasi-
cohérent, alors ^(^^y^'') s'identifie canoniquement à ^(e^)®^)^^)-

On sait que y®^' est quasi-cohérent sur X XyX' (I, 9. i .2). Soient g : Y->S,
f : X->Y,y : X'->Y les morphismes structuraux, de sorte que le morphisme structural

10
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h : Z-^S est égal à gofop et à g o f ' o p ' . On définit un homomorphisme canonique

^W^Y^W^^G^Y^)

de la façon suivante : pour tout ouvert UcS, on a des homomorphismes canoniques
F^-^-^U)), ̂ )^r(h-\v),p\^)) et ^(ff-l{g-\v)^ ̂ -^r^-^u),^^))
(0, 4.4.3), d'où on déduit un homomorphisme canonique

IV-1^-1^)), ̂ ^-wW-^g-^^ ^)->
r^-^u),/^))®^^^^^"1^)^"^)).

Pour voir qu'on a bien là un isomorphisme de s/(Z] -Modules, on peut se borner au
cas où S (et par suite X, X', Y, X X yX') sont des schémas affines, et (avec les notations

de (i .4.6)), y=M, ̂ =M', M (resp. M') étant un A-module (resp. un A'-module).
Alors y®^' s'identifie au faisceau sur X X y X ' associé au (A ®g A7)-module M®BM'
(^ 9 • ï ' 3) et ̂  corollaire résulte de l'identification canonique des Oc,- Modules (M®^')^^-/ /-^ ±» /
et M®^' (où M, M' et B sont considérés comme des C-modules) (I, ï .3.13 et ï .6.3).

Si on applique en particulier (1.4.7) au cas où X==Y et ^'=G^', on voit que
le ^'-Module ^(/'*(^')) s'identifie à j^^)®^'.

(1.4.8) En particulier, lorsque X=X'=Y (X étant affine au-dessus de S),
on voit que si ^, ^ sont deux 6^-Modules quasi-cohérents, on a

( 1 . 4 .8 .1 ) ^(^®c^)=^(^)®^(X)^(^)

à un isomorphisme canonique fonctoriel près. Si de plus ^ admet une présentation
finie, il résulte de (I, 1.6.3 et 1.3.12) que

(1.4.8.2) ^(^om^y, ^)) =^^x)(^(^), ̂ W)

à un isomorphisme canonique près.
Remarque (1.4.9). — Si X, X' sont deux préschémas affines au-dessus de S, la

somme XuX' est aussi affine au-dessus de S, la somme de deux schémas affines étant
un schéma affine.

Proposition (1.4.10). — Soient S un préschéma. Se une Q ̂ Algèbre quasi-cohérente,

X=Spec(^). Pour tout faisceau quasi-cohérent à'idéaux / de SS,/' est un faisceau quasi-

cohérent d'idéaux de (9^, et le sous-préschéma fermé Y de X défini par1/ est canoniquement isomorphe
à SpecW^).

En effet, il résulte aussitôt de (I, 4.2.3) que Y est affine au-dessus de S; en vertu
de ( 1.3.1), on est donc ramené au cas où S est affine, et la proposition résulte alors
aussitôt de (I, 4. ï .2).

On peut encore exprimer le résultat de (1.4.10) en disant que si h : ^->SS' est un
homomorphisme surjectif de ^g-Algèbres quasi-cohérentes, sé{h} : Spec(^)^Spec(^)
est une immersion fermée.

11
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Proposition ( 1 . 4 . 1 1 ) . — Soient S un préschéma, 38 une 0^-Algèbre quasi-cohérente^
X=Spec(^). Pour tout Idéal quasi-cohérent ̂  de ég, on a [en désignant par f le morphisme
structural ^K->S),f*{J^)(P^= {^Sê}^ à un isomorphisme canonique près.

La question étant locale sur S, on est ramené au cas où S=Spec(A) est affine,
et dans ce cas la proposition n'est autre que (I, 1.6.9).

i . 5. Changement du préschéma de base»

Proposition (1.5.1). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S. Pour toute extension
g : S'—^S du préschéma de base, X'==X(g.)=X X gS' est affine au-dessus de S'.

Si y est la projection X'-^-S', il suffit de prouver quey-l(U /) est un ouvert affine
pour tout ouvert affine U' de S' tel que g(V) soit contenu dans un ouvert affine U
de S ( i . 2. i) ; on peut donc se limiter au cas où S et S' sont affines, et il suffit de prouver
que X' est alors un schéma affine (1.3.4). Mais alors (1.3.4) X est un schéma affine,
et si A, A' et B sont les anneaux de S, S' et X respectivement, on sait que X' est un
schéma affine d'anneau A'®^B (I, 3.2.2) .

Corollaire (1.5.2). — Sous les hypothèses de ( 1 . 5 . 1 ) 3 soient f : X->S le morphisme
structurale f : X'—^S',^' : X'->X les projections, de sorte que le diagramme

x4- x'
[ [ r
S <- S'

g

est commutatif. Pour tout G^-Module quasi-cohérent J ,̂ il existe un isomorphisme canonique de
0^-Modules

(i.5.2.1) ^XWW:(^W).

En particulier^ il existe un isomorphisme canonique de j^(X') sur ^*(^(X)).
Pour définir u, il suffit de définir un homomorphisme

^ :./.(^)^.(/:(5'*W)) =/X^'W))
et de prendre u==v^ (0, 4.4.3). Nous prendrons y=y(p), où p est l'homomorphisme
canonique ^->^(<?'*(^)) (0, 4.4.3). Pour prouver que u est un isomorphisme, on peut
se borner au cas où S et S', donc X et X', sont affines; avec les notations de (1.5.1),

^»-/
on a alors e^'==M, où M est un B-module. On constate alors aussitôt que g*(f{^))
etf'Çg^Ç^)) sont tous deux égaux au ^g.-Module associé au A'-module A'®^M (où M
est considéré comme A-module), et que u est l'homomorphisme associé à l'identité
(I, 1.6.3, 1.6.5 et 1.6.7).

Remarque (1.5.3). — On se gardera de croire que (1.5.2) reste valable lorsque X
n'est plus supposé affine au-dessus de S, même lorsque S'=Spec(/e(j)) {seS) et que
S'->S est le morphisme canonique (I, 2.4.5) — auquel cas X' n'est autre que la fibre
f~l{s) (I, 3.6.2). En d'autres termes, lorsque X n'est pas affine au-dessus de S, l'opération

12
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« image directe de faisceaux quasi-cohérents » ne permute pas à l'opération de « passage
aux fibres ». Nous verrons cependant au chapitre III (III, 4.2.4) un résultat dans ce
sens, de nature « asymptotique », valable pour les faisceaux cohérents sur X lorsque / est
propre (5.4) et S noethérien.

Corollaire (1.5.4). — Pour tout préschéma X affine au-dessus de S et tout seS, la fibre
y"1^) {où/désigne le morphisme structural X->S) est un schéma affine.

Il suffit d'appliquer (1.5.1) à S'=Spec(fe(.y)) et d'utiliser (1.3.4).
Corollaire (1.5.5). — Soient X un S-préschéma, S' un préschéma affine au-dessus de S;

alors X'=X(g^ est un préschéma affine au-dessus de X. En outre, si f: X-^S est le morphisme
structural, il y a un isomorphisme canonique de Q^-Algèbres ^(X'^/^^S')), et pour tout
^ ( S ' ) -Module quasi-cohérent Ji, un di-isomorphisme canonique f* (e )̂ ̂  ̂  (//ilc (J^) ), en désignant
par f'=f^ le morphisme structural X'-^S'.

Il suffit d'intervertir les rôles de X et de S' dans (1.5.1) et (1.5.2).
(i.5.6) Soient maintenant S, S' deux préschémas, q : S'->S un morphisme,

SS (resp. S S ' } une ^g-Algèbre (resp. une É^-Algèbre) quasi-cohérente, u : g8->SS'
un y-morphisme (c'est-à-dire un homomorphisme SS->q^3S'} de ^g-Algèbres). Si
X=Spec(^?), X'^Spec^'), on en déduit canoniquement un morphisme

v==Spec{u) : X'->X
tel que le diagramme

X'-^X
(1.5.6.1) ^ ^

S' -> S
q

soit commutatif (les flèches verticales étant les morphismes structuraux). En effet, la
donnée de u équivaut à celle d'un homomorphisme de 6^-Algèbres quasi-cohérentes
u^ : q\^)->^ (0, 4.4.3); elle définit donc canoniquement un S'-morphisme

w : Spec^-^Spec^*^))

tel que s/(w)=u^ (1 .2 .7) . D'autre part, il résulte de (1.5.2) que Spec(/(^)) s'iden-
tifie canoniquement à X X gS'; le morphisme v est le composé X'-^X x gS'^X de w
avec la première projection, et la commutativité de (1.5.6.1) résulte des définitions.
Soient U (resp. U') an ouvert affine de S (resp. S') tels que ^(U')cU, A==F(U, ^g),
A' = r(U', 0^ leurs anneaux, B == F(U, S8\ B' = I^U', Sa'} ; la restriction de u en un
(?[U')-morphisme : ^[U-^^'IU' correspond à un di-homomorphisme d'algèbres
B->B'; si V, V sont les images réciproques de U, U' dans X, X7 respectivement, par
les morphismes structuraux, le morphisme V'->V, restriction de y, correspond (I, 1.7.3)
au di-homomorphisme précédent.

î1^-?) Sous les mêmes hypothèses que dans (i .5.6)3 soit JK un ^-Module quasi-
cohérent; il y a alors un isomorphisme canonique de ^'"Modules

(I.5.7.I) ^)^(^(^)®^)^')^

12
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En effet, l'isomorphisme canonique (1 .5 .2 .1) fournit un isomorphisme canonique
/•̂ •o^

de p\(^) sur le faisceau sur Spec(y*(^)) associé au q (^)- Module q(^\ et il suffit
ensuite d'appliquer (1.4.7).

i.6. Morphismes affines»

(1.6.1) Nous dirons qu'un morphisme y:X->Y de préschémas est affine s'il
définit X comme un préschéma affine au-dessus de Y. Les propriétés des préschémas
affines au-dessus d'un autre se traduisent comme suit dans ce langage :

Proposition (1.6.2). — (i) Une immersion fermée est affine.
(ii) Le composé de deux morphismes affines est affine,
(iii) Si f : X—^Y est un S-morphisme affine, f^^ : X^g^-^Y^g^ est affine pour toute

extension S'->S de la base,
(iv) Si f: X->Y et f : X'-^Y' sont deux S-morphismes affines,

/Xs/ ' :XXsX' ->YXsY'
est affine.

(v) Si f : X->Y et g : Y->Z sont deux morphismes tels que gof soit affine et g séparé,
alors f est affine.

(vi) Si f est affine, il en est de même de f^.
En vertu de (I, 5.5.12), il suffit de démontrer (i), (ii) et (iii). Or (i) n'est autre

que l'exemple (1.2.2)5 et (ii) n'est autre que (1.3.5)5 enfin, (iii) découle de (1.5.1)
puisque X(g.) s'identifie au produit XXyY(s ' ) (^ 3 - 3 - 1 1 ) -

Corollaire (1.6.3). — Si X est un schéma affine et Y un schéma, tout morphisme X->Y
est affine.

Proposition (1.6.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X—^Y un
morphisme de type fini. Pour que f soit affine, il faut et il suffit que f^ le soit.

Vu (1.6.2, (vi)), nous n'avons à démontrer que la suffisance de la condition.
Il suffit de prouver que si Y est affine et noethérien, X est affine ; or Y^ est alors affine,
donc il en est de même de Xred par hypothèse. Or, X est noethérien, donc la conclusion
résulte de (I, 6.1.7).

1.7. Fibre vectoriel associé à un Faisceau de modules.

(1.7.1) Soient A un anneau, E un A-module. Rappelons qu'on appelle algèbre
symétrique sur E et qu'on note S(E) (ou S^(E)) l'algèbre quotient de l'algèbre tenso-
rielle T(E) par l'idéal bilatère engendré par les éléments x®y—y®x, où x,y parcourent E.
L'algèbre S(E) est caractérisée par la propriété universelle suivante : si G est l'application
canonique E—^ S (E) (obtenue par composition de E->T(E) et de l'application canonique
T(E)->S(E)), toute application A-linéaire E-^B, où B est une A-algèbre commutative,
se factorise de façon unique en E->S(E)—^B, où g est un A-homomorphisme d^algèbres.
On déduit aussitôt de cette caractérisation que pour deux A-modules E, F, on a

S(E©F)=S(E)®S(F)

H
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à un isomorphisme canonique près; en outre, S(E) est un foncteur covariant en E,
de la catégorie des A-modules dans celle des A-algèbres commutatives; enfin, la carac-
térisation précédente montre aussi que si E==limE^, on a S(E) ==limS(EJ à un
isomorphisme canonique près. Par abus de langage, un produit a{x^)(j{x^) . . . o-(^),
où les ^eE, se note souvent x^. . . x^ si aucune confusion n'en résulte. L'algèbre S(E)
est graduée, S^(E) étant l'ensemble des combinaisons linéaires des produits de n éléments
de E [n ̂  o) ; l'algèbre S(A) est canoniquement isomorphe à l'algèbre des polynômes A[T]
à une indéterminée et l'algèbre S(A7!) à l'algèbre des polynômes à n indéterminées
A[T,,.. . ,TJ.

(1.7.2) Soit y un homomorphisme d'anneaux A->B. Si F est un B-module,
l'application canonique F->S(F) donne une application canonique F^-^S(F)^, qui
se factorise donc en F^->S(F^)->S(F)(^; l'homomorphisme canonique S(F^)-^S(F)^
est surjectif, mais non nécessairement bijectif. Si E est un A-module, tout di-homo-
morphisme E->F (c'est-à-dire tout A-homomorphisme E->F^) donne donc canoni-
quement un A-homomorphisme d'algèbres S(E)->S(F^)->S(F)^, c'est-à-dire un
di-homomorphisme d'algèbres S(E)-^S(F).

Avec les mêmes notations, pour tout A-module E, S(E0^B) s'identifie canonique-
ment à l'algèbre S(E)®^B; cela résulte aussitôt de la propriété universelle de S(E)
( 1 . 7 . 1 ) .

(1.7.3) Soit R une partie multiplicative de l'anneau A; appliquant (1 .7 .2)
à l'anneau B^R^A, et se rappelant que R-1E=E®^R-1A, on voit que l'on a
S(R~1E) =R-1S(E) à un isomorphisme canonique près. En outre, si R'DR est une
seconde partie multiplicative de A, le diagramme

R-^E-^R^E

\ \
S(R-1E)—>S(R /-1E)

est commutatif.
(1.7.4) Soit maintenant (S, ̂ ) un espace annelé, et soit ê un e^-Module sur S.

Si, à tout ouvert UcS on associe le F(U, ^-module S(r(U, <?)), on définit (vu le
caractère fonctoriel de S(E) (1 .7 .2) ) un préfaisceau d'algèbres; on dit que le faisceau
associé, que l'on note S(<?) ou S^(<?) est la ^/-Algèbre symétrique du ^/- Module ê. Il
résulte aussitôt de (1 .7 .1) que S(<?) est solution d'un problème universel : tout homo-
morphisme de s^- Modules S->Sê^ où SS est une j^-Algèbre, se factorise d'une seule
manière en <?->S(<?)-^, la seconde flèche étant un homomorphisme de e^-Algèbres.
Il y a donc correspondance biunivoque entre homomorphismes ê—^SS de c^-Modules
et homomorphismes S(<^)->^? de e^-Algèbres. En particulier, tout homomorphisme
u : g->y de j^-Modules définit un homomorphisme S(^) : S(^)->S(^) dej^-Algèbres
et S((?') est donc un foncteur covariant en <?.

15
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En vertu de (1 .7 .2) et de la permutabilité de S avec les limites inductives, on a
(S((?)),=S(0 pour tout point seS. Si ë, 3F sont deux j^-Modules, S(<?®^)
s'identifie canoniquement à S^)®^^"), comme on le voit sur les préfaisceaux
correspondants.

Notons aussi que S(<?) est une j^-Algèbre graduée, somme directe infinie des
S^(<^), où le ^-Module S^(<?) est le faisceau associé au préfaisceau U->S^(r(U, <?)).
Si on prend en particulier ê-= ̂ / , on voit que S^(e^) s'identifie à e^[T] == ̂ ®^Z[T]
(T indéterminée, Z étant considéré comme faisceau simple).

(1.7.5) Soient (T, Sa} un second espace annelé,/un morphisme (S, e^)-^(T, ^).
Si y est un ^-Module, S(/*(^')) s'identifie canoniquement à/*(S(^)); en effet, si
f== (^, 6), on a par définition (0, 4.3.1)

s(/W) = s(f(^) ®^^) = s(^W) ®^^
(1 .7 .2) ; pour tout ouvert U de S et toute section A de S(^{^)) au-dessus de U, h coïncide,
dans un voisinage V de chaque point seU, avec un élément de S(F(V, ^(e^))); si
on se reporte à la définition de ^(e^) (0, 3 .7 . i ) et qu'on tient compte de ce que tout
élément de S(E) pour un module E est combinaison linéaire d'un nombre fini de produits
d'éléments de E, on voit qu'il y a un voisinage W de ^(s) dans T, une section A' de S(^)
au-dessus de W et un voisinage V7 cVn^'^W) de s tels que h coïncide avec t^h'^Çt))
au-dessus de V; d'où notre assertion.

Proposition (1.7.6). — Soient A un anneau, S==Spec(A) son spectre premier, <§'==M.
le 0 ̂ -Module associé à un A-module M; alors la 0 ̂ -Algèbre S(<f) est associée à la A-algèbre S(M).

En effet, pour tout /eA, S(My) == (S(M))^ (1.7.3) et la proposition résulte donc
des définitions (I, 1.3.4).

Corollaire (1.7.7). — Si S est un préschéma, ê un 0 ̂ -Module quasi-cohérent, la
Q ̂ -Algèbre S(<?) est quasi-cohérente. Si en outre ê est de type fini, chacun des 0 ̂ -Modules S^(^)
est de type fini.

La première assertion est conséquence immédiate de (1.7.6) et de (I, 1.4.1);
la seconde résulte de ce que, si E est un A-module de type fini, S^(E) est un A-module
de type fini; on applique alors (I, 1.3.13).

Définition (1.7.8). — Soit ê un Q ̂ -Module quasi-cohérent. On appelle fibre vectoriel
sur S défini par ê et on note V(<^) le spectre ( 1 . 3 . 1 ) de la 0 ̂ -Algèbre quasi-cohérente S(^).

En vertu de (1 .2 .7) , pour tout S-préschéma X, il y a correspondance biunivoque
canonique entre les S-morphismes X->V(<?) et les homomorphismes de Q^-Algèbres
S(<?)->j^(X), donc aussi entre ces S-morphismes et les homomorphismes de 0 ̂ -Modules
<?->e^(X) ==/J(Px) (où y est le morphisme structural X->S). En particulier :

(1.7.9) Prenons pour X un sous-préschéma induit par S sur un ouvert U cS. Alors,
les S-morphismes U-^V(<^) ne sont autres que les U-sections (I, 2.5.5) du U-pré-
schéma induit par V( ê} sur l'ouvert ̂ "^U) (où p est le morphisme structural V( <?) -^S).
D'après ce qu'on vient de voir, ces U-sections correspondent biunivoquement aux homo-
morphismes de ^s-Modules ê-^j (^s|U) (où j est l'injection canonique U-^S), ou,
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ce qui revient au même (0, 4.4.3) aux (^g|U)-homomorphismes f[^} == <^\V->(PQ\V.
En outre, il est immédiat qu'à la restriction à un ouvert U'cU d'un S-mor-
phisme U-^-V(^) correspond la restriction à U' de l'homomorphisme correspondant
(^[U-^^g[U. On en conclut que le faisceau des germes de ^-sections de V(<?) s'identifie

v
canoniquement au dual ê de ê\

En particulier, si on prend X==U==S, à l'homomorphisme nul ê->(9^ correspond
une S-section canonique de V(<^), dite S-section nulle (cf. (8.3.3)).

(i.7.io) Prenons maintenant pour X le spectre {Ç} d'un corps K; le morphisme
structural y:X->S correspond donc à un monomorphisme fe(^)->K, où s==f{^)
(I, 2.4.6); les S-morphismes {Ç}->-V((^) ne sont donc autres que les points géométriques
de V(<?) à valeurs dans ^extension K de k{s) (I, 3.4.5)5 points qui sont localisés aux points
de^""1^). L'ensemble de ces points, qu'on peut encore appeler la fibre géométrique rationnelle
sur K de V(<^) au-dessus du point s, s'identifie d'après (1.7.8) à l'ensemble des homo-
morphismes de (9 g- Modules ^-^(^x)? ^ ce l̂111 i^vient au même (0, 4.4.3) à
l'ensemble des homomorphismes de O^-ÎAodïiles f*{ë)—^(!)^=T^, Mais on a par défi-
nition (0, 4.3. i) /*(0 = <^®(y K= ^^(s)!^ en posant <T== <^/m,<; la fibre géomé-
trique de V(<^) rationnelle sur K au-dessus de s s'identifie donc au dual du K.-espace
vectoriel ^^j^R; si S3 ou K est de dimension finie sur k{s), ce dual s'identifie aussi
à .((î?8)"®^)!^, en désignant par (^s)" le dual du k{s) -espace vectoriel €\

Proposition ( 1 . 7 . 1 1 ) . — (i) V(<^) est un fondeur contr avariant en ê de la catégorie des
Q ̂ -Modules quasi-cohérents dans la catégorie des ^-schémas affines.

(ii) Si ê est un (9 ̂ -Module de type fini, V(<?) est de type fini sur S.
(iii) Si ê et y sont deux Q^-Modules quasi-cohérents^ V(<?©^) s'identifie canoniquement

à V(<?)XsVW.
(iv) Soit g : S'->S un morphisme; pour tout ff^-Module quasi-cohérent S, V(^*(<?))

S'identifie canoniquement à V(<^)(s.)==V((^) X gS'.
(v) A un homomorphisme surjectif ê—>y de 0 ̂ -Modules quasi-cohérents correspond une

immersion fermée V (< '̂) ->V(<^).
(i) est conséquence immédiate de (1 .2 .7)3 compte tenu de ce que tout homo-

morphisme de ^g-Modules §—>y définit canoniquement un homomorphisme de
^g-Algèbres S(<^)->S(<^). (ii) découle immédiatement des définitions (I, 6.3.1) et
du fait que si E est un A-module de type fini, S(E) est une A-algèbre de type fini. Pour
démontrer (iii), il suffit de partir de l'isomorphisme canonique S(^©e^)^S(^)®^S(^)
(1.7.4) et d'appliquer (1.4.6). De même, pour démontrer (iv), il suffit de partir de
Pisomorphisme canonique S^É?))^''^^)) (1.7.5) et d'appliquer (1.5.2). Enfin,
pour établir (v), il suffit de remarquer que si l'homomorphisme ë->y est surjectif,
il en est de même de l'homomorphisme correspondant S^—^S^) de ^g-Algèbres,
et la conclusion résulte de (1.4.10).

(i.7.i2) Prenons en particulier <?=^g; le préschéma V(^g) est le S-schéma
affine, spectre de la ^g-Algèbre S(^g) qui s'identifie à la ^g-Algèbre ^g[T] =^g®zZ[T]

17
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(T indéterminée); c'est évident lorsque S=Spec(Z), en vertu de (1.7.6), et on passe
de là au cas général en considérant le morphisme structural S-Spec(Z) et utilisant
(1.7.11, (iv)). En raison de ce résultat, on pose encore V(^s)=S[T], et on a donc
la formule

(i.7-i2.i) S[T]==S®zZ[T].

L'identification du faisceau des germes de S-sections de S[T] avec ^g, déjà vue
dans (I, 3.3.15), se retrouve ici dans un contexte plus général, comme cas particulier
de (1.7.9).

(1.7.13) Pour tout S-préschéma X, on a vu (i .7.8) que Homg(X, S[T]) s'identifie
canoniquement à Hom^((9g, ^(X)), lequel est canoniquement isomorphe à F (S, ^(X)),
et est par suite muni d'une structure d'anneau; en outre, à tout S-morphisme h : X-^Y
correspond un morphisme r(^(A)) : F(S, j^(Y))-^r(S, ^(X)) pour les structures
d'anneau (1 .1 .2 ) . Quand on munit Homg(X, S[T]) de la structure d'anneau ainsi
définie, on voit donc qu'on peut considérer Honig(X, S[T]) comme un fondeur contra-
variant en X, de la catégorie des S-préschémas dans celle des anneaux. D'autre part,
Homg(X,V(^)) s'identifie de même à Hom^(<?, j^(X)) (où j^(X) est considéré
comme un (9 ̂ -Module} ; on peut par suite le munir canoniquement d'une structure de
module sur l'anneau Homg(X, S[T]), et on voit comme ci-dessus que le couple

(Homg(X, S[T]), Homg(X, V(<?)))

est un foncteur contravariant en X, à valeurs dans la catégorie dont les éléments sont
les couples (A, M) formés d'un anneau A et d'un A-module M, les morphismes étant
les di-homomorphismes.

Nous interpréterons ces faits en disant que S[T] est un S-schéma d'anneaux et
que V(<?) est un S-schéma de modules sur le S-schéma d'anneaux S[T] (cf. chap. 0, § 8).

(1.7.14) Nous allons voir que la structure de S-schéma de modules définie sur le
S-schéma V(<f) permet de reconstituer le ^g-Module ë à un isomorphisme unique
près : pour cela, nous allons montrer que ê est canoniquement isomorphe à un sous-^g-
Module de S(<?) =j^(V(<?)), défini au moyen de cette structure. En effet (1.7.4)
l'ensemble Honi0g(S(<?), ^(X)) des homomorphismes de (P^-Algèbres s'identifie canoni-
quement à Hom^(<?, J^(X)), ensemble d'homomorphismes de G^-Modules : si A, h'
sont deux éléments de ce dernier ensemble, s, (i ^ ̂  n) des sections de ê au-dessus d'un
ouvert UcS, t une section de j^(X) au-dessus de U, on a par définition

(Â+Â' ) (^ . . . ^ ) = ^(A( . , )+A ' (^ ) )

et (^)(v,...^=rn^,).
î=l

Cela étant, si ^ est une section de S(^) au-dessus de U, h-^h(^) est une appli-
cation de Homg(X,V(^))=Hom^(S(^),j^(X)) dans F(U, ^(X)). Nous allons
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montrer que ë s'identifie au sous-Module de S(<?) tel que, pour tout ouvert UcS, toute
section ^ de ce sous-Q^-Module au-dessus de U et tout S-préschéma X, l'application h->h^) de
Hom^,u(S(<r)|U,^(X)|U) dans F(U, ^(X)) soit un homomorphisme de F(U, j^(X))-
modules.

Il est immédiat en effet que S possède cette propriété ; pour démontrer la réciproque,
on peut se borner à prouver que lorsque S==Spec(A), <^=M, une section ^ de S(<?)
au-dessus de S qui (pour U = S) possède la propriété énoncée ci-dessus, est néces-

00

sairement une section de ê\ on a alors ^== 2 ̂ , où ^eS^(M), et il s'agit de prouver
n=0

que ^ == o pour n 4= i. Posons B = S(M) et prenons pour X le préschéma Spec(B[T]),
où T est une indéterminée. L'ensemble Hom^ (S(<^), e^(X)) s'identifie à l'ensemble
des homomorphismes d'anneaux h : B->B[T] (I, 1.3.13), et d'après ce qu'on a vu

00

plus haut, on a (T.A)(^)== S TPA^J : l'hypothèse sur ^ implique que l'on a
00 00 ^=0

S T^A^J ==T. S Â(^J pour tout homomorphisme À. Si on prend en particulier pour h
n==0 n=0 oo oo

l'injection canonique, il vient S T^=T. S ̂ , ce qui entraîne bien la conclusion
n = 0 n = 0^ == o pour yz 4= i.

Proposition (1.7.15). — Soit Y un préschéma dont F espace sous-jacent est noethérien, ou un
schéma quasi-compact. Tout Y-schéma affine X de type fini sur Y est Y-isomorphe à un sous-Y-
schéma fermé d'un Y-schéma de la forme V^), où ^ est un 0^-Module quasi-cohérent de type fini.

En effet, la Sy-Algebre quasi-cohérente c^(X) est de type fini (1.3.7). Les hypo-
thèses faites entraînent que J^(X) est engendrée par un sous-^y-Module quasi-cohérent
de type fini ê (I, 9.6.5); par définition, cela entraîne que l'homomorphisme canonique
S(<?)->^(X) prolongeant canoniquement l'injection <^->j^(X) est surjectif\ la conclusion
résulte alors de (1.4.10).

§ 2. SPECTRES PREMIERS HOMOGÈNES

2.1. Généralités sur les anneaux et modules gradués*

Notations (2.1.1). — Étant donné un anneau S gradué en degrés positifs, nous
désignerons par S^ la partie de S formée des éléments homogènes de degré n (n^o),
par S^. la somme (directe) des S^ tels que n>o'y on a leSg, SQ est un sous-anneau de S,
S^_ un idéal gradué de S et S est somme directe de Sg et de S_^. Si M est un module gradué
sur S (à degrés positifs ou négatifs), on désignera de même par M^ le So-module formé
des éléments homogènes de degré n de M (avec neZ).

Pour tout entier û?>o, on désigne par S^ la somme directe des Sy^; en considérant
les éléments de S^ comme homogènes de degré n, les S^ définissent sur S^ une structure
d'anneau gradué.

Pour tout entier k tel que o ^ k ^ d — i , on désignera par M^ la somme directe
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20 A . G R O T H E N D I E C K Chap. II

des M^_^ (^sZ); c'est un S^-module gradué, quand on considère les éléments de
^-nd+k comme homogènes de degré n. On écrira M^ au lieu de M^.

Avec les notations précédentes, pour tout entier n (positif ou négatif), nous dési-
gnerons par M(n) le S-module gradué défini par (M(7z))^==M^.^ pour tout keZ.
En particulier, S(/z) sera un S-module gradué tel que (S(7î))^==S^_^, en convenant de
poser S^=o pour n<o. On dit qu'un S-module gradué M est libre s'il est isomorphe,
en tant que module gradué, à une somme directe de modules de la forme S{n); comme
S{n) est un S-module monogène, engendré par l'élément i de S considéré comme
élément de degré —n, il revient au même de dire que M admet une base sur S formée
d'éléments homogènes.

On dit qu'un S-module gradué M admet une présentation finie s'il existe une suite
exacte P->Q->M->-o, où P et Q^ sont des sommes directes finies de modules de la
forme S(n) et les homomorphismes sont de degré o (cf. (2 .1 .2 ) ) .

(a. 1.2) Soient M, N deux S-modules gradués ; on définit sur M®gN une structure
de S-module gradué de la façon suivante. Sur le produit tensoriel M®zN, on peut définir
une structure de Z-module gradué (où Z est gradué par Z^ = Z, Z^ = o pour n 4= o) en
posant (M®zN)g=^_©^ M^®zN^ (comme M et N sont respectivement sommes directes
des M^ et des N^, on sait que l'on peut identifier canoniquement M®^N à la somme
directe de tous les M^®zNJ. Cela étant, on a M®gN== (M®zN)/P, où P est le sous-
Z-modulede M®^N engendré par les éléments (xs)®y—x®(sy) pour ^eM,^eN, jeS;
il est clair que P est un sous-Z-module gradué de M®zN, et on voit aussitôt qu'on obtient
bien en passant au quotient une structure de S-module gradué sur M®gN.

Pour deux S-modules gradués M, N, rappelons qu'un homomorphisme u : M->N
de S-modules est dit de degré k si u(My) cN^ pour tout jeZ. Si H^ désigne l'ensemble
de tous les homomorphismes de degré n de M dans N, on désigne par Homg(M, N) la
somme (directe) des H^ (neZ.) dans le S-module H de tous les homomorphismes (de
S-module) de M dans N; en général Hom.g(M, N) n'est pas égal à ce dernier. Toutefois,
on a H=Homg(M, N) lorsque M est de type fini; on peut en effet supposer alors M
engendré par un nombre fini d'éléments homogènes A:, (i ^ ̂  72), et tout homomorphisme
ueïî s'écrit d'une seule manière 2 u^ où pour chaque A, ^(^) est égal au composant

feez
homogène de degré A+deg^) de u{x,) Çi^i^n), ce qui entraîne u^=o sauf pour un
nombre fini d'indices; on a par définition u^eïî^, d'où la conclusion.

On dit que les éléments de degré o de Homg(M, N) sont des homomorphismes
de ^-modules gradués. Il est clair que SJH^cH^^, donc les H^ définissent sur
Honig(M, N) une structure de S-module gradué.

Il résulte aussitôt de ces définitions que l'on a

(2.1.2.1) M(m)®gN(7z)==(M®gN)(m+^)

(2.1.2.2) Homg(M(m),N(n))=(Homs(M,N))(/z—m)

pour deux S-modules gradués M, N.
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Soient S, S' deux anneaux gradués; un homomorphisme Panneaux gradués 9 : S-^-S'
est un homomorphisme d'anneaux tel que <p(SJcS;, pour tout neZ (autrement dit,
y doit être un homomorphisme de degré o de Z-modules gradués). La donnée d'un tel
homomorphisme définit sur S' une structure de S-module graduée muni de cette structure
et de sa structure d'anneau gradué, on dit que S' est une S-algèbre graduée.

Si alors M est un S-module gradué, le produit tensoriel M®gS' de S-modules
gradués est muni de façon naturelle d'une structure de S'-module gradué, la graduation
étant celle définie plus haut.

Lemme (2.1.3). — Soit S un anneau gradué à degrés positifs. Pour qu'une partie E de S^_
formée d'éléments homogènes engendre S^_ en tant que S-module, il faut et il suffit que E engendre S
en tant que SQ-algèbre.

La condition est évidemment suffisante; montrons qu'elle est nécessaire. Soit E^
(resp. E^ l'ensemble des éléments de E de degré égal à n (resp. ^ n) ; il suffira de montrer,
par récurrence sur n>o, que S^ est le S^-module engendré par les éléments de degré n
qui sont des produits d'éléments de E^ Or, cela est évident pour n == i en vertu de

n-l
l'hypothèse; cette dernière montre en outre que S^== S SpE^_^, et le raisonnement par
récurrence est alors immédiat, p~

Corollaire (2.1.4). — Pour que S^_ soit un idéal de type fini, il faut et il suffit que S soit
une SQ-algèbre de type fini.

On peut en effet toujours supposer qu'un système fini de générateurs de la SQ-
algèbre S (resp. du S-idéal S^.) est formé d'éléments homogènes, en remplaçant chacun
des générateurs considérés par ses composants homogènes.

Corollaire (2.1.5). — Pour que S soit noethérien, il faut et il suffit que SQ soit noethérien
et que S soit une SQ-algèbre de type fini.

La condition est évidemment suffisante ; elle est nécessaire, puisque SQ est isomorphe
à S/S_^. et que S^_ doit être un idéal de type fini (2.1.4).

Lemme (2.1.6). — Soit S un anneau gradué à degrés positifs, qui soit une ^-algèbre de
type fini. Soit M un ^-module gradué de type fini. Alors :

(i) Les M^ sont des SQ-modules de type fini, et il existe un entier n^ tel que M^ = o pour
H^HQ.

(ii) II existe un entier n^ et un entier h>o tel que, pour tout entier n^n^, on ait
M ,̂=S,M,,

(iii) Pour tout couple d^ entiers [d, k) tels que d>o, o^k^: d— i, M^ est un ^-module
de type fini.

(iv) Pour tout entier d>o, S^ est une ^o-algèbre de type fini.
(v) II existe un entier A>o tel que S^-^ÇS^ pour tout m>o.
(vi) Pour tout entier n>o, il existe un entier m^ tel que S^cS^. pour tout m^m^.
On peut supposer S engendré (en tant que So-algèbre) par des éléments homo-

gènes/,, de degré À, (i ^ î'< r), et M engendré (en tant que S-module) par des éléments
homogènes Xy de degré ky Çi^j^s). Il est clair que M^ est formé des combinaisons
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linéaires, à coefficients dans Sg, des éléments f^ .. . f^Xy tels que les o^ soient des entiers
>o vérifiant A;y + Soc^ = ̂  ; pour chaquej, il n'y a qu'un nombre fini de systèmes (o^)

vérifiant cette équation, puisque les h^ sont >o, d'où la première assertion de (i) ; la
seconde est évidente. Soit d'autre part h le p.p.c.m. des h^ et posons g^f^^i ( i ^ z ^ r )
de sorte que tous les g^ sont de degré h; soient ̂  les éléments de M de la formel1 . . . f^x,
avec o^ a^<Â/^ pour i ̂  z< r; ces éléments sont en nombre fini, soit n^ le plus grand
de leurs degrés. Il est clair que pour n ̂  n^ tout élément de M^.^ est combinaison linéaire
des ̂  dont les coefficients sont des monômes de degré >o par rapport aux g^ donc on a
M^_^=S^M^, ce qui établit (ii). De la même manière, on voit (pour tout d>o) qu'un
élément de M^ est combinaison linéaire, à coefficients dans So, d'éléments de la
forme g^1 . .. f^Xj avec o^ o^<û?, g étant un élément homogène de S; d'où (iii) ; (iv)
résulte alors de (iii) et du lemme (2.1.3), en prenant M = S^_, puisque (S^)^ = (S^)^..
L'assertion de (v) se déduit de (ii) en prenant M=S. Enfin, pour un n donné, il n'y a
qu'un nombre fini de systèmes (oc^) tels que a^o et So^<^, donc si m^ est la plus grande

i
valeur de la somme Soc^ pour ces systèmes, on a S^cS^. pour m>m^ ce qui prouve (vi).

Corollaire (2.1.7). — Si S est noethérien^ il en est de même de S^ pour tout entier rf>o.
Cela résulte de (2.1.5) et de ( 2 . 1 . 6 , (iv)).
(2.1.8) Soit p un idéal premier gradué de l'anneau gradué S; p est donc somme

directe des sous-groupes p^==pnS^. Supposons que p ne contienne pas S^.. Alors, si f^S^,
n'appartient pas à p, la relation f^xep est équivalente à ^ep; en particulier, si f^S^
(û?>o), pour tout xeS^_^y la relation /^ep^ équivaut à xep^__^.

Proposition (2.1.9). — Soit n^ un entier >o; pour tout n ̂ n^ soit p^ un sous-groupe
de S^. Pour qu'il existe un idéal premier gradué p de S ne contenant pas S^ et tel que pnS^== p^
pour tout H^HQ, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

1 ° S^p^Cp^^^ pour tout m^o et tout n^-n^.
2° Pour m^o, 72^^,/eS^, geS^ la relation fg^Vm+n ^traîne /ep^ ou gep,^
3° p^ =)= S^ pour un n ̂  HQ au moins.
En outre /''idéal premier gradué p est alors unique.
Il est évident que les conditions i° et 2° sont nécessaires. En outre, si p:DS^, il

existe au moins un k>o tel que pnS^+S^;; si f^Sj^ n'appartient pas à p, la relation
pnS^=S^ entraîne pnS^_^===S^_^ d'après (2. i .8) ; donc, si pnS^=S^ àpartird'une
certaine valeur de n, on aurait pDS^ contrairement à l'hypothèse, ce qui prouve
que 3° est nécessaire. Inversement, supposons satisfaites les conditions i°, 2° et 3°. Notons
que, si pour un entier d^n^ f^S^ n'appartient pas à p^, alors, si p existe, p^, pour
m<nQ, est nécessairement égal à l'ensemble des xeS^ tels que/^ep^ ̂ .^3 sauf pour un
nombre fini de valeurs de r. Cela prouve déjà que si p existe, il est unique. Reste à montrer

00

que si on définit les p^ pour m<n^ par la condition précédente, p = 2 p^ est un idéal
n=0

premier. Notons d'abord qu'en vertu de 2°, pour mïn^ p^ est aussi défini comme
l'ensemble des xeS^ tels que fxep^^^ sauf pour un nombre fini de valeurs de r. Gela
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étant, si ^eS^, ^ep^, on a /^ep^n+.d sauf pour un nombre fini de valeurs de r, donc
^£p^_^, ce qui prouve que p est un idéal de S. Pour établir que cet idéal est premier,
autrement dit que l'anneau S/p, gradué par les sous-groupes S^/p^, est un anneau
intègre, il suffit (en considérant les composants de plus haut degré de deux éléments
de S/p) de prouver que si xeS^y jyeS^ sont tels que ^p^,j^p^, alors xyfp^^. Sinon,
pour r assez grand, on aurait /2r^ ;^P^4-n+2n^ mais on a f^^Pn+rd pour tout r>o;
il résulte alors de 2° que, sauf pour un nombre fini de valeurs de r, on a y^cep^ ^, et
on en conclurait que xep^ contrairement à l'hypothèse.

(2.1.10) Nous dirons qu'une partie 3 de S^_ est un idéal de S^_ si c'est un idéal
de S, et que 3 est un laea^ premier gradué de S^_ s'il est l'intersection de S^_ et d'un idéal
premier gradué de S ne contenant pas S^_ (cet idéal premier est d'ailleurs unique d'après
(2 .1 .9) ) . Si 3 est un idéal de S^, la racine de 3 dans S^_ est l'ensemble des éléments de S^.
dont une puissance appartient à 3? autrement dit c'est l'ensemble r+O) == tO)0^;
en particulier, la racine de o dans S^. est encore appelée le nilradical de S_^. et notée 91^ :
c'est donc l'ensemble des éléments niipotents de S^.. Si 3 est un idéal gradué de S^, sa
racine r+(3) est un idéal gradué : en passant à l'anneau quotient S/3, on peut se ramener
au cas 3==05 et tout revient à voir que si ^==^+^+i+ • • • +^ est niipotent, il en
est de même des x^eS^ ( î ^ h ^ i ^ k ) ; on peut supposer ^=f=o et le composant de plus
grand degré de ^n est alors x^ donc x^ est niipotent, et on raisonne alors par récurrence
sur k. On dit que l'anneau gradué S est essentiellement réduit si 9l_^ == o, autrement dit
si S .̂ ne contient pas d'éléments niipotents ==(=0.

(2.i.n) On notera que si, dans l'anneau gradué S, un élément x est diviseur
de o, il en est de même de son composant de plus haut degré. On dit qu'un anneau S
est essentiellement intègre si l'anneau S^. (san s élément unité) ne contient pas de diviseur
de o et est =|=o; il suffit pour cela qu'un élément homogène =4=0 dans S_^_ ne soit pas
diviseur de o dans cet anneau. Il est clair que si p est un idéal premier gradué de S^.,
S/p est essentiellement intègre.

Soit S un anneau gradué essentiellement intègre, et soit ^o^oî s?u ^xls^ alors un
élément homogène/4= o de S^ tel que A:o/==o, on a ^oS^==o, car on a (xog)f= {^f)g == o
pour tout g ^ S ^ y et l'hypothèse entraîne donc XQg==o. Pour que S soit intègre, il faut
et il suffit donc que SQ soit intègre et que l'annulateur de S_^. dans SQ soit réduit à o.

2.2* Anneaux de fractions d'un anneau gradué»

(2.2.1) Soient S un anneau gradué, à degrés positifs, y un élément homogène de S,
de degré û?>o; alors l'anneau de fractions S'==S. est gradué, en prenant pour S^
l'ensemble des A://^, où xeS^_^^ avec k^o (on observera ici que n peut prendre des
valeurs négatives arbitraires); nous désignerons le sous-anneau So==(S^)o de S' formé
des éléments de degré o par la notation S^.

Si yeS^, les monômes (//i)^ dans S^ (A entier positif ou négatif) forment un système
libre sur l'anneau S/.), et l'ensemble de leurs combinaisons linéaires n'est autre que
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Panneau (8^)? qui est donc isomorphe à 8^[T, T-1] ==8^®zZ[T, T-1] (où T est une
6

indéterminée). En effet, si on a une relation S ^(//1)^=0 avec ^^x^f^y où tous
fc== —a

les ̂  appartiennent à 8^, cette relation équivaut par définition à l'existence d'un k>—a
6

tel que S fh+k^h==09 et comme les degrés des termes de cette somme sont distincts,
h=—a

ona/^^^o pour tout h, d'où ^=o pour tout À.
Si M est un S-module gradué, M' == M^ est un S^-module gradué, M^ étant

l'ensemble des ^///c avec ^;eM^_^ (Â^o); on désigne par M^ l'ensemble des éléments
homogènes de degré o de M'; il est immédiat que M^) est un 8^-module et que l'on a
(M^My,®^)/.

Lemme (2.2.2). — Soient d, e deux entiers >o, ye8^, ^e8g. Il existe un isomorphisme
canonique Panneaux

s^) ̂  (^nW î
^ OTZ identifie canoniquement ces deux anneaux^ il existe un isomorphisme canonique de modules

M^) ̂  C^W-
En effet, fg divise/6^, et ce dernier élément divise [fgY\ donc les anneaux gradués 8^

et S^d s'identifient canoniquement; d'autre part, S^d s'identifie aussi à (S.e) d,^ (0, i .4.6),
et comme y6/! est inversible dans S^e, S^d s'identifie aussi à (S.e)^«e. Or l'élément ,g^/y6

est de degré o dans S^e; on en conclut aussitôt que le sous-anneau de (S.e) d,.e formé
des éléments de degré o est (S^)^e, et comme on a évidemment S/^=S/.), cela
démontre la première partie de la proposition; la seconde s'établit de même.

(2.2.3) Avec les hypothèses de (2 .2 .2) , il est clair que l'homomorphisme canonique
Sf->S^ (0, 1 .4 .1)3 qui transforme xfj^ en gkx|(fg)k est de degré o, donc donne par
restriction un homomorphisme canonique S^->S^, tel que le diagramme

^(/)
/ \

s^) ̂  (^W
soit commutatif. On définit de même un homomorphisme canonique M^->M/.,.

Lemme (2.2.4). — Sif, g sont deux éléments homogènes de S^_, Vanneau S^ est engendré
par la réunion des images canoniques de Sm et S/ \.

En vertu de (2 .2 .2) , il suffit de voir que i/^//6) =fd+e|{fg)<î appartient à l'image
canonique de S^ dans S^, ce qui est évident par définition.

Proposition (2.2.5). — Soit d un entier >o et soit feS^. Alors il existe un isomorphisme
canonique d'anneaux S^^S^/-— ^S^; si on identifie ces deux anneaux par cet isomorphisme,
il existe un isomorphisme canonique de modules M^^M^IÇf— ̂ M^.

Le premier de ces isomorphismes se définit en faisant correspondre à ^//w, où A:eS^,
l'élément x, classe de x mod. (/— 1)8^; cette application est bien définie, car on a la
congruence f^x=x (mod. (/—1)8^) pour tout xeS^, donc si fhx=o pour un h>o,

24



§ 2 ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 25

on a x = o. D'autre part, si xeS^ est tel que x = (/— i)j/ avec ̂  ==j^ +J^+i)d+ ... +Ad
avec j^eS^ et J^+o, on a nécessairement A = = ^ et ;v=—j^, ainsi que les relations
j^4.^==j^d pour h^j^k— i, j^==o, ce qui donne finalement fk~nx==o; à toute
classer mod.(/—^S^ d'un élément ^eS^, on peut donc faire correspondre F élément
^//n de S^, car la remarque qui précède montre que cette application est bien définie.
Il est immédiat que les deux applications ainsi définies sont des homomorphismes
d'anneaux, réciproques l'un de l'autre. On procède exactement de même pour M.

Corollaire (2.2.6). — Si S est noethérien, il en est de même de S^ pour tout f homogène
de degré >o.

Cela résulte aussitôt de (2.1.7) et (2.2.5).
(2.2.7) Soit T une partie multiplicative de S^_ formée d'éléments homogènes^

To==Tu{i} est alors une partie multiplicative de S; comme les éléments de TQ sont
homogènes, l'anneau Tj^S est encore gradué de façon évidente; on désignera par S^
le sous-anneau de Tj^S formé des éléments d'ordre o, c'est-à-dire des éléments de la
forme xfh, où heT et x est homogène de degré égal à celui de h. On sait (0, 1.4.5)
que T^S s'identifie canoniquement à la limite inductive des anneaux Sp où y parcourt T
(pour les homomorphismes canoniques Sy-»S^); comme cette identification respecte
les degrés, elle identifie S^ à la limite inductive des S^ pour feT. Pour tout S-module
gradué M, on définit de même le module M^ (sur l'anneau S^) formé des éléments
de degré o de T^M, et on voit que ce module est limite inductive des M(^ pour feT.

Si p est un idéal premier gradué de S^., on désignera par S^ et M.^ l'anneau S^
et le module M/rm respectivement, où T est l'ensemble des éléments homogènes de S^_
qui n'appartiennent pas à p.

2.3. Spectre premier homogène d'un anneau gradué»
(2.3.1) Étant donné un anneau gradué S, à degrés positifs, on appelle spectre

premier homogène de S et on désigne par Proj(S) l'ensemble des idéaux premiers gradués
de S .̂ (2 .1 .10)3 ou, ce qui revient au même, l'ensemble des idéaux premiers gradués
de S ne contenant pas S^_; nous allons définir une structure de schéma ayant Proj(S) comme
ensemble de base.

(2.3.2) Pour toute partie E de S, soit V^.(E) l'ensemble des idéaux premiers
gradués de S contenant E et ne contenant pas S^.; c'est donc la partie V(E)nProj(S)
de Spec(S). De (I, 1.1.2) on déduit donc :
(2.3.2.1) V^(o)=Proj(S), V^(S)=V^(S^)=0

(2.3.2.2) V^UE,)=nV^(E,)\ A / A
(2.3.2.3) V^EE^V.^uV^E').

On ne change pas V_^(E) en remplaçant E par l'idéal gradué engendré par E;
en outre, si 3 est un idéal gradué de S, on a

(2.3.a.4) V,.(3)=VjU(3nS,))
\q^n /
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pour tout n>o : en effet, si peProj(S) contient les éléments homogènes de 3 de
degré >TZ, comme par hypothèse il existe un élément homogène /eS^ non contenu
dans p, pour tout m ^ o et tout .veS^n^? on a /^SnS^^ sauf pour un nombre fini
de valeurs de r, donc /^epnS^.^, ce qui entraîne xepnS^ (2.1.9).

Enfin, on a, pour tout idéal gradué 3 de S

(2.3.2.5) V^(3)=V^r+(3)).

(2.3.3) Par définition, les V+(E) sont les parties fermées de X==Proj(S) pour
la topologie induite par la topologie spectrale de Spec(S), et qu'on appellera encore
topologie spectrale sur X. On pose, pour tout /eS

(2.3.3.1) D^(/)==D(/)nProj(S)=Proj(S)~V^(/)

et on a par suite, pour deux éléments y, g de S (I, 1.1.9. i)

(2.3.3.2) D^fg)=D^f)nD^g).

Proposition (2.3.4). — Lorsque/parcourt F ensemble des éléments homogènes de S^., les
D_^(/) forment une base de la topologie de X=Proj(S).

Il résulte en effet de (2 .3 .2 .2) et (2.3.2.4) que toute partie fermée de X est
intersection d'ensembles de la forme V_^.(/), où/est homogène de degré >o.

(2.3.5) Soit/un élément homogène de S^., de degré d>o; pour tout idéal premier
gradué p de S, ne contenant pas/, on sait que l'ensemble des ^//n, où xep et n^o,
est un idéal premier de l'anneau de fractions Sy (0, 1.2.6); sa trace sur S^ est donc un
idéal premier de cet anneau, que nous désignerons par ^(p) : c'est l'ensemble des A://^
pour TZ^O, ,?cepnS^. On a ainsi défini une application

^:D+(/)^Spec(S,/));

en outre, si ^eSg est un second élément homogène de S^., on a un diagramme commutatif

D+(/) ^ Spec(Sy,)

(a.3-5-1)

D^) -^ Spec(S^)

où la flèche verticale de gauche est l'inclusion, et celle de droite est l'application a^ ^
déduite de l'homomorphisme canonique co ==œ^^ : S^->S^ (I, 1.2.1) . En effet,
si ^eco"1^?)), où /^p, on a par définition ^/(/^^(p), donc ^ep et par
suite ^ep, et la réciproque est évidente.

Proposition (2.3.6). — L'application ^ est un homéomorphisme de D^.(/) sur Spec(S^).
En premier lieu, ^ est continue; car si heS^ est tel que ^//"e^^p), on a par

définition h ep et réciproquement, donc ^/"^(^(Â//")) ==D_^.(A/') et notre assertion résulte
de la formule (2.3.3.2). En outre, les D^Çhf), où h parcourt les ensembles S^, forment
une base de la topologie de D^(/), en vertu de (2.3.4) et de la formule (2 .3 .3 .2 ) ; ce
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qui précède prouve donc, compte tenu de l'axiome (T^) valable dans î)^{f) et dans
Spec(S^), que ^ est injective et que l'application réciproque ^(D^(y))->D^(y) est
continue. Enfin, pour voir que ̂  est surjective, on remarque que, si c^ est un idéal premier
de S^, et si, pour tout n>o, on désigne par p^ l'ensemble des xeS^ tels que ^//^ec^,
les p^ vérifient les conditions de (2 .1 .9) : en effet, si xeS^yjyeS^ sont tels que ^//^eqo
et^/^eq^, on a (^+J;)2d//2nECîo? d'où (^+J;)d//ne(^o puisque qo est premier; cela prouve
que les p^ sont des sous-groupes des S^, et la vérification des autres conditions de (2.1.9)
est immédiate, compte tenu de ce que q^ est premier. Si p est l'idéal premier gradué
de S ainsi défini, on a bien ^(p)==qo? car si xeS^y les relations x^ec^Q et x^lf^e^
sont équivalentes, q^ étant premier.

Corollaire (2.3.7). — Pour que D^(/) =0, il faut et il suffit que f soit niipotent.
En effet, pour que Spec(S^) =0, il faut et il suffit que S^==o, ou encore que

i == o dans S., ce qui signifie par définition que f est niipotent.
Corollaire (2.3.8). — Soit E une partie de S^.. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) V^(E)=X==Proj(S).
b) Tout élément de E est niipotent.
c) Les composants homogènes de tout élément de E sont niipotents.
Il est clair que c ) entraîne b) et que b) entraîne a). Si 3 est l'idéal gradué de S

engendré par E, la condition a) équivaut à V^.(3) =X; a fortiori, a) entraîne que tout
élément homogène fe^ est tel que V^. (/) == X, donc^ est niipotent en vertu de (2.3.7).

Corollaire (2.3.9). — Si 3 sst un idéal gradué de S^_, r+(3) est l'intersection des idéaux
premiers gradués de S^. qui contiennent 3.

En considérant l'anneau gradué S/3? on peut se ramener au cas où 3 = o. Il faut
prouver que si f^S^. n'est pas niipotent, il y a un idéal premier gradué de S ne contenant
pas y; or, un au moins des composants homogènes dey n'est pas niipotent, et on peut
donc supposer/homogène; l'assertion résulte alors de (2.3.7).

(2.3.io) Pour toute partie Y de X=Proj(S), soit {4. (Y) l'ensemble des /eS_^
tels que YcV+(/) ; il revient au même de dire que }+(Y) ==j(Y)nS^.; 1+(Y) est donc
un idéal de S^., égal à sa racine dans S^..

Proposition (2 .3 .11) . — (i) Pour toute partie E de S^., j^(V^.(E)) est la racine dans S^
de l'idéal gradué de S_^ engendré par E.

(ii) Pour toute partie Y de X, V^d^Y)) ==Y, adhérence de Y dans X.
(i) Si 3 est l'idéal gradué de S+ engendré par E, on a V^. (E) == V+ (3) et l'assertion

résulte alors de (2.3.9).
(ii) Comme V+(3)== H V+(/), la relation YcV+(3) entraîne YcV+(/) pour

/ Ê-vî

tout /e3, et par suite j+(Y)D3, d'où V+({+(Y)) cV+(3), ce qui prouve (ii) par
définition des ensembles fermés.

Corollaire (2.3.12). — Les parties fermées Y de X==Proj(S) et les idéaux gradués
de S 4. égaux à leur racine dans S 4. se correspondent biunivoquement par les applications décrois-
santes Y->i^.(Y), 3->V^(3); à la réunion Y^uYg de deux parties fermées de X correspond
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i+C^i^i+O1^)? et à r intersection d'une famille quelconque (Y^) de parties fermées correspond
la racine dans S^. de la somme des j+(Y^).

Corollaire (2.3.13). — Soit 3 un idéal gradué dans S_^.; pour que V^.(3) ==0, il faut
et il suffit que tout élément de S^. aî  z^ puissance dans 3.

Ce dernier corollaire s'exprime aussi sous l'une des formes équivalentes :
Corollaire (2.3.14). — Soit (/J une famille d''éléments homogènes de S^.. Pour que les

D+C/a) forment un recouvrement de X==Proj(S), il faut et il suffit que tout élément de S^. ait
une puissance dans V idéal engendré par les f^.

Corollaire (2.3.15). — Soient (/J une famille d'éléments homogènes de S^yfun élément

de S^.. Les relations suivantes sont équivalentes : a) D^_(/) cUD^_(yj ; b) V^(y)DriV^_(/J ;
c) une puissance de f appartient à U idéal engendré par lesf^.

Corollaire (2.3.16). — Pour que X= Proj(S) soit vide, il faut et il suffit que tout élément
de S^. soit niipotent.

Corollaire (2.3.17). — Dans la correspondance biunivoque décrite dans ( 2 . 3 .12 )5 aux
parties fermées irréductibles de X correspondent les idéaux gradués premiers dans S^_.

En effet, si Y ==Y^uY^, où Y^ et Yg sont fermés et distincts de Y, on a

4(Y)=4(Y,)n4(Y,)

les idéaux 4(Y^) et {^(Yg) étant distincts de 4 (Y), donc 4 (Y) n'est pas premier. Inver-
sement, si 3 est un idéal gradué non premier de S_^, il existe deux éléments f, g de S .̂ tels
que/^3,^3,/^3; alors V_,(/):DV^(3), V_^):DV.,(3) mais V^(3) cV,.(/)uV^)
par (2.3.2.3) ; on en conclut que V^ (3) est réunion des ensembles fermés V^. (/) n V^. (3)
et V^)nV+(3), qui sont distincts de V+(3).

2.4. La structure de schéma sur Proj(S).

(2.4.1) Soient y, g deux éléments homogènes de S^_; considérons les schémas
affines Y^=Spec(S^), Y^==Spec(S^) et Y^=Spec(S^). En vertu de (2.2.2) , le
morphisme z^j == ("co^j, ̂ j) de Y^ dans Yp correspondant à l'homomorphisme
canonique co^j : S^->S^, est une immersion ouverte (I, 1.3.6). Au moyen de l'homéo-
morphisme réciproque de ^ : D^_ (/) ->Y^ (2.3.6), on peut transporter à D^_(/) la
structure de schéma affine de Yp en vertu de la commutativité du diagramme (2.3.5.1),
le schéma affine D^. Çfg) s'identifie ainsi au schéma induit sur l'ensemble ouvert D^. (fg)
de l'espace sous-jacent au schéma affine D_^_(/). Il est clair alors (compte tenu de (2.3.4))
que X=Proj(S) est muni d'une unique structure de préschéma, dont la restriction à
chaque D_^(/) est le schéma affine qui vient d'être défini. En outre :

Proposition (2.4.2). — Le préschéma Proj(S) est un schéma.
Il suffit (I, 5.5.6) de montrer que, quels que soient /, g homogènes dans S^_,

D^_ (/) n D^_ {g) == D^_ [fg) est affine et que son anneau est engendré par les images cano-
niques des anneaux de D^. (/) et D^. {g) ; le premier point est évident par définition, et
le second résulte de (2.2.4).

28



§ 2 ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 29

Lorsqu'on parlera du spectre premier homogène Proj(S) comme d'un schéma,
il s'agira toujours de la structure qui vient d'être définie.

Exemple (2.4.3). — Prenons S=K[T^, Tg], K étant un corps, T\, Tg deux indé-
terminées, et S étant gradué par le degré total. Il résulte de (2.3.14) que Proj(S) est
réunion de D^(T^) et D^Tg); on voit aussitôt que ces schémas affines sont canonique-
ment isomorphes à K[T], et que Proj(S) s'obtient par le recollement de ces deux schémas
affines décrit dans (I, 2 .3.2) (cf. (7.4.14)).

Proposition (2.4.4). — Soit S un anneau gradué à degrés positifs^ et soit X le schéma
Proj(S).

(i) Si îl̂ . est le nilradical de S 4. ( 2 . 1 . 1 0 ) 5 le schéma X^ ^st canoniquement isomorphe
à Proj^S/îl^.); en particulier^ si S est essentiellement réduite Proj(S) est réduit.

(ii) Supposons S essentiellement réduit. Alors, pour que X soit intègre^ il faut et il suffit
que S soit essentiellement intègre.

(i) Soit S l'anneau gradué S/9Î^, et désignons par x->x l'homomorphisme
canonique S-^S, de degré o. Pour tout /eS^ (â?>o), l'homomorphisme canonique S^->S'
(0, 1.5.1) est surjectif et de degré o, donc par restriction donne un homomorphisme
surjectif S/^-^S/yp si on suppose ^9^4.5 on vérifie immédiatement que S^ est réduit, et
que le noyau de l'homomorphisme précédent est le nilradical de S^, autrement dit
S^=(S^)^. A cet homomorphisme correspond donc une immersion fermée
D^(J)-^D+(/) qui identifie D+(J) à (D^(/))^ (I, 5 -1 -2 ) , et est en particulier un
homéomorphisme des espaces sous-jacents à ces deux schémas affines. En outre, si ^9l+
est un second élément homogène de S 4., le diagramme

^f) "̂  ^n
^ ^

^(fg) -> ^(/ï)

est commutatif; comme en outre les D_^(/), pour y homogène de degré >o et f^yi^,,
forment un recouvrement de X==Proj(S) (2.3.7), on voit que les morphismes
D^(y)->D4_(/) sont les restrictions d'une immersion fermée Proj(S)->Proj(S) qui est
un homéomorphisme des espaces sous-jacents; d'où la conclusion (I, 5.1.2).

(ii) Supposons que S soit essentiellement intègre, autrement dit que (o) soit un
idéal gradué premier de S 4. distinct de S+ ; alors X est réduit en vertu de (i) et irréductible
en vertu de (2.3.17). Inversement, supposons que S soit essentiellement réduit et X
intègre; alors, pour f^o homogène dans S^., on a D^(f)^=0 (2 .3.7); l'hypothèse
que X est irréductible entraîne que T)^(f) nD^(^)=t=0 pour /, g homogènes et =(= o dans
S^; donc fg^o en vertu de (2 .3 .3 .2)5 et on en conclut que S^_ n'a pas de diviseurs de
zéro, d'où la première assertion.

(2.4.5) Étant donné un anneau commutatif A, rappelons qu'on dit qu'un anneau
gradué S est une A-algèbre graduée s'il est muni d'une structure de A-algèbre telle que
chacun des sous-groupes S^ soit un A-module; il suffit d'ailleurs pour cela que Sg soit
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une A-algèbre, autrement dit on définit sur S une structure de A-algèbre graduée en
définissant une structure de A-algèbre sur So, et en posant, pour aeA, xeS^y OL.X== (a. i)A:.

Proposition (2.4.6). — Supposons que S soit une A-algèbre graduée. Alors sur X == Proj (S),
le faisceau structural (0^ est une A-Algèbre (A étant considéré comme faisceau simple sur X) ; en
d^ autres termes y X est un schéma au-dessus de Spec(A).

Il suffit de noter que pour tout y homogène dans S^., S^ est une algèbre sur A,
et que le diagramme

^(/) "> ^{fg}
\ /

A

est commutatif, pour f, g homogènes dans S+.
Proposition (2.4.7). — Soit S un anneau gradué à degrés positifs.
(i) Pour tout entier ûf>o, il existe un isomorphisme canonique du schéma Proj (S) sur le

schéma ProjÇS^).
(ii) Soit S' l''anneau gradué tel que SQ=Z, S^==S^ (considéré comme î-module) pour

TZ >o. Il existe un isomorphisme canonique du schéma Proj (S) sur le schéma Proj (S').
(i) Montrons d'abord que l'application p—^pnS^ est une bijection de l'ensemble

Proj (S) sur Proj^S^). En effet, supposons donné un idéal premier gradué p'eProjÇS^),
et posons Pnd=Pf^ç'!>nd {n ̂  °) • ^om tout ^>o, non multiple de d, définissons ?„ comme
l'ensemble des xeS^ tels que ^ep^; si ^ep^.^ep^, on a {x+^ep^, donc (x+yYep^
puisque p' est premier; il est immédiat que les p^ ainsi définis pour tout n^-o vérifient
les conditions de (2.1.9) , donc il existe un idéal premier unique peProj(S) tel que
pnS^^p'. Comme pour tout/homogène dans S^., on a V^_ (/) = V^. (/d) (2.3.2.3) ,
on voit que la bijection précédente est un homéomorphisme d'espaces topologiques. Enfin,
avec les mêmes notations, S^ et S^ s'identifient canoniquement (2 .2 .2) , donc Proj (S)
et Pro^S^) s'identifient canoniquement en tant que schémas.

(ii) Si, à tout peProj(S) on fait correspondre l'unique idéal premier p'eProjÇS')
tel que p 'nS^=pnS^ pour tout n>o (2.1.9) , il est clair qu'on définit un homéo-
morphisme canonique Proj (S) C$ Proj (S') des espaces sous-jacents, car V^.(/) est le
même ensemble pour S et S' lorsque/est un élément homogène de S^.. Comme en outre
S/«=S/.), Proj (S) et Proj (S') s'identifient en tant que schémas.

Corollaire (2.4.8). — Si S est une ^-algèbre graduée, S^ la A-algèbre graduée telle que
(S^)o=A, (S^==S^ pour n>o, il existe un isomorphisme canonique de Proj (S) sur Proj (S^).

En effet, ces deux schémas sont isomorphes canoniquement à Proj (S'), avec les
notations de (2.4.7, (ii)).

2.5» Faisceau associé à un module gradué.

(2.5.1) Soit M un S-module gradué. Pour tout/homogène dans S^., M^ est un
S^-module, et il lui correspond donc un faisceau quasi-cohérent associé (M^))^ sur le
schéma affine Spec(S^), identifié à D^.(/) (I, 1.3.4).
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Proposition (2.5.2). — // existe sur X=Proj(S) un 0^-Module quasi-cohérent et un
/^s-/ /-«^

seul M tel que pour tout f homogène dans S^., on ait r(D_^(/), M) ==M^, V homomorphisme de
r*^ r*^

restriction r(D_^(/), M^—^rÇD^^), M) pour f, g homogènes dans S^., étant r homomorphisme
canonique M(̂  -> M(̂ ) (2.2.3).

Supposons y^S^, ^Sg. Comme 'D_^{fg) s'identifie au spectre premier de (S^)^»e
en vertu de (2 .2 .2) , la restriction à D^(fg) du faisceau (M^)^ sur D^Çf) s'identifie
canoniquement au faisceau associé au module (M^)^e (I, i .3.6)3 donc aussi à (M^))^
( 2 . 2 . 2 ) ; on en conclut qu'il existe un isomorphisme canonique

^ : (M(,))~|D^) ^ (M^D^fg)

tel que, si h est un troisième élément homogène de S_^., on ait 6^ = 6y^o6^ dans D_^. {fgh).
Par suite (0, 3.3.1) il existe sur X un (PyM.odule quasi-cohérent e^", et pour
chaque y homogène dans S^., un isomorphisme ^ de ^\D^(f) sur (M^)^ tels que
0 ,=•/] o7L1 . Si alors on considère le faisceau ^S associé au préfaisceau (sur la base de la
topologie de X formée des D_^.(/)) défini par D^(/)->M^, avec les homomorphismes
canoniques M/y)—»-M/y \ comme homomorphismes de restriction, ce qui précède prouve
que y et ^ sont isomorphes (compte tenu de (I, 1 .3 .7)) ; le faisceau ^S sera désigné

/->^/ /"-̂
par M et vérifie bien les conditions de l'énoncé. On a en particulier S =^x-

y^/
Définition (2.5.3). — On dit que le 0^-Module quasi-cohérent M défini dans (2.5.2)

est associé au S-module gradué M.
Rappelons que les S-modules gradués forment une catégorie lorsqu'on restreint

les homomorphismes de modules gradués aux homomorphismes de degré o. Avec cette
convention : 1^ '̂

Proposition (2.5.4). — Le joncteur M en M est un fondeur covariant additif exacte de la
catégorie des ^-modules gradués dans celle des (9 y Modules quasi-cohérents^ qui commute aux limites
inductives et aux sommes directes.

En effet, ces propriétés étant locales, il suffit de les vérifier sur les faisceaux
/^•^
M[D_^(/) == (M^)^; or, le foncteur M^ en M, le foncteur N() en N (dans la catégorie

/~^
des S.-modules gradués) et le foncteur P en P (dans la catégorie des S^-modules) ont
tous trois les propriétés d'exactitude et de permutabilité aux limites inductives et aux
sommes directes (I, i . 3.5 et i . 3.9) ; d'où la proposition.

/"» /̂ /^«^
On notera V l'homomorphisme M—^N correspondant à un homomorphisme de

degré o, u : M-^-N. On déduit aussitôt de (2.5.4) que les résultats de (I, 1.3.9 et
1.3.10) sont encore valables pour les S-modules gradués et les homomorphismes de

/~-^
degré o (avec le sens donné ici à M), les démonstrations étant purement formelles.

/̂ » /̂
Proposition (2.5.5). — Pour tout p eX === Proj (S), on a My == M(?) .

/~-^ -̂s-'

En effet, par définition Mp=limr(D^(/), M), où y parcourt l'ensemble des
éléments homogènes de S_^. tels que/^p; comme F(D^(/), M) ==M^, la proposition
résulte de la définition de M^ (2 .2 .7) .
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En particulier, Vanneau local (^x)p n'est autre que l'anneau S^, ensemble des
fractions A://, où/est homogène dans S_^ et n'appartient pas à p, et x homogène est de
même degré que /.

Plus particulièrement, si S est essentiellement intègre^ de sorte que Proj(S)=X est
intègre (2.4.4), et si Ç= (o) est le point générique de X, le corps des fonctions rationnelles
R(X) ==^, est le corps formé des éléments fg~1, où / et g sont homogènes de même
degré dans S+ et g^o.

Proposition (2.5.6). — Si, pour tout ^eM et tout f homogène dans S+, il existe une puis-
i^*^

sance de f annulant ̂  on a M = o. Cette condition suffisante est aussi nécessaire lorsque la ̂ -algèbre S
est engendrée par l9 ensemble S^ des éléments homogènes de degré i.

/^^
En effet, la condition M==o équivaut à M^==o pour tout/homogène dans S_^.

D'autre part, si /eS^, dire que M^=o signifie que pour tout ^eM homogène et de
degré multiple de d, il y a une puissance /n telle que /n^ = o. Si M^ == o pour tout
/eS^, la condition de l'énoncé est donc vérifiée pour tout /eS^; elle l'est a fortiori pour
tout/homogène dans S_^_ lorsque S^ engendre S, puisque tout élément homogène de S^.
est alors combinaison linéaire de produits d'éléments de S^.

Proposition (2.5.7).—Soient d un entier >o,/eS^. Alors, pour tout neZ, le (^x|D+(/))-
Module (S(nrf))^[D^_(/) est canoniquement isomorphe à ^x|D+C/)-

En effet, la multiplication par l'élément inversible (//i^ de S. est une bijection
de S^==(S^)o sur (S^= (S^âf))o== {S{nd)f\=S{nd)^ autrement dit, les S^-
modules S^ et S{nd)^ sont canoniquement isomorphes, d'où la proposition.

Corollaire (2.5.8). — Sur l'ensemble ouvert U= U D^.(/), la restriction du 0^-
f ̂ ^d

Module {S{nd))^ est un {0^\U)-Module inversible (0, 5.4. i).
Corollaire (2.5.9). — Si l'idéal S+ de S est engendré par l'ensemble S^ des éléments

homogènes de degré i, les 0^-Modules (S{n))^ sont inversibles pour tout neî.

Il suffit de remarquer que X= U D^(/) en vertu de l'hypothèse (2.3.14) et
d'appliquer (2.5.8) avec U=X. /esl

(2.5.10) Nous poserons, dans toute la suite de ce paragraphe

(2.5.10.1) 0^n)=={S{n))-

pour tout neZ, et pour toute partie ouverte U de X et tout (^x|U)-Module y

(2.5.10.2) ^W=^®^{W\V)

pour tout neZ. Si l'idéal S+ est engendré par S^, le foncteur ^(n) est exact en y pour
tout neZ, car 0^(n) est alors un (P-^-ÎAodule inversible.

(2.5.11) Soient M et N deux S-modules gradués. Pour tout /eS^ (rf>o) on définit
un homomorphisme canonique fonctoriel de S^-modules

(2.5.11.1) ^ : M^®^N(/)->(M'®SN)(/)
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en composant F homomorphisme M^®g N^->M^®gN^ (provenant des injections
M^->Mp N^-^N^ et S^-»S^) et Pisomorphisme canonique M^®g N^ (M®gN)^
(0, ï .3.4) et en notant que, par définition du produit tensoriel de deux modules gradués,
ce dernier isomorphisme conserve les degrés; pour A:eM^,j/eN^ {m ̂  o, n ̂  o), on a donc

Wf^W^ = (^^//w+n.
Il résulte aussitôt de cette définition que si ^eS^ (^>o), le diagramme

M(,®^N,) -^ (M®sN)(,

M(/,)®S^N^ - (M®sN)^

(où la flèche verticale de droite est l'homomorphisme canonique et celle de gauche
provient des homomorphismes canoniques) est commutatif. On déduit donc des À un
homomorphisme canonique fonctoriel de 6'x-Modules

(2.5.11.2) X : M®o N -> (M®sN)'

Considérons en particulier deux idéaux gradués 3, S{ de S; comme 3 et ^ sont des
/^«/ i"̂

faisceaux d'idéaux de 0-^, on a un homomorphisme canonique 3®<? S{->0^; le diagramme

(2.5.11.3)
3®^ (3®s^)'"

/
^

est alors commutatif. On se ramène en effet à le vérifier dans chaque ouvert î)_^{f)
(/homogène dans S^) et cela résulte aussitôt de la définition (2.5.11.1) de X, et de
(I, I .3-I3).

Notons enfin que si M, N, P sont trois S-modules gradués, le diagramme
?,®iM®^N®^P (M®sN)~®<,_P

(2.5.11.4) I®À

M®o^(N®gP)~ -> (M®gN®gPy
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est commutatif. Il suffit encore de le vérifier dans chaque D^(/) et cela découle aussitôt
des définitions et de (I, 1.3.13).

(2.5.12) Sous les hypothèses de (2.5.11), on définit un homomorphisme cano-
nique fonctoriel de S^-modules

(2.5.12.1) ^ : (Homg(M, N))^ -> Hom^(M^ N(,))

en faisant correspondre à u^y où u est un homomorphisme de degré nd, F homomorphisme
M^->N^ qui transforme xjf^' (xeM,^) en u^x)^^. Pour geS^ (^>o), on a encore un
diagramme commutatif

(Homg(M, N))^' ̂  Homg (M^ N(^)

(Homg(M, N))(^ -^ Homg^(M^, N^)

(la flèche de gauche étant Phomomorphisme canonique, celle de droite provenant des
homomorphismes canoniques). On en conclut encore (compte tenu de (I, 1.3.8)) que
les [if définissent un homomorphisme canonique fonctoriel de 0^-M.od\i\es

(2.5.12.2) [L : (Homs(M,N))--^J^m^(M,N).

Proposition (2.5.13). — Supposons l'idéal S^, engendré par S^. Alors V homomorphisme \
( 2 . 5 . 1 1 . 2 ) est un isomorphisme ; il en est de même de F homomorphisme pi ( 2 .5 .12 .2 ) lorsque
le ^-module gradué M admet une présentation finie ( 2 . 1 . 1 ) .

Gomme X est réunion des D^.(y) pour j^eS^ (2.3.14), on est ramené à prouver
que Xy et (JL sont des isomorphismes, sous les hypothèses envisagées, lorsque f est homogène
et de degré i. Or, on définit alors une application Z-bilinéaire M^xN^->M^®g N(^
en faisant correspondre à [ x ^ y ) l'élément (^//m) ® (jV/^ (lorsque m<o, nous écrivons x^
povirf~mx|I) ; ces applications définissent une application Z-linéaire M®^N->M^®g N^),
et si seSq, cette application transforme Çsx)®jy en (^//^((^//^^OVy^)) (pour xeM.^,
j/eNJ. On en déduit donc un di-homomorphisme de modules y/ : M®gN->M^®g N^,
relatif à F homomorphisme canonique S-^S^ (transformant seSq en sf/^. Supposons
en outre que pour un élément S(^®j^) de M®gN (^,J^ homogènes de degrés respec-

tifs m,, n^) on ait y^S^®^) ==o, autrement dit S(/^®^) ==o. On en déduit en vertu
i i

de (0, 1.3.4) que Pon a S^^//^'^')®^-//^) =o, c'est-à-dire ^(S(^(x)^.)) =o. Par
i Y i

suite y/ se factorise en M®gN->(M®gN)^-^M^®g N^; si '̂ est la restriction de y'
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à (M®gN)^, on vérifie aussitôt que ^ et ̂  sont des S^-homomorphismes réciproques,
d'où la première partie de la proposition.

Pour démontrer la seconde partie, supposons que M soit le conoyau d'un homo-
morphisme P->Q, de S-modules gradués, P et Q étant sommes directes d'un nombre
fini de modules de la forme S(/z); utilisant l'exactitude à gauche de Homg(L, N) en L
et l'exactitude de M^ en M, on est aussitôt ramené à prouver que ^ est un isomorphisme
lorsque M=S(^). Or, pour tout ^ homogène dans N, soit u, l'homomorphisme de S{n)
dans N tel que ^(i) =^; on voit aussitôt que T] : ̂ -^ est un isomorphisme de degré o
de N(—7z) sur Homg(S(%), N). Il lui correspond un isomorphisme

^^(N(-^)(^(Homs(S(7z),N))^.

D'autre part, soit Y]; l'isomorphisme N^Homg^(S(^, N^) qui, à tout ^'eN^
fait correspondre l'homomorphisme^ tel que v^Çs/f^ =s^|fn+k (pour ^eS^^= (S(n))^).
On constate aisément que l'application composée

(N(-^ t (Homg(S(7z), N))^ ̂  Hom^(S(^, N^) ̂  N^

est l'isomorphisme ^-^//^ de (N(—7?))^ sur N^), donc ^ est un isomorphisme.
Si l'idéal S+ est engendré par S^, on déduit de (2.5.13) que pour tout idéal

gradué 3 de S et tout S-module gradué M, on a

(2.5-I3.I) 3.M-O.M)-

à un isomorphisme canonique près; cela résulte en effet de la commutativité du dia-
gramme

3®^M ^ (3®sM)-
\ /

/-^
M

que l'on vérifie comme celle de (2.5.11.3).
Corollaire (2.5.14). — Supposons S engendrée par S^. Quels que soient m, n dans Z, on a

alors :

(^S-ii-i) ^(rn)®^(!)^n)=(Q^(m+n)

(2.5-Ï4.2) e)xW=^xW

à des isomorphismes canoniques près.

La première formule résulte de (2.5.13) et de l'existence de l'isomorphisme
canonique de degré o, S(m)®sS(7z) ̂  S{m+n), qui, à l'élément i®i (où le premier
facteur i est dans (S(m))_^ et le second dans (S(%))_J fait correspondre l'élément
ie(S(m+7z))_^_^. Il suffit ensuite de démontrer la seconde formule pour n=^—î,
et en vertu de (2.5.13), cela revient à voir que Homg(S(i), S) est canoniquement
isomorphe à S ( — i ) , vérification immédiate en remontant aux définitions (2 .1 .2) et
en se souvenant que S(i) est un S-module monogène.
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Corollaire (2.5.15). — Supposons S engendrée par S^. Pour tout ^-module gradué M et
tout n eZ, on a

(2.5.15.1) (M(7z))-=M(n)

à un isomorphisme canonique près.
Cela résulte des définitions (2.5.10.2) et (2.5.10.1)5 de la prop. (2.5.13) et de

l'existence d'un isomorphisme canonique M(/z)2^M®sS(^) de degré o qui, à tout
^e(M(72))^==M^^ fait correspondre z®ieM^^®(S(n))_^c(M®gS(n))^,

(a. 5.16) Désignons par S' l'anneau gradué tel que Sg=Z, S^=S^ pour TZ>O.
Alors, si yeS^ (rf>o), on a (S(7z))^== (S7^))^ pour tout yzeZ, car un élément de
(S'(%))^ est de la forme xff^ avec ^eS^^ (Â;>o), et on peut toujours prendre k tel que
TZ+^+O. Comme X==Proj(S) et X'==Proj(S') s'identifient canoniquement (2.4.7,
(ii)), on voit que pour tout neî, 0^{n) et ^x'(^) sont images l'un de l'autre par l'iden-
tification précédente.

Notons d'autre part que pour tout ûf>o et tout n eZ, on a
Wn)),=s^^={S{nd)^

pour VeS^, on a donc (S(d)(^))^)= [S(nd))^. On sait que les schémas X==Proj(S)
et X^^Pro^S^) s'identifient canoniquement (2.4.7, (i)); ce qui précède montre
que si la S^-algèbre S^ est engendrée par S^, (P^{nd) et Q^d}(n) sont images l'un de l'autre
par cette identification, pour tout TzeZ.

Proposition (2.5.17). — Soit d un entier >o, et soit U = U D_^(y). La restriction à U
/es;

de V homomorphisme canonique (Q^(nd) ®c^^x(—n^) ~^^x est un isomorphisme pour tout entier n.
En vertu de (2.5.16), on peut se borner au cas où d== i, et la conclusion résulte

alors de la démonstration de (2.5.13).

2.6. S-module gradué associé à un faisceau sur Proj(S).

On suppose dans tout ce numéro que V idéal S^. de S est engendré par F ensemble S^ des éléments
homogènes de degré i.

(2.6.1) Le ^x- Module (9x(i) est alors inversible (2 .5.9) ; on pose alors, pour tout
<î?x-Module^ (0,5.4.6)

(2.6.i.i) ^J^)=^^x(I),^)==,®,^(x,^^))
compte tenu de (2.5.14.2). Rappelons (0, 5.4.6) que F^(^x) est muni d'une structure
à'anneau gradué, et I\(e^') d'une structure de module gradué sur I\(^x)-

Puisque ^x(72) est localement libre, I\(^') est un foncteur covariant additif exact
à gauche en ê^\ en particulier, si / est un faisceau d'idéaux de ^x? Ï\(<^) s'identifie
canoniquement à un idéal gradué de F^x)-

(2.6.2) Soit M un S-module gradué; pour tout /eS^ (û?>o), x->x\\ est un
homomorphisme de groupes abéliens M()->M^, et comme M^ s'identifie canoni-
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^" /̂
quement à T(D^(f), M), on obtient ainsi un homomorphisme de groupes abéliens

/-s^/

OL'Q : Mo->r(D_^(/), M). Il est clair que, pour tout ^eSg (^>o), le diagramme

^r(D^(/),M)
MO i
^^(D^.M)

est commutatif; cela signifie que pour tout xeM.Q, les sections a^Çx) et a^(^) de M/̂ »-'
coïncident dans D_^(f) nD^(^), et par suite il existe une section unique ao(^)er(X, M)
dont la restriction à chaque D^_(/) est a^(^). On a ainsi défini (sans utiliser l'hypothèse
que S est engendrée par S^) un homomorphisme de groupes abéliens

(2.6.3.1) oco:Mo->r(X,M).

Appliquant ce résultat au S-module gradué M{n) (pour tout neZ), on obtient
pour chaque neî un homomorphisme de groupes abéliens
(2.6.2.2) a, : M,== (M(7z))o -^ F(X, M(TZ))

(compte tenu de (2.5.15)); d'où un homomorphisme fonctoriel (de degré o) de groupes
abéliens gradués
(2.6.2.3) a : M->I\(M)

(aussi noté a^) qui, dans chaque M^, coïncide avec oc^.
Si on prend en particulier M = S, on vérifie aussitôt (compte tenu de la définition

de la multiplication dans F (6y (O? 5-4-6)) que a : S->r (fi?x) est un homomorphisme
d'anneaux gradués, et que pour tout S-module gradué M, (2.6.2.3) est un di-homo-
morphisme de modules gradués.

Proposition (2.6.3). — Pour tout f^S^ (rf>o), D^(f) est identique à F ensemble des
peX où la section a//) de 0^[d) ne s''annule pas (0, 5.5.2).

Comme X= U D,(^) par hypothèse, il suffit de vérifier que pour tout ^eS^,
geQi

l'ensemble des peD^(^) où oc^(/) ne s'annule pas est identique à D+Çfg)- Or, la restriction
de oc^(y) à D^_(^) est par définition la section correspondant à l'élément ffi de (S(û?))^;
par l'isomorphisme canonique (S(â?))^2^S^ (2.5.7), cette section de ^x(^) au-dessus
de D^.(^) s'identifie à la section de 0^ au-dessus de D^.(^) qui correspond à l'élément f^
de S^; dire que cette section s'annule en peD^(^) signifie que fl^^Q, où q est l'idéal
premier de S^ correspondant à p (2.3.6); par définition cela veut dire que^ep, d'où la
proposition.

(2.6.4) Soit maintenant y un 0^ module, et posons M = F (e^) ; en vertu de
l'existence de l'homomorphisme d'anneaux gradués a : S->F (^x)? M peut être considéré
comme un S-module gradué. Pour tovitfeS^ (ûf>o), il résulte de (2.6.3) que la restriction
à D^_ (/) de la section oc^(/) de ^x(^) est inversible ; il en est donc de même de la restriction
à D+(/) de la section ^(/w) de 0^{nd), pour tout %>o. Soit alors ^;eM^== F(X, ^Çnd))
(^>o); s'il existe un entier k^o tel que la restriction à D_^(y') de/^, c'est-à-dire la
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section (^[D.^/^a^/^ID.^/)) de ^((/z+^â?), soit nulle, alors en raison de la
remarque précédente, on a aussi ^[D^.(y)==o. Gela montre que l'on définit un S^-
homomorphisme (3^ : M^->r(D^(/), S^) en faisant correspondre à l'élément ^//n la
section {^+(f))^d(fn)\D+(f))~l de ^ au-dessus de D+(/). On vérifie en outre
aussitôt que le diagramme

My, -^ r(D+(/), ̂ )

(2.6.4.1)

M^) -^ r(D^), jn
est commutatif pour geS^ (^>o). Si on se rappelle que M^) s'identifie canoniquement

i"̂
à r(D^.(/), M) et que les D_^_(/) forment une base de la topologie de X (2.3.4), on voit
que les (^ proviennent d'un unique homomorphisme canonique de (P^-M.od\des

(2.6.4.2) i3:(r^))-->^-

(aussi noté (B^-) qui est évidemment fonctoriel.
Proposition (2.6.5). — Soient M un S-module gradué, 3F un 6^- Module \ alors les

homomorphismes composés

(2.6.5.1) M-^(r^(M))^-iM

(2.6.5.2) r^^r^r^-^r^
sont les isomorphismes identiques.

La vérification de (2.6.5.1) est locale : dans un ouvert ' D ^ ( f ) , elle résulte aussitôt
des définitions et de ce que P, appliqué à des faisceaux quasi-cohérents, est déterminé
par son action sur les sections au-dessus de D^ (/) (I, i . 3.8). La vérification de (2.6.5.2)
se fait pour chaque degré séparément : si on pose M==F (^"), on a M^=r(X, ^{n)}
et (FJM)),= F(X, M(n)) == F(X, (M^))-). Or, si/eS^ et ^eM,, <(^) est Pélément z/i
de (M(yz))^, égal à (//i)^/./^) ; il lui correspond par ^ la section

((a,(/))M|D^(/))((^D^/))((a,(/))n|D^(/))- l)

au-dessus de D^.(/), c'est-à-dire la restriction de ^ à D^(y), ce qui vérifie (2.6.5.2).

2,7. Conditions de finitude.

Proposition (2.7.1). — (i) Si S ̂  ̂  anneau gradué noethérien, X=Proj(S) est un
schéma noethérien.

(ii) Si S est une A-algèbre graduée de type fini, X==Proj(S) est un schéma de type fini
au-dessus de Y=Spec(A).
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(i) Si S est noethérien, l'idéal S^. admet un système fini de générateurs homogènes
f^ (i^i^p), donc (2.3.14) l'espace sous-jacent X est réunion des D^Q^) ==Spec(S^),
et tout revient à voir que chacun des S^ est noethérien, ce qui résulte de (2.2.6).

(ii) L'hypothèse entraîne que S^ est une A-algèbre de type fini et S une S^-algèbre
de type fini, donc S^ est un idéal de type fini (2.1.4). On est alors ramené, comme
dans (i), à prouver que pour /eS^, S^ est une A-algèbre de type fini. En vertu de (2.2.5),
il suffit de montrer que S^ est une A-algèbre de type fini, ce qui résulte de (2.1.6).

(2.7.2) Nous considérerons dans ce qui suit les conditions de finitude suivantes
pour un S-module gradué M :

(TF) II existe un entier n tel que le sous-module © M ;̂ soit un ^-module de type fini,

(TN) II existe un entier n tel que M-jç == o pour k^n. /"^
Si M vérifie (TN), on a M(^==O pour tout y homogène dans S^., donc M==o.
Soient M, N deux S-modules gradués; on dit qu'un homomorphisme u : M—^N

de degré o est (TN)-injectif (resp. (TN)-surjectif y (TN)-bijectif) s'il existe un entier n
tel que u^ : My^N^ soit injectif (resp. surjectif, bijectif) pour k^n. Dire que u est
(TN)-injectif (resp. (TN)-surjectif) revient donc à dire que Ker u (resp. Coker u) vérifie
(TN). En vertu de (2.5.4), si u est (TN)-injectif (resp. (TN)-surjectif, (TN)-bijectif),
y est injectif (resp. surjectif, bijectif) $ lorsque u est (TN)-bijectif, on dit encore que u
est un (TN)-isomorphisme.

Proposition (2.7.3). — Soient S un anneau gradué tel que l'idéal S+ soit de type fini,
M un ^-module gradué.

r^j

(i) Si M vérifie la condition (TF), le 0^-Module M est de type fini.

(ii) Supposons que M vérifie (TF) ; pour que M== o, il faut et il suffit que M vérifie (TN).
<~^

On vient de voir que la condition (TN) implique M=o. Si M vérifie (TF), le
sous-module gradué M' = ® M ;̂ qui est par hypothèse de type fini, est tel que M/M"

^" /-«»^
satisfasse à (TN) ; on a par suite (M/M^^^o, et l'exactitude du foncteur M (2.5.4)

/^^ /^^ <^»^
entraîne M == M' ; pour prouver que M est de type fini, on est donc ramené au cas où M
est de type fini. La question étant locale, il suffit de prouver que M^) est un S/^-module
de type fini (I, 1.3.9); mais M^ est un S^-module de type fini (2.1.65 (iii)) et notre
assertion résulte alors de (2.2.5).

r^/

Supposons maintenant que M vérifie (TF) et que M==o; alors, avec les mêmes
/-s^/

notations que ci-dessus, on a M' = o, et la condition (TN) pour M' est équivalente à la
<~* /̂

condition (TN) pour M, donc pour prouver que M==o implique que M vérifie (TN),
on peut encore se borner au cas où M est engendré par un nombre fini d'éléments
homogènes ^ (i ^ i^p) ; soit d'autre part (^)i ̂ y^ç u n système de générateurs homogènes
de l'idéal S^_. On a par hypothèse M^.)==O pour toutj, donc il existe un entier n tel
que y^=o quels que soient i etj\ Soit n. le degré de ^-5 et soit m la plus grande valeur
de Sr.Tz- pour les systèmes d'entiers (r-) en nombre fini tels que Sr-^ nq'y il est clair alors

y j
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que si k>m, on a S^-==o pour tout i; si A est le plus grand des degrés des x^ on en
conclut que M^=o pour k>h-{-m, ce qui termine la démonstration.

Corollaire (2.7.4). — Soit S un anneau gradué tel que V idéal S^. soit de type fini; pour
que X==Proj(S) ==0, il faut et il suffit qu'il existe n tel que S^=o pour k^n.

/"•̂
La condition X == 0 est en effet équivalente à 0^ == S == o, et S est un S-module

monogène.
Théorème (2.7.5). — On suppose que l'idéal S^_ est engendré par un nombre fini d'éléments

homogènes de degré i; soit X==Proj(S). Alors, pour tout 0^-Module quasi-cohérent y, Vhomo-
morphisme canonique [3 : (F (J^))^—»^ (2.6.4) est un isomorphisme.

En effet, si S^_ est engendré par un nombre fini d'éléments f^S^, X est réunion
des sous-espaces Spec(S^) (2.3.6) qui sont quasi-compacts, donc est quasi-compact;
en outre X est un schéma (2 .4.2) ; d'après (I, 9.3.2), (2.5.14.2) et (2.6.3) on a, pour
tout feS^ (ûf>o) un isomorphisme canonique (r^(J^))^ ̂  ̂  r(D^.(/), y} ; d'ailleurs,
par définition, (F (^))(a (m (où I\(^) est considéré comme F ̂ (^x) -module) n'est autre
que (F (^"))m (où I\(^) est considéré comme S-module); si on se reporte à la défini-
tion (I, 9.3.1) de l'isomorphisme canonique précédent, on voit qu'il coïncide avec
l'homomorphisme (Bp d'où le théorème.

Remarque (2.7.6). — Si on suppose l'anneau gradué S noethérien, la condition
de (2.7.5) est vérifiée ipso facto dès que l'on suppose l'idéal S^_ engendré par l'ensemble S^
des éléments homogènes de degré i.

Corollaire (2.7.7). — Sous les hypothèses de (2.7.5)5 tout G^-Module quasi-cohérent y
r^

est isomorphe à un Q^-Module de la forme M, où M est un ^-module gradué.
Corollaire (2.7.8). — Sous les hypothèses de (2.7.5), tout Q^-Module quasi-cohérent

/^^
de type fini y est isomorphe à un 0^-Module de la forme N, où N est un ^-module gradué de type
fini.

On peut supposer ^=M, où M est un S-module gradué (2 .7 .7) . Soit CA)^(=L
un système de générateurs homogènes de M; pour toute partie finie H de L, soit Mg
le sous-module gradué de M engendré par les^ tels que ÀeH; il est clair que M est
limite inductive de ses sous-modules Mg, donc y est limite inductive de ses sous-^x-

/"^/
Modules Mg (2.5.4). Mais comme 3^ est de type fini et l'espace sous-jacent X quasi-

/^^
compact, il résulte de (0, 5.2.3) que ^=M^ pour une partie finie H de L.

Corollaire (2.7.9). — Sous les hypothèses de (2.7.5), soit y un 0^-Module quasi-cohérent
de type fini. Il existe alors un entier HQ tel que, pour tout n ̂  HQ, ^(n) soit isomorphe à un quotient
d'un Qy Module de la forme (P^ (k>o dépendant de n), et par suite est engendré par un nombre
fini de ses sections au-dessus de X (0, 5. i. i ).

En vertu de (2.7.8), on peut supposer que ^===M, où M est quotient d'une
somme directe finie de S-modules de la forme S(mJ; en vertu de (2.5.4) on peut donc
se borner au cas où M=S(w), donc ^(n) = (S(m+^))^= :^x(m+7^) (^S-^)- n

suffira donc de démontrer le
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Lemme (2.7.9.1). — Sous les hypothèses ûfc (2.7.5), pour tout n ̂  o, il existe un entier k
[dépendant de n) et un homomorphisme surjectif ^|:->^x(^)-

II suffit en effet (2 .7 .2) de montrer que, pour un k convenable, il y a un homo-
morphisme (TN) -surjectif u de degré o, du S-module gradué produit S^ dans S(7z). Or,
on a (S(/î))o==S^, et par hypothèse S^==S^ pour tout A>o, donc SS^==S^+S^i+ . . . .
Comme S^ est un So-module de type fini (2.1.5 et 2.1.6, (i)), considérons un système
de générateurs (^)i<^<^ de ce module; Phomomorphisme u fera correspondre ^ au
î'-ème élément de la base canonique de Sîc {i^i^k)', comme Coker u s'identifie alors à
(S(7z))_^+ • • • +(S(^))_i5 u répond bien à la question.

Corollaire (2.7.10). — Sous les hypothèses de (2.7.5), soit ê^ un 0^-Module quasi-
cohérent de type fini. II existe un entier HQ tel que, pour tout n^UQ, y soit isomorphe à un quotient
d'un Qy Module de la forme (^x(—^Ï (^ dépendant de n).

Proposition (2 .7 .11) . — Supposons vérifiées les hypothèses de (2.7.5) et soit M un S-module
gradué. Alors :

(i) U homomorphisme canonique ^S : M-»(r^(M))^ est un isomorphisme.
r^

(ii) Soit ^ un sous-O^-Module quasi-cohérent de M, et soit N le sous-S-module gradué de M,
/-o>^ /-^-'

image réciproque de T (^) par a. Alors on a N==^ (N étant identifié, en vertu de (2.5.4), à
r^i

un sous-(P^-Module de M).
/-^ /^^/

Comme (B : (F (M^^-^M est un isomorphisme en vertu de (2.7.5) , "a" est Piso-
morphisme réciproque en vertu de (2.6.5. i), d'où (i). SoitP le sous-module gradué oc(M)

de F (M); comme M est un foncteur exact (2.5.4)3 l'image de M par V est égale à P,
/^>w1 <^»-/

donc, en vertu de (i), P == (FJM))^. Posons Q^== F^(^) nP; en vertu de ce qui précède

et de (2.5.4)3 on a Q= (F (^))^3 donc la restriction de P à Q est un isomorphisme de
ce ^x"M°dule sur ^ par (2.7.5). Mais par définition de N et (2.5.4), la restriction de

Pisomorphisme V à N est un isomorphisme de N sur Q, d'où la conclusion par (2.6.5.1) .

2.8. Comportements fonctoriels.

(2.8.1) Soient S, S' deux anneaux gradués à degrés positifs, 9 : S'-^S un
homomorphisme d'anneaux gradués. Nous désignerons par G(cp) la partie ouverte
de X=Proj(S) complémentaire de V+(cp(S^)), ou, ce qui revient au même, la réunion
des D^^/')), où y parcourt l'ensemble des éléments homogènes de S^_. La restriction
à G(y) de l'application continue "y de Spec(S) dans Spec(S') (I, 1 .2 .1) est donc une
application continue de G(<p) dans Proj(S'), que nous noterons encore a^ par abus de
langage. Si /'eS^. est homogène, on a
(2.8.1.1) ^(D^/Q^D^/'))

compte tenu du fait que "y applique G(<p) dans Proj^S') et de (I, 1 .2 .2 .2 ) . D'autre part,
Phomomorphisme y définit canoniquement (avec les mêmes notations) un homo-
morphisme d'anneaux gradués S^->Sp d'où, par restriction aux éléments de degré o,
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un homomorphisme S^-^S^ que nous désignerons par <p^; il lui correspond (I, i .6. i)
un morphisme (^p'q^) : Spec(S^)—^Spec(S^)) de schémas affines. Si on identifie
canoniquement Spec(S^) au schéma induit par Proj(S) sur D^.(/) (2.3.6), on a défini
un morphisme 0^ : D.^/)-^.^/') et ̂  s'identifie à la restriction de "y à D+(/).
D'autre part, il est immédiat que si g ' est un second élément homogène de S ̂  et g ==.^(g'),
le diagramme

D+(/) ^ D^(/')

D^(fg) -^ D ^ f ' g ' )

est commutatif, en raison de la commutativité du diagramme

^{f}
^)

J^

"/y,/7 ^,/

c'^(/y) <p S,
'(/<7) '(/.<7)

Compte tenu de la définition de G(<p) et de (2 .3 .3 .2) , on voit donc que :
Proposition (2.8.2). — Étant donné un homomorphisme Panneaux gradués 9 : S'-» S,

il existe un morphisme et un seul (^ç, ̂ ) du préschéma induit G(<p) dans Proj(S') (dit associé à 9 et
^téProj(cp)), tel que pour tout élément homogène feS'^., la restriction de ce morphisme à D^((p(y))
coïncide avec le morphisme associé à V'homomorphisme S^-^S^^ correspondant à <p.

On notera qu'avec les notations précédentes, si feS^, le diagramme

S(D
"(y)

^y)

(2.8.2.1)

S^Kf— 1)8^ -> S^/-- 1)8^'

est commutatif (les flèches verticales étant les isomorphismes (2 .2 .5 ) ) .
Corollaire (2.8.3). — (i) Le morphisme Proj(9) est affine.
(ii) Si Ker(<p) est niipotent (et en particulier si 9 est injectif), le morphisme Proj((p) est

dominant.
(i) est conséquence immédiate de (2.8.2) et de (2 .8 .1 .1 ) . D'autre part, si Ker(cp)

est niipotent, pour tout/' homogène dans S^., on vérifie aussitôt que Ker(cp^) (avec
/==9(/')) est niipotent, donc aussi Ker(ç^) ; la conclusion résulte donc de (2 .8 .2) et
de (I, 1 .2 .7 ) .
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On notera qu'il y a en général des morphismes de Proj(S) dans Proj(S') qui ne
sont pas affines, et ne proviennent donc pas d'homomorphismes d'anneaux gradués
S'->S; un exemple est le morphisme structural Proj(S)-^Spec(A) quand A est un
corps (Spec(A) étant identifié à Proj(A[T]) (cf. 3 .1 .7) ) ; cela résulte en effet de
(1,2.3.2).

(2.8.4) Soient S" un troisième anneau gradué à degrés positifs, 9' : S"->S' un
homomorphisme d'anneaux gradués, et posons 9" =-- 909'. En raison de (2.8. i . i) et de la
formule V= (V)^?) on vérifie aussitôt que l'on a G^') cG(y) et que, si 0, O'
et 0" sont les morphismes associés à 9, q/ et 9", on a O'^O'O^IG^")).

(2.8.5) Supposons que S (resp. S') soit une A-algèbre graduée (resp. une A'-
algèbre graduée), et soit ^ : A'->A un homomorphisme d'anneaux tel que le diagramme

(2.8.5.1)
A ' - ^ A
^ ^
S' -> S

soit commutatif. On peut alors considérer G((p) et Proj(S') comme des schémas au-
dessus de Spec(A) et SpecÇA') respectivement; si 0 et T* sont les morphismes associés
respectivement à 9 et ^, le diagramme

G(ç) -% Proj^S')

Spec(A) -> Spec(A/)Y

est alors commutatif : il suffit en effet de le démontrer pour la restriction de 0 à D^.(/),
où f=^{fl\ft homogène dans S^; et alors cela résulte de la commutativité du
diagramme

(2.8.6) Soit maintenant M un S-module gradué, et considérons le S'-module
M^, qui est évidemment gradué. Soit/7 homogène dans S^, et soit f=^{ff); on sait
(0, 1.5.2) qu'il y a un isomorphisme canonique (M^, 2^ (M^ p et il est immédiat
que cet isomorphisme conserve les degrés, donc il y a un isomorphisme canonique
(^cp])^) ̂  (^y))^]- n correspond canoniquement à cet isomorphisme un isomor-
phisme de faisceaux (M^)- D+(/') ̂  (0^(M|D+(/)) (2 .5 .2 et I, 1.6.3). En outre,
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si ̂  est un second élément homogène de S^. et ^=<p(^'), le diagramme

(^(n -^ (^n)^]

(M^y) ^ (M(^)^

est commutatif, d'où on conclut aussitôt que Pisomorphisme

(M^r|D,.(/^) ̂  ((I>^(M|D^))

est la restriction à D+(/^') de Pisomorphisme (M^)^|D+(/') :$ (0^(M|D+(/)).
Comme <3^ est la restriction à D_^(/) du morphisme <D, on voit donc, compte tenu de
(2.8.1.1) , et en posant X'==Proj(S') :

Proposition (2.8.7). — II existe un isomorphisme canonique fonctoriel du 0^,-Module
(M^)^ sur le 0^-Module <^(M|G(<p)).

On en déduit aussitôt une application canonique fonctorielle de l'ensemble des
cp-morphismes M'-^M d'un S'-module gradué dans le S-module gradué M, dans
l'ensemble des 0-morphismes M'-^MIG^). Avec les notations de (2.8.4), si M"
est un S"-module gradué, au composé d'un y-morphisme M'—^M et d'un 9'-morphisme
M'/->M/ correspond canoniquement le composé de M'IG^^—MIG^") et de
Sr'-^SriGOï/).

Proposition (2.8.8). — Sous les hypothèses de (2.8.1), soit M' un S'-module gradué.
Il existe un homomorphisme canonique fonctoriel v du {G)^\ G (y))- Module $*(M') dans le
{0^\G^)yModule (M'OO^S)^] G(cp). Si Vidéal S^ est engendré par S;, v est un
isomorphisme.

En effet, pour /'^S^ (rf>o), on définit un homomorphisme canonique fonctoriel
de S^-modules (où f=^(ff))
(2.8.8.1) ^:M„®^S^(M/®,,S)(,

en composant P homomorphisme M^®g, S^-^M^®g, S^ et Pisomorphisme canonique
M^®s^S^(M'®s,S)^ (0, 1.5.4) et notant que ce dernier conserve les degrés. On vérifie
aussitôt la compatibilité des ^ avec les opérateurs de restriction de D^(/) à D,(^)
(pour un second g'eS^ et ^==(p(^')), d'où la définition de P homomorphisme

v : <D*(ST) -> (M'®s.S)"[G(9)

compte tenu de (I, 1.6.5). Pour prouver la seconde assertion, il suffit de montrer
que ̂  est un isomorphisme pour tout /'eS^, puisque G((p) est alors réunion des D^çQ^)).
On définit d'abord une application Z-bilinéaire M,^ X S^ -> M(^®g^ S^ en faisant
correspondre à (x\ s) l'élément (^V./^^W) (avec la convention que x'jf^ estf^x^î

44



§ 2 ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 45

lorsque m<o). On constate comme dans la démonstration de (2.5.13) que cette
application donne naissance à un di-homomorphisme de modules

^:M'®^S->M^®.S,) .

En outre, si. pour r>o, on a /'S^'®^) ==o, cela s'écrit aussi S^'^'®^) ==o, d'où,

par (0, 1.5.4), SÇ/'^//'-^^)®^//^) ==o, c'est-à-dire ^(S^(x)j;J =o, ce qui prouve
i •n. i

que ^ se factorise en M^s.S-^M'®^^ —> M^®s^ S^; on vérifie enfin que T);
et ^ sont des isomorphismes réciproques l'un de l'autre.

En particulier, il résulte de (2 .1 .2 .1 ) que l'on a un homomorphisme canonique

(2.8.8.2) 0*(^))^xW|G(9)

pour tout neî.
(2.8.9) Soient A, A' deux anneaux, ^ : A'—^A un homomorphisme d'anneaux,

définissant un morphisme Y : Spec(A)->Spec(A/). Soit S' une A'-algèbre graduée à
degrés positifs, et posons S=S'®^/A, qui est de façon évidente une A-algèbre graduée
par les S^®^A; l'application 9 ' . s ' — ^ s ' ® ! est alors un homomorphisme d'anneaux
gradués rendant commutatif le diagramme (2.8.5.1). Comme ici S^_ est le A-module
engendré par ^(S',.), on a G(<p) ==Proj(S) =X; d'où, en posant X^Pro^S'), un
diagramme commutatif

X ^ X-
(2.8.9.1) p [ [

Y -> Y'
Y

Soit maintenant M' un S'-module gradué, et posons M==M'®^A== M^g/S.
Dans ces conditions :

Proposition (2.8.10). — Le diagramme (2 .8 .9 .1) identifie le schéma X au produit
"s»/ /~^»/

X'XY 'Y Î ^ outre, F homomorphisme canonique v : O^M^—^M (2.8.8) est un isomorphisme.
La première assertion sera démontrée si l'on prouve que pour tout f homogène

dans S^., en posant /== (?(/'), les restrictions de 0 et de p à D.J/) identifient ce schéma
au produit D+(/ ')XY'Y (I, 3.2.6.2); autrement dit, il suffit (I, 3 .2 .2 ) de prouver
que S^ s'identifie canoniquement à S^)®^A, ce qui est immédiat en vertu de l'existence
de l'isomorphisme canonique S^S^®^A conservant les degrés (0, i .5.4). La seconde
assertion résulte de ce que M^)®g^ S^ s'identifie d'après ce qui précède à M(»)®^A,
et ce dernier à M(^, puisque M^ s'identifie canoniquement à M^®^A par un isomor-
phisme conservant les degrés.

Corollaire (2 .8 .11) . — Pour tout entier neZ,M(n} s'identifie à (D^M^)) =M'(n)®Y^Y;
en particulier (H)^(n) = O^x'^)) = Qxl{n) ®Y' ̂ Y-

Cela résulte de (2.8.10) et de (2.5.15).
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(2.8.12) Sous les hypothèses de (2.8.9), pour /'eS^ {d> o) et /^cpf/'), le
diagramme

M^ ^ M^/'—i)]^

(2.8.12.1)

M(^) ^ MW / ( /—I)MW

(cf. (2 .2 .5 ) ) est commutatif.
(2.8.13) Gardons les notations et hypothèses de (2.8.9)5 et soit y un ^'"Module;

si on pose y =<^[y\ on a, pour tout nç=Z, ^(n) ̂ O^J^TZ)) en vertu de (2.8.11)
et (0, 4.3.3). Par suite (0, 3.7.1), on a un homomorphisme canonique

r(p) :r(x',^(7z))^r(x,^2))
ce qui donne un di-homomorphisme canonique de modules gradués

r^')-.r,(^).
Supposons l'idéal S+engendré par Si, et y=M', donc ,^'=M avec 1^=]^'®^^-

Siy est homogène dans S'^ et f== <p(/'), on a vu que M.,^ = My.)®^-A, et le diagramme

Mo-> M^,=r(D^(/'),M')

i i
M, -> My,=r(D^/),M)

est donc commutatif; on conclut aussitôt de cette remarque et de la définition de Phomo-
morphisme a (2.6 .2) que le diagramme

M' -X r^(M')
(2.8.13.1)

M _> r (M)^ *

est commutatif. De même, le diagramme

(r.(^")r

(2.8.13.2)

y

(rwr ĵ "
est commutatif (la flèche verticale de droite étant le 0-morphisme canonique

y-^^\y'}=^
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(2.8.14) Conservant toujours les hypothèses et notations de (2.8.9)3 soit N' an
second S'-module gradué, et soit N==N'®^A. Il est immédiat que les di-homomor-
phismes canoniques M'-^M.N'—^N donnent un di-homomorphisme M /®g,N /->M®gN
(relatif à l'homomorphisme canonique d'anneaux S'—^S), et par suite aussi un S-homo-
morphisme de degré o (M /®g/N /)®^A—^M®gN, auquel correspond (compte tenu
de (2.8. io)) un homomorphisme de ^"Modules
(2.8.14.1) (^((M'®^')-) -> (M®gN)^.

En outre, on vérifie aussitôt que le diagramme

(^(M'®.^) M®.N == O^M') ®,. 0*(N')

(2.8.14.2) 0*(À)

(^((M^N')^) -> (M®gN)^

est commutatif, la première ligne étant l'isomorphisme canonique (0, 4.3.3). Si
l'idéal S^. est engendré par Si, il est clair que S^ est engendré par S^, et les deux flèches
verticales de (2.8.14.2) sont alors des isomorphismes (2.5.13); il en est donc de même
de (2.8.14. i).

On a de même un di-homomorphisme canonique Honig^M', N^—^HOIT^M, N)
en faisant correspondre à un homomorphisme u' de degré k Y homomorphisme M'®!,
qui est aussi de degré k; on en déduit encore un S-homomorphisme de degré o

(Homg^M', N')) ®A'A -> Homg(M, N)

d'où un homomorphisme de ^"Modules
(2.8.14.3) (^((Hom^M-, N-))-) -^ (Homg(M, N))-.

En outre, le diagramme
(Ï)*((Homg,(M', NQ)") -> (Homg(M,N))—

0*({A)

0*(^m^(M', N7)) ——-^ J^m^(M,N)

est commutatif (la seconde ligne horizontale étant l'homomorphisme canonique
(0, 4.4.6)).
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(2.8.15) Les notations et hypothèses étant celles de (2.8.1), il résulte de (2.4 .7)
que l'on ne change pas le morphisme 0, à des isomorphismes près, en remplaçant Sç
et SQ par Z et <po par l'application identique, puis en remplaçant S et S' par S^ et S'^
respectivement (â?>o) et 9 par sa restriction 9^ à S^.

2.9. Sous-schémas fermés cPun schéma Proj(S).

(2.9.1) Si 9 : S—^S' est un homomorphisme d'anneaux gradués, on dit que 9 est
(TN)-surjectif (resp. (T~N)-injectif, {TN)-bijectif) s'il existe un entier n tel que, pour k^-n,
^k : S^-^S^ soit surjectif (resp. injectif, bijectif). Alors il résulte de (2.8.15) que l'étude
de 0 peut se ramener au cas où 9 est surjectif (resp. injectif, bijectif). Au lieu de dire
que 9 est (TN)-bijectif, on dit aussi que c'est alors un (TN)-isomorphisme.

Proposition (2.9.2). — Soit S un anneau gradué à degrés positifs et soit X==Proj(S).
(i) Si 9 : S—^S' est un homomorphisme (TN) -surjectif Panneaux gradués, le morphisme

correspondant 0 (2.8. i) est défini dans Proj(S') tout entier et est une immersion fermée de Proj(S')
dans X. Si 3 est le noyau de 9, le sous-schéma fermé de X associé à 0 est défini par le faisceau

r^/

d'idéaux quasi-cohérent 3 de Q^.
(ii) Supposons en outre r idéal S^. engendré par un nombre fini d'éléments homogènes de

degré i. Soit X' un sous-schéma fermé de X, défini par un faisceau quasi-cohérent d'idéaux /
de é^x- ^olt 3 V idéal gradué de S, image réciproque de F (^) par l'homomorphisme canonique
a : S->r (^x) (2.6.2), et posons S'==S/3. Alors X' est le sous-schéma associé à l'immersion
fermée Proj(S')->X correspondant à l'homomorphisme canonique d'anneaux gradués S—^S'.

(i) On peut supposer 9 surjectif (2.9.1). Comme par hypothèse 9(S+) engendre S^,
on a 0(9) ==Proj(S /). D'autre part, la seconde assertion se vérifie localement sur X; soit
donc/un élément homogène de S^. et posons // = 9(/). Comme 9 est un homomorphisme
surjectif d'anneaux gradués, on vérifie aussitôt que 9^ : S^-^S^ est surjectif et que son
noyau est 3(/)? ce q^ achève de prouver (i) (I, 4.2.3).

(ii) En vertu de (i), on est ramené à vérifier que l'homomorphisme j : 3-^x
/^^/

déduit de l'injection canonique j : 3->S est un isomorphisme de 3 sur / •) ce Ç1111 résulte
de (2.7.11). /•^ /~- '̂

On notera que 3 est le plus grand des idéaux gradués 3' de S tels que j (3') = / ,
car on vérifie immédiatement en remontant aux définitions (2.6.2) que cette relation
implique aOQcFJ^).

Corollaire (2.9.3). — On suppose vérifiées les hypothèses de (2.9.2, (i)) et en outre que
l'idéal S^ est engendré par S^; alors <I)*((S(^))^) est canoniquement isomorphe à (S'^))^
pour tout neZ, et par suite ^{^(n)) à O*^)^) pour tout Q^-Module ^.

C'est un cas particulier de (2.8.8), compte tenu de (2.5.10.2).
Corollaire (2.9.4). — On suppose vérifiées les hypothèses de (2.9.2, (ii)). Pour que le

sous-préschéma fermé X' de X soit intègre^ il faut et il suffit que l'idéal gradué 3 soit premier dans S.
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Comme X' est isomorphe à Proj(S/3), la condition est suffisante en vertu de
(2.4.4). Pour voir qu'elle est nécessaire, considérons la suite exacte o->^^—^x^^x/^r?
qui donne une suite exacte

^s/^w^w/}-
II suffit de prouver que sifeS^, geS^ sont tels que l'image dans I\(^x/^) de ^n+m^fê)

est nulle, alors l'une des images de oc^(/), a^(^) est nulle. Or, par définition, ces images
sont des sections des {Q^\/} -Modules inversibles ^=(Q^/}(m) et 0^'== {(Q^/}(n)
au-dessus du schéma intègre X'; l'hypothèse entraîne que le produit de ces deux sections
est nul dans JSf®^' ((2.9.3) et (2 .5.14.1)) , donc l'une d'elles est nulle en vertu de
(I, 7.4.4)-

Corollaire (2.9.5). — Soient A un anneau, M un A-module, S une A-algèbre graduée
engendrée par V ensemble Sj des éléments homogènes de degré i, u : M-^S^ un homomorphisme
surjectifde A-modules, ~u : S (M) ->S l9 homomorphisme {de A-algèbres} de l^ algèbre symétrique S (M)
de M dans S qui prolonge u. Le morphisme correspondant à ~u est alors une immersion fermée de
Proj(S) dans Proj(S(M)).

En effet, ~u est surjectif par hypothèse et il suffit d'appliquer (2.9.2) .

§ 3. SPECTRE HOMOGÈNE D'UN FAISCEAU D'ALGÈBRES GRADUÉES

3.1. Spectre homogène d'une 6\-Algèbre graduée quasi-cohérente.

(3.1.1) Soient Y un préschéma, y une (P^-Algèbre graduée, ^ un ^-Module
gradué. Si y est quasi-cohérente, chacun de ses composants homogènes y^ est un ^y--
Module quasi-cohérent, étant l'image de y par un homomorphisme de V dans lui-même
(I, 1.3.8 et 1.3.9); de même, si e^f est quasi-cohérent en tant que (P^-M.odule, ses
composants homogènes e^ le sont aussi, et réciproquement. Si d est un entier >o, on
désignera par y^ la somme directe des ffl^-ÎAoduïes y^ (neï), qui est quasi-cohérente
si y l'est (I, 1.3.9); pour tout entier k tel que o^k^d— i, on désignera par^f^ (ou
^(d} pour k=o) la somme directe des ^^.^(/zeZ) qui est un «9^-Module gradué,
quasi-cohérent lorsque Y et ^ sont quasi-cohérents (I, 9.6.1). On notera ^(n) le
e^-Module gradué tel que (e^(7z))^==e^.^ pour tout keî, si Y et ̂  sont quasi-
cohérents, ^{n) est un Y- Module gradué quasi-cohérent (I, 9.6.1).

Nous dirons que ^K est un ^-Module gradué de type fini (resp. qu'il admet une
présentation finie) si pour tout j^eY, il existe un voisinage ouvert U d e j / e t des entiers T^-
(resp. des entiers m^ et riy) tels qu'il y ait un homomorphisme surjectif de degré o :

@ (^(72j|U)->^[U (resp. que ^|U soit isomorphe au conoyau d'un homo-

morphisme de degré o : é (^(^)|U)->è (^(^)|U)).
i=l y==l

Soient U un ouvert affine de Y, A=F(U, (Py) son anneau; par hypothèse, la
(^y|U)-Algèbre graduée y\V est isomorphe à 1s, où S=F(U, Y} est une A-algèbre
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graduée (I, 1.4.3); posons Xu=Proj(F(U, ^)). Soient U'cU un second ouvert
affine de Y, A' son anneau, j : U'->U l'injection canonique, qui correspond à l'homo-
morphisme de restriction A^A'; on a ^|U'=/(^|U), et par suite S^I^U',^)
s'identifie canoniquement à S®^A' (I, i .6.4). On en conclut (2.8.10) que Xy s'identifie
canoniquement à X^jXuU', et par suite aussi à /u'^U'), en désignant par f^ le morphisme
structural Xu->U (I, 4.4.1). Nous désignerons par cr^u l'isomorphisme canonique
/u'^U') ̂ X^y ainsi défini, par p^ u l'immersion ouverte X^'-^Xy obtenue en composant
(T^u et l'injection canonique f^l(Vt)->X^. II est immédiat que si U"cU' est un
troisième ouvert affine de Y, on a p^y' u'^u" u^Pu' u-

Proposition (3.1.2). — Soit Y un préschéma. Pour toute (P^-Algèbre graduée quasi-
cohérente y à degrés positifs, il existe un préschéma X au-dessus de Y, et un seul à un X-isomorphisme
près, ayant la propriété suivante : si/est le morphisme structural X->Y, pour tout ouvert affine U
de Y, il existe un isomorphisme 7]u du préschéma induit /^(U) sur Xu^Proj^U, «S^)) tel que,
si V est un second ouvert affine de Y contenu dans U, le diagramme

^v

f-W ^ Xy
( 3 - 1 - ^ - 1 ) Pv.c

f-\V) -> X,
^u

soit commutatif.
Pour deux ouverts affines U, V de Y, soit X^y 1e préschéma induit sur ./u^UnV)

par Xy; nous allons définir un Y-isomorphisme 6^y '- ̂ u^^v Pour cela, considérons
un ouvert affine WcUnV : en composant les isomorphismes

/u-W ̂  X^ ̂  /y-^W),

on obtient un isomorphisme T^, et on vérifie aussitôt que si W'cW est un ouvert affine,
TW est la restriction à/^^W) de T^; les T^ sont donc bien les restrictions d'un Y-isomor-
phisme 6v,u. En outre, si U, V, W sont trois ouverts affines de Y, 6u y, Oy^ et 6^ les
restrictions de O^y? 6v,Wî Q^w aux images réciproques de UnVnW dans Xy, X^, X^
respectivement, il résulte des définitions précédentes que l'on a 6^ yo6v w"= 6u w- L'exis-
tence de X vérifiant les propriétés énoncées résulte donc de (I, 2 .3 .1 ) ; son unicité à un
Y-îsomorphisme près est triviale, compte tenu de (3 .1 .2 .1) .

(3.1.3) Nous dirons que le préschéma X défini dans (3 .1 .2) est le spectre homogène
de la (Py-Algèbre graduée quasi-cohérente y et nous le noterons Proj(^). Il est immédiat
que Proj(^) est séparé au-dessus de Y ( (2 .4 .2 ) et (I, 5 .5.5)) ; si y est une ^-Algèbre
de type fini (I, 9.6.2) Proj(^) est de type fini sur Y ( ( 2 . 7 . 1 , (ii)) et (I, 6.3.1)).

Si/est le morphisme structural X->Y, il est immédiat que pour tout préschéma
induit par Y sur un ouvert U de Y,/-"1^) s'identifie au spectre homogène Proj(^|U).

Proposition (3.1.4). — Soit /eF(Y, ̂ ) pour d>o. Il existe une partie ouverte X^ de
l'espace sous-jacent à X=Proj(<97) ayant la propriété suivante : pour tout ouvert affine U de Y,
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X/ncp-^U^D^C/IU) dans ç-^U) identifié à Xu=Proj(r(U, e^)) (9 désignant le
morphisme structural X-^Y). En outre, le préschéma induit sur X^ est affine au-dessus de Y et est
canoniquement isomorphe à Spec ( ̂ (d)/ (/— i ) y^) (1.3.1).

On a /|Uer(U, ,̂) = (F(U, ^)),. Si U, LT sont deux ouverts affines de Y
tels que U'cU, f\V est l'image de/|U par l'homomorphisme de restriction

r(u,^)-^r(u',^),
donc D^/jlT) est égal (avec les notations de (3.1.1)) au préschéma induit sur l'image
réciproque pu^D^/jU)) dans Xy (2.8.1); d'où la première assertion. En outre, le
préschéma induit sur D+(/|U) par Xy s'identifie canoniquement à Spec((r(U, ^))/|u),
ces identifications étant compatibles avec les homomorphismes de restriction (2.8.1);
la seconde assertion résulte alors de (2.2.5) et de la commutativité du diagramme
(2.8.2.1) .

On dira encore que Xy (en tant qu'ouvert dans l'espace sous-jacent X) est l'ensemble
des ;veX où / ne s'annule pas.

Corollaire (3 .1.5) . — Si /er(Y, ̂ ), ̂ F(Y, ̂ ), on a

(3.i.5.i) X^=X^nX,.

Il suffit en effet de considérer l'intersection des deux membres avec un ensemble
cp'^U), où U est un ouvert affine dans Y, et d'appliquer la formule (2.3.3.2) .

Corollaire (3.1.6). — Soit (/J une famille de sections de y au-dessus de Y telle que
/^(=r(Y, y^\ si le faisceau d'idéaux de y engendré par cette famille (0, 5 . 1 . 1 ) contient tous
les y^ à partir d'un certain rang, l'espace sous-jacent X est réunion des X, .

/a

En effet, pour tout ouvert affine U de Y, ^~1(U) est réunion des X; n^'^U)
(2.3.14).

Corollaire (3.1.7). — Soit ^ une 0^-Algèbre quasi-cohérente; posons
y==^[T]==^®^Z[T]

où T est une indéterminée (Z et Z[T] étant considérés comme faisceaux simples sur Y). Alors
X=Proj(^) s'identifie canoniquement à Spec(j^). En particulier, Proj^yET]) s'identifie à Y.

En appliquant (3.1.6) à l'unique section /er(Y, Y) égale à T en chaque point
de Y, on voit que X^=X. En outre, on a ici r f = i , et ^ I Çf—î) ̂  = ̂  I (f—ï) ̂
est canoniquement isomorphe à s/, d'où le corollaire (1 .2 .2 ) .

Soit ^er(Y,6?Y); si on prend ^==^[T], on a donc ^eF(Y, ^) ; soit
A=^Ter(Y,^).

Si X == Proj(<99), l'identification canonique définie dans (3 .1 .7) identifie X^ à l'ensemble
ouvert Y g de Y (au sens de (0, 5.5.2)) : en effet, on peut se borner au cas où Y = Spec(A)
est affine, et tout se ramène alors (compte tenu de (2 .2 .5 ) ) au fait que l'anneau de
fractions Ag s'identifie canoniquement à A[T]/(^T— i)A[T] (0, 1.2.3).

Proposition (3.1.8) . — Soit y une (Py-Algèbre graduée quasi-cohérente à degrés positifs.
(i) Pour tout d>o, il existe un Y-isomorphisme canonique de Proj(^) sur Proj^^).
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(ii) Soit y la (9 ̂ -Algèbre graduée somme directe de 0^ et des y^ (n ̂  o) ; alors Pro^^')
et Proj(e97) sont canoniquement Y-isomorphes.

(iii) Soit ^ un 0^-Module inversible (0, 5.4. i ) et soit y^\ la (B ̂ -Algèbre graduée
somme directe des e$^®oSf0d (ûf^o); alors ProjÇe^) et Proj(e9^) sont canoniquement
Y-isomorphes.

Dans chacun des trois cas, il suffit de définir l'isomorphisme localement sur Y,
la vérification des compatibilités avec les opérations de restriction d'un ouvert à un
ouvert plus petit étant triviale. On peut donc supposer Y affine, et alors (i) résulte de
(2.4.7, (i)) et (ii) de (2.4.8). En ce qui concerne (iii), lorsqu'on suppose en outre
oSf isomorphe à ffly (ce qui est permis, la question étant locale sur Y), l'isomorphie de
Proj(^) et Proj(e9^) est évidente; pour définir un isomorphisme canonique, soient
Y = Spec(A), y == S, où S est une A-algèbre graduée, et soit c un générateur du A-module

/^>^/
libre L tel que oSf==L; alors pour tout ^>o, x^—^x^c^ est un A-isomorphisme de S^
sur S^®!.^, et ces A-isomorphismes définissent un A-isomorphisme d'algèbres graduées
9g : S->S(L)= ® S^®!.0^ Soit alors f^S^y homogène de degré d\ pour tout xeS^, on a
(A:®^)/(/®^)n==(A:®(£<:)n(^)/(/®(£^)d)n pour tout élément inversible eeA, ce qui montre
que l'isomorphisme S^-^(S/^)/.0A déduit de cp^. est indépendant du générateur c de L
considéré et achève la démonstration.

(3.1.9) Rappelons (0, 4.1.3 et I, 1.3.14) que pour que la ^y-Algèbre graduée
quasi-cohérente y soit engendrée par le 0^-Module e9^, il faut et il suffit qu'il existe un
recouvrement (UJ de Y par des ouverts affines tels que l'algèbre graduée r(U^, e99)
sur r(U^, y^) soit engendrée par l'ensemble r(U^, y^) de ses éléments homogènes de
degré i. Pour tout ouvert V de Y, e^jVest alors engendrée par le (^y[V)-Module ^i|V.

Proposition (3.1.10). — Supposons qu'il existe un recouvrement ouvert affine fini (UJ de Y
tel que chacune des algèbres graduées r(U .̂, y^ soit de type fini sur r(U^, ^y)* Alors il existe
d>o tel que y'^ soit engendrée par y^ y^ étant un 0^-Module de type fini.

En effet, il résulte de (2.1.6, (v)) que pour chaque z, il existe un entier m^ tel que
r(U,., ^n^.)=(r(H, e?^.))71 pour tout TZ>O; il suffit de prendre pour d un multiple
commun des m^ compte tenu de (2.1.6, (i)).

Corollaire ( 3 . 1 . 1 1 ) . — Sous les hypothèses de ( 3 . 1 . 1 0 ) , Proj(<97) est Y-isomorphe à un
spectre homogène Pro^^'), où y est une 0^-Algèbre graduée engendrée par y^ <9^ étant supposé
être un 0^-Module de type fini.

Il suffit en effet de prendre y = y^^ d étant déterminé par la propriété de
(3. i. i o), et d'appliquer (3.1.8, (i) ).

(3.1.12) Si y est une O^-AXgehïe graduée quasi-cohérente à degrés positifs, on
sait (I, 5.1.1) que son nilradical ̂  est un (5y-Module quasi-cohérent; nous dirons que
<yT+ =^r\y\ est le nilradical de ^+; c'est un ^-Module quasi-cohérent gradué, car on
se ramène immédiatement au cas où Y est affine, et la proposition résulte alors de
(2.1.10). Pour tout j^Y, [^^y est alors le nilradical de (<5^+)y= (^)+ (I? 5-1 ' T ) -
On dit que la ^y-Algèbre graduée y est essentiellement réduite si ^V\ = o, ce qui équivaut
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à dire que y y est une ^-algèbre graduée essentiellement réduite pour tout j^eY. Pour
toute (Py-Algèbre graduée y, V^^. est essentiellement réduite.

Nous dirons que y est intègre si y y est un anneau intègre pour tout j/eY et si en
outre (yy)^=={y^)y^o pour tout j/eY.

Proposition (3.1.13). — Soit Y une (Py-Algèbre graduée à degrés positifs. Si X = Proj (^),
le Y-schéma X,.ed ^t canoniquement isomorphe à Proj(^/^+) ; en particulier, si V est essentielle-
ment réduite, X est réduit.

Le fait que X'=Proj(^/^r+) est réduit découle immédiatement de (2.4.4, (i)),
la propriété étant locale; en outre, pour tout ouvert affine UcY, (p^^U) est égal à
(ç'^U))^ (en désignant par cp et cp' les morphismes structuraux X-^Y, X'-^Y); on
vérifie aussitôt que les U-morphismes canoniques (p'-l(U)-^<p~"l(U) sont compatibles
avec les opérations de restriction et définissent par suite une immersion fermée X'-^-X
qui est un homéomorphisme des espaces sous-jacents; d'où la conclusion (I, 5.1.2).

Proposition (3.1.14). — Soient Y un préschéma intègre^ y une (9 ̂ -Algèbre graduée quasi-
cohérente telle que V^Q^.

(i) Si Y est intègre ( 3 . 1 . 1 2 ) 3 alors X=Proj(e97) est intègre et le morphisme structural
<p : X->Y est dominant.

(ii) Supposons en outre que V soit essentiellement réduite. Alors, inversement, si X est intègre
et si 9 est dominant, Y est intègre.

(i) Si (Ugç) est une base de Y formée d'ouverts affines non vides, il suffit de démontrer
la proposition lorsque Y est remplacé par un des U^ et y par ^[U^ : en effet, il en
résultera d'une part que les espaces sous-jacents ^~1(U^) sont des ouverts irréductibles
(donc non vides) de X tels que 9 "^(UJ n ̂ ~1(U^) 4= 0 pour tout couple d'indices (puisque
U^nUp contient un U^), donc que X est irréductible (0, 2 .1 .4) ; d'autre part X sera
réduit, puisque c'est là une propriété locale, donc X sera bien intègre et ç(X) dense dans Y.

r* /̂
Supposons donc que Y == Spec(A) où A est intègre (I, 5. i. 4) et y == S, où S est

/^^
une A-algèbre graduée; l'hypothèse est que pour tout j^eY, Sy = Sy est un anneau gradué
intègre tel que (Sy)_^.4=o. Il suffit de prouver que S est un anneau intègre, car alors on
aura S 4. 4=0 et on pourra appliquer (2.4.4, (ii)). Or, soient y, g deux éléments 4=0 de S
et supposons que fg==o; pour tout j^eY on aura donc (//i)(^/i) ==o dans Sy, donc

yyi==o ou <? / i==o par hypothèse. Supposons par exemple f\ i ==o dans Sy', cela signifie
qu'il existe aeA tel que a^\y et qf^o', on a alors pour tout ^:eY, (alï)(fli) =o dans
l'anneau intègre S^, et comme a / i 4 = o (puisque A est intègre), y/ i==o, ce qui
implique ./==o.

(ii) La question étant locale sur Y, on peut encore supposer que Y=Spec(A),
/^/

A étant intègre, et y==S. Par hypothèse, pour tout jye Y, (Sy)_^. ne contient pas d'élément
niipotent 4=0, et il en est de même de {So)y==Ay par hypothèse; donc Sy est un anneau
réduit pour tout j^eY, et on en conclut d'abord que S lui-même est réduit (I, 5.1.1).
L'hypothèse que X est intègre entraîne d'autre part que S est essentiellement intègre
(2.4.4, (ii)), et tout revient alors à voir que l'annulateur 3 de S+ dans A= Sg est réduit
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à o ( s . i . i i ) . Dans le cas contraire, on aurait (S^)^_==o pour un A=|=o dans 3, donc
(3.1.1) ^~l(D{h)) = 0, et <p(X) ne serait pas dense dans Y contrairement à l'hypothèse
(puisque D(A)=t=05 h n'étant pas niipotent).

3.2. Faisceau sur Proj(^) associé à un ^-Module gradué.

(3.2.1) Soient Y un préschéma, y une (P^-Algèbre graduée quasi-cohérente à
degrés positifs, ^ un ^-module gradué quasi-cohérent (sur (Y, (Py) ou sur l'espace
annelé (Y, y\ ce qui revient au même (I, 9.6.1)). Avec les notations de (3.1.1), dési-
gnons par Jfy le Q^ -Module quasi-cohérent (F(U,^))^; pour ITcU, r(U',^)

(̂ '̂ r* /̂

s'identifie canoniquement à r(U,e^)®^A' (I, 1.6.4); donc on a J( ^ ^Pu^u^u)
(2.8.11).

Proposition (3.2.2). — II existe sur Proj(^) ==X un 0^-Module quasi-cohérent et un
r^> r^/

seul ̂  tel que, pour tout ouvert affine U de Y, on ait ^((r(U, e^))^) ==JK |/~ (U) {en
désignant par r^ U isomorphisme f~l(V)^Pro](^(U, ̂ )), où f est le morphisme structural
X->Y).

Comme pu. y s'identifie au morphisme d'injection y^U')-^"1^) (3.1.2.1) ,
r^j ^ ^^

la proposition résulte aussitôt de la relation ^ ̂ , = py. y(^u) e^ ̂ u principe de recollement
des faisceaux (0, 3.3. i ).

/^-/
On dit que ^ est le (P^-Module associé au ^-Module gradué quasi-cohérent ̂ .
Proposition (3.2.3). — Soit ̂  un y-Module gradué quasi-cohérent, et soit /eI^Y, e9 )̂

(</>o). Si ^ est Uisomorphisme canonique de X^ sur le y-préschéma Z^ ==. Spec^^/— i)^^)

(3.1.4), (y^|X^) est le (!) ̂ -Module (^/(/-i)^)- (1 .4 .3 ) -
La question étant locale sur Y, on est aussitôt ramené à (2.2.5), compte tenu

de la commutativité du diagramme (2.8.12.1) .
'"s"'

Proposition (3.2.4). — Le G^-Module ^/K est un fondeur covariant additif exact en .̂ ,
de la catégorie des y-Modules gradués quasi-cohérents dans celle des Q^-Modules quasi-cohérents;
qui commute aux limites inductives et aux sommes directes.

La question étant locale sur Y, se ramène à (I, 1.3.11 et 1.3.9) et à (2.5.4).
En particulier, si ^ est un sous-^-Module gradué quasi-cohérent de ê ,

r^i r^j

^ s'identifie canoniquement à un sous-^x- Module quasi-cohérent de e^ ; plus parti-
/-^«/

culièrement, pour tout faisceau gradué quasi-cohérent / d'idéaux de ^, / est un
faisceau quasi-cohérent d'idéaux de 0^.

Si ^ est un e^-Module gradué quasi-cohérent et ^ un faisceau quasi-cohérent
d'idéaux de (Py, ̂ ^ est un sous-^-Module gradué quasi-cohérent de ̂  et on a

(3.2.4.1) (A^)^=^..J

(le second membre ayant le sens défini en (0, 4.3.5)). Il suffit en effet de vérifier cette
1~S»/ ^^/

formule lorsque Y == Spec(A) est affine, y ==- S, où S est une A-algèbre graduée, ^K == M,
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/ '̂t-'

où M est un S-module gradué, et ^==3, où 3 est un idéal de A. Pour tout/homogène
de S^., la restriction à D^(/) =Spec(S^) du premier membre de (3.2.4.1) est associée
à (3M)^==3.M^, et il en est de même de la restriction du second membre, vu (I,
1.3.13 et 1.6.9).

Proposition (3.2.5). — Soit /e:T(Y, y,) (rf>o). Sur l'ensemble ouvert Xp le (^x|X/)-
Module {y(nd})r^\^ est canoniquement isomorphe à ^x|X/ P0^ tout ^Z. En particulier,
si la 0 ̂ -Algèbre y est engendrée par ̂  (3.1.9), les (9 y- Modules {y[n))^ sont inversibles pour
tout n eZ.

En effet, pour tout ouvert affine U de Y, on a défini dans (2.5.7) un isomorphisme
canonique de (^(W))^| (X^nç-^U)) sur Q^\ (X^ny-^U)), compte tenu de (3. i . 4)
(où 9 est le morphisme structural X—^Y) ; il est immédiat de vérifier que ces isomor-
phismes sont compatibles avec la restriction de U à un ouvert affine U'cU, d'où la
première assertion. Pour établir la seconde, il suffit de remarquer que si c99 est engendrée
par y^ il y a un recouvrement (UJ de Y par des ouverts affines tels que r(Ua, ^)
soit engendrée par F(U^, y]^== F(U^, ^) ; on est alors ramené à appliquer le résultat
de (2.5.9), la propriété d'être inversible étant locale.

On posera encore, pour tout neZ,
(3.2.5.1) (S^n)={y{n))-
et pour tout ^"Module y
(3.2.5.2) y(n}=y®^(n}.

Il résulte aussitôt de ces définitions que pour tout ouvert U de Y, on a
{(y\v)w-=w\f-l(v)

f étant le morphisme structural X->Y.
Proposition (3.2.6). — Soient ̂  et ̂  deux y-Modules gradués quasi-cohérents^ il existe

un homomorphisme canonique fonctoriel [en ̂  et ̂ )

(3.2.6.1) À :Jf®^J^-> (^®^T)—

et un homomorphisme canonique fonctoriel [en ̂  et^)

(3.2.6.2) ^ : (^omy[Jtf,^))^ -> ^orn^ (Jf,^).x
En outre, si y est engendrée par e9^ (3 .1 .9) , X est un isomorphisme; si de plus J( admet

une présentation finie ( 3 . 1 . 1 ) , pi est un isomorphisme.
Les isomorphismes À et |JL ont été définis dans (2 .5 .11 .2) et (2 .5 .12.2) lorsque Y

est affine; ces définitions étant locales se transportent aussitôt au cas général considéré
ici, compte tenu de (2.8.14).

Corollaire (3.2.7). — Si Y est engendrée par eS^, on a, quels que soient m, n dans Z,

(3.2.7.1) ^x(^)®(^xW=^x(^+^

(3.2.7.2) W^ÇW)^

à des isomorphismes canoniques près.
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Corollaire (3.2.8). — Supposons y engendrée par <9^. Pour tout Y-Module gradué ̂  et
tout neZ, on a

(3 .2 .8.1) (^(72))-=J^)

à un isomorphisme canonique près.
Gela résulte des propriétés correspondantes pour Y affine (2.5.14 et 2.5.15)

ainsi que de (2.8.11).
Remarques (3.2.9). — (i) Si y==^/[T], ^ étant une ffy-Algébre quasi-cohérente

(3.1.7), on vérifie immédiatement que tous les ffl^-Modules inversibles (Q^(n) sont
canoniquement isomorphes à 0^

En outre, soit ^ un ^-Module quasi-cohérent, et posons ^==^®^J^[T].
Il résulte alors de (3.2.3) et de (3.1.7) que dans l'identification canonique de
X=Proj(J^[T]) et de X'^Spec^), le ^Module Jf s'identifie au ^-Module J^
associé à ̂  (au sens de (1.4.3)).

(ii) Soit Y une (P^-Algébre graduée quelconque, y la (Py-Algebre graduée telle
que ^=^Y, y^^y^ pour tout TZ>O; l'isomorphisme canonique de X==Proj(^)
sur X'^Proj^') (3.1.8, (ii)) identifie Q^n) et Q^(n) pour tout neZ : cela résulte de
la même proposition pour le cas affine (2.5.16) et du fait que ces identifications, pour
les ouverts affines de Y, commutent avec les opérations de restriction. De même, soit
X^proj^^); l'isomorphisme canonique de X sur X^ (3.1.8, (i)) identifie Q^{nd)
et 0^d}(n) pour tout TzeZ.

Proposition (3.2.10). — Soient JSf un 6 ̂ -Module inversible^ g V isomorphisme canonique
X^-Proj(^)^X=Proj(^) (3.1.8, (iii)). Pour tout entier TzeZ, g^O^n)) est
canoniquement isomorphe à 0^(n) ®Y°^70n•

Supposons d'abord Y affine, d'anneau A, et oSf== L, où L est un A-module libre
monogène. Avec les notations de la démonstration de (3.1.83 (iii)) on définit, pour
/eS^, un isomorphisme de (S^))^®^!^ sur {S^(n))^^ç^ en faisant correspondre à
(A://^)®^, où xeS^^ l'élément (x^^^^Kfôc^ ; il est immédiat que cet isomorphisme
est indépendant du générateur c choisi pour L; en outre, les isomorphismes ainsi définis
pour chaque f^S^. sont compatibles avec les opérations de restriction D^{f)->D_^(fg).
Enfin, dans le cas général, on voit sans peine en revenant aux définitions (3.1.1) que
les isomorphismes ainsi définis pour chaque ouvert affine U de Y sont compatibles avec
le passage de U à un ouvert affine U'cU.

3.3. ^-Module gradué associé à un faisceau sur Proj^).
On suppose dans tout ce numéro que la (Py-Algèbre graduée V est engendrée par V^ (3.1.9).

Rappelons qu'en raison de (3.1.8, (i)), cette restriction n'est pas essentielle, moyennant
les conditions de finitude (3.1.10).

(3.3.i) Soit p le morphisme structural X = Proj {V} —Y. Pour tout (PyMod\ûe ̂ r,
nous poserons

(3.3. i.i) r(^)=jg^-(n))
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et en particulier

(3.3.1.2) T^=^{W).

On sait (0, 4.2.2) qu'il existe un homomorphisme canonique

PW®^P^-^P^®^)
pour deux 0^-M.od\des 3^ et ^$ on déduit donc de (3.2.7.1) que r {0^ est muni
d'une structure de Qu'Algèbre graduée^ et (3.2.5.2) définit de même sur T (e^) une
structure de Module gradué sur r (^x)-

En vertu de (3.2.5)3 et de l'exactitude à gauche du foncteurj^ (0, 4.2.1), T^^)
est un foncteur covariant additif et exact à gauche en y dans la catégorie des ffl^-M.odules,
à valeurs dans la catégorie des ^y-Modules gradués (où les morphismes sont les homo-
morphismes de degré o). En particulier, si / est un faisceau d'idéaux dans (9^ T (^)
s'identifie à un faisceau gradué d'idéaux de r (^x)-

(3.3.2) Soit ^ un y- Module gradué quasi-cohérent. Pour tout ouvert affine U
de Y, on a défini en (2.6.2) un homomorphisme de groupes abéliens

ao^nu.^^rcr^u),^).
Il est immédiat que ces homomorphismes commutent aux opérations de restriction
(2.8.13.1) et définissent donc (sans utiliser l'hypothèse que y est engendrée par e$^)
un homomorphisme de faisceaux de groupes abéliens

(3.3.2.1) oco :jy^->p^).
Appliquant ce résultat à chacun des ^^ == (^(^))o3 et tenant compte de (3.2.8. i),

on définit un homomorphisme de faisceaux de groupes abéliens
(3.3.2.2) oc^ :JK^->p^(n)) pour tout neZ,

d'où un homomorphisme fonctoriel (de degré o) de faisceaux gradués de groupes
abéliens
(3.3.2.3) a :.jf->r^)

(aussi noté oc^).
En prenant en particulier ^==e99, on vérifie que a : y—^TJ^Q^) est un homo-

morphisme de (P^-A\gèbres graduées et que (3.3.2.3) est un di-homomorphisme de
Modules gradués, relatif à cet homomorphisme d'Algèbres graduées.

Remarquons encore qu'à chacun des oc^ il correspond (0, 4.4.3) un homomorphisme
canonique de 0^-ÎAoà\iles

(3.3.2.4) a|:^W^W.

On vérifie sans peine que cet homomorphisme n'est autre que celui qui correspond
fonctoriellement (3.2.4) à l'homomorphisme canonique (de degré o) de Q^- Modules
gradués

(3.3.2.5) j(^^y->jiw
ô7

8
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où la graduation du second membre provient naturellement de celle de y. On peut
en effet se borner au cas où Y==Spec(A) est affine, J( ==M et y=S, la A-algèbre
graduée S étant engendrée par S^, de sorte que lorsque/parcourt S^, les D^_(/) forment
un recouvrement de X. Revenant aux définitions (2 .6 .2) on voit alors, compte tenu
de (I, 1.6.7), que la restriction à D+(/) de Phomomorphisme (3.3.2.4) correspond
(I, 1.3.8) à Phomomorphisme de S^-modules M^®^S^->(S(72))^ qui, à x®i (xeM^)
fait correspondre A:/I; cela démontre notre assertion.

Proposition (3.3.3). — Pour toute section ./eF(Y, e9 )̂ (û?>o), X^ est identique à
F ensemble des points de X où oc^(/) {considérée comme section de ^xW) ne s'annule pas (0, 5.5.2).

(o^(/) est une section de p^xW) au-dessus de Y, mais par définition une telle
section est aussi une section de ^x(â?) au-dessus de X (0, 4 .2 .1 ) ) . La définition de X.
(3.1.4) ramène au cas où Y est affine, qui a été traité dans (2.6.3).

(3 •3-4) Nous supposerons désormais, outre l'hypothèse du début de ce numéro,
que pour tout ^"Module quasi-cohérent ^r, les p^(n}) sont quasi-cohérents sur Y, et
par suite T^) == @^p^(n)) est aussi un (Py-Module quasi-cohérent (I, i . 4. i et i . 3.9) ;
cette circonstance se produira toujours en particulier si X est de type fini sur Y (I, 9 .2 .2) .
On en conclut que (r^e^))^ est défini et est un fi^-Module quasi-cohérent. Pour tout
ouvert affine U de Y, on a ((I, 1.3.9) et (2.5.4))

(r(u,^,(^-(K))))~=^(r(u,^(^(n))))~=
=n@z(^^-l(u)'^(")))~=(n®Z^^~l(u)'^(?^)))~=

^rj.^-^u)))-
et par suite (2.6.4) on a un homomorphisme canonique

j3u:(r(U,^(^-(n))))~ -> y\p-\^.

En outre, la commutativité de (2.8.13.2) montre que ces homomorphismes
commutent avec les opérations de restriction sur Y; on en déduit donc un homomorphisme
canonique fonctoriel

(3.3.4.1) p:(r^-))-^jF

(aussi noté p^r) pour les ^"Modules quasi-cohérents.
Proposition (3.3.5). — Soient ̂  un y-Module gradué quasi-cohérent, y un Qy-Module

quasi-cohérent; les homomorphismes composés

(3.3.5.1) ^(r^))-^
(3.3.5.2) iW -^ r,((r^))-)r^ r^)
sont les isomorphismes identiques.

La question est en effet locale sur Y, et on est ramené à (2.6.5).
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3.4. Conditions de finitude.

Proposition (3.4.1). — Soient Y un préschéma., y une 6 ̂ -Algèbre quasi-cohérente engendrée
par y^ (3. i. 9) ; on suppose en outre y^ de type fini. Alors X === Proj (<97) est de type fini au-dessus
de Y.

En effet, la question étant locale sur Y, on peut supposer Y affine d'anneau A;
/-^

on a alors y==S, où S==r(Y, <$^), et par hypothèse S est une A-algèbre engendrée
par S^==r(Y, <9^), où on peut en outre supposer que S^ est un A-module de type fini
(I, 1.3.9 et 1.3.12). Par suite S est une A-algèbre graduée de type fini, et on est ramené
à (2.7.1, (ii)).

(3.4.2) Soit y une (Py-Algebre graduée quasi-cohérente; pour un ^-Module
gradué quasi-cohérent e ,̂ nous considérerons les conditions de finitude suivantes :

(TF) // existe un entier n tel que le y-Module ® .̂  soit de type fini.

(TN) II existe un entier n tel que ^K^=o pour k^-n.
r^

Si ̂  vérifie (TN), on a ^==0, la question étant locale sur Y (2.7.2) .
Soient e ,̂ ^V deux ^-Modules gradués quasi-cohérents; on dit qu'un homo-

morphisme u : ̂  —>^V de degré o est ^Tîî)-injectif (resp. ^W)-surjectif, CTN)-bijectif)
s'il existe un entier n tel que u^ : ̂ (^-^^^ soit injectif (resp. surjectif, bijectif) pour

^«^ y^/
k ̂  n ; alors TÏ : ̂ -^^ est injectif (resp. surjectif, bijectif) en vertu de (2 .7 .2 ) , la question
étant locale sur Y, et compte tenu de (I, 1.3.9); lorsque u est (TN)-bijectif, on dit aussi
que u est un (TN)-isomorphisme.

Proposition (3.4.3). — Soient Y un préschéma, y une (9 ̂ -Algèbre graduée quasi-cohérente
engendrée par y^ y^ étant supposé de type fini. Soit ^ un Y-Module gradué quasi-cohérent.

r*^

(i) Si ̂  vérifie la condition (TF), ̂  est de type fini.
/•-fc/

(ii) Supposons que ̂  vérifie (TF) ; pour que ^( == o, il faut et il suffit que ̂  vérifie (TN).
Les questions étant locales sur Y, on est ramené au cas où Y est affine d'anneau A,

/~^~/ /"^
y==S, où S est une A-algèbre graduée telle que l'idéal S_^. soit de type fini, ^ ==M
où M est un S-module gradué; la proposition résulte alors de (2.7.3).

Théorème (3.4.4). — Soient Y un préschéma, y une (9 ̂ -Algèbre graduée quasi-cohérente
engendrée par ^, ̂  étant supposé de type fini; soit X==Proj(e$^). Pour tout (5^-Module quasi-
cohérent ^r, V homomorphisme canonique (3 (3.3.4) est un isomorphisme.

Notons d'abord que (3 est défini en vertu de (3.4.1). Pour voir que ? est un
/-" '̂

isomorphisme, on est ramené au cas où Y est affine d'anneau A, e$^==S, où S est une
A-algèbre graduée engendrée par S^ et S^ est un A-module de type fini. Il suffit alors
d'appliquer (2.7.5).

Corollaire (3.4.5). — Sous les hypothèses de (3.4.4), tout 0^-Module quasi-cohérent 3^
r*^/

est isomorphe à un 0^-Module de la forme ̂ , où ̂  est un y-Module gradué quasi-cohérent. Si
en outre 3^ est de type fini, et si on suppose que Y est un schéma quasi-compact, ou que V espace sous-
jacent à Y est noethérien, on peut supposer ^ de type fini.
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La première assertion résulte aussitôt de (3.4.4) en prenant ^ = r (e^). Pour
établir la seconde, il suffira d'établir que ^ est limite inductive de ses sous-^-Modules
gradués de type fini ̂ ^ : en effet, il en résultera que ̂  est limite inductive des J^ (3.2.4),

/"'s-/

donc ^ est limite inductive des p(^r^); comme X est quasi-compact ((3.4.1) et
(I, 6.3.1)) et que 3F est de type fini, ^ sera nécessairement égal à un des [3(J^\)
(0, 5-2.3).

Pour définir les ./f\ ayant J( pour limite inductive, il suffit de considérer pour
chaque neZ. le ^"Module quasi-cohérent e^, qui est limite inductive de ses sous-^y"
Modules ^^ de type fini, en raison des hypothèses sur Y (I, 9.4.9); il est immédiat
que ^ =y'^y est un «^-Module gradué de type fini, et on vérifie aussitôt qu'en
prenant pour ^r^ les sommes finies de ^-Modules de la forme ̂  , on répond bien à
la question.

Corollaire (3.4.6). — Supposons vérifiées les hypothèses de (3.4.4)5 et en outre que l9 espace
sous-jacent Y soit quasi-compacte soit ^ un 0^-Module quasi-cohérent de type fini. Il existe n^
tel que pour n^-n^ l^ homomorphisme canonique a ^*(^(t^r(7^)))->^'(^) (0, 4.4.3) soit surjectif.

En effet, pour tout j^eY, soit U un voisinage ouvert affine dey dans Y. Il existe
un entier ^o(U) tel que, pour TZ^^U), ^r{n)\p~l(V) soit engendré par un nombre
fini de ses sections au-dessus de p~^ (U) (2 .7 .9) ; mais ces dernières sont images canoniques
de sections de p\p^(n))) au-dessus de ̂ (U) (0, 3.7.1 et 4.4.3)3 donc ^(^[^(U)
est égal à l'image canonique de p*(p {^{n))) |^~1(U). Enfin, comme Y est quasi-compact,
il existe un recouvrement fini de Y par des ouverts affines U^, et en prenant pour n^ le
plus grand des ^0(^)3 on achève la démonstration.

Remarques (3.4.7). — Si p==(^, 6) : X-^Y est un morphisme d'espaces annelés
et 3F un ^"Module, le fait que l'homomorphisme canonique G ' ' p ' Ç p ^ ^ ' ) ) - ^ ^ ' soit
surjectif s'explicite de la façon suivante (0, 4.4.1) : pour tout ;veX et toute section s
de SF au-dessus d'un voisinage ouvert V de x, il existe un voisinage ouvert U de p{x)
dans Y, un nombre fini de sections ^ (i ̂ i^m) de SF au-dessus de J&~1(U)3 un voisinage
WcVn^-l(U) de x et des sections ^ (i ̂ i^m) de (9^ au-dessus de W telles que

.|W=S^|W).
i

Lorsque Y est un schéma affine etp (^) quasi-cohérent, cette condition équivaut au fait que ê^
est engendré par ses sections au-dessus de X (0, 5.5. i) : en effet, si Y==Spec(A), on peut
supposer que U=D(/) avec yeA; il existe un entier TZ>O et des sections ^ de y
au-dessus de X telles que; ^soit la restriction à^'^U) de^^, avec g==Q(f) (en appliquant
(I, i .4. i) à p (^)); comme g est inversible au-dessus de p~l(U>), on a donc

^|W=Sé,.(^|W)

avec ^==^(^1^^)"^, d'où notre assertion. Lorsque Y est affine, le corollaire (3.4.6)
redonne donc (2.7.9).

On en conclut que lorsque Y est un préschéma quelconque, les trois conditions
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suivantes, pour un ^"Module quasi-cohérent y tel que p (e^) soit quasi-cohérent, sont
équivalentes :

a) U homomorphisme canonique a : p*(p^^'))->^' est surjectif.
b) II existe un Q^ Module quasi-cohérent ^S et un homomorphisme surjectif p*^)—^^.
c) Pour tout ouvert affine U de Y, ^r\p~l(U) est engendré par ses sections au-dessus de

P~W.
On vient en effet de prouver l'équivalence de a) et c ) . D'autre part, il est clair

que a) entraîne b ) , p (e^) étant par hypothèse quasi-cohérent. Inversement, tout homo-
morphisme u :/(^)-^^ se factorise en p\^}^p\p^)}°>y (0, 3.5.4.4), donc si u
est surjectif il en est de même de a, ce qui prouve que b) entraîne a).

Corollaire (3.4.8). — Supposons vérifiées les hypothèses de (3.4.4) et supposons en outre
que Y soit un schéma quasi-compact ou que l^ espace sous-jacent à Y soit noethérien. Soit S^ un Oy
Module quasi-cohérent de type fini; il existe alors un entier HQ tel que pour n^-n^ 3F soit isomorphe
à un quotient fun Q^-Module de la forme (^*(^))(—n} où ̂  est un (Py-Module quasi-cohérent de
type fini (dépendant de n).

Comme le morphisme structural X-^-Y est séparé et de type fini, p^W) est
quasi-cohérent (I, 9.2.2, b}), donc limite inductive de ses sous-^y-Modules quasi-
cohérents de type fini, en vertu de l'hypothèse sur Y (I, 9.4.9). On en déduit par (3.4.6),
(0, 4.3. s) et (0, 5.2.3) que y{n) est l'image canonique d'un ^"Module de la forme j&*(^),
où ^ est un sous-^y'Module quasi-cohérent de type fini de p (e^'(n)); le corollaire résulte
alors de (3.2.5.2) et (3.2.7.1).

3.5. Comportements fonctoriels.

(3.5.1) Soient Y un préschéma, «97, y deux (Py-Algebres graduées quasi-
cohérentes à degrés positifs; posons X=Proj(^), X'=Proj(<99'), et soient^, p ' les
morphismes structuraux de X et X' dans Y. Soit 9 : y—>y un ^"homomorphisme
d'Algèbres graduées. Pour tout ouvert affine U de Y, posons Sy == F(U, V\ Sy == r(U, Y) ;
l'homomorphisme y définit un homomorphisme y^j : Sy-^Sy de Au-algèbres graduées,
en posant A^= r(U, ffy). Il lui correspond dans^^U) un ensemble ouvert G(<pu) et un
morphisme Oy : G^)-^'"1^) (2.8.1). En outre, si VcU est un ouvert affine,
le diagramme

0 / ^ 0ô^j -> Oy

(3.5.1.1) [
Sy —> Sy

<PV

est commutatif, et on vérifie aussitôt, à partir des définitions (2.8.1), que l'on a
GÇ^^G^np-W

et que Oy est ^a restriction de Oy à G((py)- On a amsi défini une partie ouverte G(y)
de X telle que G(y) n^'^U) = G(<pu) pour tout ouvert affine U cY, et un Y-morphisme
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affine 0 : G(îp)->X', qui est dit associé à 9 et que nous noterons Proj((p). Lorsque, pour
tout y^y, il y a un voisinage affine U de y tel que le F(U, (Py)-module r(U, y\) soit
engendré par 9(r(U, e$^.)), on a G(cpu) ̂ -^U), et par suite G(çp)== X.

Proposition (3.5.2). — (i) Si ^ est un y-Module gradué quasi-cohérente il existe un

isomorphisme canonique fonctoriel du G ̂ .-Module (^^)^ sur le O^.-Module $ (e^[G(9)).
(ii) Si JC est un y-Module gradué quasi-cohérent, il existe un homomorphisme canonique

fonctoriel v du {0^\ G (9))- Module O*^) dans le (^x|G(9))- Module (^'0^^)^|G(9).
Si y est engendrée par y[, v est un isomorphisme.

Les homomorphismes considérés ont en ejffet déjà été définis lorsque Y est affine
(2.8.7 et 2.8.8), et dans le cas général il suffit de vérifier qu'ils sont compatibles avec
les opérations de restriction d'un ouvert affine de Y à un ouvert plus petit, ce qui résulte
aussitôt de la commutativité de (3.5.1.1).

En particulier, pour tout neTL, on a un homomorphisme canonique

(3.5.2.1) <^x^))^xW|G(9).

Proposition (3.5.3). — Soient Y, Y7 deux préschémas, ^ : Y'->Y un morphisme, Y une
Q ̂ -Algèbre graduée quasi-cohérente, et posons Y == ^(eS^). Alors le y-schéma X' == Proj^^')
s'identifie canoniquement à Proj(^) XyY'. En outre, si J( est un y-Module gradué quasi-

cohérent, le Q^-Module (^{J^))^ s'identifie à Jt®^(9^.
Notons en premier lieu que ^(V} et <j/(^) sont des ^y'-Modules quasi-cohérents

ainsi que leurs composants homogènes (0, 5.1.4). Soient U un ouvert affine de Y,
U /c^'~ l(U) un ouvert affine de Y', A, A' les anneaux de U et U' respectivement; on a
alors ^|U==1s, où S est une A-algèbre graduée, et y\\î1 s'identifie à (S®^')^
(1, 1.6.5); la première assertion résulte alors de (2.8.10) et de (I, 3.2.6.2), car on
vérifie aussitôt que la projection Proj^lU^-^Proj^lU) définie par l'identification
précédente est compatible avec les opérations de restrictions sur U et U7 et définit donc
bien un morphisme Proj(^')-^Proj(<5^). Soient maintenant

q : Proj(^)->Y, q ' : Proj(^')->Y'

les morphismes structuraux; ^"^IT) s'identifie alors à ^(U) XuU', et les deux
faisceaux (^(^))"|^-1(U') et (^®^)\qt~l(V/) s'identifient alors canoniquement
tous deux à (M®^/)^, où on a posé M==r(U,^), en vertu de (2.8.10) et (I, i .6.5);
d'où la seconde assertion, car on vérifie encore de façon immédiate la compatibilité des
identifications précédentes avec les opérations de restriction.

Corollaire (3.5.4). — Avec les notations de (3.5.3)5 Q^(n) s'identifie canoniquement à
0xW®Y^y pour tout neZ {avec X=Proj(^)).

En effet, avec les notations de (3.5.3)3 il est clair que ^*{y(n)) == y ' { n } pour
tout n eZ.

(3.5.5) Gardant les notations précédentes, désignons par Y la projection canonique
X'—^X, et posons J K ' = ̂ ( J K ) ; nous supposerons en outre que y est engendrée par <9\
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et que X est de type fini sur Y; il en résulte alors que y est engendrée par V^ (comme
on le voit en se ramenant au cas où Y et Y' sont affines) et que X' est de type fini sur Y'
(I, 6.3.4). Soit y un (P^-Module et posons y =^\y}\ il résulte alors de (3.5.4)
et de (0, 4.3.3) que l'on a ^(n) =XF*[^r(n)) pour tout neZ. On définit en outre un
Y-homomorphisme canonique 6^ : q (^(^—^(^'(y^)) de la façon suivante : vu la
commutativité du diagramme

\y

X <- X'
4
Y

i -
Y'

il s'agit de définir un homomorphisme ^(^))^(^(^(^)))) ̂ ^(^(Y*^^)))),
et il suffit de prendre F homomorphisme 6^== <^(pJ, où p^ est Phomomorphisme canonique
y(n)->^¥ (Y*^^))) (0, 4.4.3). Il est immédiat que pour tout ouvert affine U de Y
et tout ouvert affine U' de Y7 tel que U'c^'^U), Phomomorphisme 6^ donne pour les
sections Phomomorphisme canonique (0, 3 .7.2) FÇq 1(U), ̂ '(7z))->r(^ ^U'), y {ri}}.
La commutativité de (2.8.13.2) montre alors que si y est quasi-cohérent, le diagramme

y ———p——> 3F'

(iwr (r^)r
est commutatif (la flèche horizontale du haut étant le T-morphisme canonique
j^Y^)).

De même, la commutativité de (2.8.13.1) montre que le diagramme

r(^) ^ r^')

est commutatif (la flèche horizontale du bas étant le ^-morphisme canonique c^-^*^)).
(3.5.6) Considérons maintenant deux préschémas Y, Y', unmorphisme g : Y'->Y,

une ^y-Algèbre (resp. 0^-Algebre) graduée quasi-cohérente y (resp. e^') et un
^-morphisme d'Algèbres graduées u : y->y\ c'est-à-dire un Oy-homomorphisme
d'Algèbres graduées y->g (^/); on sait d'ailleurs qu'il revient au même de se donner
un ^-homomorphisme d'Algèbres graduées ift : g^y^Y. On déduit alors cano-
niquement de ^ un Y'-morphisme W==Proj(^) : G(^)->Proj(^(^)) où G(^) est
un ouvert de X^Proj^') (3.5.1). D'autre part, X"=Proj(^(^)) s'identifie
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canoniquement à XXyY', en posant X=Proj(^) (3.5.3); composant avec Proj(^)
la première projection p : XXyY'-^X, on obtient donc un morphisme v : G(^)-^X,
que nous désignerons par Proj(^), et qui est tel que le diagramme

G(^) -^ Xi i
Y' —> Y^

soit commutatif.
En outre, pour tout ^"Module gradué quasi-cohérent ^, on a un y-morphisme

canonique

(3.5.6.1) u : ̂ (^)®^^Q-|G(^).

En effet, \fi s'obtient en composant les homomorphismes

v\^=w{p\^)) -> w\{gw-) -> (^)®^^)-|G(^)
où la première flèche provient de l'isomorphisme (3.5.3) et la seconde est l'homo-
morphisme (3.5.2, (i)); lorsque y est engendrée par e$^, il résulte de (3.5.2) que u^ est
un isomorphisme.

Comme cas particulier de (3.5.6.1), on a, pour tout yzeZ, un y-morphisme
canonique

(3.5.6.2) u : Q^n)-^(Q^(n)\G(u^.

3.6. Sous-préschémas fermés d'un préschéma Proj(^).

(3.6.1) Soient Y un préschéma, 9 : y->y un homomorphisme de ^y-Algèbres
graduées quasi-cohérentes, de degré o. On dit que 9 est (TN}-surjectif (resp. (TN)-
injectif, (TN)-bijectif) s'il existe n tel que, pour k^n, ^ : V^Y^ soit surjectif
(resp. injectif, bijectif). Lorsqu'il en est ainsi on ramène l'étude du morphisme
0 : Proj^'^Proj^) correspondant au cas où 9 est surjectif (resp. injectif, bijectif).
Cela se démontre comme dans (2.9.1) (qui en est le cas particulier correspondant à
Y affine) en utilisant (3. i . 8). Au lieu de dire que 9 est (TN)-bijectif, on dit aussi que c'est
alors un (TVl)-isomorphisme.

Proposition (3.6.2). — Soient Y un préschéma, Y une (9 ̂ -Algèbre graduée quasi'cohérente,
et soit X=Proj(e^).

(i) Si 9 : y—^y est un homomorphisme {Tîiysurjectif de 0^-Algèbres graduées, le
morphisme correspondant 0=Proj(9) (3 .5 .1 ) est défini dans Proj^) tout entier et est une
immersion fermée de Proj(^) dans X. Si / est le noyau de 9, le sous-préschéma fermé de X

associé à 0 est défini par le faisceau d^ idéaux quasi-cohérent / de 0^.
(ii) Supposons en outre ^ = (9^, y engendrée par ̂  et ̂  de type fini. Soit X' un sous-

préschéma fermé de X=Proj(e99), défini par un faisceau quasi-cohérent ^ d'idéaux de (9^. Soit /
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le faisceau gradué quasi-cohérent d''idéaux de e97, image réciproque de T (J^) par F homomorphisme
canonique a : y->T [0^) (3.3.2), et posons y =y\/. Alors X' est le sous-préschéma
associé (I, 4.2. i) à V'immersion fermée Proj^^—^X correspondant à V homomorphisme canonique
y->y de O^-Algèbres graduées.

(i) On peut supposer 9 surjectif (3.6.1). Alors, pour tout ouvert affine U de Y,
F(U, ^)->r(U, y ' } est surjectif (I, 1.3.9), donc (3.5.1) on a G(y)=X. On est
immédiatement ramené à démontrer la proposition lorsque Y est affine, et alors elle
découle de (2.9.2, (i)).

(ii) On est ramené à prouver que l'homomorphisme ^->^x déduit de l'injection
/~»>-/

canonique / — ^ V ^ est un isomorphisme de / sur J^; comme la question est locale
i^>»/

sur Y, on peut supposer Y affine d'anneau A, ce qui entraîne e$^=S, où S est une
A-algèbre graduée engendrée par S^, S^ étant de type fini sur A. Il suffit alors d'appli-
quer (2.9.2, (ii)).

Corollaire (3.6.3). — Sous les conditions de (3.6.2, (i)), et en supposant de plus y
engendrée par ^, ̂ (^x^)) ^identifie canoniquement à Q^'(n) pour tout neZ..

On a défini un tel isomorphisme canonique lorsque Y est affine (2.9.3); dans le
cas général, il suffit de vérifier que les isomorphismes ainsi définis pour chaque ouvert
affine U de Y sont compatibles avec le passage de U à un ouvert affine U' cU, ce qui
est immédiat.

Corollaire (3.6.4). — Soient Y un préschéma, y une (P^-Algèbre graduée quasi-cohérente
engendrée par V^ e^ un 0^-Module quasi-cohérent, u un Q ̂ -homomorphisme surjectif ^-> Y ̂
~u : Sff {^)—>y l^ homomorphisme de G^-Algèbres graduées prolongeant u (i .7.4). Le morphisme

correspondant à ~u est alors une immersion fermée de Proj^) dans Proj(S^ (e^)).

En effet, ~u est surjectif par hypothèse et on applique (3.6.1, (i)).

3.7. Morphismes d'un préschéma dans un spectre homogène.

(3.7.1) Soient q : X->Y un morphisme de préschémas, J? un fflyM.odïde inver-
sible, y une ffy-Algèbre graduée quasi-cohérente à degrés positifs; q^V} est alors une
(Py Algèbre graduée quasi-cohérente à degrés positifs. Considérons la 6x-Algèbre graduée
quasi-cohérente V == ® JSf0^ et supposons donné un ^x-homomorphisme d'Algèbres
graduées

^ : a ( y \ -> y'= @ S^
T ï v / n^:0

ce qui revient d'ailleurs à se donner un ^-morphisme d'Algèbres graduées

^:^->^).

On sait que Proj (J^') s'identifie canoniquement à X (3. i. 7 et 3. i . 8, (iii)) ; on déduit
canoniquement de ^ un ensemble ouvert G(^) de X et un Y-morphisme

(3.7.1.1) r^:G(^Proj(^)==P

65
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que nous appellerons le morphisme associé à ̂  et à ̂  ; rappelons (3.5.6) que ce morphisme
s'obtient en composant avec la première projection TC : Proj^^e^)) ^PXyX-^P
le Y-morphisme

T=ProjW :G(^)->Proj(<7*(^)).

(3.7.2) Explicitons r=r^ lorsque Y==Spec(A) est affine, et par suite <9?=^,
où S est une A-algèbre graduée à degrés positifs. Supposons d'abord que X=Spec(B)

/-s»/

soit aussi affine et que l'on ait JS^= L, où L est un B-module libre de rang i. On a alors
q\y)=={S®^K)^ (I, 1.6.5); sic est un générateur de L, ^ : q\y^) -> ̂ n correspond
à un homomorphisme w^ : s®b -> bv^c^ de S^®^B dans L0^ où ^ : S^-^B est un
homomorphisme de A-modules, les ^ constituant un homomorphisme d'algèbres S->B.
Soit/eS^ (û?>o) etposons g=v^{f)', ona TT^D^/)) ==D^(/®i) en vertu de (2.8.10)
et de l'identification de D^.(/) à Spec(S^) (2.3.6); d'autre part, la formule (2 .8 .1 .1)
montre (compte tenu de l'identification canonique de X et de Proj^7)) que

^-\D^fôl))=D{g)

d'où

(3.7.2.1) r-\D^f))=D{g).

En outre, le morphisme T==Proj(^), restreint à D(^), correspond à l'homomor-
phisme qui applique (.yOOl)^/®!^ (pour seS^) sur ̂ (^/^ (2.8. i), et la projection TT,
restreinte à D^(/®i), correspond à l'homomorphisme s|fn-> (j®i)/(/®i)" ; on en conclut
que r, restreint à D(^), correspond à l'homomorphisme de A-algèbres co : S^—^B^ tel
que œ^//^) ^^nd^)!^ pour seS^ (72>o). Passant au cas où X est quelconque (Y étant
toujours affine), on obtient donc, compte tenu de (2.8.1) :

Proposition (3.7.3). — Si Y==Spec(A) est affine et ^=S, où S est une A-algèbre
graduée, pour tout yeS^==r(Y, e$^), on a

(3 .7 .3 .1) r^(D-,(/))=X^ [où ^(/)er(X, ̂ ))

et la restriction X^)->D^.(/) =Spec(S^) de r^^ correspond (I, 2.2.4) à V homomorphisme
d^algèbres

(3.7.3.2) ^) : S^ r(X^), ^x)

tel que, pour seS^TÇY, ̂ J

(3.7.3.3) ^(.//^^(^MIX^^^IX^)-.
Nous dirons que r^ est partout défini si l'on a G(^) =X. Pour qu'il en soit ainsi,

il faut et il suffit évidemment que G(^) n^^U) = ̂ ^(U) pour tout ouvert affine UcY;
autrement dit, la question est locale sur Y. Si Y est affine, G(^) est réunion des r^^D^y))
poury homogène dans S^. (2 .8.1) ; en vertu de (3 .7 .3 .1 )5 les X^) doivent donc former
un recouvrement de X, autrement dit :

Corollaire (3.7.4). — Sous les hypothèses de (3.7.3), pour que r^^ soit partout défini,
il faut et il suffit que pour tout xeX, il existe un entier n>o et une section s de ̂  au-dessus de Y
telle que si on pose ^=^(j)er(X, JSf0^, on ait ^)+o.

66



§ 3 ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 67

On notera que cette condition est toujours vérifiée si ^ est (Tîf)-surjectif.
De même, la question de savoir si r^ ^ est dominant est locale sur Y, et l'on a :
Corollaire (3.7.5). — Sous les hypothèses de (3.7.3), pour que r^ ^ soit dominante il faut

et il suffit que, pour tout entier n>o, toute section seS^ telle que ^(s) eF(X, oSf^) soit localement
niipotente, soit elle-même niipotente.

On doit en effet exprimer que ^^(D^(J)) n'est vide que si D^(.î) est vide, et le
corollaire résulte donc de (3.7.3.1) et de (2.3.7) .

Proposition (3.7.6). — Soient q : X->Y un morphisme, oSf un (0^-Module inversible, y,
y deux 0^-Algèbres graduées quasi-cohérentes, u : y—>y un homomorphisme d'Algèbres graduées,
^ : q [ y ) —> ® jSf®» un homomorphisme d'Algèbres graduées, ^ =^oq*(u) V homomorphisme

composé. Si r^ ^ est partout défini, il en est de même de r^ ^; si u est (TN)-surjectif et si r^ ^ est
dominant, il en est de même de r^ ^, inversement, si u est (TN)-injectîf et si r^ ^ est dominant,
r^^, est dominant.

On a en effet G(^') cG(^) (2.8.4), d'où la première assertion; si u est (TN)-
surjectif, Proj(^) : Proj(S)->Proj(S') est partout défini et est une immersion fermée;
comme r^^, est composé de Proj(^) et de la restriction de r^ ^ à G(^)/), on en conclut
que si r^ ^ est dominant, il en est de même de r^ ^. Enfin, si u est (TN)-injectif, on sait
que Proj(z/) est un morphisme dominant de G(u) dans Proj(S') (2.8.3); comme G^')
est l'image réciproque de G(u) par r^ ^ , on voit que si r^ ^ est dominant, il en est de même
de r^^,.

Proposition (3.7.7). — Soient Y un préschéma quasi-compact, q : X—^Y un morphisme
quasi-compact, oS^ un 0^-Module inversible, y une (9^-Algehre graduée quasi-cohérente^ limite
inductive filtrante d^un système inductif [y^) de (Py-Algèbres quasi-cohérentes. Soient 9^ : y^—>y
l^ homomorphisme canonique, ^ : ̂ *(^) —> ® ^f^ un homomorphisme d^Algèbres graduées, et posons
^^== ^o^*(<p^). Pour que r^^ soit partout défini, il faut et il suffit qu'il existe un À tel que r^^ soit
partout défini, r^ ^ est alors partout défini pour [L ̂  À.

La condition est suffisante en vertu de (3.7.6). Inversement, supposons r^ ̂  partout
défini ; on peut se ramener au cas où Y est affine, car si pour tout ouvert affine U cY,
il existe X(U) tel que la restriction de r^ ^ à ^^(U) soit partout définie, il suffira (Y étant
quasi-compact) de recouvrir Y par un nombre fini d'ouverts affines U^-, et de prendre
X^X(UJ pour tous les indices i, en vertu de (3.7.6). Si Y est affine, l'hypothèse entraîne
que pour tout ^eX, il y a une section s^ d'un S^ telle que, si on pose t^ == ̂  {s^),
on ait t^Çx) =(=o Çt^ étant considérée comme section de JSf071 au-dessus de X), ce qui
entraîne ^a;)(^) =|=o pour tout ^ dans un voisinage V(^) de x. Couvrons X par un nombre
fini de V(^) et soient ^) les sections correspondantes de S; il existe alors un À tel que
les s^ soient toutes de la forme (p^G^), avec j^eS^ pour tous les i, il résulte donc
de (3.7.4) que r^ ^ est partout défini. La dernière assertion est conséquence triviale
de (3.7.6).

Corollaire (3.7.3). — Sous les hypothèses de (3 .7 .7)5 si les r^ ^ sont dominants, il en est
de même de r^^; la réciproque est vraie lorsque les 9^ sont injectifs.
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La seconde assertion est un cas particulier de (3.7.6); d'autre part, pour montrer
que r^ ̂  est dominant, on peut se borner au cas où Y est affine; si seS est telle que ^Çs)
soit localement niipotente, comme on peut écrire. s==^^{s^) pour un À au moins, on
conclut de l'hypothèse et de (3.7.5) que s^ est niipotente, donc il en est de même de s,
et le critère de (3.7.5) s'applique.

Remarques (3.7.9). — (i) Avec les notations de (3.7.1) et en tenant compte de
(3.2. io), on a, pour tout neZ., un homomorphisme canonique

(3.7.9.1) e^W)^0'

défini de façon générale dans (3.5.6.2). On voit aussitôt que sous les conditions de
(3-7-3) ? ^a restriction de cet homomorphisme à X^b^ s'explicite comme faisant corres-
pondre à .//fe (.eS^J l'élément ^^X^^^X^)-^

(ii) Soit 3^ un (PyM.od\ile quasi-cohérent, et supposons que q soit quasi-compact
et séparé, de sorte que pour tout n^o, ^(e^®^071) soit un 0^-M.odule quasi-cohérent
(I, 9.2.2). Soit ejf'== ® y®^^, qui est un ^'-Module gradué quasi-cohérent, et
considérons son image ^=^(e^')= ® q^^®^®^ (qui est un ^-Module quasi-
cohérent, au moyen de l'homomorphisme ^). Nous allons voir qu'il y a un homo-
morphisme canonique de ^"Modules

(3.7.9.2) Ç:4^)->^|G(^).

En effet, on a défini (3.5.6.1) un homomorphisme canonique

(3.7.9.3) 4,,(̂ ) -> (^)®^^'nG(^,

où le second membre est considéré comme un faisceau quasi-cohérent sur ProjÇ^7).
D'autre part, on a un homomorphisme canonique

(3.7.9.4) qW)}®^^^'

pour tout ^'-Module gradué quasi-cohérent JK1 : pour tout ouvert U de X, toute
section t' de q*{q (^)) au-dessus de U et toute section b ' de ̂  au-dessus de U, on fait
correspondre à t ' ^ b ' la section b ' a { t ' ) de ^4.^5 où cr(^) est la section de ̂  au-dessus
de U qui correspond canoniquement (0, 4.4.3) à t\ On en conclut un homomorphisme
canonique

(3.7.9.5) (^(^(^^^^^^IGW^^IG^)
/—s,,/ __

et comme finalement ^ ' s'identifie canoniquement à y (3.2.9, (i)), on obtient bien
l'homomorphisme canonique cherché.

Sous les conditions de (3.7.3)3 la restriction de cet homomorphisme à X^)
s'explicite de la façon suivante : étant donnée une section ̂  de ^'©J?®^ au-dessus de X,
si ^ est la section ^ considérée comme section de ^(e^®^0^ au-dessus de Y, à
l'élément ^//n il correspond la section (^[X^K^C/) [X^)"^ de e^ au-dessus
de X^).
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3.8. Critères d'immersion dans un spectre homogène»

(3.8.1) Avec les notations de (3.7. i ), la question de savoir si r^ ̂  est une immersion
(resp. une immersion ouverte, une immersion fermée) est évidemment locale sur Y.

Proposition (3.8.2). — Sous les hypothèses de (3.7.3), pour que r^ ^ soit partout définie
et soit une immersion, il faut et il suffit qu^il existe une famille de sections s^eS^ (n^o) telle que3
si on pose fy.=^^[s^, les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Les X^ forment un recouvrement de X.

(ii) Les X^ sont des ouverts affines.

(iii) Pour tout a et tout ^eF(X^ , ̂ x)? ^ existe un entier m>o et un seS^ tels que
^(^)[XJ(/JX^)-».

Pour que r^ ^ soit partout définie et soit une immersion ouverte, il faut et il suffit qu^il existe
une famille (^) vérifiant les conditions (i), (ii), (iii) et :

(iv) Pour tout n">o et tout seS^ tel que ^(J)[X, ==o, il existe un entier k">o tel
que s^yS == o.

Pour que r^ ^ soit partout définie et soit une immersion fermée, il faut et il suffit qu'il existe
une famille [s y } vérifiant (i), (ii), (iii) et :

(v) Les D^_ (Sy) forment un recouvrement de P = Proj (S).
En effet, pour que r soit une immersion (resp. une immersion fermée), il faut et

il suffit qu'il existe un recouvrement de r(G(^)) (resp. de P) par des D^.(j-J tel que si
on pose Vo^r'^D^J), la restriction de r à U^ soit une immersion fermée de V^ dans
D^.(jj (I, 4.2.4). La condition (i) exprime à la fois que r est partout définie et que les
D^.(jj recouvrent r(X), d'après (3.7.3.1); comme D^^J est affine, les conditions (ii)
et (iii) expriment que la restriction de r à X^ est une immersion fermée dans D^_(jj,
d'après (I, 4 .2.3) ; enfin, comme (iii) et (iv) expriment que ̂  ) est bijective (notation
de (3.7.3.2)) , (ii), (iii) et (iv) expriment que la restriction de r à X^ est un isomorphisme
sur D_^. (Sy) pour tout a, donc (i), (ii), (iii) et (iv) expriment que r est une immersion ouverte.

Corollaire (3.8.3). — Sous les hypothèses de (3.7.6), si r^ ^ est partout définie et est
une immersion, il en est de même de r^^. Si on suppose en outre que u est (TN)-surjectif et si r^^,
est une immersion ouverte {resp. fermée), il en est de même de r^^.

En effet, d'après (3.8.2), il y a une famille de s'^eS^ telle que si on pose /a^^a)?
les conditions (i), (ii), (iii) soient vérifiées. Or, si on pose s^=u(Sy), on a aussi fy,=^{s^),
et si on a t== (^') IX^K/JX^)—, on a aussi t= (^(,) [X^C/JXJ- en posant
s=u{s'}, d'où la première assertion. La seconde résulte aussitôt de ce que Proj(^) est une
immersion fermée.

Proposition (3.8.4). — Supposons vérifiées les hypothèses de (3.7.7) et en outre que
q : X—^Y soit un morphisme de type fini. Alors, pour que r^ ^ soit partout définie et soit une immersion,
il faut et il suffit qu'il existe À tel que r^^ soit partout définie et soit une immersion et dans ce cas

r^^ est partout définie et est une immersion pour pi^À.
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Compte tenu de (3.8.3)3 il suffit de démontrer que si r^ ^ est partout définie et
est une immersion, il en est de même de r^ ^ pour un À au moins. Par le même
raisonnement que dans (3.7.7), utilisant la quasi-compacité de Y, on se ramène d'abord
au cas où Y est affine. Comme X est quasi-compact, (3.8.2) montre l'existence d'une
famille finie (^.) d'éléments de S (^eS,^.) ayant les propriétés (i), (ii) et (iii). Le
morphisme X^.—>-Y (où j^==^(^)) est de type fini : en effet, c'est un morphisme de
schémas affines, donc il est quasi-compact (I, 6.6. i), et localement de type fini puisque q
est de type fini (I, 6 .3.2)5 et la conclusion résulte de (I, 6.6.3). L'anneau B^ de X. est par
suite une A-algèbre de type fini (I, 6.3.3) ; 'soit |(^-) une famille de générateurs de cette
algèbre. Il y a par hypothèse des éléments s^eS^..^. tels que

^,=(^(4)ix^)(^(^)|x^.)-^.
Il y a par hypothèse un À et des éléments s^eS^., s^eS^..^. dont les images par 9^ sont
respectivement ^ et ̂ ; il est clair que r^^ vérifie les conditions (i), (ii) et (iii) de (3.8.2).

Proposition (3.8.5). — Soient Y un schéma quasi-compacte ou un préschéma dont V espace
sous-jacent est noethérien, q : X—^Y un morphisme de type fini, JSf un 0^-Module inversible,
y une G^-Algèbre graduée quasi-cohérente^ ^ : ̂ *(^) "> ® jSf®»1 un homomorphisme d'Algèbres
graduées. Pour que r^ ^ soit partout défini et soit une immersion^ lit faut et il suffit qu'ail existe un
entier TZ>O et un sous-0^-Module quasi-cohérent de type fini ë de y^ tels que :

a) Vhomomorphisme ^°<7*(jn) '- q^ë^—^S^ {où j^ : S—>y est V injection canonique)
soit surjectif;

b) si on désigne par y la sous-0 ̂ -Algèbre [graduée) de y engendrée par < ,̂ par ^' r homo-
morphisme ^oq*[j') [ j ' injection de V dans e97), r^ y soit partout défini et soit une immersion,

Lorsqu'il en est ainsi, tout sous-(!) y-Module quasi-cohérent ê' de e9^, contenant ê^ possède
k

la même propriété^ et il en est de même de l'image de ®S dans y^ pour tout k>o.
La suffisance de la condition et les deux dernières assertions sont des cas particuliers

de (3.8.3), compte tenu de l'isomorphie canonique entre Proj(^) et ProjÇ^^) (3.1.8).
Soit (UJ un recouvrement ouvert fini de Y par des ouverts affines et posons

A^=A(U,). Comme ^"^UJ est compact, l'hypothèse que r^> ^ est une immersion
partout définie et (3.8.2) entraînent l'existence d'une famille finie (^) d'éléments
de S^^r^U, y) (s^eS^.) ayant les propriétés (i), (ii), (iii). On voit comme dans
la démonstration de (3.8.4) que le morphisme X^..->U^- (où ^•=^(^)) est de type
fini, et l'anneau B .̂ de X^.. est par suite une A^-algèbre de type fini, [ayant un système de
générateurs de la forme (^(^IX^^IX^)-^, où ^eS .̂̂ .. Soit n un multiple
commun des m^n^ remplaçant (pour chaque (î,j, k)) s^ par une puissance s^ telle que
p77^72^=^, et multipliant t^ par s^^jk, on peut supposer que pour chaque i tous
les s^- et t^ appartiennent à S^ et que m^ = i. Soit E .̂ le sous-A^-Module de S^
engendré par ces éléments (pour i fixé). Il existe un sous-^y~ Module cohérent de type
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fini <• de ̂  tel que <.|U,=(E,)^ (I, 9.4.7). Il est clair que le sous-^y-^odule S
de t9^, somme des <^., répond à la question (chaque section f^ étant telle qae pour
tout A;eX^.., il y a un voisinage affine VcX^.. deA: tel que/[V soit une base de F(V, JSf0").

§ 4. FIBRES PROJECTIFS. FAISCEAUX AMPLES

4.1. Définition des fibres projectifs.

Définition (4.1.1). — Soient Y un préschéma, S un 6\-Module quasi-cohérent, S^ (<?)
la 0 ̂ -Algèbre symétrique de <?( i .7 .4) qui est quasi-cohérente (1 .7 .7) . On appelle fibre projectif
sur Y défini par ê et on note P(<?) le ^-schéma P==Pro]{S^{(^)). Le G^Module ^p(i)
est appelé le faisceau fondamental sur P.

/-^w/

Lorsque Y est affine d'anneau A, on a <^==E, où E est un A-module, et on écrit

alors P(E) au lieu de P(E).
Lorsque l'on prend ê =- fi^, on écrit P^~1 au lieu de P(^) ; si de plus Y est affine

d'anneau A, on écrit aussi P^~1 au lieu deP^~1. Comme S^ (^y) s'identifie canoniquement
à é^m (^y^)? ̂  s'identifie canoniquement à Y (3.1.7); l'exemple (2.4.3) n'est
autre que P^.

(4.1.2) Soient <^, y deux ^"Modules quasi-cohérents; u : S—^^ un 0^-homo-
morphisme ; il lui correspond canoniquement un homomorphisme S(u) '.S^f^-^S^ {^")
de ^Y'Algèbres graduées (1.7.4). Si u est surjectif, il en est de même de S(^), et par suite
(3.6.2, (i)), Proj(S(^)) est une immersion fermée P^)—^?^), que nous noterons P(^).
On peut donc dire que P(<?) est un fondeur contr avariant en ë^ à condition de ne prendre
pour morphismes des ^y-Modules quasi-cohérents que les homomorphismes surjectifs,

En supposant toujours u surjectif et posant P==P(<?), Q^==P(^') et j=T?(u),
on a, à un isomorphisme près,

(4.1.2.1) J*(^p(72)) ^^qW pour tout neZ.

comme il résulte de (3.6.3).
(4.1.3) Soit maintenant ^ : Y'->Y un morphisme, et soit ê ' == y ( <?) ; on a

alors S^,(<T)=^(S^(^)) (i .7.5) ; par suite (3.5.3), on a

(4.1.3.1) P(^(^)=P(^)XYY'

à un isomorphisme canonique près; en outre, on a évidemment

^((SOY(^)W)==(SOY,(^))^)

pour tout neZ, donc, en posant P==P(<?), P7 ==P ((?'), on a (3 .5 .4) , à un isomorphisme
près,

(4 .1 .3 .2) ^(72)==^p(^)®y^ P01111 tout 7zez-
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Proposition (4.1.4). — Soit 3? un (9 y-Module inversible. Pour tout &\-Module quasi-
cohérent ê^ il existe un Y-isomorphisme canonique i^ : P(<?) ^? P(<?®oSf) ; en outre, si F on pose
P=P(<!?), Q=P(<^®J?), Ï^{^{n)) est canoniquement isomorphe à Q^n')®^^®'1 pour
tout neZ,.

Remarquons d'abord que si A est un anneau, E un A-module, L un A-module
monogène libre, on définit canoniquement un homomorphisme de A-modules

S^(E®L) -^(E)®!^

en faisant correspondre à (^i®^) . . . (^®j^) l'élément

(^2...^)0(^®j/2®...®^) (^eE,^eL pour i^n);

on vérifie immédiatement (en se ramenant au cas où L = A) que cet homomorphisme
est en fait un isomorphisme. On en conclut un isomorphisme canonique de A-algèbres
graduées S^(E®L) ^ ^©^(E)®!^. En revenant aux conditions de (4.1.4), les
remarques précédentes permettent de définir un isomorphisme canonique de ff^-Algebres
graduées

(4<i.4.i) S^(<?®^) ^ ^W}®^^

en définissant cet isomorphisme comme un isomorphisme de préfaisceaux et tenant
compte de (i .7.4), (I, i .3.9) et (I, i .3.12). La proposition résulte alors de (3.1.8, (iii))
et (3.2.10).

(4.1.5) Avec les hypothèses de (4 .1 .1)3 posons P=P(<?), et désignons par p
le morphisme structural P-^Y. Comme on a par définition <?= (S^ (<?))i, on a un
homomorphisme canonique o^ : §->p (^p(i)) (3.3.2.2) et par suite aussi (0, 4.4.3)
un homomorphisme canonique

( 4 . 1 . 5 . 1 ) 4:/W->W.

Proposition (4.1.6). — L9 homomorphisme canonique (4.1.5.1) est surjectif.
En effet, on a vu dans (3.3.2) que af correspond fonctoriellement à Phomo-

morphisme canonique <^®0 S^ (^) —^ (S^ (<^ ) ) ( i ) ; comme par définition ê engendre
S<9 (<^), cet homomorphisme est surjectif, d'où la conclusion en vertu de (3.2.4).

4.2. Morphismes d'un préschéma dans un fibre projectif.

(4.2.1) Gardant les notations de (4.1.5), soient X un Y-préschéma, q : X—^Y
le morphisme structural, et soit r : X-^P un Y-morphismey de sorte que l'on a le diagramme
commutatif

P ^- X
p i /\
Y
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Comme le foncteur r* est exact à droite (0, 4.3.1), on déduit de l'homomorphisme
(4.1.5.1)3 qui est surjectif (4.1.6) un homomorphisme surjectif

/(af):rW^))-^p(i)).

Mais rf{p\é)))=q\(§'), et ^(^(i)) est localement isomorphe à r\(Pp)==(P^
autrement dit c'est un faisceau inversible oSf^ sur 6^ et on a ainsi défini à partir de r un
^x-homomorphisme canonique surjectif
(4.2.1.1) 9,:^((f)->J^.

r^/

Lorsque Y==Spec(A) est affine, et <?=E on explicite encore cet homomorphisme
de la façon suivante : étant donné ^eE, il résulte d'abord de (2.6.3) que l'on a

(4.2.1.2) r-^CO^X^).

D'autre part, soit V un ouvert affine de X contenu dans r~l('D^(f)), et soit B son
anneau, qui est une A-algèbre; posons S==S^(E) ; la restriction de r à V correspond à
un A-homomorphisme œ : S(^->B, on a ^(<?)[V = (E®^B)^ et ^|V==^, où
Ly=(S(i))^®g B^ (1, 1.6.5). La restriction de 9,. à <7*(<?)|V correspond au B-
homomorphisme u : E®^B->L^ qui transforme x®î en (A;/i)®/== (//i)®œ(;c//).
L'extension canonique de 9,. en un homomorphisme de ^x'Algèbres

^ : ̂ (S(<?)) =S(^)) -> S(^) ̂ JSf^

est donc telle que la restriction de ^ à <7*(S^(<?)) [V correspond à l'homomorphisme
S^^AB^S^E)®^-^^ qui transforme ^®i en (//i)®'®^^//^.

(4.2.2) Inversement, supposons donnés un morphisme q : X->Y, un ^"Module
inversible JS^ et un ffly-M.od\ile quasi-cohérent ê\ à un homomorphisme 9 : (7*(<f)->JSf
correspond canoniquement un homomorphisme de (P^-Aïgèbres quasi-cohérentes

4; :$(/(<?)) =?W))^J|^»
et par suite (3.7.1) un Y-morphisme r^ ^ : G(^)->Proj(S(<^)) =P(^), que nous note-
rons ^cp. Si 9 est surjectif, il en est de même de ^, donc (3.7.4) r^^ est partout défini. En
outre, avec les notations de (4.2.1) et (4.2.2) :

Proposition (4.2.3). — Étant donnés un morphisme q : X->Y et un (Py-Module quasi'
cohérent < ,̂ les applications r-^(JSf^, 9^) et (oSf, 9)->^<y mettent en correspondance biunivoque
l'ensemble des Y-morphismes r : X->P(<?) et l'ensemble des classes d'équivalence des couples (oSf, 9)
formés d'un ffl^-Module inversible S? et d'un homomorphisme surjectif 9 : ̂ (^-^JS^, deux
couples (oSf, 9), (JSf', 9') étant équivalents s'il existe un (9^-isomorphisme T : JSf^oSf' tel que
9' ==ïo9.

Partons d'abord d'un Y-morphisme r : X->P(<?), formons JSfy et 9,. (4.2.1),
puis r'==r^ y ; il résulte aussitôt de (4.2.1) et de (3.7.2) que les morphismes r et r'
sont identiques (en prenant pour générateur de oSfy l'élément (y/i)®i pour définir les
homomorphismes ^ de (3.7.2)). Inversement, partons d'un couple (oSf, 9) et formons
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f" =f^ ^ puis S ' y , , et (p^/ ; montrons qu'il y a un isomorphisme canonique T : J^^J?
tel que cp==Toç^ , ; pour le définir on peut se placer dans le cas où Y==Spec(A) et
X==Spec(B) sont affines, et (avec les notations de (4 .2 .1) et de (3 .7 .2 ) ) faire corres-
pondre à tout élément (^/ i)®i de Ly/ (avec ^eE) l'élément v^Çx)c de L. On vérifie
aussitôt que T ne dépend pas du générateur choisi c de L; comme v^ est par hypothèse
surjectif, pour prouver que T est un isomorphisme, il suffit de voir que si x / ï ==o dans
(S(i))^, on a ^(^) / i=o dans B^; mais la première relation signifie que ^x^o dans
S^^(E) pour un certain n, et on en déduit que Vn+^f'^x) ̂ ^iW =o dans B, d'où la
conclusion. Enfin, il est immédiat que pour deux couples équivalents (J?, 9), (J?', 9'),
on a r^=r^, ̂ .

En particulier, pour X=Y :
Théorème (4.2.4). — L'ensemble des Y-sections de P(<^) est en correspondance biunivoque

canonique avec l'ensemble des sous-0^-Modules quasi-cohérents ^ de ë tels que ë\y soit
inversible.

On notera que cette propriété correspond à la définition classique de 1' « espace
projectif » comme ensemble des hyperplans d'un espace vectoriel (le cas classique

/~«»^
correspondant à Y=Spec(K), où K est un corps, et <^=E, E étant un K-espace
vectoriel de dimension finie ; les 3^ ayant la propriété énoncée dans (4.2.4) correspondent
alors aux hyperplans de E, et on sait d'autre part que les Y-sections de P(<?) sont alors
les points de P(<?) rationnels sur K (I, 3.4.5)).

Remarque (4.2.5). — Comme il y a correspondance biunivoque canonique entre
Y-morphismes de X dans P et leurs morphismes graphes, X-sections de PXyX (I,
3.3.14), on voit qu'inversement (4.2.3) peut se déduire de (4.2.4) . Désignons par
Hypy(X, ê} l'ensemble des sous-^x -Modules quasi-cohérents y de ê®^Q^=q{ê^
tels que q{€^\SF soit un (P^-Module inversible. Si g : X'—^X est un Y-morphisme, il
résulte du fait que g* est exact à droite que l'on a g{q^}l^ =^*((7*(^))/<§^*(^^)5 donc
que ce dernier faisceau est inversible, et par suite Hypy(X, <?) est unfoncteur contravariant
dans la catégorie des Y-préschémas. On peut alors interpréter le th. (4.2.4) comme
définissant un isomorphisme canonique des foncteurs Homy(X, P(<^)) et Hypy(X, ê^
contravariants en X variable dans la catégorie des Y-préschémas. Ceci fournit aussi
une caractérisation du fibre projectif P===P((^') par la propriété universelle suivante, plus
proche de l'intuition géométrique que les constructions des §§ 2 et 3 : pour tout morphisme
q : X—^Y et tout ^"Module inversible oSf, quotient de (^®Q y^x? u ^i^6 un Y-mor-
phisme unique r : X—»-P tel que ^f=r*(û?p(i)).

On verra plus tard comment on peut de la même manière définir, entre autres,
les schémas « grassmanniennes ».

Corollaire (4.2.6). — Supposons que tout 0^-Module inversible soit trivial (I, 2.4.8).
Soit V le groupe Hom^ (^î), ^y), considéré comme module sur Panneau A== F (Y, fi^y)? et solt ^*
le sous-ensemble de Vformé des homomorphismes surjectif s. Alors l'ensemble des Y'-sections de P((^)
s'identifie canoniquement à V*/A*, où A* est le groupe des unités de A.
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En particulier :
i° Le corollaire (4.2.6) s'applique lorsque Y est un schéma local (I, 2.4.8).

Soient Y un préschéma quelconque,^ un point de Y, Y'==Spec(fe(^)) ; la fibre p ' 1 ^ )
de P(<f) est, en vertu de (4. i .3. i), identifiée à P(<^), où gv=g^®^ k{jy) =^/-m^
est considéré comme espace vectoriel sur k[y). Plus généralement, si K est une extension
de k(y}, p-^y)®^ s'identifie à P((^®^K). Le cor. (4.2.6) montre donc que
l'ensemble des points géométriques de P(<?f) à valeurs dans l'extension K de k{y) (I, 3.4.5),
que l'on peut encore appeler fibre géométrique rationnelle sur K de P(^) au-dessus du point y,
s'identifie à Y espace projectif associé au dual du K-espace vectoriel ëy®^ .K.

2° Supposons que Y soit affine d'anneau A, et en outre que tout ^y-Module
inversible soit trivial; prenons en outre S==Q^ alors, dans (4.2.6), V s'identifie à A"
(I, i .3.8), V* à l'ensemble des systèmes C/Di^-^ d'éléments de A engendrant l'idéal A;
deux tels systèmes définissent la même Y-section de Py"^?!"1, autrement dit le même
point de P^~1 à valeurs dans A si et seulement si l'un se déduit de l'autre par multiplication
par un élément inversible de A.

Ces propriétés justifient la terminologie de « fibre projectif » pour P(<?). On
notera que la définition que nous obtenons ainsi de 1' « espace projectif» est en fait duale
de la définition classique; cela nous est imposé par la nécessité de pouvoir définir P(^)
pour un fi^-Module quasi-cohérent quelconque ê, non nécessairement localement libre.

Remarque (4.2.7). — Nous verrons au chapitre V que si Y est localement noethérien
et connexe, et si g est localement libre, alors, en posant P=P(<^), tout ép-Module
inversible JSf est isomorphe à un ^p-Module de la forme JSf'®^ ^p(^), où J§f' est un
^Y-Module inversible, bien déterminé à un isomorphisme près, et m un entier bien
déterminé. En d'autres termes, H^P, (^p) est isomorphe à ZxH^Y, 0y) (0, 5.4.7).
Nous verrons aussi (III, 2. i . 14, compte tenu de (0, 5.4. io)) que p (^0m) =o si m<o
et que^Jâf0^) est isomorphe à ^'®^(S^(^))^ si ^o. Si ^ est un é^-Module
quasi-cohérent, tout Y-morphisme P(^)-^P(^) est donc déterminé par la donnée
d'un ffy-Module inversible S", d'un entier m^o et d'un (Py-homomorphisme
^ : y-^^'®Q^Q^ê}}^ tel que l'homomorphisme correspondant ̂  de Êp^-Modules
soit surjectif. Nous verrons aussi que si le Y-morphisme considéré est un isomorphisme,
alors m==ï et ^ est isomorphe à S®^S' (réciproque de (4. i .4)). Ceci permettra
de déterminer le faisceau des germes d'automorphismes de P(^) comme quotient du
faisceau de groupes j^(<?) (localement isomorphe à GL{n, (Py) si S est de rang n) par éÇ-

(4.2.8) Conservant les notations de (4 .2 .1) , soit u : X'-^X un morphisme;
si le Y-morphisme r : X->P correspond à l'homomorphisme cp:/((f)-^, le Y-
morphisme rou correspond à ^*(y) : u\q [€}}->u\^\ comme il résulte aussitôt des
définitions.

(4.2.9) Soient ê, y deux ^"Modules quasi-cohérents, v : ê->y un homo-
morphisme surjectif, j==P{v) l'immersion fermée correspondante P(^)-^P(<^) (4 .1 .2) .
Si le Y-morphisme r : X-^P(^) correspond à l'homomorphisme çp : q[y}->S, le
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Y-morphisme jor correspond à q\^ -^ q^} -^ jSf; cela résulte encore de la
définition donnée en (4.2.1).

(4.2.io) Soit ^ : Y'->Y un morphisme, et posons g'=^^S}. Si le Y-morphisme
r : X-^P correspond à l'homomorphisme y : ç*(<?)->oSf, le Y'-morphisme

r^):X(Y-)->P'=P(<n

correspond à Ç(Y') : ̂ Y')(^) •^q'W®^^. -> o^y^y En c^t, en vertu de (4. i .3. i),
on a le diagramme commutatif

Pryl) y/yn
V / P'—P v / Y1 ' I - ""-"(Y') <—— ^(Y')

Y <——— P <——— X
p r

D'après (4.1.3.2), on a

(W*(^p'(1))= (WVW1))) -^(^(i))) -^(^ =-sf®Y^
d'autre part, ^*(af) n'est autre que l'homomorphisme canonique ocf : (AY'))^^') -> ^p 'C 1 )?
cela se voit en explicitant les homomorphismes canoniques o^ dans P et P' comme
dans (4.1.6). D'où notre assertion.

4.3. Le morphisme de Segre.

(4.3.1) Soient Y un préschéma, <?, y deux 0^-Mod\des quasi-cohérents; posons
PI==P((?), P2=P(^"), et désignons par ̂  : P^-^Y,^ : Pg-^Y les morphismes structuraux.
Soit Q,==PiXYP2? et soient ^ : Q-^PI, ^ : Q -̂̂ Pg les projections canoniques; le G^-
Module ^=^p/I)®Y^(I) :==^(^(I))®^^(^(I)) est inversible comme produit
tensoriel de deux ^-Modules inversibles (0, 5.4.4). D'autre part, si r==p^oq^=p^oq^ est
le morphisme structural Q->Y, on a r\S®^) =q[{P\W}®^q\{p^}} (0,4.3.3);
les homomorphismes canoniques surjectifs (4.1.5.1) : j^(<^)-^p (i), ^(^')-^^p(i)
donnent donc, par produit tensoriel, un homomorphisme canonique

(4.3.1.1) s^r\S®^->^

évidemment surjectif; on en déduit donc (4.2.2) un morphisme canonique, dit morphisme
de Segre :

(4.3.1.2) Ç:P(^)XYP(^)->P(^®^).

Explicitons le morphisme c, lorsque Y ==Spec(A) est affine, <?=Ï, y=F, E et F
étant deux A-modules, d'où S®^^= (E®^F)^ (I, 1.3.12); posons R=S^(E),
S=S^(F), T==SA(E®^F); soient /eE, geF, et considérons l'ouvert affine

D+(/)XYD,.(^)==Spec(B)
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de Q, où B=R^®^S(^; la restriction de JSf à cet ouvert affine est L^ où
L=(R(i))^(S(i))^

et l'élément c== (//i)(g)(^/i) est un générateur de L considéré comme B-module libre
(2.5.7). L'homomorphisme (4.3.1.1) correspond à Phomomorphisme

(A:®^)®è-^é((^/i)®(^/i))

de (E®^F) ®^B dans L. Avec les notations de (3 .7 .2 ) , on a donc v^x^y) == {xlf)® {jylg) ;
la restriction de ç à D+ (/) XyD^. {g) est un morphisme de ce schéma affine dans D+ (f®g),
correspondant à Phomomorphisme d'anneaux œ : Ty^ )—^R^®^S/ x tel que

(4.3.1.3) ^((^J;)/(/®5))==W)®(^)
pour xeîL et j/eF.

(4.3.2) II résulte de (4.2.3) que Pon a un isomorphisme canonique

(4.3.2.1) T : Ç*(^p(l)) ̂  ̂ (l)®y^(l)

où on a posé P==P(^®^^). Montrons que, pour ^er(Y, <?) et ^eF(Y, ̂ ), on a

(4.3.2.2) T(a^®j/))=a^)®04(j;).

En effet, on est ramené au cas où Y est affine, et on a alors, avec les notations
de (4.3.1) et de (2.6.2), a^®^) = (^00j;)/i dans (T(i))^, a^)==^/i dans
(R(i))^ et a^(^)=^/i dans (S(i))^. La définition de T donnée dans (4.2.3) et le
calcul de ^ fait dans (4.3.1) prouvent alors aussitôt (4 .3 .2 .2) . On en déduit la formule

(4.3.2.3) ^^^-(PiLXYœ^

avec les notations de (3.1.4). En effet, compte tenu de (3.3.3)5 la formule (4.3.2.2)
ramène (en revenant au cas affine, à Paide de (I, 3.2 .7 et 3.2.3)) à prouver le lemme
suivant :

Lemme (4.3.12.4). — Soient'B^B' deux A-algèbres, et soient Y=Spec(A), Z=Spec(B),
Z^SpecÇB'); quels que soient ^eB, ^eB', on a D( '̂) =D(^) XyD(^).

En effet, si p : ZXyZ'—^Z et p ' : ZXyZ'-^Z' sont les projections canoniques,
il résulte de (I, 1 .2 .2 .2 ) que Pon a p~~\'D(t)) ==D(^i) et p'-^D^)) =D(i®^) ; la
conclusion résulte de (I, 3 .2.7) et (I, 1.1.9.1) , puisque (^®i) ( i®^) ==^'.

Proposition (4.3.3). — Le morphisme de Se gré est une immersion fermée.
En effet, la question étant locale sur Y, on est ramené au cas où Y est affine. Avec les

notations de (4.3. i) et (4.3.2), les D^.(/®^) forment alors une base de la topologie de P,
puisque les f®g engendrent T lorsque/parcourt E et g parcourt F. D'autre part, on a en
vertu de (4.3.2.3) ^~\'D^.{f®g)) -=D^.(/) XyD+(^). Il suffit donc (1,4.2.4) de prouver
que la restriction de ç à D+(/) XyD+(^) est une immersion fermée dans D^_(/®^).
Or, avec les mêmes notations, la formule (4.3.1.3) montre que co est surjectif, ce qui
termine la démonstration.

(4.3.4) Le morphisme de Segre est fonctoriel en ê et J^, lorsqu'on restreint les
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homomorphismes de ^y-Modules quasi-cohérents aux homomorphismes surjectifs. Il faut
en effet montrer que si ë — ^ ê ' est un Oy-homomorphisme surjectif, le diagramme

; x lP((r)xP(^) —> P(^)xP(^)

ç ç

P(<T®^) ———^ P((f®^)

est commutatif, j désignant l'immersion fermée canonique P(^')->P(^). Posons
P^===P((^') et gardons par ailleurs les notations de (4.3. i) ; J X i est une immersion
fermée (I, 4.3.1) et on a, à des isomorphismes près,

(7Xi)*(^i)®^(i))-/(^(i))®^(i)=^(i)®^(i)

en vertu de (4 .1 .2 .1 ) et de (I, 9. i . 5) ; notre assertion résulte donc de (4.2.8) et (4.2.9) .
(4.3.5) Avec les notations de (4.3.1), soit ^ : Y'—^Y un morphisme, et posons

<T==^(^), y=^\y}\ alors le morphisme de Segre P(^) xP^Q-^PÇ^'®^)
s'identifie à Ç(Y')- En effet, gardant les notations de (4.3.1), posons par ailleurs P[ =P((^ /),
P2==P(^r/) ; on sait (4 .1 .3 .1) que P^ s'identifie à (PJ(Y') (^ i? 2), donc le morphisme
structural P^xPa—Y' s'identifie à r^,y D'autre part, € ' ® y s'identifie à ^*(^®^'),
donc P(^'®^') s'identifie à (P(^®^))(Y') (4. i .3. i). Enfin, ^(i)®Y/^(i) =^'
s'identifie à S"®^^, en vertu de (4 .1 .3 .2) et de (I, 9.1.11). L'homomorphisme
canonique {r^,y^<§'®y}—^S?' s'identifie alors à ^y')? et not^ assertion résulte de
(4.2.10).

Remarque (4.3.6). — Le préschéma somme de P(^) etP(^) est de même canonique-
ment isomorphe à un sous-préschéma fermé de P^®^). En effet, les homomorphismes sur-
jectifs ê@y-^ê, g@y-^y correspondent à des immersions fermées P(^)-^P(^®^),
P(^')->P((^®^') ; tout revient à voir que les espaces sous-jacents des sous-préschémas
fermés de P^®^) ainsi obtenus sont sans point commun. La question étant locale
sur Y, on peut adopter les notations de (4.3.1); or S^(E) et S^(F) s'identifient à des
sous-modules de S^(E®F) d'intersection réduite à o; et si p est un idéal premier gradué
de S(E) tel que pnS^(E) =(=S^(E) pour tout ^o, il lui correspond dans S(E®F) un
idéal premier gradué dont la trace sur S^(E) est pnS^(E), mais qui contient S^(F), comme
on le voit aussitôt; deux points de Proj(S(E)) et Proj(S(F)) respectivement ne peuvent
donc avoir même image dans Proj (S(E ® F) ).

4.4. Immersions dans les fibres projectifs. Faisceaux très amples.
Proposition (4.4.1). — Soient Y un schéma quasi-compacte ou un préschéma dont V espace

sous-jacent est noethérien, q : X->Y un morphisme de type fini, J? un 0^-Module inversible.
(i) Soient y une 0 ̂ -Algèbre graduée quasi-cohérente à degrés positifs^ ^ : q^} -> ® ^®n

un homomorphisme d'Algèbres graduées. Pour que r^ ^ soit partout défini et soit une immersion^ il faut et
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il suffit qu'il existe un entier n^o, un sous- (9^- Module quasi-cohérent de type fini ê de <9^, tels
que l'homomorphisme ^'==^o^(j) : q^S} -> Jê^®" == J§f' ( j étant l'injection ê-^y^ soit
surjectif et que le morphisme r^, , : X->P(<?) soit une immersion.

(ii) Soient ^ un (P y-Module quasi-cohérent, 9 : <7*(J^')->JSf un homomorphisme surjectif.
Pour que le morphisme r^ soit une immersion X->P(J^), il faut et il suffit qu'il existe un sous-
(9^-Module quasi-cohérent de type fini ê de ̂  tel que l'homomorphisme ^ / =^°qU) '- q^ë}-^^
(ou j : ê->y est l'injection canonique) soit surjectif et que r^ ^ : X->P(<^) soit une immersion.

(i) Le fait que r^> ^ soit partout défini et soit une immersion équivaut d'après
(3.8.5) à l'existence de n^-o et de S tels que, si y est la sous-algèbre de y engendrée
par <?, l'homomorphisme ^(^—^Jâf0^ soit surjectif et que r^ ^ : X-^Proj^') soit
partout défini et soit une immersion. On a d'autre part un homomorphisme canonique
surjectif S ̂ ê}—>y auquel correspond une immersion fermée Proj^')—^?^) (3.6.2);
d'où la conclusion.

(ii) Comme y est limite inductive de ses sous-Modules quasi-cohérents de type
fini S^ (I, 9.4.9), S(J^) est limite inductive des S(^); la conclusion résulte alors de
(3.8.4), en observant que, dans la démonstration de (3.8.4), on peut prendre tous
les n^ égaux à i : en effet (Y étant supposé affine), si r=r^> est une immersion, ^(X) est
un sous-espace quasi-compact de P(^) que l'on peut recouvrir par un nombre fini
d'ouverts de P(^) de la forme D_^(/) avec /eF, tels que D^(/)nr(X) soit fermé.

Définition (4.4.2). — Soient Y un préschéma, q : X—^Y un morphisme. On dit qu'un
Q^-Module inversible J? est très ample pour q (ou très ample pour Y, ou simplement très ample
si aucune confusion n'en résulte) s'il existe un Q^-Module quasi-cohérent ë et une ̂ -immersion i
de X dans P=P((^) tels que oâf soit isomorphe à {"((P-pÇi)).

Il revient au même (4.2.3) de dire qu'il existe un (P^-M.odule quasi-cohérent §
et un homomorphisme surjectif 9 : q^€^—>^ tels que r^ : X—^P(<^') soit une immersion.

On notera que l'existence d'un (P^-Module très ample relativement à Y implique
que q est séparé ((3.1.3) et (I, 5.5.1, (i) et (ii))).

Corollaire (4.4.3). — Supposons qu'il existe une 6 ̂ -Algèbre graduée quasi-cohérente y
engendrée par e9^, et une ̂ -immersion i : X->P = Proj (e99) telle que oSf soit isomorphe û i*(^p( i ) ) ;
alors JSf est très ample relativement à q.

En effet, si ^ ' =y^ l'homomorphisme canonique S(^')->^9 est surjectif, donc,
en composant l'immersion fermée correspondante Proj^^—^P^) (3.6.2) et l'immer-
sion z, on obtient une immersion j : X->P(^) == P' telle que J§f soit isomorphe àj*(^p/(i))
(3.6.3).

Proposition (4.4.4). — Soient q : X—^Y un morphisme quasi-compacte oSf un G^-Module
inversible. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) JSf est très ample relativement à q.
b) ^(°Sf) est quasi-cohérente l'homomorphisme canonique a : ^(^(JSf))-^^ est surjectife

et le morphisme ry y : X->P(^(Jâf)) est une immersion.
Gomme q est quasi-compact, on sait que q (oS^) est quasi-cohérent si q est séparé

(I, 9 .2 .2) .
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On sait (3.4.7) que l'existence d'un homomorphisme surjectif 9 : q(^ë}—^^
(^ étant un (P^-M.odule quasi-cohérent) entraîne que G est surjectif; en outre, à la
factorisation <7*(<^)—^*(<7 (J^))-^oSf de 9 correspond canoniquement une factorisation

?*(S(<?)) ̂ *(S(^))) ̂ ©^"

donc (3.8.3) l'hypothèse que r^y est une immersion entraîne qu'il en est de même
de j=r^a', en outre (4.2.4)3 oSf est isomorphe ày(^p.(i)) en posant P'=P(^(JS^)).
On voit donc que a) et b) sont équivalents.

Corollaire (4.4.5). — Supposons q quasi-compact. Pour que oSf soit très ample relativement
à Y, il faut et il suffit qu^il existe un recouvrement ouvert (UJ de Y tel que JSf|^-~l(UJ soit
très ample relativement à U^ pour tout a.

En effet, la condition b) de (4.4.4) est locale sur Y.
Proposition (4.4.6). — Soient Y un schéma quasi-compact, ou un préschéma dont l'espace

sous-jacent est noethérien^ q : X—^Y un morphisme de type fini, oSf un Q^-Module inversible,
Les conditions a) et b) de (4.4.4) sont alors équivalentes aux suivantes :

a') II existe un 0^-Module quasi-cohérent de type fini ê et un homomorphisme surjectif
<p : q*{<S')—>^y tel que r^ çp soit une immersion,

b') II existe un sous-Q^-Module cohérent de type fini ë de q (Jâf) ayant les propriétés
énoncées dans a').

Il est clair que a' ) ou b 1 ) implique a) ; d'autre part a) implique af ) en vertu
de (4.4. i) et de même b) implique b ' } .

Corollaire (4.4.7). — Supposons que Y soit un schéma quasi-compact ou un préschéma
noethérien. Si Jâ? est très ample pour q, il existe une 0^-Algèbre graduée quasi-cohérente y^ telle
que y^ soit de type fini et engendre y^ et une Y'-immersion ouverte dominante i : X->P = Proj {Y}
telle que JSf soit isomorphe à i*Ç(Py(i)).

En effet, la condition b ' ) de (4.4.6) est vérifiée; le morphisme structural
p : P(<?) =P'->Y est alors séparé et de type fini (3. i .3), donc P' est un schéma quasi-
compact (resp. un préschéma noethérien) si Y est un schéma quasi-compact (resp. un
préschéma noethérien). Soit Z l'adhérence (I, 9.5.11) du sous-préschéma X' de P' associé
à l'immersion j==r^ ^ de X dans P'; il est clair quej se factorise en l'injection canonique
Z—»-P' et en une immersion ouverte dominante i : X->-Z. Mais Z s'identifie à un
préschéma Proj(^), où y est une (Py-Algebre graduée quotient de S(<?) par un faisceau
quasi-cohérent gradué d'idéaux (3.6.2), et il est clair que e$^ est de type fini et engendre V\
en outre ^z(i) est l'image réciproque de ^p'(i) par l'injection canonique (3.6.3),
donc J§f=r(^(i)).

Proposition (4.4.8). — Soient q : X->Y un morphisme, JSf un 0^-Module très ample
relativement à q, oSf' un Q^-Module inversible tel qu'ail existe un (9^-Module quasi-cohérent S'
et un homomorphisme surjectif ^(^-^Jâ?'. Alors oê?®^ JS?' est très ample relativement à q.

En effet, l'hypothèse entraîne l'existence d'un Y-morphisme r ' : X-»P'=P(^') tel
que oSf' = ̂ (^p' ( i ) ) (4.2. i ). Il y a par hypothèse un ffl^-M.odule quasi-cohérent ë et une
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Y-immersion r : X->P==P(^) telle que ^=r*(^p(i)). Posons Q==P(<?®<T) et
considérons le morphisme de Segre ç : P XyP'-^Q, (4- 3 • I ) - Comme r est une immersion,
il en est de même de (r, r')^ : X—^PXyP' (I; 5 ' t S ' I 4 ' ) ' ï mais <; étant une immersion
(4.3.3), il en est de même de r" : X^P XyP'^Q. D'autre part (4.3.2. i), ^(^(i)) est
isomorphe à ^p(i)®Y^(i), donc (I, 9.1.4), ^(^(i)) est isomorphe à Jf®Jâf', ce
qui démontre la proposition.

Corollaire (4.4.9). — Soit q : X-^Y un morphisme.
(i) 6W^ <S7 un (9^-Module inversible^ jf z/?2 0^-Module inversible. Pour que JSf soit très

ample relativement à q, il faut et il suffit que S?®q[C^^ le soit.
(ii) Si JSf et JSf' sont deux 0^-Modules très amples relativement à q, il en est de même de

J§f®JSf'; en particulier jSf^ est très ample relativement à q pour tout n'>o.
(ii) est conséquence immédiate de (4.4.8), ainsi que la nécessité de la

condition (i) ; d'autre part, si â?®q*[^) est très ample, il en est de même de
[£>®q*(^r))®q*{^r~l) d'après ce qui précède, et ce dernier (P^-Module est isomorphe
àJ§^ (0,5.4.3 et 5.4.5).

Proposition (4.4-10)- — (i) ^our tout préschéma Y, tout ffly-Module inversible JSf est très
ample relativement au morphisme identique ly.

(i bis) Soient f : X->Y un morphisme, j : X'—^X une immersion. Si J? est un Q^-Module
très ample relativement à f, j*(-^) est très ample relativement à foj.

(ii) Soient Z un préschéma quasi-compacte f \ X->Y un morphisme de type fini, g : Y—^Zi
un morphisme quasi-compact, JSf un G^-Module très ample relativement àf, C^ un 0^-Module très
ample relativement à g. Alors il existe un entier HQ>O tel que J?®^^^0^) soit très ample relative-
ment à gof pour tout H^HQ.

(iii) Soient f: X—^Y, g : Y'—^Y deux morphismes, et posons X'==X(Y'). Si JSf est un
(0^-Module très ample relativement à f, S' =S?®^(9^, est un Qy^-Module très ample relativement

àfw
(iv) Soient f^ : X^->Y^ ( ^==1 ,2 ) deux S-morphismes. Si S^est un 0^-Module très

ample relativement à ^.(2== 1 ,2 ) , JSfj^gJSf^ est très ample relativement àf^x^f^.
(v) Soient f '. X->Y, g : Y-^-Z deux morphismes. Si un 0^-Module S est très ample

relativement à gof, alors S est très ample relativement à f.
(vi) Soient f: X->Y un morphisme^ j P injection canonique Xred—^X. Si JSf est un

0^-Module très ample relativement à fy alors ^'*(JSf) est très ample relativement à Vred-
La propriété (i bis) découle aussitôt de la définition (4.4.2) et il est immédiat

que (vi) se déduit formellement de (i bis) et de (v) par un raisonnement calqué sur
celui de (I, 5.5.12), que nous laissons au lecteur. Pour démontrer (v), considérons, comme

dans (I, 5.5.12), la factorisation X—^Xx^Y-î-Y, en notant que p^== (gof) X iy II
résulte de l'hypothèse et de (i) et (iv) que JS^®^ ^y est tres ample pour^; d'autre part,
on a JSf=r^(Jâf®0 (Py) (I, 9 .1 .4)3 et 1̂  est une immersion (I, 5.3.11); on peut
donc appliquer (i bis).
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Pour prouver (i), on applique la définition (4.4.2) avec ê == oSf, en notant qu'alors
P(<T) s'identifie à Y (4.1.4).

Démontrons (iii). Il existe un (P^-M.od\ile quasi-cohérent ê et une Y-immersion
i : X->P(<!?) ==P telle que JSf=r(^p(i)); alors, si on pose ê1==g\^}, ê ' est un (9^.-
Module quasi-cohérent et on a î ' = V { S ' ) ==P(Y') ( 4 - 1 - 3 - 1 ) 5 Î(Y') est une immersion
de X(Y') dans P' (I, 4 . 3 . 2 ) et JSf' est isomorphe à Çi^')Y{^p'{î)) (4.2.10).

Pour prouver (iv), remarquons qu'il y a par hypothèse une Y^-immersion
r, : X,->P,=P(<?,), où <• est un ^y-Module quasi-cohérent, et ^—^(^.(i)) ( z = = i , 2);
r^Xg^ est une S-immersion de X^XgXg dans PiXgPg (I, 4.3.1) et l'image réci-
proque de ^(i)®g^(i) par cette immersion est ^^gJS^. D'autre part, posons
T=Y^XgYg, et soient^, p^ les projections de T dans Y^, Yg respectivement. Si on pose
P;=P(A*(^)) (^ '=1,2) , onapar (4 . i .3 . i ) ,P ;=P,XY,T d'où

P, X rP, = (Pi X Y,T) X T (P, Xy,T) = P, x y,(T x ̂ ) = Pi X y/Y, X gP^) = Pi X gP,

à un isomorphisme canonique près. De même, on a ^p'.(i) ==^p.(i)®Y.^T (é- 1 ^-^) ,
et un calcul analogue (basé notamment sur (I, 9.1.9.1 et 9 .1 .2)) montre que dans
l'identification précédente, ^(i)®T^p,(i) s'identifie à é?p ( i )®g^p (i) . On peut donc
considérer r^Xgrg comme une T-immersion de X^XgXg dans P^XT?^ rimage réci-
proque de ^(i)®T^p,(i) par cette immersion étant J^^gJSfg. On termine alors le
raisonnement comme dans (4.4.8) en utilisant le morphisme de Segre.

Il reste à démontrer (ii). On peut d'abord se restreindre au cas où Z est un schéma
affine, car en général il y a un recouvrement fini (U^) de Z par des ouverts affines; si
la proposition est démontrée pour ̂ [^(U,), .^l/""1^"'1^.)) et un entier 72,, il suffira
de prendre pour HQ le plus grand des n, pour démontrer la proposition pour jf et oSf
(4.4.5). L'hypothèse implique que/et g sont des morphismes séparés, donc X et Y sont
des schémas quasi-compacts.

Il y a une immersion r : X->P=P(<E?), où ë est un 0y-M.od\de quasi-cohérent
de type fini et JSf=r'(0p(i)), en vertu de (4.4.6). Nous allons voir qu'il existe un fi^p-
Module JK très ample relativement au morphisme composé P—^Y-^Z, tel que ^p(i)
soit isomorphe à ^©Y^f0^^ pour un entier m. Pour n^m+ i, Q^i)®^^ sera donc
très ample pour Z en vertu de l'hypothèse et de (iv) appliqué aux morphismes h : P-^Y
et ly; comme r est une immersion et que JSf®/'*^0^ ^((^(^©y^T0^, la conclusion
résultera de (i bis). Pour établir notre assertion sur ^p(i), nous utiliserons le lemme
suivant :

Lemme (4.4.10.1). — Soient Z un schéma quasi-compact ou un préschéma dont l'espace
sous-jacent est noethérien, g : Y->Z un morphisme quasi-compact, C^ un Q^-Module inversible
très ample pour g, ê un Q ̂ -Module quasi-cohérent de type fini. Il existe alors un entier m^ tel que^
pour tout m^mQ, ë soit isomorphe à un quotient d'un 0^-Module de la forme ^îlt(<^')®J^@(~w)3
où y est un 6^-Module quasi-cohérent de type fini (dépendant de m).

Ce lemme sera démontré en (4.5.10.1); le lecteur pourra vérifier que (4.4.10)
n'est utilisé nulle part dans le n° 4.5.
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Ce lemme étant admis, il existe une immersion fermée j\ de P dans

P^P^JF)®^0^)

telle que ^p(i) soit isomorphe à ^((5p ( i )) (4.1.2). D'autre part, il existe un isomorphisme
de Pi sur P^P^^)), identifiant ^(i) à G^Çi)®^®^ (4.1.4); on a donc une
immersion fermée ^ : P-^Pg telle que ^p(i) soit isomorphe à ^(^p^1))®!^0^-
Enfin, Pg s'identifie à PgXzY, où P^P^), et é^(i) à ^p.(i)®z^Y ( 4 • I • 3 ) • par

définition, 0-p ( i) est très ample pour Z; comme il en est de même de e^T, on conclut
de (iv) que (P-p (i)®Y^* est très ample pour Z ; il en est de même de ^ ==^{^{1)®^^)
en vertu de (i bis), et ^p(i) est isomorphe à ^y®^^®{~m~l\ ce qui achève la démons-
tration.

Proposition (4.4.11). — Soient f : X->Y,y : X'->Y deux morphismes, X" le préschéma
somme XuX', /// le morphisme X^—^Y qui coïncide avec f (resp. f) dans X (resp. X').
Soit oSf (resp. JSf') un Q^-Module (resp. ^TZ Q^.-Module) inversible, et soit JSf" fc (9^,,-Module
inversible qui coïncide avec JSf dans X ^ ûzw oSf' rfû/z^ X'. Poz/r ^^ oSf" jo^ ^J ample relati-
vement à f'\ il faut et il suffit que JSf soit très ample relativement àfet S" très ample relativement à f.

On est aussitôt ramené au cas où Y est affine. Si J?" est très ample il en est de même
de oSf et oS?' en vertu de (4.4.10, (i bis)). Inversement, si JSf et oSf" sont très amples, il
résulte aussitôt de la définition (4.4.2) et de (4.3.6) que oSf" est très ample.

4.5. Faisceaux amples.

(4.5.1) Étant donnés un préschéma X et un (P^-M-odule inversible oSf, nous
poserons, pour tout ^"Module ^ (lorsque aucune confusion ne sera possible sur JSf),
y[n)=y®^ J^^eZ); nous poserons d'autre part S ==j3^r(X, JSf^) (sous-anneau
gradué de l'anneau F (JSf) défini dans (0, 5.4.6)). Si on considère X comme un
Z-préschéma et qu'on désigne par p le morphisme structural X->Spec(Z), il y a corres-

pondance biunivoque entre les homomorphismes p*{S>)-> @ JSf@n de (P^-Algèbres
graduées et les endomorphismes de l'anneau gradué S (I, 2 .2 .5) ; l'homomorphisme

s : ^*(S) -> ® Jâf^ qui correspond ainsi à l'automorphisme identique de S sera dit canonique.
Il lui correspond (3.7.1) un morphisme G(s)->Proj(S) qui sera aussi dit canonique.

Théorème (4.5.2). — Soient X un schéma quasi-compact ou un préschéma dont l''espace
sous-jacent est noethérien, JSf un Q^-Module inversible, S Panneau gradué ®^F(X, oSf0^. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Lorsque/parcourt l'ensemble des éléments homogènes de S^_, les ^forment une base de
la topologie de X.

a') Lorsque/parcourt l''ensemble des éléments homogènes de S^, ceux des X^ qui sont affines
forment un recouvrement de X.

b) Le morphisme canonique G(e)->Proj(S) (4.5.1) est partout défini et est une immersion
ouverte dominante.
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b') Le morphisme canonique G(£)-.Proj(S) est partout défini et est un homéomorphisme de
l'espace sous-jacent à X sur un sous-espace de Proj(S).

c) Pour tout (Oy^-Module quasi-cohérent y, si on désigne par ̂  le sous-d)^-Module de y (ri)
engendré par les sections de 3F (n} au-dessus de X, alors 3F est la somme des sous-G y Modules ̂ (— n),
pour les entiers n>o.

c') La propriété c) a lieu pour tout faisceau quasi-cohérent d'idéaux de (9^.
En outre, si (/J est une famille d'éléments homogènes de S+ telle que les X^ soient affines,

alors la restriction à UX^ du morphisme canonique X->Proj(S) est un isimorphisme de
UX^sur U(Proj(S))J.

Il est clair que b) implique b ' ) , et b 1 ) implique a) en vertu de la formule (3.7.3.1)
(tenant compte de ce que ^ est l'identité). La condition a) implique a ' ) , car tout xeX
a un voisinage affine U tel que JSf|U soit isomorphe à Q^ U; si /er(X, ^@n) est telle
que xeXfCV, X^ est aussi l'ensemble des x'eV tels que f/|U)(^) +o, et c'est par
suite un ouvert affine (I, 1.3.6). Pour prouver que a ' ) entraîne b ) , il suffit de prouver
la dernière assertion de l'énoncé, et de vérifier de plus que si X == UX^ , la condition (iv)
de (3.8.2) est satisfaite. Ce dernier point résulte aussitôt de (I, 9.3.1, (i)). Quant à la
dernière assertion de (4.5.2), comme X^ est l'image réciproque de (Proj(S))^ par
G(s)->Proj(S), il suffit d'appliquer (I, 9.3.2). Donc a ) , a ' } , b}, b ' } sont équivalantes.

Pour montrer que a ' } entraîne c ) , notons que si X/ est affine (avec /£S^, y X.
est engendré par ses sections au-dessus de X^ (I, 1.3.9); d'autre part (I, 9.3.1, (ii))
une telle section s est de la forme (^X^/IX^)-- où ^r(X,^(Am)); par définition,
t est aussi une section de ̂ ^, donc s est bien une section de ^J—ATT?) au-dessus de Xp
ce qui prouve c ) . Il est clair que c ) implique c ' ) , et il reste à montrer que c ' ) entraîne a).
Or, soit U un voisinage ouvert de xeX, et soit / un faisceau d'idéaux quasi-cohérent
de ^x définissant un sous-préschéma fermé de X ayant X — U comme espace sous-
jacent (I, 5 .2 .1) . L'hypothèse c ' ) entraîne qu'il existe un entier n> o et une section/
de /{n) au-dessus de X telle que f(x) 4=0. Mais on a évidemment /eS^, et xeXfCU,
ce qui prouve a).

Lorsque X est un préschéma dont l'espace sous-jacent est noethérien, les conditions
équivalentes de (4.5.2) impliquent que X est un schéma, puisqu'il est isomorphe à un
sous-préschéma du schéma S=Proj(A) en vertu de (4.5.2, b}).

Définition (4.5.3). — On dit qu'un Q^-Module inversible JSf est ample si X est un schéma
quasi-compact et si les conditions équivalentes de (4.5.2) sont vérifiées.

Il résulte évidemment du critère (4.5.2, a)) que si S est un O^-Module ample,
alors, pour tout ouvert U de X, JSf|U est un (^x|U)-Module ample.

Il résulte de la démonstration de (4.5.2) que les X^ affines forment déjà une base
de la topologie de X. De plus :

Corollaire (4.5.4). — Soit JSf un 0^-Module ample. Pour tout sous-espace fini Z de X
et tout voisinage U de Z, il existe un entier n et un /eF(X, JSf^) tels que X/ soit un voisinage
affine de Z contenu dans U.
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En vertu de (4.5.25 b}), on peut se borner à prouver que pour toute partie
finie Z' de Proj(S) et tout voisinage ouvert U de Z', il existe un élément homogène f^S^.
tel que Zc(Proj(S))^cU (2.4.1). Or, par définition, l'ensemble fermé Y, complé-
mentaire de U dans Proj(S), est de la forme V^(3), où 3 est un idéal gradué de S, ne
contenant pas S_^ (2 .3 .2) ; d'autre part, les points de Z' sont par définition des idéaux
premiers gradués p .̂ de S^_ ne contenant pas 3 (2.3.1). Il existe donc un élément fe^
n'appartenant à aucun des p^ (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § i, n° i, prop. 2), et
comme les p^ sont gradués, le raisonnement fait loc. cit. montre qu'on peut même
supposer f homogène ; cet élément répond alors à la question.

Proposition (4.5.5). — Supposons que X soit un schéma quasi-compact, ou un préschéma
dont F espace sous-jacent est noethérien. Les conditions a) à c') de (4.5.2) sont aussi équivalentes
aux suivantes :

d) Pour tout 0^-Module quasi-cohérent y de type fini, il existe un entier n^ tel que, pour
tout n^n^, y[n) soit engendré par ses sections au-dessus de X.

d7) Pour tout Q^-Module quasi-cohérent ^ de type fini, il existe deux entiers TZ>O, k>o
tels que y soit isomorphe à un quotient du (9^-Module .JS?0^^®^.

d") La propriété d') a lieu pour tout faisceau d^idéaux quasi-cohérent de type fini

de ^x-
Comme X est quasi-compact, si un ^"Module quasi-cohérent de type fini y est tel

que ^(n) (qui est de type fini) est engendré par ses sections au-dessus de X, ^{n} est alors
engendré par un nombre fini de ces sections (0, 5.2.3), donc d ) implique d ' ) et il est clair que
d 1 ) implique d " ) , Comme tout é^'Module quasi-cohérent ̂  est limite inductive de ses sous-
^x-Modules de type fini (I, 9.4.9)5 pour vérifier la condition c ' ) de (4.5.2), il suffit de le
faire pour un faisceau quasi-cohérent d'idéaux de 6^ qui est de type fini, et d" ) entraîne
donc c ' ) . Reste à voir que si J^f est ample la propriété d ) est vérifiée. Considérons un
recouvrement fini de X par des X^. (^eS^.) qu'on peut supposer affines; en remplaçant
les^ par des puissances convenables (ce qui ne change pas les X^.), on peut supposer
tous les ̂  égaux à un même entier m. Le faisceau 3^\ X^., étant de type fini par hypothèse,
est engendré par un nombre fini de ses sections h^ au-dessus de X^. (I, 1.3.13); il existe
donc un entier k^ tel que la section h^f®^ se prolonge en une section de ^{k^m)
au-dessus de X pour tout couple (i,j) (I, 9.3.1). A fortiori les h^f®k se prolongent en
sections de y [km} au-dessus de X pour tout k^-k^, et pour ces valeurs de k, y (km) est
donc engendré par ses sections au-dessus de X. Pour tout p tel que o<p<m, ^{p) est
aussi de type fini, donc il y a un entier kp tel que ^{p) {km) =^{p-{-km} soit engendré
par ses sections au-dessus de X pour k ^ k y . Prenant HQ plus grand que tous les k^m, on
en conclut que ^{n) est engendré par ses sections au-dessus de X pour tout n^-n^, car
un tel n s'écrit n=km-{-p avec k^-ky et o^p<m.

Proposition (4.5.6). — Soient X un schéma quasi-compact, JSf un (9^-Module inversible.
(i) Soit n un entier >o. Pour que ^ soit ample, il faut et il suffit que J?^ soit ample.
(ii) Soit oâ?' un 0^-Module inversible tel que, pour tout .veX, il existe un entier n>o
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et une section s' de jSf'0" au-dessus de X tels que s'Çx) 4=0. Alors, si S? est ample, il en est de
même de JSf®JSf'.

La propriété (i) est conséquence évidente du critère a) de (4.5.2) puisque X^®n = X..
D'autre part, si JSf est ample, pour tout ^eX et tout voisinage U de x, il existe m>o
et/eF(X, JSf0^) te lque^eX^cU (4.5.2, a}) ; si f'eTÇX, ^/@n) est tel que f\x) +o,
on aura ^^o pour s^f^f^eFÇX, (JSf®^)0^), donc A:eX,cX^cU, ce
qui prouve que oSf®^' est ample (4.5.2, ûj).

Corollaire (4.5.7). — Le produit tensoriel de deux ffl^- Modules amples est ample.
Corollaire (4.5.8). — Soient JSf un 0^-Module ample, oSf' un Q^-Module inversible', il

existe alors un entier UQ>O tel que ^@n® 3?' soit ample et engendré par ses sections au-dessus
de X pour n^n^.

En effet, il résulte de (4.5.5) qu'il existe un entier m^ tel que jSf0^® jSf' soit engendré
par ses sections au-dessus de X pour m^-m^', d'après (4.5.6) on peut donc prendre
HQ = WQ + i •

Remarque (4.5.9). — Soit P==H1(X, (P^) le groupe des classes de ^"Modules
inversibles (0, 5.4.7), et soit P4' la partie de P formée des classes de faisceaux amples.
Supposons que P4' soit non vide. Alors il résulte de (4.5.7) et (4.5.8) que l'on a

P++P+CP+ et P4-—?4^^?

autrement dit P^'L^o} est l'ensemble des éléments positifs dans P pour une struc-
ture de préordre sur P compatible avec sa structure de groupe, et qui est même archi-
médienne en vertu de (4.5.8). C'est pourquoi on dit parfois « faisceau positif» au lieu de
faisceau ample et « faisceau négatif» pour l'inverse d'un tel faisceau (terminologie que
nous ne suivrons pas).

Proposition (4.5.10). — Soient Y un schéma affine, q : X->Y un morphisme séparé quasi-
compact, oSf un (P^-Module inversible.

(i) Si 3? est très ample relativement à q, alors ^ est ample.
(ii) Supposons en outre que le morphisme q soit de type fini. Alors, pour que oSf soit ample,

il faut et il suffit qu'ail possède l'une des propriétés équivalentes suivantes :
e) II existe UQ>O tel que pour tout entier n^-n^, jSf^ soit très ample relativement à q.
e') // existe n>o tel que S^ soit très ample relativement à q.
La première assertion résulte de la définition (4.4.2) d'un (P^-'M.odviï.e très ample :

si A est l'anneau de Y, il y a un A-module E et un homomorphisme surjectif

^ : <?*((S(E))~) ̂ ^^n

f^^i

tel que i=r^^ soit une immersion partout définie X->P=P(E) et que l'on ait
jSf==î*(fi?p(i)); comme les D_^(/) pour y homogène dans (S(E))^ forment une base de
la topologie de P, et que î'^D^/)) =X^) par (3.7.3.1)5 on voit que la condition a)
de (4.5.2) est vérifiée, donc J? est ample.

Prouvons maintenant que si q est de type fini et si oSf est ample, il vérifie la condi-
tion e ) . En premier lieu, il résulte du critère b) de (4.5.2) et de (4.4.1, (i)) qu'il existe
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un entier Ao>o tel que jSf0^ soit très ample relativement à q. D'autre part, en vertu
de (4.5.5)3 il existe un entier m^ tel que, pour m^-m^, jSf0^ soit engendré par ses sections
au-dessus de X. Posons n^ = k^ + m^ ; si n^-n^, on peut écrire n=kQ-\-m avec m^m^,
d'où j^m=jSf<^o0jgf®^ Gomme JSf0^ est engendré par ses sections au-dessus de X, il
résulte du critère (4.4.8) et de (3.4.7) que oS^ est très ample relativement à q.
Enfin, il est clair que e ) entraîne e ' ) , et e ' ) implique que JS? est ample en vertu de (i)
et de (4.5.6, (i)).

(4.5.10.i) Démonstration du lemme (4.4.10.1). — Posons S(n) = S®^^', comme
g est séparé (4.4.2), le raisonnement de (3.4.8) s'applique et ramène à voir que l'homo-
morphisme canonique g{g^(n))-^S(n) est surjectif pour n assez grand. En outre,
comme Z est quasi-compact, le raisonnement de (3.4.6) ramène à prouver la proposition
dans le cas où Z est affine. Or, JT est alors ample en vertu de (4.5.10, (i)), et la conclusion
résulte de (4.5.5, d ' } ) .

Corollaire (4.5.11). — Soient Y un schéma affine, q : X->Y un morphisme séparé de
type fini, S un 0^-Module ample, JSf' un 0^-Module inversible. Il existe un entier HQ tel que, pour
H^HQ, S?^®^' soit très ample relativement à q.

En effet, il existe m^ tel que pour m^m^, J?®^®^ soit engendré par ses sections
au-dessus de X (4.5.8) ; d'autre part, il existe k^ tel que JSf0^ soit très ample relativement
à q pour k^k^ Par suite ^(^o)®^ est très ample pour k^k^ ( (4.4.8)^(3.4.7)) .

Remarque (4.5.12). — On ignore si l'hypothèse qu'un ^x-Module S" est tel
que JSf^ soit très ample (relativement à q) entraîne la même conclusion pour jit®^1).

Proposition (4.5.13). — Soient X un préschéma quasi-compact, Z un sous-préschéma fermé
de X défini par un faisceau quasi-cohérent niipotent / d'idéaux de 0^, j l'injection canonique Z-^X.
Pour qu'un G^-Module inversible £f soit ample, il faut et il suffit que oSf'^j^JSf) soit un 0^-
Module ample.

La condition est nécessaire. En effet, pour toute section f de ^0n au-dessus de X,
soit/7 son image canonique /®i, section de Jâf/@n=J§f0n®^ (0^\/} au-dessus de
l'espace Z (qui est identique à X) ; il est clair que X^==Zy,, donc le critère a) de (4.5.2)
montre que oSf' est ample.

Pour voir que la condition est suffisante, notons d'abord qu'on peut se ramener
au cas où /2=o, en considérant la suite (finie) des préschémas X^= (X, (0^/1tjrl) dont
chacun est sous-préschéma fermé du suivant, défini par un faisceau d'idéaux de carré
nul. D'ailleurs X est un schéma puisque X^ l'est par hypothèse (4.5.3 et I, 5.5.1).
Le critère a) de (4.5.2) montre qu'il suffira de prouver le

Lemme (4.5.13.1). — Sous les hypothèses de (4.5.13), supposons de plus / de carré
nul; oSf étant un 0^-Module inversible^ soit g une section de ^/0n au-dessus de Z telle que Z soit
affine. Alors il existe un entier m>o tel que g^ soit l'image canonique d'une section f de jSf0^
au-dessus de X.

On a la suite exacte de ^"Modules

o -> /(n) -> Q^(n) = JSf^ -» (9^(n) == JSf7^ -> o
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puisque ^{n) est un fbncteur exact en y\ d'où la suite exacte de cohomologie
o->r(X, /{n))->r(X, ̂ -^(X, JS^^H^X, ^(n))

qui associe en particulier à g un élément ^eH^X, /{n}}.
Notons que puisque ^=o, / peut être considéré comme un Qy Module quasi-

cohérent et l'on a, pour tout k, S'^®^/(n) =/{n+k) ; pour toute section jeF(X, JSf'^)
la multiplication tensorielle par s est donc un homomorphisme ^\n} -> /\n + k) de
C^-Modules, qui donne par suite un homomorphisme IP(X, / ( n ) ) ->îT(X, ^(^+Â;))
de groupes de cohomologie.

Cela étant, nous allons voir que l'on a
(4.5.13.2) g^^g^o

pour un m>o assez grand. En effet, Zg est un o^y^ a^^ de Z et on a donc
H^Z^, /{n)) =o quand /{n} est considéré comme un (0^-Module (I, 5.1.9.2). En
particulier, si on pose gf==g\'Zg, et si on considère son image par l'application
a : r(Z^, ^/0n) -^?(7^ ^(n)), on a ^'=o. Pour expliciter cette relation, observons
qu'en dimension i la cohomologie d'un faisceau de groupes abéliens est la même que
sa cohomologie de Cech (G, II, 5.9); pour former ôg, il faut donc considérer un recou-
vrement ouvert (UJ assez fin de X, que l'on peut supposerai et formé d'ouverts affines,
prendre pour chaque a une section g^^(U^ J;?^) dont l'image canonique dans
r(U^, JSf'0^ est g\V^ et considérer la classe du cocycle (g^—g^), g^ étant la
restriction de g^ à U^nUp (ce cocycle étant à valeurs dans /{n)}. On peut en outre
supposer que 8g' est calculé de la même manière à l'aide du recouvrement formé des
U^nZ^ et des restrictions g^\ (V^nZg) (en remplaçant au besoin (UJ par un recouvre-
ment plus fin) ; la relation 8g' == o signifie alors qu'il existe pour chaque a une section
A^r(U^nZ,, /{n)) telleque (^ip—^pia) 1 (V^V^nZg)==h^—h^ en désignant par h^
la restriction de h^ à U^nUpnZ^ (G, II, 5.11). Cela étant, il y a un entier m>o tel que
g^ç^h^ soit la restriction à U^nZ^ d'une section ^er(U^, /(n^nm)) pour tout a
(I, 9.3.1); on a donc g(s)m®(g^—g^=t^~t^ P0^ tout couple d'indices, ce qui
prouve (4.5.13.2).

Remarquons d'autre part que si ^er(X, ^z(^))? ^r(X, ^z(^)), on a, dans le
groupe H^/{p+q))
(4.5.13.3) 8{s®t) = ̂ s)®t+s®W.

En effet, on peut encore, pour calculer les deux membres, considérer un recouvrement
ouvert (UJ de X, pour chaque a une section ^er(U^, ^x(^)) (fesp. t^er(U^ ^x(y))
dont l'image canonique dans F(U^, ^z(^)) (resp. r(U^, ^z(y)) soit s\U^ (resp. ^|UJ;
la relation (4 •5.13.3) résulte alors des relations

(•yal30^1p)-(^la0^1a)=(^|3-^|a)0^|P+^la0(^|P-^la)

avec les mêmes notations que ci-dessus. Par récurrence sur A, on a donc
(4.5.13.4) ^^(^-W^
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et on conclut de (4.5.13.2) et (4.5.13.4) que l'on a ê^^^^o; ^r0^1) est donc
l'image canonique d'une section f de j^f®^^1) au-dessus de X, ce qui achève de
démontrer (4.5.13).

Corollaire (4.5.14). — Soient X un schéma noethérien, j l'injection canonique X^-^X.
Pour qu'un O^Module inversible JSf soit ample, il faut et il suffit que f^) soit un (9^ ^Module
ample.

Cela résulte de (I, 6.1.6).

4.6. Faisceaux relativement amples»

Définition (4.6.1). — Soient f\ X->Y un morphisme quasi-compact, oSf un 0^-Module
inversible. On dit que oêf est ample relativement àf, ou relativement à Y, ou f-ample, ou Y'-ample
(ou même ample si aucune confusion n'en résulte avec la notion définie dans (4.5.3))
s'il existe un recouvrement (UJ de Yformé d'ouverts affines tel que si on pose X^ ==\/-1(UJ, °Sf|X^
soit un <?x "Module ample pour tout a.

L'existence d'un (P^-ÎAodïile /-ample entraîne que f est nécessairement séparé
((4.5.3) et (I, 5-5-5)) .

Proposition (4.6.2). — Soit f: X->Y un morphisme quasi-compact, JSf un 0^-Module
inversible. Si JSf est très ample relativement àf, il est ample relativement àf.

Gela résulte du caractère local (sur Y) de la notion de faisceau très ample (4.4.5),
de la définition (4.6.1) et du critère (4.5.10, (i)).

Proposition (4.6.3). — Soient f '. X—^Y un morphisme quasi-compact, oSf un 0^-Module
inversible, et soit y la O ̂ -Algèbre graduée ® ./^(^0n). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) JSf est f-ample.
b) y est quasi-cohérente et l'homomorphisme canonique G '.f*^) -> @ ^®n (0, 4.4.3)

est tel que le ^[-morphisme r^ y : G^—^Proj^) =P soit partout défini et soit une immersion
ouverte dominante.

b') Le morphisme f est séparé, le ^-morphisme r^ y est partout défini et est un homéomorphisme
de l'espace sous-jacent à X sur un sous-espace de Proj(<95').

En outre, lorsqu'il en est ainsi, pour tout neï, l'homomorphisme canonique

(4.6.3.1) ^(W)-^0'

défini dans ( 3 .7 .9 .1 )5 est un isomorphisme.
Enfin, pour tout OyModule quasi-cohérent ̂ , si l'on pose J( =JB^ [y ® ̂ 0n), l'homo-

morphisme canonique

(4-6.3.2) 4,o(^)-^

défini dans (3 .7.9.2)3 est un isomorphisme.
On a remarqué que a) implique que / est séparé, donc e99 est quasi-cohérente

(I, 9 .2.2, a)). Comme le fait que r^ ç, soit une immersion partout définie est de caractère
local sur Y, pour prouver que a) entraîne b ) , on peut supposer Y affine et oS? ample;
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l'assertion résulte alors de (4.5.2, b)). II est clair que b) entraîne b'f ) ; enfin, pour prouver
que b ' ) entraîne a ) , il suffit de considérer un recouvrement de Y par des ouverts affines U^
et d'appliquer le critère (4.5.2, b ' } ) à chaque faisceau S>\f~l{\]^.

Pour les deux dernières assertions, on utilise le fait que cr^ est ici l'identité, et
l'explicitation des homomorphismes (3.7.9.1) et (3 .7 .9 .2) ; il en résulte aussitôt
que (4.6.3.1) est un isomorphisme. Quant à (4.6.3.2) , on peut se ramener au cas
où Y est affine, donc J? ample ; il est clair que l'homomorphisme (4.6.3.2) est injectif, et le
critère (4.5.2, c ) ) montre qu'il est surjectif, d'où la conclusion.

Corollaire (4.6.4). — Soit (UJ un recouvrement ouvert de Y. Pour que J? soit ample
relativement à Y, il faut et il suffit que S'\f~l(\]^ soit ample relativement à U^ pour tout a.

La condition b) est en effet locale sur Y.
Corollaire (4.6.5). — Soit jT un 0^-Module inversible. Pour que S" soit Y'-ample, il faut

et il suffit que S®f\^} le soit.
C'est une conséquence évidente de (4.6.4) en prenant les U^ tels que ^[U^

soit isomorphe à ^yl^a P0111' tout a-
Corollaire (4.6.6). — Supposons Y affine; pour que oSf soit Y'-ample., il faut et il suffit

que JSf soit ample.
C'est une conséquence immédiate de la définition (4.6. i), et des critères (4.6.3, b))

et (4.5.2, b)}, car ici Proj(^)=Proj(r(Y, ^)) par définition.
Corollaire (4.6.7). — Soit f \ X—>-Y un morphisme quasi-compact. Supposons qu'il existe

un 0^-Module quasi-cohérent ê et un Yr-morphisme g : X->P==P((^) qui soit un homéomorphisme
de l'espace sous-jacent à X sur un sous-espace de P; alors £f ==^*(^p(1)) est ^-ample.

On peut en effet supposer Y affine; le corollaire résulte alors du critère (4.5.2, a)),
de la formule (3.7.3.1) et de (4.2.3).

Proposition (4.6.8). — Soient X un schéma quasi-compact ou un préschéma dont l'espace sous-
jacent est noethérien, f : X—^Y un morphisme séparé quasi-compact. Pour qu'un (9 y Module inver-
sible JSf soit f-ample ̂  il faut et il suffit que l'une des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée :

c) Pour tout 0^-Module quasi-cohérent ^ de type fini, il existe un entier no>o tel que y
pour tout n^no, l'homomorphisme canonique a \ f\f ̂  ® ̂ n}'}-> ̂  ® ̂ n soit surjectif.

c') Pour tout faisceau d'idéaux quasi-cohérent de type fini ^ de (9^ il existe un entier n^>o
tel que F homomorphisme canonique G -.f^f^/®^)) — f®^®" soit surjectif.

Comme X est quasi-compact, il en est de même de^(X) et il existe donc un recou-
vrement fini (LJy de /(X) par des ouverts affines de Y. Pour démontrer la condition c )
lorsque JS^ est/-ample, on peut remplacer Y par les U^ et X par les/-l(U^, car si on
obtient pour chaque i un entier n, tel que c ) ait lieu (pour U,,/'"1^) et J§f|/-l(U,))
dès que n^-n^ il suffira de prendre pour HQ le plus grand des ^ pour obtenir c ) pour Y,
X et J?. Or lorsque Y est affine, la condition c ) découle de (4.5.5, d)\ compte tenu
de (4.6.6). Il est trivial que c ) entraîne c ' ) . Enfin, pour prouver que c ' ) implique que ^
est /-ample, on peut encore se borner au cas où Y est affine : en effet, tout faisceau
d'idéaux quasi-cohérent de type fini / ^ de ^x\f~l(^^) est ^a restriction d'un faisceau
cohérent d'idéaux de type fini de (9^ (I, 9.4.7) et l'hypothèse c ' ) entraîne que
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^®(^@n(/-l(^•)) est engendré par ses sections (compte tenu de (I, 9 .2 .2) et
de (3 • 4 - 7 ) ) 5 n ^ffit donc d'appliquer le critère (4.5.5, d " ) } .

Proposition (4.6.9)- — Soient f: X->Y un morphisme quasi-compact, JSf un 0^-Module
inversible.

(i) Soit n un entier >o. Pour que £" soit f-ample, il faut et il suffit que ^n soit
f-ample.

(ii) Soit ^ ' un G^-Module inversible, et supposons qu'il existe un entier n>o tel que
rhomomorphisme canonique G r/V^^)) -^ ̂ n soit surjectif. Alors, si S est f-ample,
il en est de même de ^ ® ^ ' .

On se ramène en effet aussitôt au cas où Y est affine, et la proposition est alors
conséquence immédiate de (4.5.6).

Corollaire (4.6.10). — Le produit tensoriel de deux &x-Modules j"-amples est f-ample.
Proposition (4.6.11). — Soient Y un préschéma quasi-compact, f: X->Y un morphisme

de type fini, ^ un 0^-Module inversible. Pour que ^ soit f-ample, il faut et il suffit qu'il possède
une des propriétés équivalentes suivantes :

d) // existe n^o tel que, pour tout entier n^n^, ^n soit très ample relativement à f.
d') // existe n>o tel que JSf^ soit très ample relativement àf.
Si S est ample relativement à /, il y a un recouvrement fini (U,) de Y par des

ouverts affines tel que les ^/^(U,) soient amples. On en conclut (4.5.10) qu'il existe
un entier n, tel que ^(x)n|/-l(U,) soit très ample relativement à/-1^)-^ pour
tout n^riQ et tout i, donc ^0n est très ample relativement à/(4.4.5). Inversement,
d ' ) entraîne déjà que ̂ n est/-ample (4.6.2), donc il en est de même de ^ (4.6.9, (i))!

Corollaire (4.6.12). — Soient Y un préschéma quasi-compact, f: X->Y un morphisme
de type fini, S, ^ ' deux (0^-Modules inversibles. Si S est f-ample, il existe ̂  tel que Jâf0"®^
soit très ample relativement à f pour tout n^nn.

On raisonne comme dans (4.6.11) en utilisant un recouvrement ouvert affine
fini de Y et (4.5.11).

Proposition (4.6.13). — (i) Pour tout préschéma Y, tout Q^-Module inversible JSf est ample
relativement au morphisme identique iy.

(i bis) Soient f: X-^Y un morphisme quasi-compact, j : X'->X un morphisme quasi-
compact qui est un homéomorphisme de l'espace sous-jacent à X' sur un sous-espace de X. Si JSf est
un Q^-Module ample relativement àf,j\^) est ample relativement àfoj\

(ii) Soient Z un préschéma quasi-compact, f: X-^Y, g : Y-^Z deux morphismes quasi-
compacts, ^ un Q^-Module ample relativement à f, jf un Q^-Module ample relativement à g.
Alors ilexiste un entier ^>o tel que ^f®/*^^) soit ample relativement à gof pour tout n^n^

(iii) Soient f: X->Y un morphisme quasi-compact, g : Y'->Y un morphisme, et posons
x/ = x ^ ' ) ' Si ̂  est un C^-Module ample relativement à f, S ' = ̂ ®^, est un 0^.-Module
ample relativement àfy^.

(iv) Soient f, : X,->Y, {i= i, 2) deux S-morphismes quasi-compacts. Si .̂ est un
0^-Module ample relativement à f, (i== i, 2), ^i®s^ est ample relativement à /iXg/2.

(v) Soient f: X->Y, g : Y->Z deux morphismes tels que gof soit quasi-compact. Si un
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Q^-Module JSf est ample relativement à gof, et si g est séparé ou l'espace sous-jacent à X localement
noethérien, alors J§? est ample relativement àf.

(vi) Soient /:X->Y un morphisme quasi-compact, j l'injection canonique X^d-^X.
Si oSf est un Q^-Module ample relativement àf, alors j*{^) est ample relativement àf^.

Notons d'abord que (v) et (vi) se dérivent de (i), (i bis) et (iv) par le même raison-
nement que dans (4.4.10), en utilisant (4.6.4) au lieu de (4.4.5); nous laissons le
détail du raisonnement au lecteur. L'assertion (i) est trivialement conséquence de
(4.4.10, (i) et (4.6.2). Pour démontrer (i bis), (iii) et (iv), nous utiliserons le lemme
suivant :

Lemme (4.6.13.1). — (i) Soient u : Z->S un morphisme, <£" un ^g- Module inversible,
s une section de JSf au-dessus de S, s' la section de ^*(oSf) = JSf' au-dessus de Z qui lui correspond
canoniquement. On a alors Z^=^/~l(Sg).

(ii) Soient Z, Z' deux S-préschémas, p, p' les projections de T==ZXgZ', S (resp. JSf')
un 0 ̂ -Module (resp. un (!) ̂ .-Modulé) inversible, t (resp. t') une section de oSf (resp. JSf') au-dessus
de Z (resp. Z'), s (resp. s') la section de p\S} (resp. p'\S1}) au-dessus de ZXgZ' qui lui
correspond. Alors on a ^I\^=Z^XgZ^.

II résulte des définitions que l'on peut se ramener au cas où tous les préschémas
considérés sont affines. En outre, dans (i), on peut supposer JSf==^g; l'assertion (i)
résulte alors aussitôt de (I, 1 .2 .2 .2) . De même, dans (ii), on peut se limiter au cas où
oSf=^z, JS?'=^î et alors l'assertion se réduit au lemme (4.3.2.4).

Démontrons alors (i bis}. On peut supposer Y affine (4.6.4)3 donc JS? ample
(4.6.6); lorsque s parcourt l'ensemble réunion des F(X, JSf®") (n>o), les Xg forment
une base de la topologie de X (4.5.2, a)), donc par hypothèse les^^X^) forment une
base de la topologie de X' ; on conclut donc par le lemme (4.6.13.1, (i) ) et par (4.5.2,^)
quej*(JS^) est ample.

Démontrons ensuite (iii). On peut de nouveau supposer Y et Y' affines (4.6.4),
d'où il résulte que la projection h : X'-^X est affine (1.5.5). Comme JSf est
ample (4.6.6), lorsque s parcourt l'ensemble des sections des ^0n Çn>o) au-dessus
de X telles que Xg soit affine, les Xg recouvrent X (4.5.2, a ' ) ) , donc les Â'^Xg)
sont affines (1.2.5) et recouvrent X'; il résulte donc encore du lemme (4.6.13.1, (i))
et de (4.5.2, a ' } ) que oSf' est ample, le morphisme^y') étant quasi-compact (I, 6.6.4, (iii)).

Pour prouver (iv), notons d'abord que f^x g/g est quasi-compact (I, 6.6.4, (iv)).
On peut en outre supposer S, Y^ et Yg affines ((4.6.4) et (I, 3.2.7)), donc oSf, ample
( î== i , 2) (4.6.6). Les ouverts (Xi)g XgÇXg)^ forment un recouvrement de XiXgXg
lorsque ^ parcourt les sections des .Sf0^ telles que (X,)g. soit affine (4.5.2, a ' ) ) . D'ailleurs,
en remplaçant ^ et s^ par des puissances convenables, ce qui ne change pas les (X^)g.,
on peut toujours supposer n^==n^ On déduit alors de (4.6.13.1, (ii)) et de (4.5.2, a ' } )
que ^©gJSfg est ample, d'où l'assertion, puisque Y^XgYg est affine (4.6.6).

Reste à prouver (ii). Par le même raisonnement que dans (4.4.10)3 mais utilisant
ici (4.6.4), on peut se borner au cas où Z est affine. Comme Jf est alors ample, et Y
quasi-compact, il existe un nombre fini de sections ^er(Y, JT0^) telles que les Y^.
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soient affines et recouvrent Y (4.5.2, a ' ) ) ; remplaçant les ̂  par des puissances convenables,
on peut en outre supposer tous les ^ égaux à un même entier k. Soient ^ les sections
de /"(JT^) au-dessus de X correspondant canoniquement aux s^ de sorte que les
X^^/'^Y^) (4.6.1.13, (i)) recouvrent X. Comme oSf | X^ est ample (4.6.4 et 4.6.6),
il existe pour chaque i des sections en nombre fini ^.er(X, oSf®^') tels que les X<..
soient affines, contenus dans X^ et recouvrent Xg. (4.5.2, fl'J); on peut d'ailleurs
supposer tous les n^ égaux à un même nombre n. Cela étant, X est séparé et quasi-
compact, donc il existe un entier m>o, et pour tout (î,j) une section

^,er(X, JSf^®^/*^0^))

tels que t^s'^ soit la restriction à Xgr de u^ (I, 9.3.1); en outre on a X^.=X(..,
donc les X^.. sont affines et recouvrent X. On peut d'ailleurs supposer que m est de la
forme nr; si on pose n^rk, on voit donc (4.5.2, a ' ) ) que JS^®^ y/'16^®^) est ample.
En outre, il existe A()>O tel que jr071 soit engendré par ses sections au-dessus de Y dès
que h^ho (4.5.5); a fortiori, /"(jT0^) est engendré par ses sections au-dessus de X
pour h ̂  ÂQ, par définition des images réciproques (0, 3.7.1 et 4.4.1). On en conclut
que Jgf®/'1^®71^) est ample dès que h^h^ (4.5.6), ce qui achève la démonstration.

Remarque (4.6.14). — Sous les conditions de (ii), on se gardera de croire que
JSf®/*(Jr) soit ample pour gof\ en effet, comme JSf®/*(^~1) est aussi ample pour
y (4.6.5), on en conclurait que JSf serait ample pour gof, prenant en particulier pour g
le morphisme identique, tout (P^-M.odïûe inversible serait ample pour f, ce qui n'est
pas le cas en général (voir (5.1.6), (5.3.4, (i)) et (5.3.1)).

Proposition (4.6.15). — Soient f : X-^-Y un morphisme quasi-compact, / un faisceau
quasi-cohérent f idéaux localement niipotent de (9^ Z le sous-préschéma fermé de X défini par /',
j : Z—»-X l'injection canonique. Pour qu'un (P^-Module inversible JSf soit ample pour f, il faut et
il suffit que j'*(oS^) soit ample pour foj\

En effet, la question étant locale sur Y (4.6.4), on peut supposer Y affine ; X étant
alors quasi-compact, on peut supposer / niipotent. Compte tenu de (4.6.6), la propo-
sition n'est autre alors que (4.5.13).

Corollaire (4.6.16). — Soient X un préschéma localement noethérien, y:X->Y un
morphisme quasi-compact. Pour qu'un (9 ̂ -Module inversible oSf soit ample pour f, il faut et il suffit
que son image réciproque oSf' par l'injection canonique X^->X soit ample pour f^.

On a déjà vu que la condition est nécessaire (4.6.13, (vi)); inversement, si elle
est remplie, on peut se borner, pour prouver que JSf est ample pour/, au cas où Y est
affine (4.6.4); alors Y^a est aussi affine, donc 3^' est ample (4.6.6), et il en est de
même de S en vertu de (4.5.13), puisque alors X est noethérien et Xy^ un sous-préschéma
fermé de X défini par un faisceau quasi-cohérent niipotent d'idéaux (I, 6.1.6).

Proposition (4.6.17). — Les notations et hypothèses étant celles de (4 .4 .11) , pour que S"
soit ample relativement à f", il faut et il suffit que JSf soit ample relativement à f et oSf' ample
relativement à f.
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La nécessité de la condition résulte de (4.6.13, (i bis)). Pour voir que la condition
est suffisante, on peut se borner au cas où Y est affine, et alors le fait que oSf" est ample
résulte du critère (4.5.2, a}) appliqué à Jâf, J?' et oSf", en observant qu'une section de oSf
au-dessus de X se prolonge (par o) en une section de JSf" au-dessus de X".

Proposition (4.6.18). — Soient Y un préschéma quasi-compacte y une (Py-Algèbre graduée
quasi-cohérente de type fini, X==Proj(t97), f : X—-Y le morphisme structural. Alors/est de type
fini, et il existe un entier d>o tel que (P^(d) soit inversible et f-ample.

En vertu de (3. i . 10)3 il existe un entier d>o tel que y^ soit engendrée par y ^
On sait que, dans l'isomorphisme canonique entre X et X^^Proj^^), 0^(à}
s'identifie à ^x^1) ( 3 - 2 - 9 ? (n))- O11 volt à-onc qu'on est ramené au cas où V est
engendrée par <9^; la proposition résulte alors de (4.4.3) et (4.6.2) (compte tenu de
ce que y est un morphisme de type fini (3.4.1)).

§ 5. MORPHISMES QUASI-AFFINES; MORPHISMES QUASI-PROJECTIFS
MORPfflSMES PROPRES? MORPHISMES PROJECTIFS

5.1. Morphismes quasi-affines.

Définition ( 5 . 1 . 1 ) . — On appelle schéma quasi-affine un schéma isomorphe à un sous-schéma
induit sur un ouvert quasi-compact d^un schéma affine. On dit qu'un morphisme f : X—»-Y est quasi-
affine, ou encore que X {considéré comme Y-préschéma au moyen de f) est un Y-schéma quasi-affine,
s'il existe un recouvrement (UJ de Y par des ouverts affines tels que lesf~l(\J^) soient des schémas
quasi-affines.

Il est clair qu'un morphisme quasi-affine est séparé (I, 5.5.5 et 5.5.8) et quasi-
compact (I, 6.6.1); tout morphisme affine est évidemment quasi-affine.

Rappelons que pour tout préschéma X, si on pose A = F(X, (5x), l'homomorphisme
identique A->A= F(X, (P^) définit un morphisme X->Spec(A) dit canonique (I, 2 .2 .4) ;
ce n'est autre d'ailleurs que le morphisme canonique défini dans (4.5.1) pour le cas
particulier où £^=0^ si on se souvient que Proj(A[T]) s'identifie canoniquement à
Spec(A) (3.1.7).

Proposition (5.1.2) . — Soient X un schéma quasi-compact ou un préschéma dont l'espace
sous-jacent est noethérien, A U anneau r(X, 0^). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est un schéma quasi-affine.
b) Le morphisme canonique u : X->Spec(A) est une immersion ouverte.
b') Le morphisme canonique u : X—>-Spec(A) est un homéomorphisme de X sur un sous-

espace de I9 espace sous-jacent à Spec(A).
c) Le 6'x- Module ffl^ est très ample relativement à u (4.4.2).
c') Le 0^-Module 0^ est ample (4 .5.1) .
d) Lorsque/parcourt A, les ^forment une base de la topologie de X.
d') Lorsque/parcourt A, ceux des X^ qui sont affines forment un recouvrement de X.
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e) Tout Q^-Module quasi-cohérent est engendré par ses sections au-dessus de X.
e') Tout faisceau quasi-cohérent d'idéaux de type fini de 0^ est engendré par ses sections

au-dessus de X.

Il est clair que b) entraîne a ) , et a) entraîne c ) en vertu du critère b) de (4.4.4)
appliqué au morphisme identique (compte tenu de la remarque précédant l'énoncé) ;
d'autre part c ) entraîne c ' ) (4.5.10, (i)), et c ' ) ^ b) et V ) sont équivalents par (4.5.2,
critères h) et b ' } ) . Enfin c ' } équivaut à chacun des critères d ) , d ' } , e ) , e ' ) en vertu
de (4.5.2, critères a ) , a ' ) , c ) ) et (4.5.5, critère d " ) } .

On observera en outre qu'avec les notations précédentes, ceux des X^ qui sont
affines forment une base de la topologie de X, et que le morphisme canonique u est
dominant (4.5.2).

Corollaire (5.1.3). — Soit X un préschéma quasi-compact. S^il existe un morphisme
v : X->Y de X dans un schéma affine Y, qui soit un homéomorphisme de X sur un sous-espace
ouvert de Y, alors X est quasi-affine.

En effet, il existe une famille (^J de sections de (Py au-dessus de Y telles que les
D(^J forment une base de la topologie de vÇK)', si v== (^, 6) et si l'on pose f^=Q{goi),
on a Xy ==^~l(D{g^)) (I, 2 .2 .4 . i), donc les X^ forment une base de la topologie de X,
et le critère d ) de (5.1.2) est vérifié.

Corollaire (5.1.4). — Si X est un schéma quasi-affine^ tout 0^-Module inversible est très
ample (relativement au morphisme canonique) et a fortiori ample.

En effet un tel Module oS^ est engendré par ses sections au-dessus de X (5. i .2, e)},
donc JSf ® 0^ = JSf est très ample (4.4.8).

Corollaire (5.1.5). — Soit X un préschéma quasi-compact. S'il existe un O^-Module
inversible JSf tel que JS^ et JS^~1 soient amples, X est un schéma quasi-affine.

En effet, 0^=£>®£'~l est alors ample (4.5.7).
Proposition (5.1.6). — Soit f: X->Y un morphisme quasi-compact. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

a) f est quasi-affine.
b) La G^-Algèbre f((P^)=^ÇK.) est quasi-cohérente et le morphisme canonique

X-^Spec(J^(X)) correspondant à P homomorphisme identique j^(X)—^(X) ( 1 . 2 . 7 ) est
une immersion ouverte.

b') La 0^-Algèbre ja^(X) est quasi-cohérente et le morphisme canonique X->Spec(^(X))
est un homéomorphisme de X sur un sous-espace de Spec(^(X)).

c) Le 0^-Module 0^ est très ample pour f.
c') Le Q^-Module (9^ est ample pour f.
d) Le morphisme f est séparée et pour tout 0^-Module quasi-cohérent ^r, V homomorphisme

canonique o- ;/*(/(^))-^^' (0, 4.4.3) est surjectif.

En outre, lorsque f est quasi-affine^ tout 6 ̂ -Module inversible oS? est très ample relativement àf.
L'équivalence de a) et c ' ) résulte du caractère local sur Y de la/-amplitude (4.6.4),

de la définition (5.1.1) et du critère (5. i .2, c ' ) ) . Les autres propriétés sont locales sur Y
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et résultent donc aussitôt de (5.1.2) et (5.1.4), compte tenu de ce quejf(^') est quasi-
cohérent lorsque y est séparé (I, 9 .2 .2 , a)).

Corollaire (5.1.7). — Soit f : X—^Y un morphisme quasi-affine. Pour tout ouvert U de Y,
la restriction y~l(U)->U de f est quasi-affine.

Corollaire (5.1.8). — Soient Y un schéma affine, f: X->Y un morphisme quasi-compact.
Pour que f soit quasi-affine, il faut et il suffit que X soit un schéma quasi-affine.

C'est une conséquence immédiate de (5.1.6) et (4.6.6).
Corollaire (5.1.9). — Soient Y un schéma quasi-compact ou un préschéma dont l^ espace

sous-jacent est noethérien, f : X—»-Y un morphisme de type fini. Si f est quasi-affine, il existe une
sous-0 ̂ -Algèbre quasi-cohérente â9 de ^(X) ==f (^x) 5 de type fini (I, 9.6.2)3 telle que le
morphisme X->Spec(^?) correspondant à l'injection canonique <^->j^(X) ( 1 . 2 . 7 ) soit une
immersion. En outre, toute sous-G) ̂ -Algèbre quasi-cohérente de type fini SS' de ^(X), contenant 8S,
possède la même propriété.

En effet, J^(X) est limite inductive de ses sous-^y'Algèbres quasi-cohérentes de
type fini (I, 9.6.5); le résultat est alors un cas particulier de (3.8.4), compte tenu de
l'identification de Spec(^(X)) et de Proj(j^(X)[TJ) (3.1.7).

Proposition (5.1.10). — (i) Un morphisme quasi-compact X->Y qui est un homéo-
morphisme de l^ espace sous-jacent à X sur un sous-espace de l'espace sous-jacent à Y (en particulier
une immersion fermée) est quasi-affine.

(ii) Le composé de deux morphismes quasi-affines est quasi-affine.
(iii) Si f: X->Y est un ^-morphisme quasi-affine., f^,^ : X^—^Y^ est un morphisme

quasi-affine pour toute extension S'->S du préschéma de base.
(iv) Si f: X-^-Y et g : X'->Y' sont deux ^-morphismes quasi-affines, fx^g est quasi-affine.
(v) Si f : X->-Y, g : Y—^Z sont deux morphismes tels que gof soit quasi-affine^ et si g est

séparé ou V'espace sous-jacent à X localement noethérien, f est quasi-affine.
(vi) Si f est un morphisme quasi-affine, il en est de même def^.
Compte tenu du critère (5.1.63 c ' } ) , (i), (iii) 5 (iv), (v) et (vi) découlent aussitôt

de (4.6.13, (i bis), (iii), (iv), (v) et (vi)) respectivement. Pour démontrer (ii), on peut
se borner au cas où Z est affine, et alors l'assertion résulte directement de (4.6.13, (ii)),
appliqué à oSf=^x et ^T=ffy.

Remarque (5.1.11). — Soient y:X—^Y, g : Y->Z deux morphismes tels que
XXgY soit localement noethérien. Alors l'immersion graphe 1̂  : X-^XXgY est quasi-
affine, étant quasi-compacte (I, 6.3.5), et (I, 5.5.12) montre que, dans (v), la conclusion
reste valable si on supprime l'hypothèse que g est séparé.

Proposition (5 .1 .12) . — Soient f\ X->Y un morphisme quasi-compact, g : X'-^-X un
morphisme quasi-affine. Si oSf est un 6y Module ample pour f, g*{^) est un 0^,-Module ample pour fog.

En effet, comme 0^ est très ample pour g, et que la question est locale sur Y (4.6.4),
il résulte de (4.6.13, (ii)) qu'il existe (pour Y affine) un entier n tel que

g\^={g{W
soit ample powfog, donc g*{^) est ample pour fog (4.6.9).
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5.2. Le critère de Serre.

Théorème (5.2.1) (critère de Serre). — Soit X un schéma quasi-compact ou un préschéma
dont F espace sous-jacent est noethérien. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est un schéma affine.
b) II existe une famille d^ éléments y^eA==r(X, ^x) ^s ̂  ^es X/ soient affines et

que V idéal engendré par les f^ dans A soit égal à A.
c) Le fondeur r(X, ̂ ) est exact en ^ dans la catégorie des 6 ̂ -Modules quasi-cohérents^

autrement dit, si
(*) Q->y->y^y"->Q
est une suite exacte de (9^-Modules quasi-cohérents^ la suite

o->r(x, ^')-^r(x, ^)-^r(x, y"}->Q
est exacte.

c') La propriété c) a lieu pour toute suite exacte (*) de Q^-Modules quasi-cohérents telle
que 3^ soit isomorphe à un sous-0^-Module d^un produit fini 0^

d) H^X, e^") = o pour tout Q^-Module quasi-cohérent ffi'.
d') H^X, / } == o pour tout faisceau quasi-cohérent d'idéaux / de (9^.
Il est évident que a) implique b) ; b) implique d'autre part que les X^ recou-

vrent X, puisque par hypothèse la section i est combinaison linéaire des^ et que les D(/J
recouvrent alors Spec(A). La dernière assertion de (4.5.2) implique donc que X-^ Spec(A)
est un isomorphisme.

On sait que a) implique c ) (I, 1 .3 .11)3 et c ) entraîne trivialement c ' ) . Prouvons
que c ' ) implique b ) . Tout d'abord, c ' ) entraîne que, pour tout point fermé ^eX et
tout voisinage ouvert U de x, il existe f e A tel que A:eX^cX—U. Soit en effet /
(resp. / ' ^ le faisceau .quasi-cohérent d'idéaux de Q^ définissant le sous-préschéma fermé
réduit de X ayant pour espace sous-jacent X—U (resp. (X—U) u {^}) (1,5.2.1) ;
il est clair que l'on a / ' € / et que / " = / \ / ' est un (PyModule quasi-cohérent
ayant pour support [x} et tel que / ' y ! = k [ x ) . L'hypothèse c ' ) appliquée à la suite
exacte o-> / ' - > /'-> / ' ' — ^ o montre que F(X, ^)->r(X, / " ^ est surjectif. La section
de / " dont le germe en x est i^ est donc l'image d'une section /er(X, / } cF(X, 0^),
et on a par définition f{x) == i^ et f(y) ==o dans X—U, ce qui établit notre assertion.
D'ailleurs, si U est affine, il en est de même de X^ (I, 1.3.6)3 donc la réunion des X/

qui sont affines (/^A) est un ensemble ouvert Z contenant tous les points fermés de X;
comme X est un espace de Kolmogoroff quasi-compact, on a nécessairement Z == X
(0, 2.1.3). Puisque X est quasi-compact, il y a un nombre fini d'éléments f^ eA (i ^ z'^ n)
tels que les X. soient affines et recouvrent X. Considérons alors l'homomorphisme
fi^—^x défini par les sections^ (0, 5.1.1); comme, pour tout ^eX, un au moins
des (/^ est inversible, cet homomorphisme est surjectif, et on a donc une suite exacte
o—^—^^->^->o, où S^ est un sous-^x'Module quasi-cohérent de ^x- II résulte alors
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de c ' ) que l'homomorphisme correspondant r(X, 6^)->r(X, 6^) est surjectif, ce qui
démontre b).

Enfin, a) implique d ) (I, 5. i .9.2) et d ) implique trivialement d ' ) . Reste à montrer
que à' ) entraîne c ' ) . Or, si y est un sous-^x- Module quasi-cohérent de fi^, la filtration
o c^xC^ic. . . C^ç définit sur y une filtration formée des ^== e^n^ (o ̂ k^n), qui
sont des ^"Modules quasi-cohérents (1,4.1.1), et ^k+il^k est isomorphe à un sous-
^x- Module quasi-cohérent de ^'^/^j^^x? c'est-à-dire à un faisceau quasi-cohérent
d'idéaux de 0^. L'hypothèse d 1 ' ) entraîne donc H^X, ^'k+il^'k) ===0; ^ sulte exacte de
cohomologie H^X, ̂ -^(X, ̂ ^-^H^X, ^'k+il^'k) ==o permet alors de prouver
par récurrence sur k que HPÇX, e^) ==o pour tout k. G.Q;F.D.

Remarque (5.2.1.1). — Lorsque X est un préschéma noethérien, on peut dans
l'énoncé de c ' ) et de ûf'J, remplacer « quasi-cohérent » par « cohérent ». En effet, dans
la démonstration du fait que c ' ) entraîne b), / e t / ' sont alors des faisceaux cohérents
d'idéaux, et, d'autre part, tout sous-Module quasi-cohérent d'un Module cohérent
est cohérent (I, 6.1.1); d'où la conclusion.

Corollaire (5.2.2). — Soit f : X—-Y un morphisme séparé quasi-compact. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) f est un morphisme affine.
b) Le foncteur f est exact dans la catégorie des Oy^-Modules quasi-cohérents.
c) Pour tout 0^-Module quasi-cohérent ^5 on a Rl/<(^')==o.
c') Pour tout faisceau d^ idéaux quasi-cohérent / de 0^ on a îLlf(^)=o.

Toutes ces conditions étant locales sur Y, par définition du foncteur R1/ (T, 3.7.3),
on peut supposer que Y est affine. Si f est affine, X est alors affine et la propriété b)
n'est autre que (I, 1.6.4). Inversement, montrons que b) implique a) : pour tout 0^-
Module quasi-cohérent ^,y(<^) est un ^y'Module quasi-cohérent (I, 9.2.2, a)). Par
hypothèse le foncteur f^} est exact en ^, et le foncteur F(Y, ^) est exact en ^
(dans la catégorie des ^y'Modules quasi-cohérents) puisque Y est affine (I, 1.3.11);
donc r(Y,y^(^')) =r(X, ̂ ) est exact en <i '̂, ce qui prouve notre assertion en vertu
de (5.2.1, c ) ) .

Si y est affine, y'^U) est affine pour tout ouvert affine U de Y (1.3.2), donc
î1^/"1^)? ^r) ==o (5.2.1, d ) ) , ce qui par définition entraîne R1/^^') ==o. Supposons
enfin vérifiée la condition c ' ) $ la suite exacte des termes de bas degré dans la suite
spectrale de Leray (G, II, 4.17.1 et I, 4.5.1) donne en particulier la suite exacte

o-^Hi(Y,/^)) ->HI(X, / ) ->H°(Y, R1/,^)).

Comme Y est affine et/J^) quasi-cohérent (I, 9.2.2, a)), on a I-PÇY,/^)) ==o
(5 .2 .1) ; l'hypothèse c 1 ) entraîne donc H^X, ^/)=o, et on conclut par (5.2.1) que
X est un schéma affine.

Corollaire (5.2.3). — Si f : X-^Y est un morphisme affine, alors, pour tout Q^-Module
quasi-cohérent "̂, U homomorphisme canonique H^Y.y^J^^-^H^X, 3^} est bijectif.
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En effet, on a la suite exacte
O->HI(Y,/^)) -^HI(X, ^) ->H°(Y, R1/^))

des termes de bas degré de la suite spectrale de Leray, et la conclusion résulte de (5.2.2).
Remarque (5.2.4). — Au chapitre III, § i, nous prouverons que si X est affine,

on a H^X, ^)=o pour tout i>o et tout ffl^-Module quasi-cohérent ^.

5.3. Morphismes quasi-projectifs.

Définition (5.3.1). — On dit qu'un morphisme f: X-^Y est quasi-projectif, ou que X
(considéré comme Yr-préschéma au moyen de f) est quasi-projectif sur Y, ou que X est un Y-schéma
quasi-projectif^ si f est de type fini et s'il existe un 6^-Module inversible qui estf-ample.

On notera que cette notion n'est pas locale sur Y : les contre-exemples de Nagata [26]
et de Hironaka montrent que, même si X et Y sont des schémas algébriques non singuliers
sur un corps algébriquement clos, tout point de Y peut avoir un voisinage affine U tel
que/'^U) soit quasi-projectif sur U, sans que/soit quasi-projectif.

On notera qu'un morphisme quasi-projectif est nécessairement séparé (4.6.1).
Lorsque Y est quasi-compact, il revient au même de dire que / est quasi-projectif ou
que / est de type fini et qu'il existe un ^x-Module très ample relativement à / (4.6.2
et 4.6. n). De plus :

Proposition (5.3.2). — Soit Y un schéma quasi-compact ou un préschéma dont l'espace
sous-jacent est noethérien, et soit X un Y-préschéma. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est un Y-schéma quasi-projectif.
b) X est de type fini sur Y, et il existe un 0^-Module quasi-cohérent de type fini ê tel que X

soit Y-isomorphe à un sous-préschéma de P(<?).
c) X est de type fini sur Y, et il existe une Q^-Algèbre graduée quasi-cohérente y telle que y^

soit de type fini et engendre y^ et que X soit Y-isomorphe à un sous-préschéma induit sur un ouvert
partout dense de Proj(^).

Cela résulte aussitôt de la remarque précédente et de (4.4.3), (4.4.6) et (4.4.7).
On notera que lorsque Y est un préschéma noethérien, on peut, dans les condi-

tions b) et c ) de (5.3.2), supprimer l'hypothèse que X est de type fini sur Y, qui est
alors automatiquement vérifiée (I, 6.3.5).

Corollaire (5.3.3). — Soit Y un schéma quasi-compact tel qu'il existe un (0^-Module
ample ,Sf (4.5.3). Pour qu'un Y-schéma X soit quasi-projectif, il faut et il suffit qu'il soit de type
fini sur Y et isomorphe à un sous-Y-schéma d'un fibre projectif de la forme P^.

En effet, si ê est un ^y-Module quasi-cohérent de type fini, ê est isomorphe à un
quotient d'un (P^-Module oSf0^®^^ (4.5.5), donc P(<s?) est isomorphe à un sous-
schéma fermé de P^~1 (4.1.2 et 4.1.4).

Proposition (5.3.4). — (i) Un morphisme quasi-affine de type fini (et en particulier une
immersion quasi-compacte, ou un morphisme affine de type fini) est quasi-projectif.

(ii) Si f: X->Y et g : Y->Z sont quasi-projectifs et si Z est quasi-compact, gof est
quasi-projectif.
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(iïi) Si y ' :X—^Y est un S-morphisme quasi-projectif, f^,^ : X^—^Y^) est quasi-
projectif pour toute extension S'—^S du préschéma de base.

(iv) Si y:X^Y ^ ^ : X'—^Y' jo^ âfcz/^ ^-morphismes quasi-projectif s, fx sg est
quasi-projectif.

(v) Si f \ X->Y, ^ : Y->Z .ÎOT^ ûfcî/A: morphismes tels que gof soit quasi-projectif, et si g
est séparé ou X localement noethérien, alors f est quasi-projectif.

(vi) Si f est un morphisme quasi-projectif, il en est de même de f^.
(i) résulte de (5.1.6) et (5.1.10, (i)). Les autres assertions sont des conséquences

immédiates de la définition (5.3.1), des propriétés des morphismes de type fini (I, 6.3.4)
et de (4.6.13).

Remarque (5.3.5). — On notera qu'il peut se faire que/yed solt quasi-projectif
sans que f le soit, même en supposant que Y est le spectre d'une algèbre de rang fini
sur C et que f est propre.

Corollaire (5.3.6). — Si X et X' sont deux Y'-schémas quasi-projectif s XuX' est un
^[-schéma quasi-projectif.

Cela résulte de (4.6.18).

5.4. Morphismes propres et morphismes universellement fermés.

Définition (5.4.1). — On dit qu'un morphisme de préschémas f': X->-Y est propre s'il
vérifie les deux conditions suivantes :

a) f est séparé et de type fini.
b) Pour tout préschémaY' et tout morphisme Y'—-Y la projection ^y') : XXyY'^Y' est un

morphisme fermé (I, 2.2.6).

Lorsqu'au en est ainsi, on dit aussi que X (considéré comme Y'-préschéma de morphisme
structural f) est propre au-dessus de Y.

Il est immédiat que les conditions a) et b) sont locales sur Y. Pour vérifier que
l'image d'une partie fermée Z de XXyY' par la projection q : XXyY'-^Y' est fermée
dans Y', il suffit de voir que ^(Z)nU' est fermé dans U' pour tout ouvert affine U7

deY';comme q(Z} nU'^^Zny-^U')) et que y-^U') s'identifie à XXyU' (1,4.4.1),
on voit que pour vérifier la condition b) de la déf. (5.4.1)3 on peut se limiter au cas
où Y' est un schéma affine. On verra plus loin (5.6.3) que si Y est localement noethérien,
on peut même se borner à vérifier b) lorsque Y' est de type fini sur Y.

Il est clair que tout morphisme propre est fermé.
Proposition (5.4.2). — (i) Une immersion fermée est un morphisme propre.
(ii) Le composé de deux morphismes propres est propre.
(iii) Si X, Y sont des S-préschémas, f : X—^Y "un S-morphisme propre, alors

/(S') : ̂ S7)-^^)

est propre pour toute extension S'—^S du préschéma de base.
(iv) Si y :X—^Y et g : X'—^Y' sont deux S-morphismes propres, le ^-morphisme

fx Qg : X X gY->X' X gY' est propre.
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II suffit de démontrer (i), (ii) et (iii) (I, 3.5.1). Dans chacun de ces trois cas,
la vérification de la condition a) de (5.4.1) découle de résultats antérieurs {1, 5.5.1
et 6.3.4); reste à vérifier la condition b ) . C'est immédiat dans le cas (i), car si X->Y
est une immersion fermée, il en est de même de XXyY'-^YXyY'^Y7 (I, 4.3.2
et 3 - 3 - 3 ) - P0111* démontrer (ii), considérons deux morphismes propres X->Y, Y-^Z,
et un morphisme Z'—^Z. On peut écrire X X z Z ' ^ X X y Ç Y X z Z ' ) (I, 3 .3.9.1)5 et
par suite la projection Xx^Z'—^Z' se factorise en X X y Ç Y X z Z ^ — ^ Y X z Z ' — ^ Z ' . Compte
tenu de la remarque du début, (ii) résulte donc de ce que le composé de deux morphismes
fermés est fermé. Enfin, pour tout morphisme S'->S, X/gn s'identifie à XXyY/gn
(I, 3.3. i i ) ; pour tout morphisme Z—^Y/gn, on peut écrire

^-(S')XY(s.)Z= (XXyY(g^) Xy^Z=XXYZ;

XXyZ—^Z est fermé par hypothèse, donc cela prouve (iii).
Corollaire (5.4.3). — Soient f : X—^Y, g : Y-^Z deux morphismes tels que go f soit propre.
(i) Si g est séparée f est propre.
(ii) Si g est séparé et de type fini et si f est surjectif, g est propre.
(i) découle de (5.4.2) par le procédé général (I, 5.5.12). Pour démontrer (ii),

il n'y a à vérifier que la condition b) de la déf. (5.4.1). Pour tout morphisme Z'->Z,
le diagramme ,^

XXzZ ' —X YXzZ '

Z'

(où p et p ' sont les projections) est commutatif (I, 3 .2.1); en outre, fxiy est surjectif
puisqu'il en est ainsi dey(I, 3.5.2), et p est un morphisme fermé par hypothèse. Toute
partie fermée F de YXgZ 7 est alors l'image par fx i^' d'une partie fermée E de
XXgZ', donc pf{'F)=p(îL) est fermé dans Z' par hypothèse, d'où le corollaire.

Corollaire (5.4.4). — Si X est un préschéma propre au-dessus de Y, et y une (P ̂ -Algèbre
quasi-cohérente, tout Y-morphisme f : X->Proj(<$^) est propre (et a fortiori fermé).

En effet, le morphisme structural p : Proj(^)->Y est séparé, et pof est propre
par hypothèse.

Corollaire (5.4.5). — Soit f : X-^-Y un morphisme séparé de type fini. Soient (XJ^^
(resp. (Y^)i^^J une famille finie de sous-préschémas fermés de X (resp. Y), j\ (resp. h^)
l'injection canonique X^->X (resp. Y^->Y). Supposons que l'espace sous-jacent X soit réunion
des X^, et que pour tout i, il y ait un morphisme f^ : X^—>Y^ tel que le diagramme

^Y.

'. \ \ ̂
X -̂  Y

soit commutatif. Alors, pour que f soit propre, il faut et il suffit que chacun desf^ le soit.
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Si/est propre, il en est de même defoj\, puisque^ est une immersion fermée (5.4.2);
comme ̂  est une immersion fermée, donc un morphisme séparé,/ est propre par (5.4.3).
Supposons inversement que chacun des / soit propre, et considérons le préschéma Z
somme des X,, soit u le morphisme Z->X qui se réduit àj, dans chacun des X,. La
restriction de fou à chaque X, est égale à /o^.=^o/, donc est propre puisqu'il en est
ainsi de ^ et de/ (5.4.2); il résulte alors aussitôt de la déf. (5.4.1) que u est propre.
Mais comme u est surjectif par hypothèse, on conclut que/est propre par (5.4.3).

Corollaire (5.4.6). — Soit f : X—^Y un morphisme séparé et de type fini; pour que f soit
propre, il faut et il suffit que /^ : X,^->Y^ le soit.

C'est un cas particulier de (5.4.5) avec n=ï, Xi=X^ et Yi==Y,^ (I, 5.1.5).
(5 •4- 7) Si X et Y sont des préschémas noethériens et /: X—^Y un morphisme

séparé de type fini, on peut, pour vérifier que/est propre, se ramener à le faire pour des
morphismes dominants de préschémas intègres. En effet, soient X, Çi^i^n) les compo-
santes irréductibles en nombre fini de X et considérons pour chaque i l'unique sous-
préschéma fermé réduit de X ayant X, pour espace sous-jacent, que nous désignerons
encore par X, (I, 5.2.1). Soit d'autre part Y, l'unique sous-préschéma fermé réduit
de Y ayant/(X,) pour espace sous-jacent. Si ^ (resp. ^) est le morphisme d'injection
X,->X (resp. Y^Y), on en conclut que /o&==^o/, où/• est un morphisme dominant
X,.->Y, (I, 5 .2.2); on est alors dans les conditions d'application de (5.4.5), et pour
que/soit propre, il faut et il suffit que les/ le soient.

Corollaire (5.4.8). — Soient X, Y des S-préschémas séparés de type fini sur S, et soit
f : X->Y un S-morphisme. Pour que f soit propre, il faut et il suffit que, pour tout S-préschéma S',
le morphisme /x g i g- : X X gS'-^Y x g S' soit fermé.

Notons d'abord que si g : X->S et h : Y->S sont les morphismes structuraux,
on a par définition g==hof, donc/est séparé et de type fini (I, 5.5. i et 6.3.4). Si/est
propre, il en est de même de /X g i g' (5.4.2); a fortiori, fx g i g. est fermé. Inversement,
supposons vérifiée la condition de l'énoncé et soit Y' un Y-préschéma; Y' peut aussi être
considéré comme un S-préschéma, et comme Y-^S est séparé, XXyY' s'identifie à
un sous-préschéma fermé de XXgY' (I, 5.4.2). Dans le diagramme commutatif

/Xly'
XXyY' ———> YXyY^Y7

XXsY' —> YXgY 7

'"-s7

les flèches verticales sont des immersions fermées; il en résulte aussitôt que si /Xig-
est un morphisme fermé, il en est de même de /X ly

Remarque (5.4.9). — Nous dirons qu'un morphisme /: X->Y est universellement
fermé s'il satisfait à la condition b) de la définition (5.4.1). Le lecteur observera que
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dans les propositions (5.4.2) à (5.4.8)3 on peut partout remplacer « propre » par
« universellement fermé » sans modifier la validité des résultats (et dans les hypothèses
de (5.4.3), (5.4.5), (5-4-6) et (5.4-8), on peut omettre les conditions de finitude).

(5.4.10) Soit /: X->Y un morphisme de type fini. Nous dirons qu'une partie
fermée Z de X est propre sur Y (ou Y'-propre, ou propre pour /) si la restriction de/à un
sous-préschéma fermé de X, d'espace sous-jacent Z (I, 5 .2 .1 )5 est propre. Comme cette
restriction est alors séparée, il résulte de (5.4.6) et (I, 5.5.1, (vi)) que la propriété
précédente ne dépend pas du sous-préschéma fermé de X ayant Z pour espace sous-jacent.
Si g : X'->X est un morphisme propre, g'1^) est une partie propre de X' : si T est un
sous-préschéma de X ayant pour espace sous-jacent Z, il suffit en effet de remarquer
que la restriction de g au sous-préschéma fermé ^^(T) de X' est un morphisme propre
^(T^T par (5.4.2, (iii)), et d'appliquer ensuite (5.4.2, (ii)). D'autre part, si X"
est un Y-schéma de type fini et u : X->X" un Y-morphisme, u{Z) est une partie propre
de X"; en effet, prenons pour T le sous-préschéma fermé réduit de X ayant Z pour espace
sous-jacent; la restriction de/à T étant propre, il en est de même de la restriction de u
à T (5.4.3, (i)), donc M(Z) est fermé dans X"; soit T" un sous-préschéma fermé de X"
ayant u{Z) pour espace sous-jacent (I, 5.2.1), de sorte que u\T se factorise en

T-^T'^X"

oùj est l'injection canonique (I, 5 .2.2)5 et v est donc propre et surjectif (5.4.5); si g est
la restriction à T" du morphisme structural X"->Y, g est séparé et de type fini, et on a
/|T=^oy; il résulte donc de (5.4.3, (ii)) que g est propre, d'où notre assertion.

Il résulte en particulier de ces remarques que si Z est une partie Y-propre de X,
alors :

i° Pour tout sous-préschéma fermé X' de X, ZnX' est une partie Y-propre de X'.
2° Si X est un sous-préschéma d'un Y-schéma de type fini X", Z est aussi une

partie Y-propre de X" (et en particulier est fermée dans X"),

5.5. Morphismes projectifs.

Proposition (5.5.1). — Soit X un Y-préschéma. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est Y-isomorphe à un sous-préschéma fermé d'un fibre projectifPÇé'), où ê est un
(Py-Module quasi-cohérent de type fini.

b) II existe une 0^-Algèbre graduée quasi-cohérente y, telle que <9^ soit de type fini et
engendre <$ ,̂ et que X soit Y-isomorphe à Proj(e97).

La condition a) entraîne b) en vertu de (3.6.2, (ii)) : si ^ est un faisceau gradué
quasi-cohérent d'idéaux de S(<^), la (P^-Algebre graduée quasi-cohérente y =i^g^/
est engendrée par ̂  et ce dernier, image canonique de ( S ' y est un ^y-Module de type
fini. La condition b) implique a) en vertu de (3.6.2) appliqué au cas où Ji->y^ est
l'application identique.
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Définition (5.5.2). — On dit qu'un X-préschéma X est projectif sur Y ou est un Y'-schéma
projectif s'il vérifie les conditions équivalentes a) et b) de (5.5. i). On dit qu'un morphisme f : X—^Y
est projectif s'il fait de X un ^-schéma projectif.

Il est clair que si f' : X-^-Y est projectif, il existe un (P^-Module très ample relative-
ment à y (4.4.2).

Théorème (5.5.3). — (i) Tout morphisme projectif est quasi-projectif et propre.
(ii) Inversement, soit Y un schéma quasi-compact ou un préschéma dont l'espace sous-jacent

est noethérien; alors tout morphisme f \ X->Y qui est quasi-projectif et propre est projectif.
(i) II est clair que si / : X—^Y est projectif, il est de type fini et quasi-projectif

(donc en particulier séparé) ; d'autre part, il résulte aussitôt de (5.5.1, b)) et de (3.5.3)
que si y est projectif, il en est de même de fXyly' : XXyY'—^Y' pour tout morphisme
Y'-»Y. Pour montrer que/est universellement fermé, tout revient donc à prouver qu'un
morphisme projectif y est fermé. La question étant locale sur Y, on peut supposer que
Y==Spec(A), donc (5.5.1) X==Proj(S), où S est une A-algèbre graduée engendrée
par un nombre fini d'éléments de S^. Pour tout j^eY, la fibre f~l{y) s'identifie à
Proj(S)XySpec(fe(j/)) (I, 3.6.1), donc à Pro]ÇS®^k(jy)) (2.8.10); par suite, f~1^)
est vide si et seulement si S®^k(jy) vérifie la condition (TN) (2.7.4), autrement dit
S^®^fe(j) =o pour n assez grand. Mais comme (SJ^ est un (Py-module de type fini, la
condition précédente signifie que (SJ^==o pour n assez grand, en vertu du lemme de
Nakayama. Si û^ est l'annulateur dans A du A-module S^ la condition précédente signifie
encore que c^ci:jy pour n assez grand (0, 1.7.4). Or, comme S^Si==S^^_i par hypothèse,
on a û^ Cû^^i, et si a est la réunion des a^, on voit donc que /(X) == V(a), ce qui prouve
que/(X) est fermé dans Y. Si maintenant X' est une partie fermée quelconque de X, il
existe un sous-préschéma fermé de X ayant X' pour espace sous-jacent (I, 5 .2 .1) et il
est clair (5.5.1, a}) que le morphisme X'->X->Y est projectif, donc/(X') est fermé
dans Y.

(ii) L'hypothèse sur Y et le fait que f est quasi-projectif entraînent l'existence
d'un ^"Module quasi-cohérent de type fini ê et d'une Y-immersion j : X—^P(<?)
(5.3.2). Mais comme/est propre, j est fermée par (5.4.4), donc/est projectif.

Remarques (5.5.4). — (i) Soit /: X->Y un morphisme tel que : i°/soit propre,
2° il existe un ^-Module JSf très ample relativement à/; 3° le (P^-Module quasi-cohérent
<f==/(J§f) soit de type fini. Alors/est un morphisme projectif : en effet (4.4.4), il y a alors
une Y-immersion r : X->P (<?'), et comme / est propre, r est une immersion fermée
(5.4.4). On verra au chapitre III, § 3, que lorsque Y est localement noethérien, la
condition 3° ci-dessus est une conséquence des deux autres, donc les conditions i°
et 2° caractérisent dans ce cas les morphismes projectifs et si Y est quasi-compact, on
peut remplacer la condition 2° par l'hypothèse de l'existence d'un (P^-Module ample
pour / (4.6.11 ).

(ii) Soit Y un schéma quasi-compact tel qu'il existe un ^y-Module ample. Pour
qu'un Y-schéma X soit projectif, il faut et il suffit qu'il soit Y-isomorphe à un sous-Y-
schémajfeW d'un fibre projectif de la forme Py. La condition est évidemment suffisante.
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Inversement, si X est projectif sur Y, il est quasi-projectif, donc il existe une Y-immer-
sion j de X dans un P^ (5.3.3) qui est fermée par (5.4.4) et (5.5.3).

(iii) Le raisonnement de (5.5.3) montre que pour tout préschéma Y, et tout
entier r^-o, le morphisme structural Py->Y est surjectif, car si on pose ^==S^ (^y4'1)?
on a évidemment yy-==S^((k(^)Y'}~l) (1 .7 .3) , donc (e$^=(=o pour tout jyeY et
tout n^o.

(iv) II résulte des exemples de Nagata [26] qu'il y a des morphismes propres qui
ne sont pas quasi-projectifs.

Proposition (5.5.5). — (i) Une immersion fermée est un morphisme projectif,
(ii) Si y:X->Y et g : Y->Z sont des morphismes projectif s, et si Z est un schéma

quasi-compact ou un préschéma dont F espace sous-jacent est noethérien, gof est projectif.
(iii) Si f: X->Y est un S-morphisme projectif, f^,^ : X^—^Y^) est projectif pour

toute extension S'—^S du préschéma de base.
(iv) Si f: X—^Y et g : X'->Y' sont des S-morphismes projectif s, il en est de même

de fx^g.
(v) Si gof est un morphisme projectif et si g est séparé, f est projectif.
(vi) Si f est projectif, il en est de même de f^.
(i) résulte aussitôt de (3.1.7). Il faut ici démontrer (iii) et (iv) séparément, à

cause de la restriction introduite sur Z dans (ii) (cf. (I, 3.5.1)). Pour prouver (iii), on
se ramène au cas où S == Y (I, 3.3.11 ) et l'assertion résulte alors aussitôt de (5.5.1, b) )
et de (3.5.3). Pour démontrer (iv), on est aussitôt ramené au cas où X==P(<?),
X^P^7), ë (resp. S 1 ' ) étant un Gy-M.oàule (resp. un 0^-M.odule) quasi-cohérent
de type fini. Soient p, p ' les projections canoniques de T==Yx gY' dans Y et Y' respec-
tivement; d'après (4.1.3.1), on a PQ^^^P^XyT.PQ^^^P^XY'T; d'où

PO^?)) XTPC^W) = (P(^) XyT) XT(TX^P(^)) =
P(<?) Xy(TxY/P(<T)) =P(<?) X sP(<n

en remplaçant T par Y X g Y ' et utilisant (I, 3.3.9.1). Or,^*(<?) et p ' * ^ ' ) sont de type
fini sur T (0, 5 .2 .4 )5 donc il en est de même de p*^)®^ p ^ Ç ê " ) ; comme

p^^x^rw)
s'identifie à un sous-préschéma fermé de P(^*(<?)®^ j&'*(<^)) (4.3.3)5 cela achève de
prouver (iv). Pour obtenir (v) et (vi), on peut appliquer (I, 5.5.13)5 car tout sous-
préschéma fermé d'un Y-schéma projectif est un Y-schéma projectif par (5.5.1, a ) ) .

Il reste à prouver (ii); en vertu de l'hypothèse sur Z, cela résulte de (5.5.3),
de (5.3.4, (ii)) et (5.4.2, (ii)).

Proposition (5.5.6). — Si X et X' sont deuxY-schémas projectifs, XuX' est unY-schéma
projectif.

C'est une conséquence évidente de (5.5.2) et (4.3.6).
Proposition (5.5.7). — Soient X un Y-schéma projectif, S un 0 y Module \-ample;

pour toute section f de JS? au-dessus de X, X^ est affine sur Y.
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La question étant locale sur Y, on peut supposer Y=Spec(A); en outre
X.®r<==Xp donc en remplaçant Jî? par un ^@n convenable, on peut supposer JSf très
ample pour le morphisme structural q : X—>-Y (4.6.11). L'homomorphisme canonique
(T : q*{q (J?))--^JSf est donc surjectif et le morphisme correspondant

r=r^:X->P=P(^(JSf))

une immersion telle que JSf=r*(^p(i)) (4.4.4); en outre, comme X est propre sur Y,
l'immersion r est fermée (5.4.4). Par ailleurs, on a par définition fer(Y, ̂ (J^)) et ^
est l'identité de q^S") ; il résulte alors de la formule (3.7.3.1) que l'on a ^==r~~î•('D^(f)),
X. est par suite un sous-préschéma fermé du schéma affine D^(/) et est donc bien un
schéma affine.

Lorsqu'on prend en particulier Y==X, on obtient (compte tenu de (4.6.13, (i)))
le corollaire suivant, dont la démonstration directe est d'ailleurs immédiate :

Corollaire (5.5.8). — Soient X un préschéma, JE? un G^-Module inversible. Pour toute
section/de JSf au-dessus de X, X^ est affine sur X (et par suite un schéma affine lorsque X est un
schéma affine).

5.6. Le lemme de Chow.

Théorème (5.6.1) (lemme de Chow). — Soient S un préschéma, X un ^-schéma de type
fini. On suppose vérifiée Uune des hypothèses suivantes :

a) S est noethérien.
b) S est un schéma quasi-compact, et X a un nombre fini de composantes irréductibles.

Dans ces conditions :
(i) // existe un ^-schéma X' quasi-projectif^r S et un ^-morphisme f : X'->X, projectif

et surjectif.
(ii) On peut prendre X' et f tels qu'il existe un ouvert UcX pour lequel U^/'^U)

soit dense dans X' et la restriction de f à U' un isomorphisme U'C^U.
(iii) Si X est réduit (resp. irréductible, intègre), on peut supposer X' réduit (resp. irréductible,

intègre).
La démonstration se fait en plusieurs étapes.
A) On peut d'abord se ramener au cas où X est irréductible. En effet, dans l'hypo-

thèse a), X est noethérien, donc, dans les deux hypothèses, les composantes irréductibles X,
de X sont en nombre fini. Si le théorème est démontré pour chacun des sous-préschémas
fermés réduits de X ayant les X^ pour espaces sous-jacents, et si X,' et f^ : X^X^ sont
le préschéma et le morphisme correspondant à X,, le préschéma X' somme des X,', et
le morphisme / : X'->X dont la restriction à chaque X,' estj,o/, (^ injection canonique
X,-)-X), répondront à la question. Il est immédiat en effet que X' est réduit si les X,'
le sont; d'autre part on satisfait à (ii) en prenant pour U la réunion des ensembles
U,nQ/ U X.\. Enfin, comme les X,' sont quasi-projectifs sur S, il en est de même de X'
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(5.3.6); de même, les morphismes X^->X sont projectifs par (5.5.5, (i) et (ii)), donc
/est projectif (5.5.6), et est évidemment surjectifpar définition.

B) Supposons maintenant X irréductible. Comme le morphisme structural r : X-^S
est de type fini, il y a un recouvrement fini (S,) de S par des ouverts affines, et pour
chaque i un recouvrement fini (T^.) de ^(S,) par des ouverts affines, le morphisme
T^-^S, étant affine et de type fini, donc quasi-projectif (5.3.4, (i)) ; comme dans chacune
des hypothèses a), b ) , l'immersion S,->S est quasi-compacte, c'est un morphisme quasi-
projectif (5.3.4, (i)), donc la restriction de r à T^ est un morphisme quasi-projectif
(5.3.4, (ii)). Désignons les T,̂ . par U^ (i ^ k ^ n ) . Il existe, pour chaque indice k une
immersion ouverte ^ : U^-^P^, où P^ est projectif sur S (5.3.2 et 5.5.2). Soit U = DUr.;

k
comme X est irréductible et les U^ non vides, U est non vide, et par suite partout dense
dans X; les restrictions à U des ̂  définissent un morphisme

9 : U - > P = P i X g P 2 X . . . X g P ,
de sorte que les diagrammes

U-^P
(5.6.1.i) .4

U.-.P,
^k

soient commutatifs, j^ étant l'injection canonique U—^U^ et p^ la projection canonique
P—^Pfe. Si j est l'injection canonique U->X, le morphisme ^=(j, 9)3 : U->XXgP
est une immersion (I, 5.3.14). Dans l'hypothèse a ) , X X g P est localement noethérien
((3.4.1) et (I, 6.3.7 et 6.3.8)); dans l'hypothèse b ) , X X g P est un schéma quasi-
compact (I, 5.5.1 et 6.6.4); dans les deux cas Y adhérence X' dans X X g P du sous-
préschéma Z associé à ^ (et dont ^(U) est l'espace sous-jacent) existe, et ^ se factorise en

(5.6.1.2) ^ :U^X' - txXgP

où ^/ est une immersion ouverte et h une immersion fermée (I, 9.5.10). Soient q^ : XXgP-»X
et (72 : XXgP—»-P les projections canoniques; nous poserons

(5.6.1.3) / :X'- tXXgP^X

(5.6.1.4) ^X'^XXgP-^P.

Nous allons voir que X' et f répondent à la question.
G) Montrons d'abord que / est projectif et surjectif^ et que la restriction de /à

U' ==f~l(V) est un isomorphisme de U' sur U. Comme les P^ sont projectifs sur S, il en
est de même de P (5.5.5, (iv)), donc X X g P est projectif sur X (5.5.5, (iii)), et il
en est de même de X' qui est un sous-préschéma fermé de XXgP. D'autre part, on a
fo^' = q^oÇho^i') =q^ ==j, donc/(X7) contient l'ensemble ouvert partout dense U de X;
mais/est un morphisme fermé (5.5.3), donc /(X')=X. Notons maintenant que
^(U) = = U X g P est induit sur un ouvert de XXgP , et par définition le préschéma
U'^A '^UXgP) est induit par X' sur l'ouvert U'; c'est par suite l'adhérence par
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rapport à U X g P du préschéma Z (I, 9.5.8). Or l'immersion ^ se factorise en
Fq, J X l

U — - > U X s P — > X X s P , et comme P est séparé sur S, le morphisme graphe I^p est une
immersion fermée (I, 5.4.3), donc Z est un sous-préschéma fermé de U X g P , d'où on
conclut que U' == Z. Comme d'ailleurs ^ est une immersion, la restriction de f à U' est
un isomorphisme sur U, réciproque de ^'; enfin, par définition de X', U' est dense
dans X\

D) Prouvons maintenant que g est une immersion^ ce qui établira que X' est
quasi-projectif sur S, puisque P est projectifsur S. Posons

V,=y,(U,) (ouvert de P,)
W^A'TO (ouvert de P)

V,=f-\V,)
v^g-W (ouverts de X')

II est clair que les U^ forment un recouvrement ouvert de X'; nous allons d'abord
voir qu'il en est de même des U^, en prouvant que U^cU^. Il suffira pour cela de
montrer que le diagramme

<7|Ur.
U, -4 P

(5.6.1.5) ^1 1^

U. -> P.
^k

est commutatif. Or le préschéma U^A^U^XgP) est induit par X' sur l'ouvert U^, et
est donc l'adhérence de Z^U'cU^ par rapport à U^ (I, 9.5.8). Pour montrer la
commutativité du diagramme (5.6. i .5)5 il suffit donc, puisque P ;̂ est un S-schéma, de
montrer qu'en composant ce diagramme avec l'injection canonique U'—^U^ (ou, ce
qui revient au même en vertu de l'isomorphisme de U' et U, avec ^), on obtient un
diagramme commutatif (I, 9.5.6). Mais par définition le diagramme que l'on obtient
alors n'est autre que (5.6.1.1), d'où notre assertion.

Les W^ forment donc un recouvrement ouvert de ^(X') ; pour prouver que g est
une immersion, il suffit de voir que chacune des restrictions g\U^ est une immersion

p^ <p^1

dans W^ (I, 4.2.4). Pour cela, considérons le morphisme u^ : W^ -> V^ -> U^ —>• X ; comme
X est séparé sur S, le morphisme graphe 1̂  : W^—^XXgW^; est une immersion fermée
(I, 5.4.3), donc le graphe T^==F (W^) est un sous-préschéma fermé de X X g V V ^ ;
si nous montrons que ce sous-préschéma majore U', il majorera aussi le sous-préschéma
induit par X' sur l'ouvert X^/ de X', par (I, 9.5.8). Comme la restriction de q^ à T .̂
est un isomorphisme sur W^, la restriction de g à X^ sera une immersion dans W^, et
notre assertion sera démontrée. Soit ^l'injection canonique U'—^XXgW^;; nous devons
montrer qu'il existe un morphisme Wjç : U'—^W^; tel que ^==1^ o^. Par définition du
produit, il suffit de prouver que q^ov^ == u^oq^ov^ (I, 3.2.1), ou, en composant à droite
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avec risomorphisme (j/ : U->U', que q^o^==u^oq^o^. Mais comme qi°^==J\ ^^^P?
notre assertion résulte de la commutativité du diagramme (5.6.1.1), compte tenu de
la définition de u^.

E) II est clair que comme U, et par suite U', est irréductible, il en est de même
de X' dans la construction précédente, et le morphisme f est donc birationnel (I, 2 .2 .9) .
Si en outre X est réduit, il en est de même de U', donc X' est réduit (I, 9.5.9). Cela
achève la démonstration.

Corollaire (5.6.2). — On suppose vérifiée l'une des hypothèses a), b) de (5.6.1) . Pour
que X soit propre sur S, il faut et il suffit qu'il existe un schéma X' projectifsur S et un S-morphisme
surjectif f : X'->X (qui est alors projectif par (5.5.5, (v)). Lorsqu'il en est ainsi, on peut en
outre choisir f de sorte qu'il existe un ouvert dense U de X tel que la restriction defàf~l(U) soit
un isomorphismef~l(U) 2^U et quef~l(V} soit dense dans X'. Si en outre X est irréductible (resp.
réduit) on peut supposer qu'il en est de même de X'; lorsque X et X' sont irréductibles, f est un
morphisme birationnel.

La condition est suffisante en vertu de (5.5.3) et (5.4.3, (ii)). Elle est nécessaire,
car avec les notations de (5.6.1), si X est propre sur S, X' est propre sur S, car il est
projectif sur X, donc propre sur X (5.5.3)5 et notre assertion résulte de (5.4.2, (ii));
en outre, comme X' est quasi-projectif sur S, il est projectif sur S en vertu de (5.5.3).

Corollaire (5.6.3). — Soient S un préschéma localement noethérien, X un S-schéma de type
fini sur S, / : X—^S son morphisme structural. Pour que X soit propre sur S, il faut et il suffit
que pour tout morphisme de type fini S'—^S, (/o)(s') : ̂ (s')~^' solt un morphisme fermé. Il suffit
même que cette condition soit vérifiée pour tout S-préschéma de la forme S' == S®^Z[T^, .... TJ
(T .̂ indéterminées}.

La condition étant évidemment nécessaire, montrons qu'elle est suffisante. La
question étant locale sur S et S' (5.4. i), on peut supposer S et S ' affines et noethériens.
En vertu du lemme de Chow, il existe un S-schéma projectif P, une immersion j : X'—^P
et un morphisme projectif et surjectif / : X'—^X, tels que le diagramme

X i- X'

^ ^
S <- P

r

soit commutatif. Comme P est de type fini sur S, la première hypothèse entraîne que la
projection ^ g î X X g P - ^ P est un morphisme fermé. Mais l'immersion j est composée
de q^ et du morphisme fx i de X ' X g P dans X X g P ; or/, étant projectif, est propre
(5.5.3), donc fXï est fermé. On en conclut que j est une immersion fermée, et par
suite est propre (5.4.2, (i)). En outre le morphisme structural r : P—>-S est projectif,
donc propre (5.5.3), donc fQof==roj est propre (5.4.2, (ii)); finalement, comme/est
surjectif,/o est propre en vertu de (5.4.3).

Pour prouver la proposition en utilisant seulement la seconde hypothèse, il suffit
de montrer qu'elle entraîne la première. Or, si S' est affine et de type fini sur S == Spec(A),
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on a S^SpecÇA^, ..., c^}) (I, 6.3.3), et S' est donc isomorphe à un sous-préschéma
fermé de S'^Spec^AITT^ . . .3 TJ) (T^ indéterminées). Dans le diagramme commutatif

l^xj
XXgS' -^ XXgS"

(/o)(s') (/o)(s")

S7 ————> S"
1

j et ixXj î̂11 des immersions fermées (I, 4.3.1) et (/o)(s') est fermé par hypothèse;
il en est donc de même de (/o)(s").

§ 6. MORPMSMES ENTIERS ET MORPHISMES FINIS

6.1. Préschémas entiers sur un autre.

Définition (6 .1 .1 ) . — Soient X un S-préschéma, y:X->S son morphisme structural.
On dit que X est entier au-dessus de S, ou que f est un morphisme entier^ s^il existe un recouvre-
ment (SJ de S par des ouverts affines tels que, pour tout a, le préschéma induit f~l(S^ soit un schéma
affine, dont l^ anneau B^ est une algèbre entière sur l^ anneau Agç de S^. On dit que X est fini au-dessus
de S, ou que f est un morphisme fini si X est entier sur S et de type fini sur S.

Lorsque S est affine d'anneau A, on dira aussi « entier (resp. fini) sur A » au lieu
de « entier (resp. fini) sur S ».

(6.1.2) II est clair que si X est entier au-dessus de S, il est affine au-dessus de S.
Pour qu'un préschéma X affine au-dessus de S soit entier (resp. fini) au-dessus de S, il
faut et il suffit que la <5g-Algèbre quasi-cohérente associée ja^(X) soit telle qu'il existe
un recouvrement (SJ de S par des ouverts affines ayant la propriété que pour tout a,
r(S^, ^(X)) est une algèbre entière (resp. entière et de type fini) sur F(S^, ^g). Une
^g-Algèbre quasi-cohérente ayant cette propriété est dite entière (resp. finie) sur ^g. Se
donner un préschéma entier (resp. fini) au-dessus de S revient donc (1.3.1) à se donner
une ^g-Algèbre quasi-cohérente entière (resp. finie) sur fl^g. On notera qu'une ^g-Algèbre
quasi-cohérente S8 est finie si et seulement si c'est un 0^-Module de type fini (I, 1.3.9);
il revient au même de dire que SS est une fi^-Algèbre entière et de type fini, car une algèbre
entière et de type fini sur un anneau A est un A-module de type fini.

Proposition (6.1.3). — Soit S un préschéma localement noethérien. Pour qu'un préschéma X
affine au-dessus de S soit fini au-dessus de S, il faut et il suffit que la 0 ̂ -Algèbre ja^(X) soit cohérente,

Compte tenu de la remarque précédente, cela revient à remarquer que si S est
localement noethérien, les ^g-Modules quasi-cohérents de type fini ne sont autres que
les (Pg-Modules cohérents (I, 1.5.1).

Proposition (6.1.4). — Soient X un préschéma entier (resp. fini) au-dessus de S, f: X->S
le morphisme structural. Alors, pour tout ouvert affine U cS, d^ anneau A,/" !̂!) est un schéma affine
dont l''anneau B est une algèbre entière (resp. finie) sur A.
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Nous démontrerons d'abord le lemme suivant :
Lemme ( 6 .1 .4 .1 ) . — Soient A un anneau, M un A-module, (&)i^-<^ un système fini

d'éléments de A tels que les D(̂ .) (i^i^m) recouvrent Spec(A). Si, pour tout i, M . est un
Ag-module de type fini, alors M est un A-module de type fini.

On peut en effet supposer que Mg. admet un système de générateurs fini (mJg^)
avec m^eM, n étant le même pour tous les indices i. Montrons que les m, forment un
système de générateurs de M. Soit M'le sous-A-module de M engendré par ces éléments,
et soit m un élément de M. Par hypothèse, pour chaque i, il existe des a^-eA et un
entier^ (indépendant de i) tels que, dans M^, m/i =('^a^m^\/gp,', cela entraîne qu'il
existe un entier r ^ p tel que, pour tout i, on ait g^meM'. Or, comme les D(^)==D(^)
recouvrent Spec(A), l'idéal de A engendré par les g', est égal à A, autrement dit il existe
des éléments a^A tels que 2û^=i; par suite 77z=(2fl^meM', d'où le lemme.

i \ i /
Cela étant, on sait déjà (1.3.2) que/'^U) est affine. Si y est l'homomorphisme

A—^B correspondant à/, il existe un recouvrement fini de U par des ouverts D(^) (&eA)
tels que, si ^== 9(^)5 B^,. soit une algèbre entière (resp. entière finie) sur A .
En effet, il y a un recouvrement de U par des ouverts affines V^cU tels que si
A^==A(VJ, B^=A(f~l(y^)) soit une algèbre entière (resp. finie) sur A,. Tout xeU
appartient à un V^, donc il existe geA tel que xeDÇg) cV^; si g^ est l'image de g dans A^,
on a A(D(g)) ==Ag== (AJ^; soit h==^{g), et soit ^ l'image de ̂  dans B^; on a

A(D(A))=B,==(BJ^

et comme B^ est entière (resp. finie) sur A^, (BJ^ est entière (resp. finie) sur (AJ^ . Il
suffit maintenant d'utiliser le fait que U est quasi-compact pour obtenir le recouvrement
cherché.

Si on suppose d'abord que les B^. sont entières finies sur les Ag., comme, en tant
que A^-module, B^. s'écrit aussi Kg., le lemme (6.1.4.1) montre que dans ce cas B est
un A-module de type fini.

Supposons seulement maintenant chaque B^. entière sur A ; soit èeB, et soit C
la sous-A-algèbre de B engendrée par b. Pour tout i, C^. est l'algèbre sur Ag. engendrée
par é/i dans B^.; il résulte de l'hypothèse que chaque C^. est un Ag -module de type fini,
donc (6.1.4.1) C est un A-module de type fini, ce qui prouve que B est entière sur A.

Proposition (6.1.5). — (i) Une immersion fermée est finie (et a fortiori entière).
(ii) Le composé de deux morphismes finis (resp. entiers) est fini (resp. entier).
(iii) Si /:X-^Y est un S-morphisme fini (resp. entier) f^^ : X/g^-^Y/g^ est fini

(resp. entier) pour toute extension S'->S de la base.
(iv) Si f: X->Y et g : X'->Y' sont deux S-morphismes finis (resp. entiers), il en est

de même de fx^g : XXgY-^X'XgY7.
(v) Si f : X-^Y et g : Y-^-Z sont deux morphismes tels que gof soit fini (resp. entier)

et g séparé, alors f est fini (resp. entier).
(vi) Si f : X->-Y est un morphismefini (resp. entier), il en est de même def^.
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En vertu de (I, 5.5.12), il suffit de démontrer (i), (ii) et (iii). Pour prouver
qu'une immersion fermée X->S est finie, on peut se borner au cas où S==Spec(A),
et tout revient alors à remarquer qu'un anneau quotient A/3 est un A-module monogène.
Pour prouver que le composé de deux morphismes finis (resp. entiers) X->Y, Y—^Z est
fini (resp. entier), on peut encore supposer Z (et par suite X, Y (1.3.4)) affines, et alors
l'assertion équivaut à dire que si B est une A-algèbre finie (resp. entière) et G une
B-algèbre finie (resp. entière), alors G est une A-algèbre finie (resp. entière), ce qui est
immédiat. Enfin, pour démontrer (iii), on peut se borner au cas où S==Y, puisque
X(g/) s'identifie à XXyY^ (I, 3.3.11); on peut en outre supposer que S==Spec(A),
S'==Spec(A') ; alors X est affine d'anneau B (1.3.4), X^ affine d'anneau A'®^B,
et il suffit de remarquer que si B est une A-algèbre finie (resp. entière), A'®^ est une
A'-algèbre finie (resp. entière).

Notons aussi que si X et Y sont deux S-préschémas qui sont finis (resp. entiers)
au-dessus de S, leur somme XuY est un préschéma fini (resp. entier) au-dessus de S,
car cela revient à voir que si B et G sont deux A-algèbres finies (resp. entières) sur A,
il en est de même de B x G.

Corollaire (6.1.6). — Si X est un préschéma entier (resp. fini) au-dessus de S, alors.,
pour tout ouvert UcS, f~l(U) est entier Çresp. fini) au-dessus de U.

C'est un cas particulier de (6.1.5, (iii)).
Corollaire (6.1.7). — Soit y\* X->Y un morphisme fini. Alors, pour tout J^Y, la

fibre f~l(Jy) est un schéma algébrique fini sur k{jy), et a fortiori son espace sous-jacent est discret
et fini.

En effet, en tant que k{y) -préschéma, f"1^') est identifié à XXySpec(/e(^))
(I, 3.6.1), qui est fini au-dessus de Spec(kÇjy)) (6.1.5, (iii)) ; c'est donc un schéma affine
dont l'anneau est une algèbre de rang fini sur k{jy) (6.1.4). La proposition résulte alors
de (I, 6.4.4).

Corollaire (6.1.8). — Soient X, S deux préschémas intègres, j : X->S un morphisme
dominant. Si f est entier (resp. fini), le corps R(X) des jonctions rationnelles sur X est algébrique
(resp. algébrique de degré fini) sur le corps R(S) des fonctions rationnelles sur S.

En effet, soit s le point générique de S; le k(s) -préschéma f '~l(s) est entier (resp.
fini) au-dessus de Spec(k(s)) (6.1.5, (iii)), et contient par hypothèse le point générique x
de X; l'anneau local de x dans/""1^) étant égal à k(x) (I, 3.6.5) est un anneau local
d'une algèbre entière (resp. finie) sur k(s) (6. i .4)3 d'où le corollaire.

Remarque (6.1.9). — L'hypothèse que g est séparé est essentielle pour la validité
de (6.1.5, (v)) : en effet, si Y n'est pas séparé sur Z, l'identité iy est le morphisme

AY î\
composé Y->YXzY->Y, mais Ay n'est pas un morphisme entier, comme il résulte
de (6.1.10) :

Proposition (6.1.10). — Tout morphisme entier est universellement fermé.
Soit f : X-^Y un morphisme entier; en vertu de (6.1.5, (iii)), il suffit de montrer

que f est fermé. Soit Z une partie fermée de X; il existe un sous-préschéma de X ayant
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pour espace sous-jacent Z (I, 5.2.1) , et il résulte donc de (6.1.5, (i) et (ii)) qu'on peut
se borner à prouver que/(X) est fermé dans Y. En vertu de (6.1.5, (vi)), on peut supposer
X et Y réduits; en outre, si T est le sous-préschéma fermé réduit de Y ayant pour espace
sous-jacent/(X) (I, 5 .2 . i ) , on sait que/se factorise en X->T—^Y, oùj est le morphisme
d'injection (1, 5.2.2) , et commet est séparé (I, 5.5.1, (i)), il résulte de (6.1.5, (v))
que g est un morphisme entier. On peut donc supposer que /(X) est dense dans Y.
Enfin, la question étant locale sur Y, on peut se borner au cas où Y=Spec(A). Alors
X==Spec(B), où B est une A-algèbre entière sur A (6.1.4); en outre A est réduit
(I, 5.1.4) et l'hypothèse que y(X) est dense dans Y entraîne que l'homomorphisme
<p : A->B correspondant à/ est injectif (I, 1.2.7). Dire que dans ces conditions f(X) ==Y
signifie que tout idéal premier de A est la trace sur A d'un idéal premier de B, ce qui n'est
autre que le premier théorème de Cohen-Seidenberg ([13], t. I, p. 257, th. 3).

Corollaire (6. i. n). — Tout morphisme fini f : X->Y est projectif.
En effet, comme/est affine, (9^ est un ^x-Module très ample relativement af (5 .1 .2) ;

en outre f (^x) est un ff^-^-odule quasi-cohérent de type fini (6 .1 .2) ; enfin y est séparé,
de type fini et universellement fermé (6.1.10), et on est donc dans les conditions
d'applications du critère (5.5.4, (i)).

Proposition (6 .1 .12) . — Soient f: X'->X un morphisme fini, et soit ^==f^x') {clul

est une (9 ̂ Algèbre quasi-cohérente et un (0 ̂ -Module de type fini). Soit y un 0^,-Module quasi-
cohérent; pour que y soit localement libre, de rang r, il faut et il suffit quef^y^) soit un SS-Module
localement libre de rang r.

Il est clair que si f^V) U est isomorphe à ^' U (U ouvert de X), Y \f~~\V)
est isomorphe à ^x'I/'^U) (1.4.2). Inversement, supposons que y soit localement
libre de rang r et montrons que^^') est localement isomorphe à ^ en tant que
^-Module. Soit x un point de X; lorsque U parcourt un système fondamental de
voisinages affines de x, f~l(V) parcourt un système fondamental de voisinages affines
(1.2.5) de l'ensemble fini/"1^), puisque / est fermé (6.1.10). La proposition résulte
alors du lemme suivant :

Lemme (6. i. iss. i). — Soient Y un préschéma, ë un 0^-Module localement libre de rang r,
Z une partie finie de Y contenue dans un ouvert affine V. 77 existe alors un voisinage UcV de Z
tel que ê \ U soit isomorphe à (9^ \ U.

On peut évidemment supposer Y affine; pour tout ^eZ, il existe dans l'adhé-
rence {^} au moins un point fermé ^ (0, 2 .1 .3) ; si Z' est l'ensemble des ^', tout
voisinage de Z' est un voisinage de Z, et on peut donc supposer Z fermé dans Y et
discret. Considérons le sous-préschéma fermé réduit de Y ayant Z pour espace sous-
jacent (I, 5.2.1) e t so i t j :Z->Y l'injection canonique; f{S) =^®y^ est localement
libre de rang r sur le schéma discret Z, et par suite est isomorphe à fi^; autrement dit
il existe r sections s^ (i^'^r) de <?®y^z au-dessus de Z telles que l'homomorphisme
^z-^^®Y^z défini par ces sections soit bijectif. Mais Y=Spec(A) est affine, Z est

/^^/
défini par un idéal 3 de A et on a <?=M, où M est un A-module; les ^ sont des éléments
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de M®^{Aiy) et sont donc images de r éléments ^eM==r(Y, <?). Pour tout ^eZ
il y a alors un voisinage V, de ̂  tel que les restrictions des t^ à V .̂ définissent un isomor-
phisme ^y I V—> ë \ V. (0, 5.5.4) ; le voisinage U réunion des V, répond donc à la question.

Proposition (6.1.13). — Soient g : X'-^X un morphisme entier de préschémas, Y un préschéma
normal localement intègre, f une application rationnelle de Y dans X' telle que gofsoit une application
rationnelle partout définie (I, 7 . 2 . 1 ) ; alors f est partout définie.

Si /i et /g sont deux morphismes (d'ouverts denses de Y dans X') de la classe /,
il est clair que gof^ et gof^ sont des morphismes équivalents, ce qui justifie la notation gof
pour leur classe d'équivalence. On rappelle aussi que lorsqu'on suppose en outre que Y
est localement noethérien, l'hypothèse que Y est normal entraîne déjà que Y est localement
intègre (I, 6.1.13).

Pour démontrer (6.1.13)3 notons d'abord que la question est locale sur Y et on
peut par suite supposer qu'il existe dans la classe de gof^m morphisme h : Y->X. Consi-
dérons l'image réciproque Y' = X^ = X(Y), et notons que le morphisme g ' =^(Y) ^ Y'->Y
est entier (6.1.5, (iii)). Vu la correspondance entre applications rationnelles de Y dans X'
et Y-sections rationnelles de Y' (I, 7.1.2), on voit qu'on est ramené à prouver le cas
particulier de (6.1.13) où X=Y, autrement dit le

Corollaire (6.1.14). — Soient X un préschéma normal localement intègre, g : X'-^X
un morphisme entier, f une ^.-section rationnelle de X'. Alors f est partout définie.

La question étant locale sur X, on peut supposer X intègre, et / s'identifie alors
à un morphisme d'un ouvert U de X dans X' (I, 7 .2 .2) qui est une U-section de ^"^(U).
Comme g est séparé,/est une immersion fermée de U dans g~l{V) (I, 5.4.6); soit Z le
sous-préschéma fermé de ^(U) associé à/ (I, 4.2.1), qui est isomorphe à U, donc
intègre; soit X^ le sous-préschéma réduit de X' ayant pour espace sous-jacent l'adhé-
rence Z de Z dans X' (I, 5.2.1); Z est alors un sous-préschéma induit sur un ouvert
de Xi (I, 5.2.3) et comme il est irréductible, il en est de même de X^, qui est par suite
intègre. Le morphisme/peut alors être considéré comme une X-section rationnelle de X^;
comme la restriction de g à X^ est un morphisme entier (6.1.5, (i) et (ii)), on est finalement
ramené à prouver (6.1.14) dans le cas particulier où X'^X^, autrement dit, le

Corollaire (6.1.15). — Soient X un préschéma intègre normal, X' un préschéma intègre,
g : X' -^X un morphisme entier. S'il existe une ̂ .-section rationnelle/de X', g est un isomorphisme.

La question étant locale sur X, on peut supposer X affine d'anneau intègre A,
et alors X' est affine d'anneau A' entier sur A (6. i .4) et intègre; en outre, le raisonnement
de (6.1.14) montre qu'il y a un ouvert dense dans X isomorphe à un ouvert dense
de X", donc A et A' ont même corps de fractions. D'autre part, en vertu de (I, 8.2. i . i)
et de l'hypothèse que les 0^ sont intégralement clos, l'anneau A est intégralement clos,
donc A'=A, ce qui achève la démonstration de (6.1.13).

6.2. Morphismes quasi-finis.
Proposition (6.2.1). — Soient f: X->-Y un morphisme localement de typefiniy x un point

de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :
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a) Le point x est isolé dans sa fibre /"^/(^O).
b) U anneau Oy, est un G) ̂ -module quasi-fini (0, 7.4.1).
La question étant évidemment locale sur X et sur Y, on peut supposer X = Spec(A)

et Y=Spec(B) affines, A étant une B-algèbre de type fini (I, 6.3.3). En outre, on
peut remplacer X par XXySpec^) sans changer la fibre f~\f(x)) ni l'anneau
local ^ (I, 3.6.5); on peut donc supposer que B est un anneau local (égal à ^^);
si n est l'idéal maximal de B,/-^/^)) est alors un schéma affine d'anneau A/nA, de
type fini sur k(f{x)) ==B/n (I, 6.4.11). Cela étant, si a) est vérifiée, on peut en outre
supposer qwf^ÇfÇx) ) est réduite au point x ; donc A/nA est de rang fini sur B/n (I, 6.4.4),
autrement dit A est un B-module quasi-fini. Inversement, s'il en est ainsi, /"^/(-v)) est
un schéma affine artinien, donc discret (I, 6.4.4); par suite x est isolé dans sa fibre,
et cela montre que b) entraîne a).

Corollaire (6.2.2). — Soit f: X->Y un morphisme de type fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Tout point xeX. est isolé dans sa fibre f^ÇfÇx)) (autrement dit le sous-espace
f~\f{x)) est discret).

b) Pour tout xeX, le préschéma /-'l(/(^)) est un k{f(x))-préschéma fini.
c) Pour tout xeX, l'anneau (9^ est un 0 ̂ -module quasi-fini.

L'équivalence de a) et c) résulte de (6.2.1). D'autre part, comme f"1^^)) est
un k (f(x)) -préschéma algébrique (I, 6.4.11), l'équivalence de a) et b) résulte de
(1,6.4.4).

Définition (6.2.3). — Lorsque f: X->Y est un morphisme de type fini vérifiant les
conditions équivalentes de (6.2.2)3 on dit que f est quasi-fini, ou que X est quasi-fini sur Y.

Il est clair que tout morphisme fini est quasi-fini (6.1.8).
Proposition (6.2.4). — (i) Une immersion X->Y, qui est fermée, ou telle que X soit

noethérien, est un morphisme quasi-fini.
(ii) Si f : X—^Y et g : Y->Z sont des morphismes quasi-finis, gofest quasi-fini.
(iii) Si X et Y sont des S-préschémas, f : X->Y un S-morphisme quasi-fini, alors

/(g/) : X(S.)-^Y(S^ est quasi-fini pour toute extension g : S'->S de la base.
(iv) Si j : X->Y et g : X'-^Y' sont deux ^-morphismes quasi-finis,

/Xs^XXgY^X'XgY'

est quasi-fini.
(v) Soient f : X—^Y et g : Y-^Z deux morphismes tels que gof soit quasi-fini; alors,

si en outre g est séparé, ou X noethérien, ou X X zY localement noethérien, f est quasi-fini.
(vi) Si f est quasi-fini, il en est de même de f^.
Si / : X->Y est une immersion, toute fibre est réduite à un point, et l'assertion (i)

résulte donc de (I, 6.3.4 (i) et 6.3.5). Pour prouver (ii), on remarque d'abord que
^==^°/ est de type fini (I, 6.3.4 (ii)); en outre, si ^=h{x) et jy=f(x), y est isolé dans
^-l(^), donc il existe un voisinage ouvert V de y dans Y ne rencontrant aucun point
de g~1^) distinct de^;/"1^) est donc un voisinage ouvert de x ne rencontrant aucun

115



n6 A . G R O T H E N D I E C K Chap. II

des/"1^), où y ' ^¥y est dans g~l(^), comme x est isolé dans/"^ y), il est isolé dans
A"1^) ==:f~l{g~l{€)}- Pour prouver (iii), on peut se limiter au cas où Y==S (I, 3.3. n) ;
on remarque encore que tout d'abord /'==/^ est de type fini (I, 6.3.4, (iii));
d'autre part, si x'eX'^X^ et si on pose y'=f ( x ' ) et jy==g(y), f"1^) s'identifie à
V"1^)®^^^') (I, 3.6.5); comme/" ̂  est de rang fini sur k{y} parhypothèse,/'"-1^)
est de rang fini sur k{y), donc discret. Les assertions (iv), (v), (vi) se déduisent de (i),
(ii), (iii) par la méthode générale (I, 5.5.12), sauf lorsque les hypothèses dans (v) sont
autres que l'hypothèse « g séparé »; pour traiter ce cas, on remarque d'abord que si x
est isolé dans f~l(g~l{g{f{x)))), il l'est a fortiori dans /"^/(«y)) ; le fait que/ est de type
fini résulte alors de (I, 6.3.6).

Proposition (6.2.5). — Soient A un anneau local noethérien complet, X un A-schéma
localement de type fini, x un point de X au-dessus du point fermé y de Y=Spec(A), et supposons
x isolé dans sa fibre f~1\y) (/ étant le morphisme structural X-^Y). Alors ^ est un A-module
de type fini et X est ^[-isomorphe à la somme (I, 3 . 1 ) de X'^Spec^) (qui est un Y'-schéma
fini) et d^un A-schéma X".

Il résulte de (6.2.1) que (9^ est un A-module quasi-fini. Comme ^ est noethérien
(I, 6.3.7) et l'homomorphisme A—^0^ local, l'hypothèse que A est complet entraîne
que 6^ est un A-module de type fini (0, 7.4.3). Soit X'==Spec((5J le schéma local de X
au point x (I, 2.4. i), et soit g : X'->X le morphisme canonique. Comme le composé
X'->X-»Y est fini (6.1.1) et que/est séparé, g est fini (6.1.5, (v)), donc ^(X') est
fermé dans X (6. i . 10) ; d'autre part, comme g est de type fini, g est un isomorphisme
local au point fermé x ' de X' en vertu de la définition de g et de (I, 6.5.4) ; mais comme
X' est le seul voisinage ouvert de x ' , cela signifie que g est une immersion ouverte, donc
^(X') est aussi ouvert dans X, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (6.2.6). — Soient A un anneau local noethérien complet, Y==Spec(A),
/: X->Y un morphisme séparé et quasi-fini. Alors X est Y'-isomorphe à une somme X'uX",
où X' est un Y'-schéma fini et X" un Y'-schéma quasi-fini tel que, si y est le point Jermé de Y,
x-ny-^^o.

En effet, la fibre f"1^) est finie et discrète par hypothèse, et le corollaire résulte
donc, par récurrence sur le nombre de points de cette fibre, de (6.2.5).

Remarque (6.2.7). — Au chapitre V, nous verrons que si Y est localement noethérien,
un morphisme quasi-fini séparé X->Y est nécessairement quasi-affine.

6.3. Fermeture intégrale d'un préschéma.

Proposition (6.3.1). — Soient (X, ^/) un espace annelé, SS une ^/-Algèbre (commutative),
f une section de SS au-dessus de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Le sous-^/-Module de SS engendré par les /n pour n ̂  o (0, 5 . 1 . 1 ) est de type fini.
b) II existe une sous-s/-Algèbre V de 3Ï, qui est un ^-Module de type fini, telle que

/^(X,^).
c) Pour tout xe'K, / est entier sur la fibre ̂ .

116



§ 6 ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 117

Comme le sous-ja^-Module de SS engendré par les /n est une j^-Algèbre, il est
clair que a) entraîne b). D'autre part, b) implique que pour tout xeX, le ^-module ̂
est de type fini, ce qui entraîne que tout élément de l'algèbre ̂  et en particulier^, est
entier sur ̂ . Enfin, si pour un ^eX, on a une relation de la forme

/:+(^)Jrl+...+(^=o
les a, (i^i^n) étant des sections de ^ au-dessus d'un voisinage ouvert U de x, la
section /n |U+â rl./n- l |U4-. . • + ^ n est nulle au-dessus d'un voisinage VcU de x,
d'où résulte aussitôt que tous les /^[V (k^o) sont combinaisons linéaires à coefficients
dans r(V, J^) des/^V pour o^j^n—i; on en conclut que c ) entraîne a).

Lorsque les conditions équivalentes de (6.3.1) sont remplies on dit que la section y
est entière sur ja^.

Corollaire (6.3.2). — Sous les hypothèses de ( 6 .3 .1 )3 il existe un sous-s^-Module
(unique) s/' de SS tel que pour tout ^eX, ̂  soit ? ensemble des germes f^SS^ qui sont entiers
sur ̂ . Pour tout ouvert UcX, les sections de ^' au-dessus de U sont les sections fer(U, SS)
qui sont entières sur ^ \ U.

L'existence de ^ ' est immédiate, en prenant pour r(U, ^/f) l'ensemble des
yer(U, âS) tels que^ soit entier sur ̂  pour tout xeV. La seconde assertion résulte
aussitôt de (6.3.1).

Il est clair que ^ ' est une sous-j^-Algèbre de SS\ on dit que c'est la jermeture
intégrale de ^ dans SS.

(6.3.3) Soient (X, ̂ \ (Y, SS} deux espaces annelés,

^=(^,6) :X-^Y

un morphisme. Soit ^ (resp. Q) une e^-Algèbre (resp. une ^-Algèbre) et soit

u : Q-^V

un ^-morphisme (0, 4.4.1). Alors, si < ^ ' (resp. ë8'} est la fermeture intégrale de ^
(resp. SS) dans ^(resp. 3)\ la restriction de u à S S ' est un ^-morphisme

u' : S S ' - ^ ^ ' .

En effet, sij est l'injection canonique S S ' ->2^ il suffit de montrer que

V-^og(j) :g^)^

applique g ( S S ' } dans j^'. Or, un élément de {g^SS'^^SS^®^ ^x est entier sur ̂
par définition de SS\ donc il en est de même de son image par z^, ce qui établit notre
assertion.

Proposition (6.3.4). — Soient X un préschéma, ^/ une 0^-Algèbre quasi-cohérente. La
fermeture intégrale 0'-^ de 0^ dans se est alors une 0^-Algèbre quasi-cohérente^ et pour tout ouvert
affine U de X, F(U, ^x) est la fermeture intégrale de F(U, ^x) dans ^^^ ^)-

/"»»^
On peut se borner au cas où X==Spec(B) est affine et J^=A, A étant une
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B-algèbre; soit B' la fermeture intégrale de B dans A. Tout revient à voir que pour
tout ^eX, un élément de A^y entier sur B^, appartient nécessairement à B^, ce qui résulte
du fait que, pour un anneau commutatif C, les opérations de fermeture intégrale dans
une Ç-algèbre et de passage à un anneau de fractions (pour une partie multiplicative
de G) commutent ([13], t. I, p. 261 et 257).

Le X-schéma X^Spec^x) est alors appelé la fermeture intégrale de X relativement
à ^ (ou relativement à Spec(J2/)); il est clair que X' est entier sur X (6.1.2).

On déduit aussitôt de (6.3.4) que si /: X'->X est le morphisme structural, alors,
pour tout ouvert U de X./'^U) est ^fermeture intégrale du préschéma induit par X sur U,
relativement à j^|U.

(6.3.5) Soient X, Y deux préschémas, /: X->Y un morphisme, ^ (resp. SS)
une (P^-Algébre (resp. une 0^-Algèbre) quasi-cohérente, et soit u : SS->^ un^-morphisme.
On a vu (6.3.3) qu'on en déduit un ̂ -morphisme u' : ^Y~^X5 ou ^x (^sp. S'y) est la
fermeture intégrale de <?x (resp. ^y) dans ^ (resp. S9). Par suite, si X7 (resp. Y') est la
fermeture intégrale de X (resp. Y) relativement à ̂  (resp. ̂ ), on déduit canoniquement
de u un morphisme /'==Spec(z/') : X'—^Y' (1.5.6) rendant commutatif le diagramme

X' -^ Y'

(6.3.5.1) \ \
X -^ Y

(6.3.6) Supposons que X n'ait qu'un nombre fini de composantes irréductibles
X, ( i^î^r) , de points génériques Ç^, et considérons en particulier la fermeture intégrale
de X relativement à une âS{'X)-Algèbre ^ quasi-cohérente (en tant que 0^-Algèbre ou
en tant que ^(X)-Algèbre, ce qui revient au même). On sait (I, 7.3.5) que s/ est
composée directe de r ^x'^lgèbres quasi-cohérentes ̂ , le support de ̂  étant contenu
dans X^, et le faisceau induit par .̂ sur X^ étant un faisceau simple dont la fibre A^
est une algèbre sur 0^.. Il est clair alors (6.3.4) que la fermeture intégrale 0^ de 6x
dans ^ est composée directe des fermetures intégrales (9^ de 0^ dans chacune des ̂ , et
par suite la fermeture intégrale X' = Spec(^x) de X relativement à s/ est un X-schéma
somme des Spec(^) ==X,' (i ^ i^r).

Supposons en outre que la (P^-Algebre ^ soit réduite^ ou, ce qui revient au même,
que chacune des algèbres A^ soit réduite, et puisse par suite être considérée comme une
algèbre sur le corps fe(Çj (égal au corps des fonctions rationnelles du sous-préschéma
réduit de X ayant X -̂ pour espace sous-jacent) ; alors (1.3.8) chacun des X^ est un
X-schéma réduit et X' est aussi la fermeture intégrale de X^a. Supposons de plus que
chacune des algèbres A^ soit composée directe d'un nombre fini de corps K^ (i ̂ j'^ ^.) ; si jf^
est la sous-Algèbre de ̂  correspondant à K^, il est clair que (B^ est composée directe
des fermetures intégrales Q^ de fi?x dans chacune des Jf^.. Par suite, X '̂ est alors somme
des X-schémas X^^Spec^x^) (^J^^). En outre, sous ces hypothèses et avec ces
notations :
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Proposition (6.3.7). — Chacun des X .̂ est un V^préschéma intègre et normal, \et son corps
des fonctions rationnelles R(X-) s') identifie canoniquement à la fermeture algébrique K- de fc(^)
dans K .̂

En vertu de ce qui précède, on peut supposer X intègre, donc r== i , et ^=1,
de sorte que l'unique algèbre A^ est un corps K; soit Ç le point générique de X, et soit
f: X'->X le morphisme structural. Pour tout ouvert affine non vide U de 'K, f~l(V)
s'identifie au spectre de la fermeture intégrale By dans le corps K de l'anneau intègre
By==r(Y, 0^) (6.3.4); comme l'anneau By est intègre et intégralement clos, il en est
de même des anneaux locaux des points de son spectre, donc/'^U) est par définition un
schéma intègre et normal ((0, 4.1.4) et (I, 5.1.4)). En outre, comme (o) est le seul idéal
premier de By au-dessus de l'idéal premier (o) de B^ ([13], t. I, p. 259) .y"1^) se réduit
à un seul point Ç', et fe(Ç') est le corps des fractions K/ de By, qui n'est autre que la
fermeture algébrique de fe(Ç) dans K. Enfin, X' est irréductible, car lorsque U parcourt
l'ensemble des ouverts affines non vides de X, lesy'^U) constituent un recouvrement
ouvert de X' formé d'ouverts irréductibles ; en outre l'intersection y'^UnV) de deux de
ces ouverts contient Ç', donc n'est pas vide, et on conclut par (0, 2. i .4).

Corollaire (6.3.8). — Soit X un préschéma réduit n'ayant qu'un nombre fini de composantes
irréductibles X^ (i^î^r), et soit ^ le point générique de X^. La fermeture intégrale X' de X
relativement à <^(X) est somme de r Vi-schémas X^ qui sont intègres et normaux. Si f : X'-^X est
le morphisme structurale f~1^ se réduit au point générique Ç,' de X^ et on a fe(^)==fe(^),
autrement dit f est birationnel.

On dit dans ce cas que X' est le normalisé du préschéma réduit X; on notera que y,
étant birationnel et entier, est surjectif (6.1.10). Pour que l'on ait alors X' = X, il faut
et il suffit que X soit normal. Lorsque X est un préschéma intègre, il résulte de (6.3.8)
que son normalisé X7 est intègre.

(6.3.9) Soient X, Y deux préschémas intègres, f : X—»-Y un morphisme dominant,
L=R(X), K==R(Y) les corps des fonctions rationnelles de X et Y; il correspond cano-
niquement à f une injection K—-L, et lorsqu'on identifie K (resp. L) au faisceau
simple ^(Y) (resp. ^%(X)), cette injection est un y-morphisme. Soit K^ (resp. L^)
une extension de K (resp. L) et supposons donné un monomorphisme Ki->Li tel que
le diagramme

K,->L,

\ î
K —> L

soit commutatif; si K^ (resp. L^) est considéré comme faisceau simple sur Y (resp. X),
donc comme une Si (Y) -Algèbre (resp. une âêÇK) -Algèbre), cela signifie que K^-^Li
est uny-morphisme. Cela étant, si X' (resp. Y') est la fermeture intégrale de X (resp. Y)
relativement à L^ (resp. K^), X' (resp. Y') est un préschéma intègre et normal (6.3.6)
dont le corps des fonctions rationnelles s'identifie canoniquement à la fermeture algé-

119



120 A . G R O T H E N D I E C K Chap. II

brique L/ (resp. K/) de L (resp. K) dans L^ (resp. K^), et il existe un morphisme canonique
(nécessairement dominant) f : X'-^Y' rendant commutatif le diagramme (6.3.5.1).

Le cas le plus important est celui où on prend L^ == L, K^ étant donc une extension
de K contenue dans L, et où on suppose X intègre et normal, donc X'=X. Ce qui
précède montre alors que lorsque X est normal, et que Y' est la fermeture intégrale
de Y relative à un corps K^ cL == R(X), tout morphisme dominant y:X—^Y se factorise en

/.•X-^Y'^Y

où f est dominant; d'ailleurs, lorsque le monomorphisme K^-^L est donné, /' est
nécessairement unique, comme on le voit en se ramenant au cas où X et Y sont affines.
On voit donc que pour la donnée de Y, L et d'un K-monomorphisme K.i->L, la fermeture
intégrale Y' de Y relativement à K^ est solution d''un problème universel.

Remarque (6.3.10). — Reprenons les hypothèses de (6.3.6), en supposant de plus
que chacune des algèbres A^ soit de rang fini sur /e(^) (ce qui entraîne que A .̂ est composée
directe d'un nombre fini de corps) ; on peut affirmer dans certains cas que le morphisme
structural X'—»-X est non seulement entier, mais même fini. Bornons-nous au cas où X
est réduit; la question étant locale sur X, on peut en outre supposer que X est affine
d'anneau C, et que C n'a qu'un nombre fini d'idéaux minimaux p^ (i ^ î^r ) tels que les
G^==C/p^ soient intègres; X" sera alors fini sur X si la fermeture intégrale de chaque C^
dans toute extension de degré fini de son corps des fractions est un G-module de type fini
(6.3.4). On sait que cette condition est toujours vérifiée lorsque G est une algèbre de type
fini sur un corps ([13], t. I, p. 267, th. 9), ou sur Z [9, I, p. 93, th. 3], ou sur un anneau local
noethérien complet ([25], p. 298). On en conclut que X'-»X sera un morphisme fini lorsque X
est un schéma de type fini sur un corps, ou sur Z, ou sur un anneau local noethérien complet.

6.4. Déterminant d'un endomorphisme de 6^-Module.

(6.4.1) Soient A un anneau (commutatif), E un A-module libre de rang n, u un
endomorphisme de E ; rappelons que pour définir le polynôme caractéristique de u, on consi-
dère l'endomorphisme u® i du A[T]-module libre de rang n, E®^A[T] (T indéterminée),
et on pose

(6.4.1.1) P(^,T)=det(T.J--^®i))

(7 automorphisme identique de E®^A[T]). On a

(6.4.1.2) P(^T)=Tn-^(^Tn- l+...+(-I)n^M

où a^(u) est un élément de A, égal à un polynôme homogène de degré i (à coefficients
entiers) par rapport aux éléments de la matrice de u relative à une base quelconque de E ;
on dit que les a^Çu) sont les fonctions symétriques élémentaires de M, et on a en particulier
a-^(u) =Tr u et (T^(^) =det M. Rappelons qu'en vertu du th. de Hamilton-Cayley, on a

(6.4.1.3) P(^, u) =^-^(^)^-i+ ...+(- i)'̂ ) -o
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ce qui s'écrit aussi

(6.4-I-4) . / .(det u). IE == uQJ^u)

(IE automorphisme identique de E), avec
(6.4.1.5) Q^) =(„ i)^(^-i-^)^- ...+(-i)-^_^)).

Soit 9 : A->B un homomorphisme d'anneaux, faisant de B une A-algèbre;
considérons le B-module E^=E®^B qui est libre de rang n, et l'extension u®ï de u à
un endomorphisme de E^; il est immédiat que l'on a o^0i) ==(p(c^(z/)) pour tout indice i.

(6.4.2) Supposons maintenant que A soit un anneau intègre, de corps des frac-
tions K, et E un A-module de type fini (mais non nécessairement libre). Soit n le rang de E,
c'est-à-dire le rang du K-module libre E®^K; à tout endomorphisme u de E correspond
canoniquement l'endomorphisme u0i de E®^K; par abus de langage, on appelle
encore polynôme caractéristique de u et on note P(z/, T) le polynôme P(^®i, T), dont les
coefficients c^.(^(x)i) (qui appartiennent à K) seront encore notés c^(z/) et appelés les fonc-
tions symétriques élémentaires de u, en particulier det ^==det(î/(x)i) par définition. Avec ces
notations, les formules (6.4.1.3) à (6.4.1.5) ont un sens et sont encore valables, lorsque
l'on interprète u1 comme l'homomorphisme E->E®^K composé de l'endomorphisme
u1®! == (u®iy de E®^K et de l'homomorphisme canonique x—^x®i.

Si F est le sous-module de torsion de E, et si E()=E/F, on a u(F) cF, donc, par
passage aux quotients, u donne un endomorphisme UQ de E(); en outre E®^K s'identifie
à E()®^K et u®î à UQ®Î, donc a^(u) ==G^UQ) pour i^i^n.

Lorsque E est sans torsion, E s'identifie canoniquement à un sous-A-module de
E®^K, et la relation u®i ==o est équivalente à u==o. Lorsque E est un A-module libre,
les deux définitions des a^(u) données dans (6.4.1) et (6.4.2) coïncident d'après ce qui
précède, ce qui justifie les notations adoptées.

On notera aussi que lorsque E est un module de torsion, autrement dit Eo==^o},
l'algèbre extérieure de E() est réduite à K et le déterminant de l'unique endomorphisme UQ
de EQ est égal à i.

Proposition (6.4.3). — Soient A un anneau intègre, E un A-module de type fini, u un
endomorphisme de E; alors les fonctions symétriques élémentaires G^(u) de u (et en particulier det u)
sont des éléments de K entiers sur A.

Soit A' la clôture intégrale de A; comme A^T] est un anneau intégralement clos
([24], p. 99), c'est la clôture intégrale de A[T] dans son corps des fractions K(T).
Remplaçant u par T. 1—u®i et A par A[T], on voit qu'on est ramené à prouver que

n n n
det u est entier sur A. Si n est le rang de E, on a det u==det(/\u) et (Aî<)®i =A(^®i),
donc on peut supposer n==i. Mais alors l'application u—^det u est un homomorphisme
du A-module Hom^(E, E) dans K; comme E est de type fini, Hom^(E,E) est isomorphe à
un sous-module du A-module de type fini E^ (si E admet un système de n générateurs),
donc les éléments det u appartiennent à un sous-A-module de K de type fini, et sont par
suite entiers sur A.
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Corollaire (6.4.4). — Sous les hypothèses de (6.4.3), si on suppose en outre A normal,
les a^(u) (en particulier Tr u et det u) appartiennent à A.

Proposition (6.4.5). — Soient A un anneau intègre, E un A-module de type fini', de rang n,
u un endomorphisme de E tel que les a^u) appartiennent à A. Pour que u soit un automorphisme
de E, il est nécessaire que det u soit inversible dans A; cette condition est suffisante lorsque E
est sans torsion.

La condition est suffisante, car l'hypothèse et les formules (6.4.1.4) et (6.4.1.5)
(valables dans E, et non seulement dans E®^K, puisque E est sans torsion) prouvent
que (det u^^Q^u) est l'inverse de u.

La condition est nécessaire, car si u est inversible, il résulte de (6.4.3) que det {u~1)
appartient à la clôture intégrale A' de A dans son corps des fractions K et est évidemment
inverse de det u dans A. Notre assertion résulte alors du :

Lemme (6.4.5.1). — Soit A un sous-anneau d^un anneau A' tel que A' soit entier sur A.
Si un élément xeA est inversible dans A', il est aussi inversible dans A.

Dans le cas contraire, x appartiendrait à un idéal maximal m de A et il résulte du
premier th. de Cohen-Seidenberg ([13], t. I, p. 257, th. 3) qu'il y aurait un idéal maxi-
mal m' de A' tel que m==în'nA; on aurait donc xem', ce qui est absurde.

Corollaire (6.4.6). — Soient A un anneau intègre et intégralement clos, E un A-module
de type fini sans torsion, u un endomorphisme de E. Pour que u soit un automorphisme de E, il faut et
il suffit que det u soit inversible dans A.

Cela résulte de (6.4.4) et (6.4.5).
Remarque (6.4.7). — Nous aurons besoin plus loin d'une généralisation des

résultats précédents. Considérons un anneau noethérien réduit A; soient p^ (i^oc^r)
ses idéaux minimaux, K^ le corps des fractions de l'anneau intègre A/p^, K l'anneau
total des fractions de A, composé direct des corps K^. Soit E un A-module de type fini, et
supposons que E®^K soit un K-module libre de rang n (ce qui ici n'est plus conséquence
des autres hypothèses) $ il revient au même de dire que tous les K^-espaces vectoriels
E®^K^ == E^ ont même dimension n', si alors u est un endomorphisme de E, on pose encore
V{u, T)=P(zz0i,T) et Gy(u)==Gy(u®î), et en particulier det M=det (u®i) ; les Cy{u)
sont donc des éléments de K. Il est immédiat que E®^K est somme directe des E^ et
que ces derniers sont stables par u®î; la restriction de u®i à E^ n'est autre d'ailleurs
que l'extension u^ de u à ce K^-espace vectoriel; on en conclut que a^u) est l'élément de K
dont les composantes dans les K^ sont les <y,(^a). Comme la fermeture intégrale de A
dans K est composée directe des fermetures intégrales de A dans les K^, les a.{u) sont entiers
sur A.

Lemme (6.4.7.1). — La sous-A-algèbre de K engendrée par tous les éléments ^ (u) ( i ̂ j ̂  n)
lorsque u parcourt Hom (̂E, E), est un A-module de type fini.

Il suffit de démontrer que la sous-A[T]-algèbre de K[T] engendrée par les f{u, T)
est un A[T]-module de type fini, car si les F,(T) (i <î^ m) forment un système de géné-
rateurs de ce A[T]-module, les coefficients des F,(T) sont entiers sur A, donc engendrent
une A-algèbre qui est un A-module de type fini ([13], t. I, p. 255, th. i). On peut donc
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remplacer A par A[T] (qui est noethérien) et E par E®AA[T]=E' qui est tel que
E'®A[T]K[T] =E®^K[T] soit un K[T]-module libre de rang n. Revenant aux notations
initiales, on voit donc qu'il suffit de prouver que le A-module engendré par les éléments det u,
où u parcourt Hom^E, E), est de type fini; a fortiori (puisque tout sous-module d'un
A-module de type fini est de type fini) il suffit de prouver que lorsque v parcourt l'ensemble

n

des endomorphismes de AE, le A-module engendré par les det v est de type fini; autre-
ment dit, on est encore ramené au cas où n=i. Mais alors la proposition résulte de ce
que Hom^E, E) est un A-module de type fini et de ce que y->det v est un homo-
morphisme de ce A-module dans K.

Soit F le noyau de l'homomorphisme canonique E->E®^K et soit E(,=E/F;
on voit comme ci-dessus que E®^K s'identifie à E^K, que «(F)cF, et que si ̂  est
l'endomorphisme de E() déduit de u par passage aux quotients, u®i s'identifie à UQ®Ï,
et o,(M)==(T,(Mo) pour toutj. Si l'on a F=o, les formules (6.4. i .3) et (6.4. i .5) ont
un sens et sont valables lorsque E est identifié à un sous-module de E®^K et les u1 à
des homomorphismes E-^E®^; par suite, la prop. (6.4.5) s'étend aussi à ce cas, avec
sa démonstration.

(6.4.8) Soient (X, j^) un espace annelé, S un ^-Module localement libre (de
rang fini), u un endomorphisme de <f. Il y a par hypothèse une base <B de la topologie
de X telle que pour tout Ve®, <?|V soit isomorphe à ^"|V (pour un n pouvant
varier avec V). Soit u un endomorphisme de ^; pour tout Ve», «y est donc un endo-
morphisme du F(V, ^)-module F(V, S}, qui est libre par hypothèse; le déterminant
det My est donc défini et appartient à F(V, ̂ ). En outre, si ^, ..., <?„ forment une base
de r(V, <?), leurs restrictions à tout ouvert WcV forment une base de F(W, (?) sur
F(W, ^), donc det u^ est la restriction de det My à W. Il existe donc une section et une
seule de s/ au-dessus de X, que nous noterons det u et appellerons le déterminant de u,
telle que la restriction de det u à tout VeS soit det «y. Il est clair que pour tout xeX,
on a (det u), = det u, ; pour deux endomorphismes u, v de <?, on a

(6.4.8.1) det(yoo)==(dety)(deto)

ainsi que

(fi-é.S.a) det(^)=i^

et, si le rang de € est constant (ce qui sera le cas (0, 5.4. i) pour X connexe) et égal à n

(6.4.8.3) det(s.u)=sndetu

pour tout jer(X,j^) (on notera que det(o)=o^ si n>i , mais det(o) = i^ pour
n=o). En outre, pour que u soit un automorphisme de <f, il faut et il suffit que det u soit
inversible dans F(X, .s/).

Si le rang de S est constant, on peut définir de la même manière les fonctions
symétriques élémentaires CT.(M), qui sont des éléments de F(X,^); on a encore les
relations (6.4.1.3) à (6.4.1.5).
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On a ainsi défini un homomorphisme det : Hom^(^, <?)-^r(X, j^) de monoïdes
multiplicatifs; si on note que Hom^(<?, S} == F(X, ^om^{ê, <?)) par définition, on
voit qu'on peut dans cette définition remplacer X par un ouvert quelconque U de X,
ce qui définit immédiatement un homomorphisme det : ̂ om^{S, ë)->^/ de faisceaux
de monoïdes multiplicatifs. Lorsque ê a un rang constant, on définit de même des
homomorphismes o, : ̂ om^ê, <?)-^ de faisceaux d'ensembles; pour i=i, l'homo-
morphisme <r^==Tr est un homomorphisme de j^-Modules.

Soit (Y, 38} un second espace annelé, et soit /: (X, e^)->(Y, S§) un morphisme
d'espaces annelés; si ^ est un ^-Module localement libre, f\^) est un j^- Module
localement libre (qui a même rang que ^ si ce dernier est de rang constant) (0, 5.4.5).
Pour tout endomorphisme v de y, f\v) est un endomorphisme de/*^), et il résulte
aussitôt des définitions que detf*(v) est la section de ^=f\â§) au-dessus de X qui
correspond canoniquement à det ye:T(Y, ^). On peut encore dire que l'homomorphisme
/*(det) '.f\^om^y, jF)) ̂ fW =^ est le composé

f\^om^y, y)} Yft ̂ ^(/W,/W) ̂  ̂

(0, 4.4.6). On a des résultats analogues pour les o-^.
(6.4.9) Supposons maintenant que X soit un préschéma localement intègre, de sorte que le

faisceau ^(X) des fonctions rationnelles sur X est un faisceau de corps localement simple
(I, 7.3.4), quasi-cohérent en tant que (P^-Module. Si ê est un OyModvile quasi-cohérent
de type fini, € ' =S®^ç^) est alors un ^(X)-Module localement libre (I, 7.3.6);
pour tout endomorphisme u de S, u®i^^ est alors un endomorphisme de <^', et
det(z/®i) une section de ^(X) au-dessus de X, que l'on appelle encore déterminant de u
et que l'on note encore det u. Il résulte de (6.4.3) que det u est une section de la
fermeture intégrale de (9^ dans ^(X) (6.3.2); si en outre X est normal, det u est
donc une section de (9^ au-dessus de X, et si on suppose de plus que S est sans torsion, pour
que u soit un automorphisme de €, il faut et il suffit que det u soit inversible en vertu
de (6.4.6). Les formules (6.4.8. i ) à (6.4.8.3) sont encore valables ; de l'homomorphisme
u—detu, appliqué aux modules de sections de ^om^ê, ê\ on déduit un homo-
morphisme de faisceaux det : ̂ om^{ ê, <?)->^(X), qui prend ses valeurs dans ^
quand X est normal. On a des définitions et résultats analogues pour les autres fonctions
symétriques élémentaires Gy{u), lorsque ë ' est de rang constant, si de plus X est normal,
les a^(u) sont des sections de (9^ au-dessus de X.

Enfin, soient X, Y deux préschémas intègres, et soit /: X->Y un morphisme
dominant. On sait qu'il existe alors un homomorphisme canonique /*(^(Y))—^(X)
(I? 7 -3 - 8 (1))? ^où résulte, pour tout ffl^-Module quasi-cohérent de type fini y, un
homomorphisme canonique 6 :/*(^®^^(Y)) -^/*(^')®^(X). Si v est un endo-

(1) Voir Errata et Addenda, liste
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morphisme de ̂  /'(^I^Y)) est un endomorphisme de f\^'®^âê(Y)), et on a un
diagramme commutatif

/*(^®^(Y)) ̂  r(^-®.^(Y))

/W®<^(X)
ro®l

/W®<^(X)

On en conclut aisément que det/*^) est l'image canonique, par l'homomorphisme
/*(^(Y))-^^(X), de la section det v de ^(Y) ; on est en effet aussitôt ramené au cas où
X=Spec(A) et Y==Spec(B) sont affines, A et B étant des anneaux intègres de corps
de fractions respectifs K et L, Phomomorphisme B->A étant injectifet s'étendant donc

/"̂ .̂
en un monomorphisme L->K ; si y = M, où M est un B-module de type fini, le rang sur L
de M®gL est égal à celui de (M®^A)®^K sur K, et det((z/®i)®i) est l'image dans K
de det(z/®i) pour tout endomorphisme u de M, d'où la conclusion.

(6.4.10) Supposons enfin que X soit un préschéma localement noethérien réduite de sorte
que le faisceau ^(X) des fonctions rationnelles sur X est encore un ^"Module quasi-
cohérent (I, 7.3.4); soit d'autre part ë un 0^-Module cohérent tel que ê'-=ë®Q ^(X)
soit localement libre (de rang fini). En vertu de (6.4.7), si ê ' est de rang constant, on
peut, pour tout endomorphisme u de ê, définir les Cj(u), qui sont des sections de <^(X)
au-dessus de X. Lorsqu'on ne suppose plus € ' de rang constant, on peut encore définir
l'homomorphisme det : ̂ om^{ ê, <?) -.^(X).

6.5. Norme d'un faisceau inversible»

(6.5.1) Soit (X, ^/) un espace annelé et soit SS une ^-Algèbre (commutative).
Le j^-Module S8 s'identifie canoniquement à un sous-^-Module de Jfow^(<^, 8S\
une section f de SS au-dessus d'un ouvert U de X s'identifiant à la multiplication par
cette section. Si (X, ^/) et SS vérifient l'une des conditions énumérées dans (6.4.8)3
(6.4.9) ou (6.4.10), on peut donc définir det(/) (et dans certains cas les CT,C/)) qui sont
des sections de ^ ou de â?(X) au-dessus de U, que nous appellerons la norme def (resp.
les fonctions symétriques élémentaires def) et noterons N^/^(/). Nous allons supposer vérifiée
Yune des conditions suivantes :

(I) S8 est un ^-Module localement libre (de rang fini).
(II) (X, ja^) est un préschéma localement noethérien réduit, S8 est un ^-Module cohérent

tel que â?®^(X) soit un SÎ(X.)-Module localement libre, et pour toute section /er(U, Sa}
au-dessus d^un ouvert UcX, N^,/^(/) est une section de se au-dessus de U.
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On notera que cette dernière condition est automatiquement vérifiée lorsque le
préschéma localement noethérien X est normal (6.4.9).

D'autre part, l'hypothèse que ^?®^^(X) soit localement libre peut encore
s'exprimer de la façon suivante : désignons par X^ les sous-préschémas fermés réduits
de X ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X (I, 5.2.1),
qui sont donc des préschémas intègres localement noethériens. Tout ^eX appartient à
un nombre fini des sous-espaces X^; d'autre part, <^®^^(XJ est un .^(XJ-Module
localement libre de rang constant k^ (I, 7.3.6); dire que <^®^^(X) est un ̂ (X)-Module
localement libre signifie que, pour tout ^eX, les rangs k^ correspondant aux indices tels que
xeX.^ sont égaux. La question est en effet locale, et on est ramené au cas X==Spec(G),
où G est un anneau noethérien réduit, et <^?==D, où D est une C-algèbre qui est un
C-module de type fini; si p, (i ^ z^ m) sont les idéaux premiers minimaux de C, l'anneau
total des fractions L de G est composé direct des corps des fractions K^ des anneaux
intègres C/p^, et D®çL est somme directe des D®çK^ d'où la conclusion.

Il est clair que sous les hypothèses (I) ou (II), on définit ainsi un homomorphisme de
faisceaux de monoîdes multiplicatifs N^/^ : âS->s/^ aussi noté N si aucune confusion n'en
résulte, et appelé l'homomorphisme norme. Pour deux sections y, g de SS au-dessus d'un
même ouvert U, on a donc

(6.5-i.ï) ^,Më) =ÎW/)N^)
pour les sections correspondantes de ^ au-dessus de U;

( 6 ' 5 ' I ^ ) N^(i^)=i^;

enfin, pour toute section s de ^ au-dessus de U

(6.5.1.3) N^.i^)=^

si le rang de S9 est constant et égal à n (pour s==o^, cette formule donne N(o^) ==q^
si n^ï, N(o^)=N(i^)=i^ si n==o).

Dans l'hypothèse (I), pour que /er(U, SS} soit inversible, il faut et il suffit que
N(/)er(U, J3/) le soit. Dans l'hypothèse (II), cette condition est nécessaire; elle est
suffisante (par (6.4.7)) lorsqu'on suppose que ^?->â?®^(X) est injectif et que l'hypo-
thèse plus restrictive suivante est vérifiée :

(II bis) (X, ̂ /) est un préschéma localement noethérien réduite SS est un ^/-Module
cohérent tel que SS®^SÎ{^} soit un âê(X)-Module localement libre, et pour toute section
/er(U, Sf) au-dessus d'un ouvert tel que ^®^(X) |U soit de rang constant n sur ^(X) |U,
les <r,(/) {ï^j^n) sont des sections de ^/ au-dessus de U.

(On notera encore que cette condition est vérifiée lorsque X est normal.)
(6.5.2) Supposons vérifiée une des hypothèses (I), (II) de (6.5.1), et soit -Sf'

un â3-Module inversible. Nous allons lui associer canoniquement (à un isomorphisme
unique près) un ^-Module inversible JS? de la façon suivante. Désignons par ^* (resp. S9*}
le sous-faisceau de ^ (resp. SS} tel que r(U, ^} (resp. r(U, SS*}} soit l'ensemble des
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éléments inversibles de r(U, j^) (resp. r(U, SS)) pour tout ouvert UcX; ce sont des
faisceaux de groupes multiplicatifs, et N^y^r, restreint à Sf^ est un homomorphùme St—^^
de faisceaux de groupes (6.5.1). Soit û l'ensemble des couples (U\, T]^), ayant la propriété
suivante : U\ est un ouvert de X et T]^ est un isomorphisme : oSf'|U^2^^[U^ de
(B|U\) -Modules. Par hypothèse, les U^ forment un recouvrement de X; pour deux
indices quelconques À, [JL, on pose û)^= (fl\\V^r\V^)o(r^\V^r}U^)~1, automorphisme
de S8 [U\nU^, qui s'identifie canoniquement à une section de 3t au-dessus de U^nU^,
et ((û^) est un i-cocycle du recouvrement U==(U^) à valeurs dans Sf (0, 5.4.7). Le
fait que N^/^ : ââ*—>^ est un homomorphisme entraîne alors que (N^/^co^) est un
i-cocycle de ÎI à valeurs dans ĵ *, et il lui correspond donc (à un isomorphisme unique
près) un j^-Module inversible oSf (0, 5.4.7) que nous désignerons par N^^(oSf') et
appellerons la norme du ^-Module inversible oSf'.

Soit SOÎ une partie de S telle que les U\ correspondants forment encore un recouvre-
ment de X, et soit 93 ce recouvrement; la restriction du cocycle (œ^J à 33 définit un
i-cocycle (N^^co^) de 93 à valeurs dans J^*, restriction du i-cocycle (N^^œ^J de U$
il est clair qu'il y a un isomorphisme canonique du e^-Module inversible défini par
ce i-cocycle de 93 sur N^^(oSf'), ce qui permet de définir ce ^-Module inversible par
un sous-recouvrement quelconque de ÎI. Cette possibilité montre aussitôt que, si oS ,̂
J^g sont deux ^-Modules inversibles, on a, en vertu de (6.5.1.1) et (6.5.1.2),
(6.5.2.1) N(J^®^) =N(JSf,)®^N(^)
et
(6.5.2.2) N^(^)-^

ainsi que
(6.5.2.3) N^'-^N^))-1

à des isomorphismes canoniques près. En outre il résulte de (6.5.1.3) que si oâ^ est
un j^-Module inversible et si 3S est de rang constant n sur s/ dans le cas (I) (resp.
<^0^^(X) de rang constant n sur <^(X) dans le cas (II)), on a, à un isomorphisme
canonique près
(6.5.2.4) N^(J^®^)=^.

(6.5.3) Montrons maintenant que N^^(JSf') est un fondeur covariant dans la
catégorie des ^-Modules inversibles. Soit en effet h' : oS^-^JSfg un homomorphisme
de ^-Modules inversibles, et soit 93 = (U^) un recouvrement ouvert de X tel que pour
tout À, on ait des (^|U^)-isomorphismes ^1) : JSfi|U^^|U^ et 73^ : ̂ |U^^|U^;
il y a donc pour chaque X un endomorphisme h'^ de <^|U\ tel que h^o^^T^oÇh' |U^),
et on peut évidemment identifier h\ à une section de 3S au-dessus de U\ (0, 5.1.1). Donc,
pour tout couple (À, pi) d'indices, les restrictions à U^nU^ de {'^})~lohl^or^} et de
(73Îl2))-lo^no'y!?) coïncident. On en déduit pour les i-cocycles (co^) et (œ^) à valeurs
dans Sf correspondant à ^[ et oSfg, la relation

«W=^<.
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Si on pose A^=N(/^), on aura donc les relations analogues
N«)A,=Â,N«)

et par suite les h^ définissent un homomorphisme N(oSfi) -^N(^3) que nous désignerons
par N^^A') ou NÇA'). Dans l'hypothèse (I), pour que h' soit un isomorphisme, il faut
et il suffit (puisqu'il s'agit d'une question locale) que N^^(A') le soit. Dans l'hypothèse (II),
cette condition est encore nécessaire; elle est suffisante si l'hypothèse (II bis) est vérifiée
et si ^->^®^(X) est injectif.

Prenons en particulier ^^==âS', les homomorphismes SS-^S' s'identifient alors
(0, 5.1.1) aux sections de JSf' au-dessus de X, d'où une application canonique

N^ : F(X, ^/)-> F(X, N^(^)).
Il résulte encore de (6.5. i . i) que si /ier(X, ̂ ),f^r(X, JSfg), on a

(6.5.3.1) N(/,®/,)=N(/,)®N(/,).

Pour tout s/- Module inversible JS? et toute section /er(X, oSf), on a, compte
tenu de (6.5.2.4)

(6.5.3.2) N^(/®i^)=/^

lorsque S8 est de rang constant n dans l'hypothèse (I) (resp. lorsque ^®^^(X) est de
rang constant n dans l'hypothèse (II)). Enfin, pour que l'homomorphisme SS-^S'
correspondant à une section y de JSf' au-dessus de X soit un isomorphisme, il faut et
il suffit que f'^ soit une base de JSf^ pour tout xeK', dans l'hypothèse (I), cette condition
équivaut donc à dire que (N(/'))^ est une base de (NÇjSf'))^ pour tout x', dans l'hypo-
thèse (II), cette condition est encore nécessaire, et elle est suffisante lorsque S8 vérifie
(II bis) et que ^-^®^(X) est injectif.

(6.5.4) Soient (X, j^), (X', j^') deux espaces annelés,

/:X'->X

un morphisme, S8 une ^-Algèbre, 38' =f\SS} la ja^-Algèbre image réciproque. On
suppose vérifiée l'une des hypothèses suivantes :

i° SS vérifie l'hypothèse (I) de (6.5.1).
2° (X, s/) et S8 vérifient l'hypothèse (II) de (6.5.1), (X', ^f) est un préschéma

localement noethérien réduit, et si l'on désigne par X^ et Xp les sous-préschémas fermés
réduits respectifs de X et X' ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles
de ces espaces, la restriction de f à chaque Xp est un morphisme dominant de Xp dans
un X^.

Sous ces conditions, S8' vérifie respectivement l'hypothèse (I) ou l'hypothèse (II)
de (6.5.1); la première assertion est immédiate. Pour établir la seconde, il suffit de voir
que pour tout A;'eX', les rangs des SS'®^ ^(Xp) pour les ? tels que ^eXo sont les
mêmes. Or, si la restriction de/à Xp est un morphisme dominant dans X^, le rang de
^'®0^(Xp) est égal à celui de <^®^^(XJ (on le voit aussitôt en se ramenant au
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cas affine comme dans (6.4.9)), d'où notre assertion en vertu de l'hypothèse (II) et
de (6.5.1).

Cela étant, il résulte de (6.4.8)3 (6.4.9) et (6.4.10) que si s est une section de ̂
au-dessus d'un ouvert UcX, s ' la section correspondante de S î ' au-dessus de f~l(V),
N^^(j') est la section de ^ ' au-dessus de/'^U) qui correspond à la section N^^(J)
de ^ au-dessus de U.

Si e^ est un ^-Module inversible, on déduit de ce qui précède que si ^f'==y*(^)
(qui est un ^'-Module inversible), on a N^/^/(^') ==f*(N^^(^)) à un isomorphisme
canonique près.

(6.5.5) Supposons désormais que (X, ^/) soit un préschéma. La donnée d'une
e^-Algèbre quasi-cohérente à?, qui est un s^-Module de type fini équivaut alors, comme
on sait, à celle d'un morphisme y?m g : X'-^X tel que g (^x7) =^y défini à un X-iso-
morphisme près (6 .1 .2 et 1.3.1). En outre, se donner un ^'"Module quasi-cohérent y
équivaut à se donner un ^-Module quasi-cohérent ^ tel que ^^(^^ /)=^ (1.4.3),
et pour que y soit inversible, il faut et il suffit que ^ le soit (6. i . 12). Pour traduire les
résultats précédents en termes du morphisme fini g, il faudra donc supposer, soit que
g (^x7) est un ^x"M°dule localement libre (de type fini), soit que (X, (P^) et g (^x') vérifient
l'hypothèse (II). Pour tout (P^-M.od\ile inversible JSf', on posera alors

(6.5.5.1) Nx,x(^') =^w^W))

et on dira que c'est la norme (relative à g) de J?'. De même, si h' : cJSf^—^oâ^ est un homo-
morphisme de ^x'-Modules inversibles, on posera

(6 .5 .5 .2) Nx//xW -^WxW}) : Nx,xOT-Nx^2).

En particulier, pour ^^=(9^,, on obtient ainsi une application canonique

(6.5.5.3) Nx-/x : F(X', ^') -> F(X, Nx^W).

Nous laisserons au lecteur la plupart de ces traductions, et nous bornerons à
expliciter les suivantes :

Proposition (6.5.6). — Soit g : X'->X un morphisme fini, et supposons'y soit que g ((^x')
est un Q^-Module localement libre., soit que (X, ^x) et g^x') vérifient (II bis) (ce qui sera le cas
en particulier lorsque X est localement noethérien et normal). Pour qu'un homomorphisme h' : câ^—^JSfg
de (9 ̂ -Modules inversibles soit un isomorphisme, il faut et il suffit, dans la première hypothèse,
que Nx7x(^') s01^ un isomorphisme; dans la seconde hypothèse, cette condition est encore nécessaire,
et elle est suffisante lorsque P homomorphisme g^x') -> ̂ (^x') ®0x^(^) est ^J6011/'

On notera qu'on utilise ici le fait que, pour que g^h') soit un isomorphisme, il faut
et il suffit que h' en soit un ( i .4.2).

Corollaire (6.5.7). — Soit g : X'—^X un morphisme fini, et supposons, soit que
g ((?x ) es^ un Oy Module localement libre, soit que (X, É^x) ^ S (^x') vérifient (II bis)
et que g^x') ~^ S^x'}®e ^?(X) est injectif. Soient S" un (9^,-Module inversible, j ' une

section de JSf' au-dessus de X', y^Nx'/xC/') ^ section de J^^Nx'/x^') au-dessus de X qui
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lui correspond (6.5.5.1). Alors on a ^ (X 7 —X^)=X—X^ et X^ est le plus grand ouvert U
de X ^ ̂  ^(UOcX:;,.

En effet, gÇK'—X^) est fermé dans X (6.1.10); il suffit donc de prouver la
dernière assertion. Or la relation UcX. équivaut au fait que l'homomorphisme
^x|U-^^|U défini par/|U est un isomorphisme. En vertu de (6.5.6), cela équivaut
à dire que l'homomorphisme O^g^W-^^^g-1^} défini par y / |^ - l(U) est un
isomorphisme, c'est-à-dire à la relation ^"^(U^cX^.

Proposition (6.5.8). — Soient g : X'->X un morphisme fini, j : Y->X un morphisme;
soient Y' = X/'y)? g' ^^(Y)»/' =/(x') ae sorle ̂  ^on a ^e diagramme commutatif

X' t- Y'

^ [ g '
X — Y/

On suppose, soit que g (^x')est localement libre, soit que (X, 0^) et g (^x') vérifient (ïï),que Y
est un préschéma localement noethérien réduit, et que la restriction defà toute composante irréductible
de Y est un morphisme dominant dans une composante irréductible de X. Alors, pour tout 0^,-Module
inversible oSf', on a

NYvY^^-nNx.x^))

à un isomorphisme canonique près,
Notons que l'on a j*[g^^1)) '^^(/^(-S^)) en vertu de (i .5 .2)5 et en particulier

g ' Ç ^ y , ) ==f*(g (^x'))5 sl S (^x') es^ localement libre, il en est donc de même de g ' ^ y ' ) '
La conclusion résulte alors des définitions et de (6.5.4).

Remarque (6.5.9). — Nous généraliserons ultérieurement la notion de norme
développée ci-dessus, et la mettrons en relation avec la notion d'image directe d'un
diviseur.

6.6. Application : critères d'amplitude.

Proposition (6.6.1). — Soient Y un préschéma, f\ X->Y un morphisme quasi-compact,
g : X'->X un morphisme fini et surjectif. On suppose, soit que g [Q^') est un G^-Module localement
libre, soit que (X, 0^) et g (<?x') vérifient (II bis). Alors, pour tout 0^,-Module inversible S^',
ample pour fog, Nx'/x(°^') = ̂  es^ ample pour f.

On peut supposer Y affine (4.6.4), et alors, en vertu de (4.6.6), l'énoncé est
équivalent au

Corollaire (6.6.2). — Soient X un préschéma quasi-compact, g : X'—>-X un morphisme
fini surjectif, tel que g (<?x') so^l un Q^-Module localement libre, ou que (X, fix;) ^ ê (^x') vérifient
(II bis). Alors, pour tout 0 ̂ .-Module ample S", JS^Nx'/x^) est ample.

Dans la seconde hypothèse, on peut supposer en outre que l'homomorphisme
canonique ^(^x')~^^(^x')®0x^(^) est ^J^tf' En effet, dans le cas contraire, soit y
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le noyau de cet homomorphisme, qui est un Idéal cohérent de g (é^) ==^ (I, 6. i . i ) , et
posons X'^Spec^/jT") ; on a donc un diagramme commutatif

X" 4. X'

9' \ ^ g
x

où h est une immersion fermée (1.4.10). En outre, on sait que le support de y est un
ensemble fermé (0, 5 .2 .2 ) rare dans X (I, 7.4.6), d'où on conclut que pour le point géné-
rique x d'une composante irréductible de X, il y a un voisinage ouvert affine U de x tel
que â?|U= (^7^)|U. Gommer est par hypothèse surjectif, on en conclut que x e g ' Ç K " ) ' ,
g ' est donc dominant, et étant un morphisme fini, il est surjectif (6. i . 10) ; on a par défini-

tion ^(^'')®^^(X) = (^/^-)®^(X) =^(^)®^(x)' donc (x^) et^x-)
vérifient (II bis), et en outre g^x")-^ g^x")®^^) est injectif. Enfin, h\S?f)=£'tf

est un (P^.-Module ample (4.6.13, (i bis)), et on a yfx"|x{'2?ff)=^xl|x{syf)' En effet,
pour définir ces deux ^xi-Modules inversibles on peut utiliser un même recouvrement
ouvert affine (U^) de X tel que les restrictions de ^(JSf) et g ' Ç S " ' ) à U^ soient respecti-
vement isomorphes à Se \ U\ et (SS\2T} \ U^. On voit aussitôt qu'à tout isomorphisme
T]^ : g^S") |U^->^[U^ correspond canoniquement un isomorphisme

^^(^lu^w^iu,
de sorte que, si (co^J et (co;^) sont les i-cocycles correspondant aux systèmes d'isomor-
phismes (73^) et (-y^) (6.5.2), ̂  soit l'image canonique dans r(U^nU^, SS^) de
co^er(U\nU^, SS}. En vertu de la définition de ^", on en conclut que

N^/^ ^ÀjJL = ̂ (^t 1^)1 S/ ^ÀtA

(avec ^=(0^), d'où l'égalité énoncée.
Supposons donc l'homomorphisme ^(^x'^^^xO^x^W i^Jectit lorsqu'on

est dans l'hypothèse (II bis). Il suffit de prouver que lorsque y parcourt les sections de
j^®n (7z>o) au-dessus de X, les Xy forment une base de la topologie de X (4.5.2). Or,
soit ^eX, et soit U un voisinage quelconque de x'y comme g~l(x) est fini (6.1.7) et
que oSf' est ample, il existe un entier n>o et une section/' de jSf'0" au-dessus de X',
tels que Xy/ soit un voisinage de g~l{x) contenu dans g~l{V) (4.5.4). Comme

^^NX^X^'^)

il suffit de prendre/^Nx^xf/'); en effet, alors X—X^^ÇX'—X;,) (6.5.7), donc
xeXfCU.

Corollaire (6.6.3). — Sous les hypothèses de (6.6. i), pour qu'un (P^-Module inversible £7

soit ample pour /, il faut et il suffit que S"'= g^) soit ample pourfog.
La condition est nécessaire, puisque g est affine (5.1.12). Pour démontrer que la

condition est suffisante, on peut supposer Y affine (4.6.4)3 donc X et X' quasi-compacts
et J?7 ample (4.6.6), et il faut montrer que oSf est ample. Or, l'ensemble des points
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xeX au voisinage desquels ^x') (^sp. g^x')®0^W) a un rang donné n dans
la première (resp. la seconde) hypothèse, est à la fois ouvert et fermé dans X, donc X
est le préschéma somme d'un nombre fini de ces ouverts, et on peut par suite supposer
qu'il est égal à l'un d'eux (4.6.17). Mais on a alors Nx//x(^/) =^(g)^ donc ^n est
ample en vertu de (6.6.2), et il en est donc de même de JSf (4.5.6).

Corollaire (6.6.4). — Supposons vérifiées les hypothèses de (6.6.1) et supposons en outre
que f : X->Y soit de type fini. Alors, pour que f soit quasi-projectif, il faut et il suffit que fog le
soit. Si on suppose de plus que Y est un schéma quasi-compact ou un préschéma dont l'espace sous-
jacent est noethérien, alors, pour que f soit projectif, il faut et il suffit que fog le soit.

L'hypothèse entraîne que fog est de type fini. Compte tenu de la définition des
morphismes quasi-projectifs (5 .3 .1)3 la première assertion résulte de (6.6.1) et (6.6.3).
Compte tenu de ce résultat et de (5.5.3, (ii)), il reste à prouver que lorsque/est supposé
quasi-projectif, pour que/soit propre, il faut et il suffit que fog le soit. Or/est alors
séparé (5.3. i ) et de type fini ; comme g est surjectif, notre assertion résulte de (5.4.2, (ii) )
et (5.4.3. (ii)).

En particulier :
Corollaire (6.6.5). — Soient X un préschéma de type fini sur un corps K, K' une extension

de degré fini de K. Pour que X soit projectif (resp. quasi-projectif} sur K, il faut et il suffit que
X' = X®^' solt P^J^tif (resp. quasi-projectif) sur K'.

La condition est en effet nécessaire (5.3.4, (iii) et 5.5.5, (iii)). Inversement,
supposons-la vérifiée, et soit g : X'->X la projection canonique. Il est clair que g est un
morphisme fini (6.1.5, (iii)) et surjectif (I, 3.5.2, (ii)). En outre, g^x') est un O^-Moduïe
localement libre, étant isomorphe à ^x®^' ( î .5 .2 ) . I l résulte alors de l'hypothèse et de
(6.1.11) et (5.5.5, (ii)) que X' est projectif (resp. quasi-projectif) sur K; on déduit
alors de (6.6.4) que X est projectif (resp. quasi-projectif) sur K.

Au chapitre V, nous montrerons que l'énoncé (6.6.5) reste valable lorsque K'
est une extension quelconque de K.

La fin de ce numéro est consacrée à la démonstration du critère (6.6. n), qui est
un raffinement assez technique de (6.6.1); elle peut être omise en première lecture.

Lemme (6.6.6). — Soient X un préschéma noethérien réduit, ê un (9 ̂ -Module cohérent
tel que <??0^^(X) soit un <^(X) -Module localement libre de rang constant n. Il existe alors

un préschéma noethérien réduit Z et un morphisme fini birationnel h : Z-^X ayant la propriété
suivante : les morphismes de faisceaux d'ensembles ^ : ̂ om^ ^S, <f)->^(X) {i^i^n)
(cf. (6.4.10)) appliquent ^om^ê, S) dans la 0^-Algèbre cohérente h^Q^.

Considérons en effet un ouvert affine U de X, d'anneau A(U)=A; soit
E=r(U, ê}, et soit Cy la sous-algèbre de R(U) engendrée par les a,(u) lorsque u
parcourt Hom^(E, E) ; on a vu (6.4.7. i) que cette A-algèbre est de rang fini. En outre,
il est clair que la formation des algèbres Cu commute avec les opérations de restriction
d'un ouvert affine U à un ouvert affine U'cU. On a donc défini ainsi une sous-^x-
Aïgèbre finie ^ de ^(X) telle que F(U, ^)=Cu pour tout ouvert affine U de X. On
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prendra Z=Spec(^), et pour h le morphisme structural, qui est donc fini (6 .1 .2) ;
comme ^ est réduite, Z est un préschéma noethérien réduit (1.3.8). Enfin, l'anneau
total des fractions de G^ est R(U) par définition, et comme C^ est contenu dans la
fermeture intégrale de A(U) dans R(U), il y a correspondance biunivoque entre idéaux
premiers minimaux de A(U) et idéaux premiers minimaux de Cy ([13], t. I, p. 259),
ce qui prouve que h est birationnel et achève la démonstration.

Corollaire (6.6.7). — Sous les hypothèses de (6.6.6), soit W un ouvert de X tel que,
pour tout ^eW, ou bien X est normal au point x, ou bien ̂  est un 6 y-Module libre. Alors on peut
supposer h défini de sorte que la restriction de h à h~l(Vf) soit un isomorphisme de h~l(W) sur W.

En effet, l'une ou l'autre hypothèse entraîne que si UcW est un ouvert affine,
on a, avec les notations de (6.6.6), (<7^))^eA^ pour tout xeV (6.4.3), donc a,{u)ç=A,
et la conclusion résulte de la définition de h donnée dans (6.6.6).

(6.6.8) Soient X un préschéma noethérien réduit, g : X'-^X un morphisme
fini surjectif, de sorte que SS=g^Q^') est une (Py-Algebre cohérente, supposons en outre
que ^?®^^(X) soit un ^(X)-Module localement libre de rang constant n. On peut alors
appliquer le lemme (6.6.6) en prenant S=-S§, d'où, avec les notations de (6.6.6), un
homomorphisme de faisceaux de monoïdes multiplicatifs CT^ : J^bm^ (S§, â§)->h (^z), et
en composant cet homomorphisme avec l'homomorphisme canonique SS-^^Pom^ {S8, SS}
(6.5.1), on obtient donc un homomorphisme de faisceaux de monoïdes multiplicatifs :

(6 .6 .8 .1) N':^^^)-^^)^

Cela étant, pour tout 0^,-Module inversible JSf', g ^ ' } est un ^-Module inver-
sible (6 .1 .12)3 et la méthode de (6.5.2) permet d'associer fonctoriellement à oSf' un
^-Module inversible que nous noterons N'(^ (^/)).

Lemme (6.6.9). — Soient X un préschéma noethérien réduit, g : X'—^X un morphisme
fini surjectif tel que g^x')®^^) soit un âï(X)-Module localement libre de rang constant.
Il existe alors un préschéma noethérien réduit Z et un morphisme fini birationnel h : Z—^X ayant
la propriété suivante : pour tout 0^,-Module ample J§f', le Q^-Module inversible ^ tel que
h^JK) -N^^7)) (notations de (6.6.8)) est ample.

Supposons d'abord que l'homomorphisme SS->SS®Q ^(X) soit injectif. Définissons
Z et A comme dans (6.6.6) (avec ^^^(^x'))- soit ^ez; iï faut montrer qu'il existe
un entier m>o et une section t de ^@w au-dessus de Z telle que Z^ soit un ouvert
affine contenant ^ (4.5.2). Soient x=h(^), U un ouvert affine de X contenant x;
A^U) est alors un voisinage ouvert affine de ^, et il suffira de trouver t tel que
^eZ^cA^U), car Z^ sera alors nécessairement affine (5.5.8). Il existe par hypothèse un
entier n>o et une section s ' de jâf'^ au-dessus de X' telle que l'on ait

(6.6.9.1) g-^cX^cg-W

en vertu de (4.5.4). Par définition, s ' est aussi une section de g ^ ' } au-dessus de X,
et il lui correspond comme dans (6.5.2) une section s-=^\s'} de N'(^ (JS^)) au-dessus
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de X. Nous allons voir que si t est la section s considérée comme section de J( au-dessus
de Z, t répond à la question. Posons en effet
(6.6.9.2) V-X-^X'-X^,)

qui est un ouvert de X contenant x et contenu dans U, en vertu de (6.6.9.1) et (6. i . i o).
Nous allons montrer que l'on a
(6.6.9.3) h-\V)cZ,ch-\V),

ce qui achèvera la démonstration. Il revient au même de dire que l'ensemble T des
7<=X tels que Sy soit inversible, contient V et est contenu dans U. Pour cela, considérons
d'abord un ouvert affine W contenu dans V; ^^(W) est ouvert affine dans X' et en
vertu de (6.6.9.2), s'y, est inversible pour tout ./^"^(W); en vertu des hypothèses
sur X et Se, on peut appliquer les résultats de (6.4.7) et on voit que si y==g(y^ s est
inversible, autrement dit VcT. D'autre part, il résulte aussi de (6.4.7) que, inverse-
ment, si Sy est inversible, il en est de même de S y , , ce qui implique yç=g~l(V) par (6.6.9.1)
et par suite jyeV, d'où TcU dans ce cas.

On passe de là au cas général par le même raisonnement que dans (6.6.2),
remplaçant X' par X" tel que g^x'^-^g^x")®^^^) soit injectif, et ^ ' par un
^"-Module ample ^ " tel que N'(^(J§f')) ^N'G^JSf")). Le lemme (6.6.9) est donc
démontré dans tous les cas (avec un choix convenable de A).

Corollaire (6.6.10). — Supposons vérifiées les hypothèses de (6.6.9); pour tout G^-Module
inversible S tel que g^} soit ample, A*(JSf) est ample,

En effet, si on pose JSf'=^(JSf), on a alors g^')=^®o^ (0, 5.4.10), donc
^fW)}=^®^@n

(par le même raisonnement que pour (6.5.2.4)) . On en conclut que l'on a J(= (^(JSf))0^
et comme ̂  est ample, il en est de même de A*(J?) (4.5.6).

Proposition (6.6.11). — Soient Y un schéma affine, X un préschéma noethérien réduit,
f: X->Y un morphisme quasi-compact, g : X'->X un morphisme fini surjectif. Soit W une
partie ouverte de X telle que, pour tout xeW, ou bien X est normal au point x, ou bien il existe
un voisinage ouvert TcW de x tel que (^(^x')|T solt un (<îx|T)-A4W^ localement libre.
Il existe alors un y-préschéma réduit Z et un Y'-morphisme fini et birationnel h : Z—^X tel que
la restriction de h à A'^W) soit un isomorphisme A'^W^W et qui possède la propriété suivante :
pour tout 0^-Module inversible JSf tel que g{^} soit ample relativement à fog, ^(JSf) est ample
relativement àfoh.

Comme Y est affine, ^*(°Sf) est ample, et il s'agit alors de prouver que pour un choix
convenable de h, A*(JSf) est ample (4.6.6). Nous allons voir qu'on peut remplacer g par
un morphisme fini surjectif g ' : X^-^X tel que^*(JS?) soit ample et que g^x") ®^ ^?(X)
soit un ^(X)-Module localement libre de rang constant', on sera alors ramené aux conditions
de (6.6.10) et la proposition sera démontrée.

Pour cela, soit SS==g^x'}\ désignons par X, {i^i^n) les sous-préschémas
fermés réduits de X qui ont pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles
de X (I, 5 .2 .1) ; ils sont intègres par hypothèse. Soient X,' le sous-préschéma fermé
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g~l('K^ de X', g^ : X^—^X^ le morphisme g restreint à X^', qui est fini (6.1.5, (iii)) et
surjectif; soit k, le rang de la ^-Algèbre ^-== (&),(^xp- Comme ^®^ ^(X,) est un
préfaisceau constant (I, 7.3.5), le rang k^ est aussi le rang de la ( 6^ |U)-Algèbre âS\U
pour tout ouvert U de X ne rencontrant que la seule composante irréductible X,. Si T
est un ensemble ouvert dans X tel que <â?[T soit isomorphe à é^|T, il résulte de la
remarque précédente que les nombres ^ sont égaux à m pour tous les indices i tels que
TnX^.=f=0. Soit alors U l'ouvert de X formé des points au voisinage desquels S8 est un
^x-Module localement libre, et soient Uy (î^j^s) ses composantes connexes, qui sont
ouvertes dans X et en nombre fini (puisque U est noethérien) ; désignons par V -̂ le sous-
préschéma fermé de X', adhérence du sous-préschéma induit sur l'ouvert g~l^j)
(I, 9.5.11 ). D'après ce qui précède, pour tous les indices i tels que X^n U .̂ 4= 0? les rangs k^
sont tous égaux à un même entier m- ; on notera d'ailleurs qu'un même X -̂ ne peut
rencontrer deux U. d'indices distincts. Soient i-^ les indices i tels que X^nU==0. Consi-
dérons le produit k de tous les k^ posons n^==kfk^ et soit X" le préschéma défini comme
suit. Pour chaque j Çi^j^s), on considère k\m. préschémas isomorphes à V , et pour
chaque À, kfk^ ==^-. préschémas isomorphes à X^ ; X" est la somme de tous ces pré-
schémas. On définit un morphisme g" : X^-^X^ se réduisant à l'injection canonique
dans chacun des sommandes de X"; il est clair que g" est un morphisme fini dominant,
donc surjectif (puisqu'un morphisme fini est fermé (6. i . 10)); posons g ' ==gogff9 qui est
un morphisme fini surjectif X^-^X; on a g^{^) =gff*{g(^}}ï donc g^Ç^) est un
(^"•Module ample (5.1.12). Il est clair alors que pour ce nouveau préschéma X",
les rangs définis comme les k^ pour X' sont tous égaux à k\ compte tenu de (I, 7 .3 .3)5
on en conclut aussitôt que pour tout ouvert affine T de X, (^(^x")®(9y^(X)) |T est
un (^(X)|T)-Module isomorphe à (^(X)|Ty.

Corollaire (6.6.12). — Si, dans l^ énoncé de ( 6 . 6 . 1 1 ) 5 on a W===X, alors pour qu^un
0^- Module inversible S soit ample relativement àf, il faut et il suffit que g[^} soit ample relati-
vement à fog,

Remarque (6.6.13). — Au chapitre III, nous verrons que si Y est noethérien, f de
type fini, et si la restriction de f au sous-préschéma fermé réduit de X ayant X—W
pour espace sous-jacent est propre, alors la conclusion de (6.6.12) est encore valable.
Mais nous donnerons au chapitre V des exemples de schémas algébriques X sur un
corps K (le morphisme structural X->Spec(K) n'étant pas propre) dont le normalisé X7

est quasi-affine, mais qui n'est pas quasi-affine (de sorte que 6^ n'est pas ample, bien
que (?x' 1e solt ( 5 - 1 - 2 ) et ^^ 1e morphisme X'-^-X soit fini surjectif (6.3.10)). Nous
allons voir au numéro suivant que cette circonstance ne peut se produire lorsqu'on
remplace « quasi-affine » par « affine ».

6.7. Le théorème de Chevalley.
Nous allons établir (à l'aide du critère de Serre (5.2.1)) le théorème suivant,

qui a été démontré par C. Chevalley par d'autres méthodes, dans le cas des schémas
algébriques.
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Théorème (6.7.1). — Soient X un schéma affine, Y un préschéma noethérien, f : X->Y
un morphisme fini surjectif. Alors Y est un schéma affine.

Il est clair que /^ ^ ^ed-^red est fini (6.1.5, (vi)); comme X^ est un schéma
affine, et qu'il revient au même de dire que Y est affine ou que Y,^ est affine, puisque Y
est noethérien (I, 6. i . 7), on voit qu'on peut supposer Y réduit. Pour toute partie fermée Y'
de Y, il y a alors un seul sous-préschéma réduit de Y ayant Y' comme espace sous-
jacent (I, 5 .1 .2 ) ; son image réciproque/^(Y7), canoniquement isomorphe à XXyY'
(I, 4.4.1), est affine comme sous-préschéma fermé de X, et la restriction de/à/'^Y'),
qui s'identifie à fXyïy, est un morphisme fini surjectif (6.1.5, (iii)). En vertu du
principe de récurrence noethérienne (0, 2.2.2)3 on peut donc (compte tenu de (I, 6. i . 7))
se ramener à démontrer le théorème sous l'hypothèse que pour toute partie fermée Y' =h Y,
tout sous-préschéma fermé de Y ayant Y' pour espace sous-jacent est affine. On en conclut
que, pour tout Q ̂ -Module cohérent ̂  dont le support (fermé) Z est distinct de Y, on a H1 (Y, e^) =o.
En effet, il existe un sous-préschéma fermé Y' de Y ayant Z pour espace sous-jacent et
tel que, si j : Y'->Y est l'injection canonique, on ait ^=j (j*^)) (I, 9.3.5); par
suite (5.2.3), ïîl(Y,y)=ïi\yfJ\y))=o d'après (I, 5. i .9.2).

Supposons d'abord que Y ne soit pas irréductible, et soient Y' une composante
irréductible de Y, et Y" =Y—Y / ; on désignera encore par Y' le sous-préschéma fermé
réduit de Y ayant Y' pour espace sous-jacent, et par j l'injection canonique Y'->Y.
Soit y un ^y-Module cohérent, et considérons l'homomorphisme canonique

P^-^'^O'W)
(0, 4.4.3) ; y est un ^y-Module cohérent en vertu de (0, 5.3. i o) et (0, 5.3.12), car on a
^(^Y^^Y/^ en désignant par / le faisceau d'idéaux de ^y définissant le sous-
préschéma Y'. Par suite ^=Ker p et JT^Im p sont aussi des (P^-Modules cohérents
(0, 5.3.4) ; or par définition la fibre ̂  de y au point générique^ de Y' est égale à y ,
carj; est intérieur à Y' et on a donc /y=Q, puisque Y est réduit. On en conclut quej
n'est pas contenu dans le support (fermé) de ^; par ailleurs, le support de y (et a fortiori
celui de JT) est contenu dans Y' ; autrement dit les supports de ^ et de Jf sont distincts
de Y. On en déduit que H^Y, ^) = H^Y, Jf) = o, et la suite exacte de cohomologie
appliquée à la suite exacte o—^-^'->Jf'->o montre que H l(Y,J^)=o. On conclut
alors par le critère de Serre (5.2.1) .

Supposons donc Y irréductible, et par suite intègre. On peut aussi supposer que X
est intègre : en effet, si on désigne par X, les sous-préschémas fermés réduits de X ayant
pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X (I, 5 .2. i) et par g^ la restric-
tion de g à X,., un des g, au moins est dominant, et comme c'est un morphisme fini (6.1.5),
il est surjectif (6. i . 10) ; comme d'autre part X, est un schéma affine, on voit qu'on peut
remplacer X par X^ dans l'énoncé.

Lemme (6.7.1.1). — Soient X, Y deux préschémas intègres noethériens, x (resp. y ) le
point générique de X (resp. Y), /: X-^Y un morphisme fini surjectif. Soit ^ un Q^-Module
inversible tel qu'il existe un voisinage ouvert affine U de y et une section ^er(X, J§f) pour lesquels
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^ÊX^ç/-l(U). Alors il existe deux entiers m>o, n>o, un homomorphisme u : ^-^/(Jâf0")
et un voisinage ouvert V dey tels que la restriction u \ V soit un isomorphisme de <?y| V sur f (J§f0^) [ V.

Soient C l'anneau (intègre) de U, k== Gy son corps des fractions : comme/est fini,
U /==/~1(U) est affine (1 .3 .2) ; soit D son anneau (intègre) de corps des fractions K = 0^ ',
par hypothèse D est un C-module de type fini (6.1.4), donc K est une extension de rang
fini de k. La fibre f~\y} -XXySpec^)) =XXySpec(^) s'identifie à Spec(K)
(1,3.6.6) ; soient s^ (i ^ i^ m) des éléments de D formant une base de K sur k. Il existe
n>o tel que les sections (s^^g)g(s)n de jSf0^ au-dessus de X^ se prolongent en sections
^ {i^i^m) de S^ au-dessus de X (I, 9.3.1). Les ^ sont aussi par définition des
sections de/^J;?0^) au-dessus de Y et définissent donc un homomorphisme u : (0^—^f (JSf0^)

-^
(0, 5. i . i ) $ nous allons voir que u répond à la question. On a JSf^lU7 ==M, où M est
un D-module de type fini, donc si 9 est l'injection C->D correspondant au morphisme
/"^(U)—^ restriction de/ M^ est un C-module de type fini; par suite

^(^IU^M^)-

(I, 1.6.3) est cohérent et comme U est un ouvert affine quelconque de Y^/^oSf^) est
r̂ »

cohérent; en outre u\U==Q, où 6 est un C-homomorphisme C^—^M^i, et Uy=Qy
est l'homomorphisme 6®i : 1^== C^K-^M^®]^; or ce dernier est par définition
un isomorphisme^ car les (b^ forment une base de M^j®K sur k, g^ étant par hypothèse
un générateur de (JS^0^. On en conclut que les supports des ^y-Modules Ker u et
Coker u ne contiennent pasj^; comme ces 0^-Modules sont cohérents (0, 5.3.3), leurs
supports sont fermés (0, 5.2.2), d'où le lemme.

Cela étant, les hypothèses du lemme (6.7.1.1) sont remplies dans le cas que
nous considérons en prenant <2?=(P^, puisque X est affine (I, i . i. 10); nous poserons
^ =- ̂ 5 ^ =f (^x)- En vertu du critère de Serre (5.2. i . i), il suffit de prouver que pour
tout (Py- Module cohérent ^r, on a H^Y, ^r) ==o; il suffit même de le prouver lorsque
e^C^y? ce q111 entraîne que y est sans. torsion puisque Y est intègre; en fait nous allons
montrer que H^Y, j^) ==o pour tout (9^- Module cohérent sans torsion ^'. Or, l'homo-
morphisme u : ^^'—^SS définit un homomorphisme

v : ^=^%m^(^, y} -^^om^^, ̂ ] ̂ J^.

Montrons d'abord que v est injectif : par hypothèse <y= Coker u a un support ne
rencontrant pas V, donc est un (Py-ÎAodule de torsion (I, 7.4.6); la suite exacte

^.-^_^-^o

donne, par exactitude à gauche du foncteur ^om^y la suite exacte

o->^om^3T, ̂ -.â^^.

Mais comme y est sans torsion, on a ^om^{^~y ^F) = o (0, 5.2.6), d'où notre asser-
tion. On a donc la suite exacte

o-^-^^Coker v->o
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où ^ et Goker v sont des (Py-M.odules cohérents (0, 5.3.4 et 5.3.5) ; en vertu de la suite
exacte de cohomologie, il suffira de montrer que H^Y, ^?)=H1(Y, Cokery)==o pour
en déduire H^Y, ^w) == (H^Y, ̂ ^o, et par suite H^Y.^^o. Or la restric-
tion y|V est un isomorphisme, donc le support de Coker v est distinct de Y, d'où
H^Y, Coker v) = o par l'hypothèse du début. D'autre part, ^ est un Sê-Module cohérent
(I, 9.6.4) ; comme X est affine au-dessus de Y, il existe un ^x-Module quasi-cohérent JT
tel que ^ soit isomorphe à f (JT) (1.4.3); comme X est affine, on a H l(X,j^)=o
(I, 5.1.9.2), donc aussi H^Y, (&)=o par (5.2.3), ce qui achève la démonstration du
théorème (6.7.1).

Corollaire (6.7.2). — Soient X un préschéma noethérien, (X^)^^ un recouvrement fini
de l'espace X formé d'ensembles fermés. Pour que X soit affine, il faut et il suffit que pour chaque i,
il existe un sous-préschéma fermé de X, ayant X^ pour espace sous-jacent et qui soit affine.

En effet, s'il en est ainsi, soit X' le schéma somme des X^; il est clair que X' est
affine, et on définit un morphisme surjectif y:X'->X en prenant pour restriction de/
à X^ l'injection canonique. Tout revient à vérifier que f est fini, en vertu de (6.7.1), et
cela a été vu en (6.1.5).

Corollaire (6.7.3). — Pour qu'un préschéma noethérien X soit affine il faut et il suffit que
les sous-préschémas fermés réduits ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X
soient affines.

§ 7. CRITÈRES VALUATIFS

Nous donnons dans ce paragraphe des critères valuatifs de séparation et de
propreté pour un morphisme, c'est-à-dire des critères qui font intervenir un schéma
auxiliaire variable de la forme Spec(A), où A est un anneau de valuation. Moyennant
des hypothèses « noethériennes » convenables, on peut dans ces critères se restreindre
au cas où A est un anneau de valuation discrète. Ce sera sans doute le seul cas que nous
aurons à appliquer par la suite, et nous n'avons introduit les anneaux de valuation
quelconques, dans le cas général, que pour faire le lien avec des développements
classiques.

7.1. Rappels sur les anneaux de valuation»

(7.1.1) Parmi les diverses propriétés équivalentes qui caractérisent les anneaux
de valuation, nous utiliserons la suivante : un anneau A est dit anneau de valuation si c'est
un anneau intègre qui n'est pas un corps, et si, dans l'ensemble des anneaux locaux
contenus dans le corps des fractions K de A et distincts de K, A est maximal pour la
relation de domination (I, 8.1.1). Rappelons qu'un anneau de valuation est intégralement
clos. Si A est un anneau de valuation, Ap est aussi un anneau de valuation pour tout
idéal premier p =(= o de A.

(7.1.2) Soient K un corps, A un sous-anneau local de K qui n'est pas un corps;
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il existe alors un anneau de valuation ayant K pour corps des fractions et qui domine A
([i], p. 1-07, lemme 2).

D'autre part, soient B un anneau de valuation, k son corps des restes, K son corps
des fractions, L une extension de k. Alors il existe un anneau de valuation complet G qui
domine B et dont le corps des restes est L. En effet, L est extension algébrique d'une
extension transcendante pure L'=Â:(T^ç^; on sait qu'on peut prolonger la valuation
de K correspondant à B à une valuation de K' = K(T^^ de sorte que I/ soit le corps
des restes de cette valuation ([24], p. 98); remplaçant B par le complété de l'anneau
de cette valuation prolongée, on voit qu'on peut se limiter au cas où B est complet
et L est une clôture algébrique de A. Si K est une clôture algébrique de K, on peut alors
prolonger à K la valuation qui définit B, et le corps des restes correspondant est une
clôture algébrique de k, comme on le voit en relevant dans K les coefficients d'un
polynôme unitaire de A;[TJ. On est donc finalement ramené au cas où L=k et il suffit
alors de prendre pour G le complété de B pour répondre à la question.

(7.1.3) Soient K un corps, A un sous-anneau de K$ la fermeture intégrale A'
de A dans K est l'intersection des anneaux de valuation contenant A et ayant K pour
corps des fractions ([il], p. 51, th. 2). La proposition (7 .1 .2) s'exprime sous la forme
géométrique équivalente :

Proposition (7.1.4). — Soient Y un préschéma, p : X->Y un morphisme, x un point
de X, y =pÇx),y ̂ y une spécialisation (0, 2 .1 .2) dey. Il existe alors un schéma locale, spectre
d'un anneau de valuation, et un morphisme séparé f: Y'->Y tel que, si a désigne Punique point
fermé de Y' et b le point générique de Y', on ait f{d) =y' et f(b) =j\ On peut en outre supposer
vérifiée l'une des deux propriétés additionnelles suivantes :

(i) Y' est le spectre d'un anneau de valuation complet dont le corps des restes est algébrique-
ment clos, et il existe un k [y) -homomorphisme k(x)->k{b).

(ii) // existe un k(y)-isomorphisme k^^kÇb).
Soit YI le sous-préschéma fermé réduit de Y ayant {y} comme espace sous-jacent

(I, 5.2. i), et soit Xi le sous-préschéma fermé image réciproque ̂ "^Y^) ; comme y ' ^ y }
par hypothèse et que k{x) est le même dans X et dans X^, on peut supposer Y intègre,
de point générique^; Gy. est alors un anneau local intègre qui n'est pas un corps, et
dont le corps des fractions est Qy-==k{y), et k[x) est une extension de fe(^). Pour
réaliser les conditions f(a) ==y et f{b) =y ainsi que la condition additionnelle (i)
(resp. (ii)), on prendra Y' == Spec(A'), où A' est un anneau de valuation dominant Qy, et
qui est complet et a un corps des restes algébriquement clos extension de k{x) (resp. un
anneau de valuation A' dominant Qy. et dont kÇx) est le corps des fractions); l'existence
de A' est garantie par (7 .1 .2) .

(7.1.5) Rappelons qu'un anneau local A est dit de dimension i s'il existe un
idéal premier distinct de l'idéal maximal m, et si tout idéal premier de A distinct de m est
un idéal premier minimal', lorsque A est intègre, il revient au même de dire que m et (o) sont
les seuls idéaux premiers et m=)=(o) ; autrement dit, Y=Spec(A) est réduit à deux
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points a, b : a est l'unique point fermé, on a j^ == m et k{a) = k est le corps résiduel k == A/m ;
b est le point générique de Y, J6=(o) , l'ensemble {&} étant l'unique ensemble ouvert
de Y distinct de 0 et de Y (ensemble ouvert qui est donc partout dense), et k(b) =K est
le corps des fractions de A.

(7.1.6) Pour un anneau local A, noethérien et de dimension i, on sait que les
conditions suivantes sont équivalentes ([i], p. 2-08 et 17-01) : a) A est normal; b) A est
régulier; c ) A est un anneau de valuation; en outre, A est alors un anneau de valuation
discrète. Les prop. (7 .1 .2 ) et (7.1.3) ont alors les analogues suivants pour les anneaux
de valuation discrète :

Proposition (7.1.7). — Soient A un anneau local intègre noethérien qui n9 est pas un corps,
K son corps des fractions, L une extension de type fini de K; il existe alors un anneau de valuation
discrète ayant L pour corps des fractions et dominant A.

Supposons d'abord L == K. Soient m l'idéal maximal de A, (^, . . ., ̂ ) un système
de générateurs non nuls de m, B le sous-anneau A[x^x^, . . ., xjx^] de K, qui est noethérien.
Il est immédiat que l'idéal mB de B est identique à l'idéal principal ^B; si p est un idéal
premier minimal de ^B, on sait que p est de rang i ([13], t. I, p. 277); autrement dit
Bp est un anneau local noethérien de dimension i ; il est clair que pBp n A est un idéal de A
contenant m et ne contenant pas i, donc égal à m, et par suite By domine A (I, 8. i . i).
Il résulte du th. de Krull-Akizuki ([25], p. 293) que la clôture intégrale G de Bp est un
anneau noethérien (bien que G ne soit pas nécessairement un Bp-module de type fini) ;
si n est un idéal maximal de G, C^ est un anneau local noethérien normal de dimension i
([25], p. 295), donc un anneau de valuation discrète, qui domine Bp et a fortiori A.

Si maintenant L est une extension de type fini de K, on peut, d'après ce qui
précède, se limiter au cas où A est déjà un anneau de valuation discrète. Soit w une
valuation de K associée à A; il existe une valuation discrète w' de L qui prolonge w : on
se ramène en effet par récurrence sur le nombre de générateurs de L au cas où L == K(a),
et alors la proposition est classique ([24], p. 106).

Corollaire (7.1.8). — Soient A un anneau intègre noethérien, K son corps des fractions,
L une extension de type fini de K. Alors la fermeture intégrale de A dans L est l'intersection des
anneaux de valuation discrète ayant L pour corps des fractions et contenant A.

En effet, un tel anneau de valuation discrète, étant normal, contient a fortiori
tout élément de L entier sur A. Il suffit donc de prouver que si xeL n'est pas entier
sur A, il existe un anneau de valuation discrète G ayant L pour corps des fractions,
contenant A et ne contenant pas x. L'hypothèse sur x signifie en effet que l'on a
^^B=A[i/^], autrement dit ifx n'est pas inversible dans l'anneau noethérien B. Il y a
donc un idéal premier p de B contenant i/^. L'anneau local intègre Bp est noethérien
et contenu dans L, qui est une extension de type fini du corps des fractions de Bp (ce
dernier contenant K). En vertu de (7. i . 7), il y a donc un anneau de valuation discrète G,
dominant Bp et ayant L pour corps des fractions; comme i/^epB^ appartient à l'idéal
maximal de G, on a x^C, ce qui conclut la démonstration.

La forme géométrique de (7.1.7) est la suivante :
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Proposition (7.1.9). — Soient Y un préschéma localement noethérien, p : X-^Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y=p{x),f^y une spécialisation d e y . Il existe
alors un schéma local Y', spectre d'un anneau de valuation discrète, un morphisme séparé f : Y'->Y
et une Y'-application rationnelle g de Y' dans X, tels que, si a désigne le point fermé de Y' et b son
point générique, on ait f{d) ==/,/(&) =y, g{b) =x, et que dans le diagramme commutatif

k{x)

( 7 . 1 . 9 . 1 ) '/ t.

k{b) ^ k{y)

(où TT, y, y sont les homomorphismes correspondant respectivement à p,f et g), y soit une bijection.
Comme dans (7.1.4), on peut se ramener au cas où Y est intègre de point géné-

rique^ (compte tenu de fi, 6.3.4, (iv))) et comme la question est locale sur X et Y,
on peut supposera de type fini; on est alors dans la situation de (7.1.4), avec la propriété
supplémentaire que k{x) est une extension de type fini de k[y) (I, 6.4.11) et que Gy. est
noethérien; cela permet d'appliquer (7 .1 .7) et de prendre Y'^SpecÇA'), où A' est
un anneau de valuation discrète dominant Qy, et dont k(x) est le corps des fractions.
On a donc ainsi défini un diagramme commutatif ( 7 . 1 . 9 . 1 ) 3 où y est une bijection,
et TU et 9 correspondent aux morphismes p et/. En outre, comme X et Y sont localement
noethériens (I, 6.6.2) et que Y' est intègre, il y a une Y-application rationnelle g et une
seule de Y' dans X à laquelle correspond Fisomorphisme y (I? 7.1.15), ce qui achève
la démonstration.

7.2. Critère valuatif de séparation»

Proposition (7.2.1). — Soient X, Y deux préschémas, f: X—^Y un morphisme quasi-
compact. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) Le morphisme f est fermé.
b) Pour tout ^eX et toute spécialisation y' de y=f[x), distincte dey, il existe une spécia-

lisation x' de x telle que f(x') == x.
La condition h) exprime que f([x})=={jy} et est donc conséquence de a ) . Pour

montrer que b) entraîne a ) , considérons une partie fermée X' de l'espace sous-jacent X;
soit Y'^/^X') et montrons que Y^/ÇX'). Considérons les sous-préschémas fermés
réduits de X et Y respectivement ayant pour espaces sous-jacents X' et Y' (I, 5.2. i) ;
il y a alors un morphisme f : X'—^Y' tel que le diagramme

soit commutatif (I, 5 .2 .2)3 et comme/est quasi-compact, il en est de même de/'. On
est donc ramené à prouver que si/est un morphisme quasi-compact et dominant, alors la
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condition b) implique que /(X) = Y. Or, soity un point de Y et soitjy le point générique
d'une composante irréductible de Y contenant^'; en vertu de b), il suffit de montrer
que/"^) n'est pas vide. Mais on sait que cette propriété est conséquence du fait que/
est dominant et quasi-compact (I, 6.6.5).

Corollaire (7.2.2). — Soit f: X->-Y un morphisme d'immersion quasi-compact. Pour
que l'espace sous-jacent X soit fermé dans Y, il faut et il suffit qu'il contienne toute spécialisation
[dans Y) de chacun de ses points.

Proposition (7.2.3). — Soient Y un préschéma (resp. un préschéma localement noethérien),
f: X->Y un morphisme (resp. un morphisme localement de type fini}. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) f est séparé.
b) Le morphisme diagonal X->XXyX est quasi-compact, et pour tout Y'-préschéma de

la forme Y'=Spec(A), où A est un anneau de valuation (resp. un anneau de valuation discrète),
deux Y-morphismes de Y' dans X qui coïncident au point générique de Y' sont égaux.

c) Le morphisme diagonal X->XXyX est quasi-compact, et pour tout Y'-préschéma de la
forme Y'=Spec(A), où A est un anneau de valuation (resp. un anneau de valuation discrète),
deux ^'-sections de X' = X(Y') qui coïncident au point générique de Y' sont égales.

L'équivalence de b) et de c ) résulte de la correspondance biunivoque entre
Y-morphismes de Y' dans X et Y'-sections de X' (I, 3.3.14). Si X est séparé sur Y,
la condition b) est vérifiée en vertu de (I, 7 . 2 . 2 . 1 ) , puisque Y' est intègre. Il reste à
prouver que b) entraîne que le morphisme diagonal A : X->XXyX est fermé, et il
revient au même de montrer qu'il vérifie le critère de (7 .2 .2 ) . Or, soit ^ un point de la
diagonale A(X), ^'=[= ̂  une spécialisation de ^ dans XXyX. Il existe alors (7 .1 .4)
un anneau de valuation A et un morphisme / de Y /=Spec(A) dans XXyX, qui
applique le point fermé a de Y' sur ^ et le point générique b de Y' sur ^; ce morphisme
fait de Y' un (Xx y X)-préschéma, et a fortiori un Y-préschéma. Si on compose avec/
les deux projections de XXyX, on obtient deux Y-morphismes g^, g^ de Y' dans X,
qui par hypothèse coïncident au point b, ils sont donc égaux à un même morphisme g,
ce qui signifie (I, 5.3. i) que/se factorise en f=\og, et par suite ^'eA(X). Lorsqu'on
suppose Y localement noethérien et/localement de type fini, XXyX est localement
noethérien (I, 6.6.7) ; on peut alors reprendre le raisonnement précédent en y supposant
que A est un anneau de valuation discrète, en vertu de (7.1.9).

Remarques (7.2.4). — (i) L'hypothèse que le morphisme A est quasi-compact
est toujours vérifiée lorsque Y est localement noethérien et / localement de type fini,
car XXyX est alors localement noethérien (I, 6.6.4, (i)). Dans le cas général, elle
signifie aussi que pour tout recouvrement (UJ de X par des ouverts affines, les ensembles
U^nUp sont quasi-compacts.

(ii) Pour que/soit séparé, il suffit que la condition b) ou la condition c ) soit vérifiée
pour un anneau de valuation A qui est complet et dont le corps des restes est algébriquement
clos', cela résulte en effet de la démonstration de (7.2.3) et de (7.1.4).
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7.3. Critère valuatif de propreté.

Proposition (7.3.1). — Soient A un anneau de ualuation, Y == Spec (A), b le point générique
de Y, X un schéma intègre, f : X->Y un morphisme fermé tel quef^Çb} se réduise à un point x
et que P homomorphisme correspondant k(b)-^k{x) soit bijectif. Alors f est un isomorphisme.

Comme/est fermé et dominant, on a /(X) ==Y; il suffit (I, 4 .2 .2) de prouver
que pour tout y=h& dans Y, il existe un seul point x ' tel que f(x'} =y et que l'homo-
morphisme correspondant Oy.-^O^ soit bijectif, car/sera alors un homéomorphisme.
Or, si f{x') =y, 0^ est un anneau local contenu dans K == k{x) = k(b) et dominant Q . ;
ce dernier est l'anneau local A^, donc est un anneau de valuation (7 .1 .1) ayant K pour
corps des fractions. Par ailleurs on a 0^ 4= K puisque x ' n'est pas le point générique de X
(0, 2 .1 .3) ; on en conclut que (9^,==-Qy,, Comme X est un schéma intègre, la relation
^ x ' ^ ^ x " entraîne x ' ^ x " (I, 8.2.2), ce qui achève la démonstration.

(7.3.2) Soient A un anneau de valuation, Y == Spec (A), b le point générique de Y,
de sorte que 0^=k(b) est égal à K, corps des fractions de A; soit /: X-^Y un mor-
phisme. On sait (I, 7.1.4) que les Y-sections rationnelles de X sont en correspondance
biunivoque avec les germes de Y-sections (définies dans des voisinages de é) au point b,
d'où une application canonique

(7.3.2.1) r^(x/Y) -> rcy-^/spec^))
les éléments de ^(f~l(b)|Spec('K)) s'identifiant d'ailleurs, par définition (I, 3.4.5) aux
points de /-l(é) = X®^K rationnels sur K. Lorsque/est séparé, il résulte de (I, 5.4.7) que
l'application (7 .3 .2 .1) est injective, puisque Y est un schéma intègre.

Composant (7 .3 .2 .1) avec l'application canonique F(X/Y) ->F^(X/Y) (I, 7. i . 2),
on obtient une application canonique

(7 .3 .2 .2) F(X/Y) -> IV-^/SpecCK)).

Lorsque/est séparé, cette application est encore injective (I, 5.4.7).
Proposition (7.3.3). — Soient A un anneau de valuation de corps des fractions K,

Y==Spec(A), b le point générique de Y, f: X—^Y un morphisme séparé et fermé. Alors
l'application canonique (7 .3 .2 .2) est bijective (ce qui revient à dire qu'elle est surjective et
entraîne que les Y-sections rationnelles de X sont partout définies}.

Soit donc x un point de/""^), rationnel sur K. Comme/est séparé, il en est de
même du morphisme /"^(^—^Spec^) correspondant à/ (I, 5.5.1, (iv)), et toute
section de/"^é) étant une immersion fermée (I, 5.4.6)3 {x} est fermé dans /^(é).
Considérons le sous-préschéma fermé réduit X' de X ayant pour espace sous-jacent
l'adhérence {x} de {x} dans X. Il est clair que la restriction de / à X' vérifie les hypo-
thèses de (7.3. i), donc est un isomorphisme de X' sur Y, dont l'isomorphisme réciproque
est la Y-section de X cherchée.

(7.3*4) Pour énoncer les deux résultats suivants, nous nous servirons d'une
terminologie qui sera justifiée et discutée dans le chapitre IV : si F est une partie
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d'un préschéma Y, on appelle codimension de F dans Y et on note codiniyF la borne
inférieure des entiers dim(^), où ^ parcourt F.

Corollaire (7.3.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien réduit, N /''ensemble
des points yeY où Y n'est pas régulier (0, 4. i . 4) ; on suppose que codimyN^ 2. Soit f : X-^Y
un morphisme de type fini, séparé et fermé et soit g une Y'-section rationnelle de X; si Y' est
l'ensemble des points de Y où g n'est pas définie (ensemble qui est fermé (I, 7 . 2 . 1 ) ) on a
codimyY' ̂ 2.

Il suffit de prouver que g est définie en tout point ^:eY tel que dim 0^ i. Si
dim^==o, ^ est point générique d'une composante irréductible de Y (I, i . i . 14), donc
appartient à tout ouvert partout dense de Y, et en particulier au domaine de définition
de g. Supposons donc que dim ̂  == i ; (9^ est alors par hypothèse un anneau local
noethérien régulier, donc (7.1.6) un anneau de valuation discrète. Soit Z==Spec(^);
comme U^Y—Y' est partout dense, UnZ n'est pas vide (I, 2 .4 .2 ) ; soit g ' l'appli-
cation rationnelle de Z dans X induite par g (I, 7.2.8); il suffit de montrer que g ' est
un morphisme (I, 7 .2.9) . Or, g ' peut être considérée comme une Z-section rationnelle
du Z-préschéma /^(Z) =XXyZ; il est clair que le morphisme /^(Z)-^ correspon-
dant à/est fermé, et il résulte de (I, 5.5.1, (i)) qu'il est séparé; on conclut alors de
(7-3-3) q^ <?' ^t partout définie; comme Z est réduit et X séparé sur Y, g ' est un
morphisme (I, 7 .2 .2) .

Corollaire (7.3.6). — Soient S un préschéma localement noethérien, X et Y deux S-préschémas;
on suppose Y réduit, et en outre que l'ensemble N des points jyeY où Y n'est pas régulier soit tel que
codimyN>2; on suppose enfin que le morphisme structural X->S soit propre. Soit f une ^-appli-
cation rationnelle de Y dans X et soit Y' l'ensemble des points de Y où f n'est pas définie; alors
on a codiniyY'^.

On sait (I, 7 .1 .2 ) qu'on peut identifier les S-applications rationnelles de Y dans X
aux Y-sections rationnelles de X X g Y ; comme le morphisme structural XXgY->Y
est fermé (5.4.1), on peut appliquer (7.3.5), d'où le corollaire.

Remarque (7.3.7). — Les hypothèses faites sur Y dans (7.3.5) et (7.3.6) seront
en particulier réalisées lorsque Y est normal (0, 4. i .4)3 en vertu de (7.1.6).

Nous pouvons caractériser les morphismes universellement fermés (resp. propres)
par une réciproque de (7.3.3) :

Théorème (7.3.8). — Soient Y un préschéma (resp. un préschéma localement noethérien),
f ' ' X->Y un morphisme quasi-compact séparé (resp. de type fini). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) f est universellement jermé (resp. propre).
b) Pour tout Y-schéma de la forme Y'=Spec(A), où A est un anneau de valuation (resp.

un anneau de valuation discrète) de corps des fractions K, l'application canonique

Homy(Y', X) -> Homy(Spec(K), X)

correspondant à l'injection canonique A->K, est surjective (resp. bijective).
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c) Pour tout Y'-schéma de la forme Y'==Spec(A), où A est un anneau de valuation (resp.
un anneau de valuation discrète) Inapplication canonique (7 .3.2.2) relative au Y''-préschéma X(Y^
est surjective (resp. bijective).

L'équivalence de b ) et c ) résulte aussitôt de (I, 3.3.14); a ) implique c ) , car
a) entraîne, dans l'une ou l'autre hypothèse, que ^y') est séparé (I, 5.5.1, (iv))
et fermé, et il suffit d'appliquer (7.3.3). Reste à prouver que b) entraîne a ) . Plaçons-
nous d'abord dans le cas où Y est quelconque,yséparé et quasi-compact. Si la condition b)
est vérifiée par y, elle l'est aussi par /(Y") : ̂ y'^-^Y", où Y" est un Y-préschéma
quelconque, en vertu de l'équivalence de b) et c ) , et du fait que X(Y' / )XY"Y'^XXyY'
pour tout morphisme Y'-^Y" (I, 3.3.9.1); comme en outreyjy//) est séparé et quasi-
compact quand / l'est (I, 5.5.15 (iv) et 6.6.4, (iii)), on est ramené à prouver que b)
entraîne que f est fermé. Pour cela, il suffit de vérifier la condition b) de (7 .2 .1 ) . Soient
donc ;veX, y ' une spécialisation de jy==f{x), distincte dej^; en vertu de (7. i .4), il y a
un schéma Y', spectre d'un anneau de valuation, et un morphisme séparé g : Y'->Y
tels que, si a désigne le point fermé et b le point générique de Y', on ait g[a) ==jy'', g(b) ==jy,
et qu'il existe un fe(^)-homomorphisme k{x)->k{b). Ce dernier correspond canonique-
ment à un Y-morphisme Spec(fc(é))—^X (I, 2 .4 .6)3 et il résulte donc de b) qu'il existe un
Y-morphisme h : Y'->X auquel correspond le morphisme précédent. On a alors h(b)==x',
si l'on pose h{a) =xt, x ' est spécialisation de x, et l'on a f{x') =/(Â(û)) =g[a) =V.

Si maintenant Y est localement noethérien et/de type fini, l'hypothèse b) entraîne
d'abord que / est séparé, en vertu de (7 .2 .3 )3 le morphisme diagonal X-^XXyX étant
quasi-compact (7.2.4) . En outre, pour vérifier que / est propre, il suffit de montrer
que /(Y") : X(y//)—^Y" est fermé pour tout Y-préschéma Y" de type fini, compte tenu
de (5.6.3). Comme alors Y" est localement noethérien, on peut reprendre le raisonne-
ment fait dans le premier cas en prenant pour Y' un spectre d'anneau de valuation discrète,
et en appliquant (7.1.9) au lieu de (7.1.4).

Remarques (7.3.9). — (i) Lorsque Y est un préschéma quelconque et y un mor-
phisme séparé, pour que f soit universellement fermé, il suffit que la condition b ) ou la
condition c ) soit vérifiée pour les anneaux de valuation A complets et dont le corps des
restes est algébriquement clos', cela résulte en effet de la démonstration et de (7.1.4).

(ii) On déduit du critère c ) de (7.3.8) une nouvelle démonstration du fait qu'un
morphisme projectif X-»Y est fermé (5.5.3)3 plus proche des méthodes classiques.
On peut en effet supposer Y affine, et par suite X identifié à un sous-préschéma fermé
d'un fibre projectif P^ (5.3.3); pour prouver que X->Y est fermé, il suffit de vérifier
qu'il en est ainsi du morphisme structural P^->Y, et le critère c ) de (7.3.8), joint à
(4.1.3.1), prouve qu'on est ramené à démontrer le fait suivant : si Y est le spectre d'un
anneau de valuation A, de corps des fractions K, tout point de P^ à valeurs dans K provient (par
restriction au point générique de Y) d'un point de P^ à valeurs dans A. Or, tout (P^-Module
inversible est trivial (I, 2.4.8); donc, il résulte de (4.2.6) qu'un point de P^ à valeurs
dans K s'identifie à une classe d'éléments (^, ^q, ...,^J de K, où Ç = f = o et les c
sont des éléments non tous nuls de K. Or, en multipliant les ^ par un élément de A de
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valuation convenable, on peut supposer que les c^ appartiennent tous à A, et que l'un
au moins est inversible. Mais alors (4.2.6), le système (^o, . . ., ^) définit aussi un point
de P^ à valeurs dans A, ce qui démontre notre assertion.

(iii) Les critères (7 .2 .3) et (7.3.8) sont surtout commodes quand on considère
la donnée d'un Y-préschéma X comme équivalente à la donnée du foncteur

XÇY'^Hon^Y'.X)

en un Y-préschéma Y'; ces critères nous permettront par exemple de prouver que sous
certaines conditions les « schémas de Picard » sont propres.

Corollaire (7.3.10). — Soient Y un schéma intègre (resp. un schéma intègre localement
noethérien), X un schéma intègre, f: X->Y un morphisme dominant.

(i) Si f est quasi-compact et universellement fermé, tout anneau de valuation dont le corps
des fractions est le corps R(X) des jonctions rationnelles sur X, et qui domine un anneau local de Y,
domine aussi un anneau local de X.

(ii) Inversement, supposons que f soit de type fini, et que la propriété énoncée dans (i) soit
vérifiée par tout anneau de valuation (resp. tout anneau de valuation discrète) ayant R(X) pour
corps des fractions. Alors f est propre.

Notons d'abord que les hypothèses impliquent dans tous les cas que f est séparé
(I. 5-5-9) .

(i) Soient K=R(Y), L=R(X), y un point de Y, A un anneau de valuation
ayant L pour corps des fractions et dominant Qy, l'injection 6y-^A définit donc un
morphisme h de Y'===Spec(A) dans Y (I, 2.4.4) tel que h[d)=j, en désignant par a
le point fermé de Y'; en outre, si 73 est le point générique de Y, qui est aussi celui de
Spec(^), on a A(è)=7], en désignant par b le point générique de Y' (puisque KcL
par hypothèse). Si Ç est le point générique de X, on a fe(Ç) =k(b) ==L par hypothèse,
d'où un Y-morphisme g : Spec(L)->X tel que g{b) ==Ç; en vertu de (7.3.8), g provient
d'un Y-morphisme g ' : Y'-^X. Si x==g\a), il est clair que A domine ^.

(ii) La question étant locale sur Y, on peut toujours supposer que Y est affine
(resp. affine et noethérien). Comme/est de type fini, on peut appliquer dans les deux
cas le lemme de Chow (5.6.1). Il y a donc un morphisme projectif p : P->Y, un mor-
phisme d'immersion j : X'->P et un morphisme projectif, surjectif et birationnel
g : X'-^X (X' étant intègre) tels que le diagramme

P i- X7

p [ [ s
Y <- X/

soit commutatif. Il suffit de prouver que j est une immersion fermée, car alors f°g=p°j
sera un morphisme projectif, donc propre, et comme g est surjectif, / sera aussi propre
(5.4.3). Soit Z le sous-préschéma fermé réduit de P ayant j(X') comme espace sous-
jacent (I, 5 .2 .1 ) ; comme X7 est intègre,^ se factorise en ioh, où i : Z->P est Finjection
canonique, h : X'-^Z une immersion ouverte dominante (I, 5.2.3), et Z est intègre;
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en outre Z est projectif sur Y, et on voit qu'on peut se borner au cas où P est intègre et
j dominant et birationnel, et tout revient à voir quej est surjectif. Or, soit ^eP; 6^ est un
anneau local intègre (resp. intègre et noethérien) dont le corps des fractions est

i^inp^i^x^iHx).
On peut se borner au cas où ^ n'est pas le point générique de P. Il y a par
suite (7 .1 .2 et 7 .1.7) un anneau de valuation (resp. un anneau de valuation
discrète) A, ayant L pour corps des fractions et dominant (9^. A fortiori, A domine (9 ,
en posant y -==p^), et par hypothèse il y a donc un xeX tel que A domine (9^ Comme g
est propre, la première partie de la démonstration prouve que A domine aussi un Q^,,
pour un x ' e X ' ; il s'ensuit que Q, et ffl^==0^ sont apparentés (I, 8. i .4), et comme P
est un schéma, cela entraîne ^==j{x') (I, 8.2.2) et achève la démonstration.

Corollaire (7.3.11). — Soient X, Y deux schémas intègres, /:X->Y un morphisme
dominant, quasi-compact et universellement fermé. Supposons en outre Y affine d''anneau (intègre) B.
Alors F(X, ^x) est canoniquement isomorphe à un sous-anneau de la fermeture intégrale de B
dans R(X).

En effet (I, 8.2.1.1), F(X, 0^) s'identifie à l'intersection des ^ pour xeX; en
vertu de (7.3.10), de (7 .1 .2) et (7.1.3), F(X, ^x) ^t par suite contenu dans l'inter-
section des anneaux de valuation contenant B et ayant R(X) pour corps des fractions;
la conclusion résulte alors de (7.1.3).

Remarques (7.3.12). — Sous les hypothèses de (7.3.11), et lorsqu'on suppose
que R(X) est une extension de type fini de R(Y), on pourra dans de nombreux cas
conclure que r(X, ^x) est un module de type fini sur l'anneau B=r(Y, (P^). Ce sera le
cas par exemple lorsque B est une algèbre de type fini sur un corps, car on sait alors que la
fermeture intégrale de B dans une extension de type fini de son corps des fractions est
un B-module de type fini ([13], t. I, p. 267, th. 9) ; la conclusion résulte alors de (7.3.11)
et du fait que B est noethérien.

En particulier, un schéma X propre et affine sur un corps K est fini. En effet, en vertu
de (1.6.4), (5.4.6) et (I, 6.4.4, c)}, on peut se borner au cas où X est réduit. En
outre, il suffira de prouver que chacun des sous-préschémas fermés de X ayant pour
espace sous-jacent une composante irréductible de X (en nombre fini) est fini sur K,
si bien que (tenant compte de (5.4.5)) on est finalement ramené au cas où X est intègre.
Mais alors le résultat découle des remarques faites ci-dessus.

Au chapitre III, nous retrouverons cette dernière proposition par d'autres méthodes
et comme conséquence de résultats plus généraux, montrant que si / : X->Y est propre
et Y localement noethérien,/^(^r) est cohérent pour tout ^"Module cohérent ^ (III,
4.4.2).

Notons enfin que le critère (7.3.10) est pris comme définition des morphismes
propres en Géométrie algébrique classique. Nous ne l'avons mentionné que pour cette
raison, le critère (7.3.8) semblant plus maniable dans toutes les applications à notre
connaissance.
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7.4» Courbes algébriques et corps de fonctions de dimension i.

Le but de ce numéro est de montrer comment se formule en langage des schémas
la notion classique de courbe algébrique (telle qu'elle est exposée par exemple dans le
livre de G. Ghevalley [23]). Dans tout le numéro, on désigne par k un corps., tous les schémas
considérés sont des k-schémas de typefini^ et tous les morphismes des k-morphismes.

Proposition (7.4.1). — Soit X un préschéma de type fini sur k (donc noethérien); soient
x^ ( i < i ̂  n) les points génériques des composantes irréductibles X^ de X, et soit K, = k (^) ( i ^ i ̂  n).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Chacun des K, est une extension de k dont le degré de transcendance est égal à i.
b) Pour tout point fermé x de X, l'anneau local (0^ est de dimension i (7 .1 .5 ) .
c) Les parties fermées irréductibles de X distinctes des X^- sont les points fermés de X.

Gomme X est quasi-compact, toute partie fermée irréductible F de X contient
un point fermé (0, 2.1.3) . En vertu de (I, 2 . 4 . 2 ) 3 il y a correspondance biunivoque
entre les idéaux premiers de (9^ et les parties fermées irréductibles de X contenant x
(I, 1.1.14); l'équivalence de b) et c ) en découle aussitôt. D'autre part, si p^ (i ^ oc^ r)
sont les idéaux premiers minimaux de l'anneau local noethérien (9^ les anneaux locaux fi^/poc
sont intègres, et ont pour corps des fractions ceux des K^ tels que ^eX^-. En outre, on sait
([i], p. 4-063 th. 2) que la dimension d'une A-algèbre locale intègre de type fini est égale
au degré de transcendance sur k de son corps des fractions. Enfin, la dimension de ̂  est
borne supérieure des dimensions des ^/pa; or, la condition a) implique que ces dimensions
sont égales à i, donc a) implique b) ; inversement, si ^ est de dimension i, aucun des p^
ne peut être égal à l'idéal maximal de 0^, sans quoi ̂  serait de dimension o ; donc chacun
des ^/pa ^st de dimension i, ce qui montre que b) entraîne a ) .

On notera que sous les conditions de (7.4.1), l'ensemble X est vide ou infini,
comme il résulte aussitôt de (I, 6.4.4).

Définition (7.4.2). — On appelle courbe algébrique sur k un schéma algébrique non
vide sur k vérifiant les conditions de (7.4.1).

Dans le langage de la dimension, qui sera introduit au chapitre IV, cela s'exprimera
en disant qu'une courbe algébrique sur k est un A-schéma algébrique non vide dont
toutes les composantes irréductibles sont de dimension i.

On notera que si X est une courbe algébrique sur A, les sous-préschémas fermés
réduits X -̂ (i ^ z^ n) de X ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles
de X sont des courbes algébriques sur A.

Corollaire (7.4.3). — Soit X une courbe algébrique irréductible. Le seul point non fermé
de X est son point générique. Les parties fermées de X distinctes de X sont les ensembles finis de
points fermés; ce sont aussi les seules parties de X qui ne soient pas partout denses.

Si un point ^eX n'est pas fermé, son adhérence dans X est une partie fermée
irréductible de X, donc nécessairement X tout entier en vertu de (7.4.1), et par suite
x est le point générique de X. Une partie fermée F de X, distincte de X, ne peut contenir
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le point générique de X, donc tous ses points sont fermés (dans X et a fortiori dans F);
en considérant le sous-préschéma fermé réduit de X ayant F pour espace sous-jacent
(I, 5.2.1), il résulte donc de (I, 6 .2 .2) que F est fini et discret. L'adhérence dans X
d'une partie infinie de X est donc nécessairement égale à X.

Lorsque X est une courbe algébrique quelconque, en appliquant (7.4.3) aux
composantes irréductibles de X, on voit que les seuls points non fermés de X sont les
points génériques de ces composantes.

Corollaire (7.4.4). — Soient X et Y deux courbes algébriques irréductibles sur k, f : X—^Y
un k-morphisme. Pour que f soit dominant, il faut et il suffit que f~^{y) soit fini pour tout yeY.

En effet, si/n'est pas dominant,/(X) est nécessairement une partie finie de Y en
vertu de (7.4.3), donc il n'est pas possible que/"^) soit fini pour tout point de Y,
sinon X serait fini, ce qui est absurde (7.4.1). Inversement, si/est dominant, pour
tout jyëY distinct du point générique T] de Y,/-1^) est fermé dans X puisque {j;} est
fermé dans Y (7.4.3); d'autre part, par hypothèse,/"1^) ne contient pas le point
générique Ç de X, donc est fini en vertu de (7.4.3). Enfin, pour voir que lorsque/est
dominant,/"1 (v]) est fini, on note que la fibre/""^Y]) est un schéma irréductible de type
fini sur fe (•/]), et de point générique Ç (I, 6.3.9 et 6.4. n). Comme fc(Ç) et k{^) sont des
extensions de type fini de k, de même degré de transcendance i, fc(Ç) est nécessairement
une extension de degré fini de fe (•/]), donc Ç est fermé dans/"^-/]) (I, 6.4.2), etf~1^)
est par suite réduit au point £.

Nous verrons au chapitre III qu'un morphisme propre f: X—^Y de préschémas
noethériens, tel que/"^) soit fini pour tout jyeY, est nécessairement/^'; il s'ensuivra
donc de (7.4.4) qu'un morphisme dominant propre d'une courbe algébrique irréductible
dans une courbe algébrique est fini.

Corollaire (7.4.5). — Soit X une courbe algébrique sur k. Pour que X soit régulière, il
faut et il suffit que X soit normale, ou encore que les anneaux locaux de ses points fermés soient des
anneaux de valuation discrète,

Cela résulte aussitôt de la condition b) de (7.4.1) et de (7.1.6).
Corollaire (7.4.6). — Soient X une courbe algébrique réduite, ^ une â?(X.)-Algèbre

cohérente réduite; alors la fermeture intégrale X' de X relativement à ^ (6.3.4) est une courbe
algébrique normale, et le morphisme canonique X'—^X est fini.

Le fait que X'->X soit fini résulte de (6.3.10); X' est donc un À-schéma algé-
brique; en outre, si ^ (i ^ î^ n) sont les points génériques des composantes irréductibles
de X, x'y {i^j^m) ceux des composantes irréductibles de X', chacun des k Ç x ' ) est
extension algébrique finie de l'un des k{x,) (6.3.6), donc a un degré de transcendance i
sur k. X' est donc bien une courbe algébrique sur k, et en outre on sait que X' est somme
d'un nombre fini de schémas intègres et normaux (6.3.6 et 6.3.7).

(7.4.7) On dit qu'une courbe algébrique X sur k est complète si elle est propre
sur k.

Corollaire (7.4.8). — Pour qu'une courbe algébrique réduite X sur k soit complète, il faut
et il suffit que sa normalisée X' le soit.
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En effet, le morphisme canonique / : X'->X est alors fini (7.4.6), donc propre
(6.1.11) et surjectif (6.3.8); si g : X->Spec(A) est le morphisme structural, g et gof
sont donc propres simultanément, comme il résulte de (5.4.2, (ii)) et (5.4.3, (ii))?
g étant séparé par hypothèse.

Proposition (7.4.9). — Soient X une courbe algébrique normale sur k, Y un k-schéma
algébrique propre sur k. Toute k-application rationnelle de X dans Y est alors partout définie,
autrement dit est un morphisme.

En effet, il résulte de (7.3.7) qu'aux points xeX. où une telle application n'est
pas définie, la dimension de 0^ devrait être ^2, donc l'ensemble de ces points est vide;
la dernière assertion provient de (I, 7.2.3).

Corollaire (7.4.10). — Une courbe algébrique normale sur k est quasi-projective sur k.
Comme X est somme d'un nombre fini de courbes algébriques intègres et nor-

males (6.3.8), on peut se borner au cas où X est intègre (5.3.6). Comme X est quasi-
compact, il est recouvert par un nombre fini d'ouverts affines U -̂ ( i ^ i ^ y z ) , et comme
chacun de ces derniers est de type fini sur k, il existe un entier n^ et une A-immersion
/, : U,-^P^' (5.3.3 et 5.3.4, (i)). Comme U, est dense dans X, il résulte de (7.4.9)
que^. se prolonge en un A-morphisme g^ : X->P^, d'où un A-morphisme ^=(^1, ..., gn)k
de X dans le produit P des P^ sur A. En outre, pour chaque indice î, comme la restriction
de g^ à U^ est une immersion, il en est de même de la restriction de g à U^ (I, 5.3.14).
Comme les U^ recouvrent X et que g est séparé (I, 5.5.13 (v)), g est une immersion de X
dans P (I, 8.2.8). Comme le morphisme de Segre (4.3.3) fournit une immersion de P
dans un P^, cela achève de prouver que X est quasi-projectif.

Corollaire (7 .4 .11) . — Une courbe algébrique normale X est isomorphe au schéma induit

sur un ouvert partout dense d^une courbe algébrique normale et complète X, déterminée à un isomor-
phisme unique près.

Si Xi, Xg sont deux courbes normales et complètes, il résulte aussitôt de (7.4.9)
que tout isomorphisme d'un ouvert U^ dense dans X^, sur un ouvert Ug dense dans Xg,
se prolonge de façon unique en un isomorphisme de Xi sur Xg ; d'où l'assertion d'unicité.
Pour prouver l'existence de X, il suffit de remarquer que l'on peut considérer X comme
un sous-schéma d'un fibre projectif P^ (7.4.10). Soit X l'adhérence de X dans P^
(I, 9.5. n); comme X est induit par X sur un ouvert dense dans X (I, 9.5.10)5 les
points génériques x^ des composantes irréductibles de X sont aussi ceux des composantes
irréductibles de X, et les fe(^) sont les mêmes pour ces deux schémas, donc (7.4.1)
X est une courbe algébrique sur k, qui est réduite (I, 9.5.9) et projective sur k (5.5.1),
donc complète (5.5.3). Prenons alors pour X la normalisée de X, qui est encore complète
(7.4.8) ; en outre, si h : X—^X est le morphisme canonique, la restriction de A à h~l('X)
est un isomorphisme sur X puisque X est normale (6.3.4), et comme h~l{'X) contient
les points génériques des composantes irréductibles de XI (6.3.8), il est dense dans X,
ce qui achève la démonstration.
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Remarque (7.4.ia). —Nous montrerons au chapitre V que la conclusion de (7.4.10)
est encore valable sans supposer la courbe normale (ni même réduite) ; nous montrerons
aussi que pour qu'une courbe algébrique (réduite ou non) soit affine, il faut et il suffit
que ses composantes irréductibles (réduites) ne soient pas complètes.

Corollaire (7.4.13). — Soient X une courbe normale irréductible de corps R(X)==K,
Y une courbe intègre complète de corps L ==R(Y). Il y a une correspondance biunivoque canonique
entre les k-morphismes dominants X—^Y et les k-monomorphismes L->K.

En vertu de (7.4.9), les À-applications rationnelles de X dans Y s'identifient
aux A-morphismes u : X->Y. Les morphismes u dominants étant caractérisés par le fait
que u[x) ==^y (en désignant par x et y les points génériques respectifs de X et de Y),
le corollaire résulte de ces remarques et de (I, 7.1.13).

(7.4.14) On peut préciser le résultat de (7.4.13) lorsqu'on prend pour Y la
droite projective P^==Prqj(Â;[To, TJ), Tç et T étant deux indéterminées. C'est bien là
un schéma intègre (2.4.4), et le schéma induit sur l'ouvert D^(To) de Y est isomorphe
à Spec(A;[T]) (2.3.6), donc le point générique de Y est l'idéal (o) de k[T] et son corps
de fonctions rationnelles k(T), ce qui montre que Y est une courbe algébrique complète
sur k. En outre, le seul idéal premier gradué de S=Â:[T(), T] contenant To et distinct
de S^_ est l'idéal principal (T()), donc le complémentaire de D^.(To) dans Y=P^ est
réduit à un point fermé, dit « point à l'infini » que nous noterons oo (pour une étude
générale des rapports entre fibres vectoriels et fibres proj ectifs, voir 8.4). Avec ces notations :

Corollaire (7.4.15). — Soit X une courbe normale irréductible de corps R(X)==K.
Il existe une application bijective canonique de K sur l'ensemble des morphismes u de X
dans P^, distincts du morphisme constant de valeur oo. Pour que u soit dominant, il faut et il suffit
que Vêlement correspondant de K soit transcendant sur k.

Cet énoncé résulte immédiatement de (7.4.9) et du
Lemme (7 .4 .15 .1) . — Soit X un préschéma intègre sur k, et soit K==R(X) son corps

des fonctions rationnelles. Il existe une application bijective canonique de l''ensemble K sur V'ensemble
des applications rationnelles u de X dans P^, distinctes du morphisme constant de valeur oo. Pour qu'une
telle application rationnelle soit dominante, il faut et il suffit que Vêlement correspondant de K soit
transcendant sur k.

Tout d'abord, les applications rationnelles de X dans P^ correspondent biunivo-
quement aux points de P^ à valeurs dans l'extension K de A; (I, 7 .1.12) . Si un tel point
est localisé (I, 3.4.5) au point générique de P^ l'application rationnelle correspondante
est évidemment dominante. Dans le cas contraire, comme tout point de P^ distinct du
point générique est fermé (7.4.3), l'image du domaine de définition U de u par l'unique
morphisme U-^P^ de la classe u (I, 7 .2 .2) , est réduite à un point fermée de P^, et ce
morphisme (qui n'est pas nécessairement partout défini dans X) n'est donc pas dominant;
par abus de langage, on dit alors que l'application rationnelle u est « constante, de
valeur y ». Il reste à mettre en correspondance biunivoque les points de P^ à valeurs
dans K, de localité (I, 3.4.5) distincte de oo, et les éléments de K, et à vérifier que la
localité d'un tel point est le point générique de P^ si et seulement s'il correspond à un
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élément transcendant sur k. Or, cette vérification est immédiate sur (4.2.63 exemple i°).
Corollaire (7.4.16). — Soient X, Y deux courbes algébriques sur k, normales, complètes

et irréductibles; soient K==R(X), L==R(Y) leurs corps. Il existe une correspondance biunivoque
canonique entre l'ensemble des k-isomorphismes X2^Y et l'ensemble des k-isomorphismes L2^K.

C'est une conséquence évidente de (7.4.13).
(7.4.17) Le corollaire (7.4.16) montre qu'une courbe algébrique sur k, normale,

complète et irréductible, est déterminée par son corps de fonctions rationnelles K à un isomorphisme
unique près \ par définition, K est une extension de type fini de k, de degré de transcendance i
(ce qu'on appelle classiquement un corps de fonctions algébriques d'une variable). De plus :

Proposition (7.4.18). — Pour toute extension K de k, de type fini et de degré de transcen-
dance i, il existe une courbe algébrique normale^ complète et irréductible X telle que R(X)==K
(déterminée à isomorphisme unique p r è s ) . L'ensemble des anneaux locaux de X s ' ) identifie (I, 8 .2 .1)
à l'ensemble formé de K et des anneaux de valuation contenant k et ayant K comme corps des fractions.

En effet, K est une extension de degré fini d'une extension transcendante pure kÇT)
de k, qui s'identifie, comme on l'a vu, au corps des fonctions rationnelles de la droite
projective Y=P^. Soit X la fermeture intégrale de Y relativement à K (6.3.4); X est
une courbe algébrique normale de corps K (6.3.7), et elle est complète puisque le
morphisme X->Y est fini (7.4.6). Les anneaux locaux ^ de X sont : le corps K
lorsque x est le point générique; si x est distinct du point générique, ^ est un anneau
de valuation discrète contenant k et ayant K comme corps des fractions (7.4.5). Inver-
sement, soit A un tel anneau; comme le morphisme X->Spec(A:) est propre et que A
domine k, il domine un anneau local ^ de X (7.3.10); ce dernier étant un anneau de
valuation ayant K comme corps des fractions, est donc nécessairement égal à A.

Remarques (7.4.19). — II résulte de (7.4.16) et (7.4. i8) que la donnée d'une courbe
algébrique sur k, normale, complète et irréductible^ est essentiellement équivalente à la donnée d'une
extension K de k, de type fini et de degré de transcendance i. On notera que si k ' est une extension
du corps de base A, X®^' sera encore une courbe algébrique complète sur k1 (5.4.2,
(iii)), mais en général elle ne sera ni réduite ni irréductible. Elle le sera cependant si K
est une extension séparable de À: et si A: est algébriquement fermé dans K (ce qui s'exprime,
dans une terminologie classique que nous ne suivrons pas, en disant que K est une
« extension régulière » de k). Mais même dans ce cas, il peut se faire que X®^' ne soit
pas normale. Le lecteur trouvera des détails sur ces questions dans le chapitre IV.

§ 8. SCHÉMAS ÉCLATÉS; CONES PROJETANTS
FERMETURE PROJECTIVE

8.1. Préschémas éclatés.

(8.1.1) Soient Y un préschéma, et pour tout entier n^o, soit J^ un Idéal quasi-
cohérent de (Py'y on suppose vérifiées les conditions suivantes :

(8.I.I .I) ^=^ ^n^m P0111* ^^ n

8 .1 .1 .2 ) ^m^n^-^m+n quels que soient m, n.
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On notera que ces hypothèses entraînent

(8.1.1.3) j^c^n.

Posons

t 8 - 1 - 1 - ! ) ^-nfo^-

II résulte de (8.1.1.1) et (8.1.1.2) que y est une (Py-Algèbre graduée quasi-
cohérente, et définit donc un Y-schéma X=Proj(<97). Si / est un Idéal inversible
de (?Y5 ^n®Q^/@n s'identifie canoniquement à ^^/n. Si on remplace donc les ̂  par les
^nf -> ce q111 remplace y par une ^y-Algèbre quasi-cohérente e9^), X^)==Proj(<9^))
est canoniquement isomorphe à X (3.1.8).

(8.i.a) Supposons Y localement intègre^ de sorte que le faisceau ^(Y) des fonctions
rationnelles est une (P^-Algèbre quasi-cohérente (I, 7.3.7). Nous dirons qu'un sous-
^-Module ^ de ^(Y) est un Idéal fractionnaire de ^(Y) s'il est de type fini (0, 5 .2 . i ) .
Supposons donné, pour tout n^o, un Idéal fractionnaire quasi-cohérent J^ de ^(Y),
tel que J^==^Y3 et q^ ^a condition (8. i. i .2) soit vérifiée (mais non nécessairement
la seconde condition (8. i. i. i)) ; on peut encore alors définir par la formule (8.1.1.4)
une (Py-Algébre graduée quasi-cohérente, et le Y-schéma correspondant X=Proj(<9?);
on aura encore un isomorphisme canonique de X sur X/j) pour tout Idéal fractionnaire
inversible / de ^(Y).

Définition (8.1.3). — Soit Y un préschéma (resp. un préschéma localement intègre)^ et
soit ^ un Idéal quasi-cohérent de (Py (resp. un Idéal jractionnaire quasi-cohérent de <^(Y)). On
dit que le ^-schéma X = Proj ( ®^n} ^st obtenu en faisant éclater l'Idéal ^, ou est le préschéma

éclaté de Y relativement à ^'. Lorsque ^ est un Idéal quasi-cohérent de Q^ et Y7 le sous-préschéma
fermé de Y défini par < ,̂ on dit aussi que X est le ^-schéma obtenu en faisant éclater Y'.

Par définition, y= ©^ est alors engendrée par ^=^; si ^ est un ^y-Module
de type fini, X est donc projectif sur Y (5.5.2). Sans hypothèse sur J^, le ^x-Module ^x(1)
est inversible (3.2.5) et très ample en vertu de (4.4.3) pour le morphisme structural X->Y.

On notera que si j : X->Y est le morphisme structural, la restriction de /
à/ - l(Y—-Y /) est un isomorphisme sur Y—Y' lorsque ^ est un Idéal de ffly et Y' le sous-
préschéma fermé qu'il définit : en effet, la question étant locale sur Y, il suffit de supposer
^==(PYy et notre assertion résulte de (3.1.7).

Lorsqu'on remplace ^ par J^ (û?>o), le Y-schéma éclaté X est remplacé par
un Y-schéma canoniquement isomorphe X' (8.1.1); de même, pour tout Idéal (resp.
Idéal fractionnaire) inversible / , le préschéma éclaté X^ relativement à l'Idéal ^/
est canoniquement isomorphe à X (8. i. i ).

En particulier, lorsque ^ est un Idéal (resp. un Idéal fractionnaire) inversible^
le Y-schéma obtenu en faisant éclater \f est isomorphe à Y (3.1.7).

Proposition (8.1.4). — Soit Y un préschéma intègre.
(i) Pour toute suite (J^) d'Idéaux fractionnaires quasi-cohérents de ^(Y) vérifiant (8.1.1.2)
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et tels que ^Q = 6y, le ̂ -schéma X = Proj (< © J^ \ est intègre et le morphisme structural f : X—^Y
dominant.

(iï) 5o^ ̂  ̂  Idéal fractionnaire quasi-cohérent de <^(Y), ^ soit X /^ Y'-schéma éclaté
de Y relativement à ̂ . *Sï e^+o, ^ morphisme structural f : X—^Y <^ a/or^ birationnel et
surjectif.

(i) résulte de ce que ^== ®J^ est une ^y'^gèbre intègre (3.1.12 et 3.1.14)
puisque pour tout J^Y, (9 est un anneau intègre (I, 5.1.4).

(ii) D'après (i), X est intègre; si en outre, x et y sont les points génériques de X
et Y, on a f{x) ==j, et il faut prouver que k{x) est de rang i sur fe(jQ. Or x est aussi
le point générique de la fibrey"1^); si ^ est le morphisme canonique Z->Y, où
Z=Spec(^)), le préschéma f~\jy) s'identifie à Proj (^/), où y1'==^(^) (3.5.3).
Mais il est clair que y = ® (e^)71, et comme ^ est un Idéal fractionnaire quasi-cohérent
non nul de <^(Y), J^+o (I, 7.3.6), d'où j^=fe(^); Proj^) s'identifie donc à
Spec(fe(^)) (3.1.7), d'où la conclusion.

Nous démontrerons une réciproque de (8.1.4) dans (III, 2.3.8).
(8.1.5) Revenons à la situation et aux notations de (8.1.1). Par définition, les

homomorphismes d'injection ^n+i->^ (8.1.1.1) définissent pour chaque keZ. un
homomorphisme injectif de degré o de e^-Modules gradués

(8.1.5.1) ^:^(/;+i)->^W;

comme ^^.(A+i) et ^(A+i) sont canoniquement (TN)-isomorphes, il correspond
canoniquement à u^ un homomorphisme injectif de (P^-Mod\i\es (3.4.2) :

(8.1.5.2) ^:W+i)^xW.

Rappelons d'autre part (3.2.6) que l'on a défini des homomorphismes canoniques

(8.1.5.3) ^ : W)®^W}^ffl^h+k)

et comme le diagramme

y{h}®yy{k}®yy{i) -> y{h+k)®yy[i)

y{h)®yy[k+i) y[h+k+i)
est commutatif, il résulte de la fonctorialité des X (3.2.6) que les homomorphismes
(8.1.5.3) définissent sur

(8.1.5.4) yx==t^w
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une structure de Q^Algèhre graduée quasi-cohérente. En outre, le diagramme

yW®^y^k+î) -> y^h+k+i)

1®M^
^4-^

y (h}® y y (y) —> yçh+k)

est commutatif; la fonctorialité des À montre alors que l'on a un diagramme commutatif

W)®^{k+i) ^ (p^h+k+i)

(8.1.5.5) i®^
^/l

W)®^xW ^(Â+A)

les flèches horizontales étant les homomorphismes canoniques. On peut donc dire que
les^ définissent un homomorphisme injectif (de degré o) de y ̂ -Modules gradués

(8.1.5.6) y:^x(i)-^x.

(8.1.6) Gardant les notations de (8.1.5), remarquons maintenant que, pour
n^o, Phomomorphisme composé ^n^n-i^n-ï0 - • •0/^) est un homomorphisme injectif
^xM-^x; nous désignerons par J ,̂ x son image, qui est donc un Idéal quasi-cohérent
de (9^, isomorphe à Oy^n). En outre, le diagramme

^xW®^xW ^ ^(m-{-n)

^®z^ "m+n

^ id

est commutatif pour m > o, n > o. On en conclut les inclusions suivantes

( 8 - 1 - 6 - 1 ) AX=^X, ^n,xC<x pour o^m^n

pour w^o, TZ^O.

j?j.î

(8-1-6-2) ^.x<xC^m,X^n,X^^m+n,X
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Proposition (8.1.7). —Soient Y un préschéma, ^ un Idéal quasi-cohérent de ffly,
^=proï{n®o^n) ^ Y-schéma obtenu en faisant éclater ^. On a alors, pour tout n>o, un
isomorphisme canonique

(8.1.7.1) ^xW^^x-^n.x

(cf. (0, 4.3.5)), et par suite Jî x est un G^-Module inversible très ample si n>o.
La dernière assertion est immédiate, puisque ^x(1) est inversible (3.2.5) et très

ample pour Y par définition (4.4.3 et 4.4.9). D'autre part, par définition, l'image
de ^ n'est autre que ^n y, et (8.1.7.1) résulte donc de l'exactitude du foncteur JÏ
(3.2.4) et de la formule (3.2.4.1).

Corollaire (8.1.8). — Sous les hypothèses de (8 .1 .7) , si f : X->Y est le morphisme
structural et Y' le sous-préschéma fermé de Y défini par ^, le sous-préschéma fermé X'=f~l(Yf)
de X est défini par ^0^ (isomorphe canoniquement à ^x^))? <^ou une sulte exacte canonique

(8 .1 .8 .1 ) o-^x^-^x-^x'—o

Cela résulte de (8.1.7.1) et de (I, 4.4.5).
(8.1.9) Sous les hypothèses de (8.1.7)3 on peut préciser la structure des J^x-

Remarquons en effet que l'homomorphisme

y-i^x-^x(-i)

correspond canoniquement à une section s de (D^{— i) au-dessus de X, que nous appel-
lerons la section canonique (relative à J5') (0, 5.1.1). D'autre part, dans le diagramme
(8.1.5.5), les flèches horizontales sont des isomorphismes (3.2.7); en remplaçant dans
ce diagramme h par k et k par ~ i, on obtient V^i^V^ (i^ désignant l'identité
de Q^{h)), autrement dit l'homomorphisme^ n'est autre que la multiplication tensorielle
par la section canonique s (pour tout AeZ). L'homomorphisme V (8.1.5.6) s'interprète
donc aussi de la même manière.

Par suite, pour tout n^-o, l'homomorphisme ^ : ^xW—^^x nîest autre que la
multiplication tensorielle par j0^ on en déduit :

Corollaire (8. i. 10). — Avec les notations de (8. i. 8), l'espace sous-jacent à X' est l'ensemble
des xeX. tels que s{x) =o, s désignant la section canonique de ^x(— I)-

En effet, si ^ est un générateur de la fibre (^xÇ1))^ en un point x, ^®^ s'identifie
canoniquement à un générateur de la fibre de J^ x au point x, et est donc inversible si
ef seulement si l'on a s^m^O^—î))^ autrement dit s{x)^o.

Proposition ( 8 . 1 . 1 1 ) . — Soient Y un préschéma intègre, ^ un Idéal fractionnaire quasi-
cohérent de ̂ (Y), X le ̂ -schéma obtenu en faisant éclater ^. Alors ^Q^ est un 0^-Module inversible
très ample pour Y.

La question étant locale sur Y (4.4.5), on peut se borner au cas où Y=Spec(A),
où A est un anneau intègre de corps des fractions K et J^=3, 3 étant un idéal frac-
tionnaire de K; il existe par suite un élément a 4= o de A tel que a3 cA. Posons S = ® 3" ;
l'application x ->ax est un A-isomorphisme de y^^ (S(i))^ sur ^S^^ûS^cSS^S ,
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donc définit un (TN)-isomorphisme de degré o de S-modules gradués S^Ç^—^aSS. Par
ailleurs x->a~lx est un isomorphisme de degré o de S-modules gradués û3S2^3S. On
obtient donc ainsi par composition (3.2.4) un isomorphisme de (PyîAodules ffl^Çi)^ e^x,
et comme S est engendrée par Si==3, ^x(1) est inversible (3.2.5) et très ample (4.4.3
et 4.4.9)5 d'où notre assertion.

8.2. Résultats préliminaires sur la localisation dans les anneaux gradués»

(8.2.1) Soit S un anneau gradué, où nous ne supposons pas pour le moment
les degrés positifs. On posera

t 8 - 2 - 1 - 1 ) ^=nï^ ^-«fo8-

qui sont des sous-anneaux gradués de S, à degrés respectivement tous positifs et tous
négatifs. Si j est un élément homogène de degré d (positif ou négatif) de S, l'anneau
des fractions S,==S' est encore muni d'une structure d'anneau gradué, en prenant
pour S^ (weZ) l'ensemble des xlf^y où xeS^^_^ {k^-o); on posera encore S^==So, et
on écrira S^ et S^ pour S'^ et S'^ respectivement. Si û?>o, on a

(8.2.1.2) (S^=S/

puisque, si A:eS^+^, avec n-\-kd<.o^ on peut écrire x|fk=xfh|fh+k et que 72 + (À+A) d>o
pour h assez grand et >o. On en conclut par définition que

(8.2.1.3) (S^,=(S^)o=S(/).

Si M est un S-module gradué, on posera de même

(8.2.1.4) M^=^M,., M^=^M»

qui sont respectivement un S^-module gradué et un S^-module gradué et ont pour
intersection le So-module Mo. Si f^S^y on définit encore My comme S^-module gradué
en prenant comme éléments de degré n les ^//^S où ^;eM^^ {k ̂  o) ; on désignera par M(^
l'ensemble des éléments de degré o de M^, qui est un S^-module, et on écrira Mf et M^
au lieu de (M.)^ et (M^ respectivement. Si û?>o, on voit comme ci-dessus que

(8.2.1.5) (M^-M^

et

(8.2.1.6) (M^=(M^)o=M^.

(8.2.2) Soit z une indéterminée, que nous nommerons variable d^homogénisation,
Si S est un anneau gradué (à degrés positifs ou négatifs), l'algèbre de polynômes (1)

(8.2.2.1) S=S[z]

(1) II ne saurait ici y avoir de confusion avec l'usage de la notation S pour désigner le séparé complété d'un
anneau.
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est une S-algèbre graduée, quand on prend pour degré de f^ (n^-o) où y est homogène,

(8.2.2.2) degG/z^ == n + deg/.

Lemme (8.2.3). — (i) On a des isomorphismes canoniques Panneaux (non gradués)

(8.2.3.1) S^S/(z~i)S^S

(ii) On a un isomorphisme canonique d'anneaux (non gradués)

(8.2.3.2) S^S^

pour tout ./eS^, avec âf>o.
Le premier des isomorphismes de (8.2.3.1) a été défini dans (2.2.5) et le second

est trivial; l'isomorphisme S^ 2^ S ainsi défini fait donc correspondre à xzn|zn+k, où
degÇx) == k {k ̂  — n) l'élément x. L'homomorphisme (8.2.3.2) fait correspondre à xz11'^,
où deg(;v) ==kd—n, l'élément xff^, de degré —n dans S^ et il est encore évident qu'on
a bien ici un isomorphisme.

(8.2.4) Soit M un S-module gradué. Il est clair que le S-module

(8.2.4.1) M=M®sS=M®gS[z]

est somme directe des S-modules M^Sz^ donc des groupes abéliens M^Sz^eZ^^o) ;
on définit sur M une structure de S-module gradué en prenant

(8.2.4.2) deg^z") == n + deg x

pour tout x homogène dans M. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer l'analogue
de (8 .2 .3) :

Lemme (8.2.5). — (i) On a un di-isomorphisme canonique de modules (non gradués)

(8.2.5.1) M^M.

(ii) Pour tout feS^ (ûf>o), on a un di-isomorphisme de modules (non gradués)

(8.2.5.2) M^M^.

(8.2.6) Soit S un anneau gradué à degrés positifs^ et considérons dans S la suite
décroissante d'idéaux gradués

(8.2.6.1) SM^S^ (^°)

(en particulier on a S[oj=S3 S^j==S^.). Comme il est clair que S^S^cS^^.^, on peut
définir un anneau gradué S^ en prenant

(8.2.6.2) S^©^ avec S^=S^.

S§ est donc l'anneau S considéré comme anneau non gradué, et S^ est par suite une
S§-algèbre. Pour tout élément homogène /eS^ (û?>o), nous désignerons pary11 l'élément f
considéré comme appartenant à S^=S5. Avec ces notations :
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Lemme (8.2.7). — Soient S un anneau gradué à degrés positifs, f un élément homogène
de S^ (û?>o). On a des isomorphismes canoniques d'anneaux

(8.2.7.1) S/2^S(^

(8.2.7.2) (S^y/i^S/

(8.2.7.3) S;^S>

dont les deux premiers sont des isomorphismes d'} anneaux gradués.
Il est immédiat par définition que l'on a (S^= (S(^)o, d'où l'isomorphisme

(8.2.7.1), qui n'est autre que l'identité. D'autre part, comme//i est inversible dans Sy,
il y a un isomorphisme canonique S^(S^)^= (S^ en vertu de (8 .2 .1 .2) appliqué
à Sp l'isomorphisme réciproque est par définition l'isomorphisme (8.2 .7 .2) . Enfin,
si x= S j^ est un élément de Sj^i, avec n==kd, on fait correspondre à l'élément xfÇf^

w^n

l'élément ï^y^|fk de S^, et on vérifie aussitôt que cela définit un isomorphisme (8.2.7.3).
m

(8.2.8) Si M est un S-module gradué, on pose de même pour tout neZ

(8.2.8.1) M^^M^

et comme S^M^cM^^.^ (w^o), on peut définir un S^-module gradué M^ en prenant

(8.2.8.2) M^=^MS, avec M^=M^.

Nous laissons encore au lecteur la démonstration du :
Lemme (8.2.9). — Avec les notations de (8.2.7) et (8.2.8), on a les di-isomorphismes

canoniques de modules

(8.2.9.1) M^^M(^)

(8.2.9.2) (M^/^M/

(8.2.9.3) MJ^M^

dont les deux premiers sont des di-isomorphismes de modules gradués.
Lemme (8.2.10). — Soit S un anneau gradué à degrés positifs.
(i) Pour que S^ soit une S^-algèbre de type fini (resp. noethérienne) il faut et il suffit que S

soit une ^-algèbre de type fini (resp. noethérienne).
(ii) Pour que Sj^i=Sj;'S^ pour n^n^, il faut et il suffit que S^i==SiS^ pour n^n^.
(iii) Pour que S^=S^ pour n^-n^y il faut et il suffit que S^=S^ pour n^-n^.
(iv) Si (/a) est un ensemble d'éléments homogènes de S^. telle que S^, soit la racine dans S^_

de r idéal de S .̂ engendré par les f^ alors S^ est la racine dans S^ de l'idéal de S^_ engendré par
lesf^

(i) Si S^ est une S^-algèbre de type fini, S^. == S^ est un module de type fini sur S = S^
par (2.1.6, (i)), donc S est une So-algèbre de type-fini (2.1.4); si S^ est un anneau
noethérien, il en est de même de S^=S (2.1.5). Inversement, si S est une So-algèbre
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de type fini, on sait (2.1.6, (ii)) qu'il existe h>o et 77îo>o tels que S^^=S^S^ pour
n > rriQ ; on peut évidemment supposer m^ ̂  À. En outre, les S^ sont des So-modules de
type fini (2.1.6, (i)). Cela étant, si n^m^+h, ona S^ =S^_^=S^_^; et si m<m^h,
on a, en posant E ==S^+ .. . +S^_,, S,^=S,+. . .+S^,_,+S,E+S^E+. ..
Pour i^m^mo, soit G^ la réunion de systèmes finis de générateurs des So-modules S,
pour m^i^niQ+h—i, considérée comme partie de S^j. Pour mQ+i^m^nio+h— i,
soit de même G^ la réunion de systèmes finis de générateurs des So-modules S, pour
m^i^mQ+h—i et de S^E, considérée comme partie de S^j. Il est clair que l'on a
S^==SoG^ pour ï^m^mo+h—i, et par suite la réunion G des G^ pour i^m^mQ+h—i
est un système de générateurs de la So-algèbre S^. On en conclut que si S=SQ est un
anneau noethérien, il en est de même de S^.

(ii) II est clair que si S^^S^ pour n^n^ on a S^==SiS^, et a fortiori
S^^=S^S^ pour n^-UQ. Inversement, cette dernière relation s'écrit

Sn4-l+S.+2+...=(Sl+S,+...)(S,+S^+...)

et la comparaison des termes de degré n +1 (dans S) aux deux membres donne
c _ c e
°n +1 — °1 °n •

(iii) Si S^==Sï pour n^n^, on a S^ ̂ S^+S^^ .. . ; comme Sj? contient
Si+S^+ • . ., on a S^cS^, et par suite S^==S^ pour n^n^. Inversement, les seuls
termes de S^ == (S^ + Sg + . . . )" qui soient de degré n dans S sont ceux de S^; la relation
S5=S^ implique donc S^=S^.

(iv) II suffit de prouver que si un élément geSj^^,^ est considéré comme un élément
de S^ (A>o, A^o) , alors il existe un entier n>o tel que dans S^, g" soit combinaison
linéaire des f^ à coefficients dans S^. Par hypothèse, il y a un entier m^ tel que pour
m^nio, on ait, dans S, g^ == ̂ c^f^, les indices a figurant dans cette formule étant indé-

a

pendants de m'y en outre, on peut évidemment supposer les c^ homogènes, avec

^g^aJ ==m(k+h)— degf^

dans S. Prenons alors m^ assez grand pour que l'on ait kmQ>degf^ pour tous les^ qui
figurent dans g^ ; pour tout a, soit c^ l'élément c^ considéré comme de degré km— deg(/J
dans S^ ; on a alors, dans S^y ^m == ̂ c^f^, ce qui termine la démonstration.

a

(8.2. n) Considérons la So-algèbre graduée
(8 .2 .11.1) s^®,Se=S^S^^S^/S^S^.

Gomme S^ est un So-module quotient de S^/S^S^, on a un homomorphisme
canonique de So-algèbres graduées
(8.2.11.2) S^®gSo->S

qui est évidemment surjectif, et correspond par suite (2.9.2) à une immersion fermée
canonique

(8.2.n.3) Proj(S)-^Proj(S^®sSo)
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Proposition (8.2.12). — Le morphisme canonique (8.2.11.3) est bijectif. Pour que
rhomomorphisme (8.2.11.2) soit (TN) -bijectif, Ujaut et il suffit qu'il existe ̂  tel que S^ ^ == S^ S^
pour n^n^. Si cette dernière condition est vérifiée, (8.2.11.3) est un isomorphisme; la réciproque
est vraie lorsque S est noethérien.

Pour démontrer la première assertion, il suffit (2.8.3) de prouver que le noyau 3
de l'homomorphisme (8.2.11.2) est formé d'éléments niipotents. Or si /eSr^ est un
élément dont la classe mod. S+S^ appartient à ce noyau, cela signifie que /eS^i.;
l'élément/n+l, considéré comme appartenant à S^+^, appartient alors à S+S^.^,
puisqu'il s'écrit/./"; donc la classe defn+l mod. S+S^, ̂  est nulle, ce qui prouve notre
assertion. Comme l'hypothèse S^i=S^ pour n^n^ équivaut à S^i=S^S^ pour
n^ HQ (8.2.10, (ii)), cette hypothèse équivaut par définition au fait que (8.2.11.2)
est (TN)-injectif, donc (TN)-bijectif, et alors (8.2.11.3) est un isomorphisme en
vertu de (2.9.1). Inversement, si (8.2.11.3) est un isomorphisme, le faisceau ^ sur
Proj(S^®gSo) est nul (2.9.2, (i)); comme S^®gSo est noethérien comme quotient
de S^ (8.2.10, (i)), on conclut de (2.7.3) que 3 vérifie la condition (TN), donc
S^+i=S^S^ pour n^-HQ, et cela achève la démonstration en vertu de (8.2.10, (ii)).

(8.2.13) Considérons maintenant les injections canoniques (S^-^S^, qui défi-
nissent un homomorphisme injectif de degré o d'anneaux gradués

(8.2.13.1) ^(S^-^.

Proposition (8.2.14). — Pour que U homomorphisme (8.2.13.1) soit un {TN)-isomor-
phisme, il faut et il suffit qu'il existe HQ tel que S^==S^ pour tout n^Ho. Lorsqu'il en est ainsi, le
morphisme correspondant à (8.2.13.1) est partout défini et est un isomorphisme

Proj(S^ProJ(^(S^);

la réciproque est vraie lorsque S est noethérien.
Les deux premières assertions sont évidentes, vu (8.2.10, (iii)) et (2.9.1). La

troisième résultera de (8.2.10, (i) et (iii)) et du lemme suivant :
Lemme (8.2.14.1) . — Soit T un anneau gradué en degrés positifs qui est une T^-algèbre

de type fini. Si le morphisme correspondant à l'homomorphisme injectif © T^T est partout défini

et est un isomorphisme Proj(T)^Proj^©^T^, il existe n^ tel que^T^=T^ pour n^n^

En effet, soient g, (i ̂  i^ r) des générateurs du T^-module T^. L'hypothèse entraîne
d'abord que les D+(&) recouvrent Proj(T) (2.8.1). Soit (Ay)i^.^ un système d'éléments
homogènes de T^., avec deg(A,) =^., qui forment avec les g, un système de générateurs
de l'idéal T+, ou (ce qui revient au même (2.1.3)) un système de générateurs de T en
tant que To-algèbre; si on pose T'=^T^, l'élément h y / g ^ i de l'anneau T^ doit par
hypothèse appartenir au sous-anneau T(^, donc il existe un entier k tel que T^-cT^?
pour toutj. On en conclut par récurrence sur r que T^cT pour tout r^i , et par
définition des h y , on a donc T^TcT. Il y a d'autre part pour toutj un entier m- tel
que Âp appartienne à l'idéal de T engendré par les g, (2.3.14), donc Âp'eT\T, et
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Ap^eT^TcT'. Il y a par suite un entier m^k tel que A^eTp' pour m^m^ Cela étant,
si q est le plus grand des entiers ^., le nombre no==qsmo+k répond à la question. En
effet, un élément de S^, pour n^-n^ est somme de monômes appartenant à T^u, où u
est un produit de puissances des hy-, si oc^Z;, il résulte de ce qui précède que T^cT^;
dans le cas contraire, un des exposants des hy est ^^o, donc z/eT^y, où ^k et y est
encore un produit de puissances des hy $ on est alors ramené au cas précédent, et on voit
finalement que T^z/cT^ dans tous les cas.

Remarque (8.2.15). — La condition S^=S^ pour n^n^ entraîne évidemment
Sn+i^^A pour n^riQ, mais la réciproque est inexacte, même quand on suppose
S noethérien. Par exemple, soient K un corps, A=K[x], B^K^j/y^K^], où x et y
sont deux indéterminées, x étant prise de degré i et y de degré 2, et soit S=A®KB,
de sorte que S est une algèbre graduée sur K ayant une base formée des éléments i,
x" Çn^ï) et x^ (n^o). Il est immédiat que S^_^=SiS^ pour y^2, mais S^Kx"
tandis que S^Kj^+Kx^y pour n^2.

8.3. Cônes projetants.

(8.3.1) Soit Y un préschéma; dans tout ce numéro, il ne sera question que de
y-préschémas et de Y-morphismes. Soit y une ffy-Algèbre quasi-cohérente graduée à degrés
positifs', nous supposerons en outre que l'on a y^=(9^. Conformément aux notations intro-
duites en (8,2.2) , nous poserons

(8.3.1.1) y==y[z]==y®^w
que l'on considère comme ^y'Algèbre graduée à degrés positifs en définissant les degrés
par la formule (8 .2 .2 .2) , de sorte que pour tout ouvert affine U de Y, on a

r(u,^)=(r(u,^))[z].
Dans ce qui suit, nous poserons

(8.3.1.2) X-Proj(^), C==Spec(^), Ô=Proj(^)

(où dans la définition de G, y est considérée comme (P^-Algebre non graduée), et nous
dirons que C (resp. Ô) est le cône affine (resp. cône projectif) défini par y\ on dira aussi
« cône» au lieu de« cône affine». Par abus de langage, nous dirons encore que G (resp. G)
est le cône projetant affine de X (resp. le cône projetant projectif de X), étant sous-entendu que
le préschéma X est donné sous la forme Proj(e$^) ; enfin, nous dirons que G est la fermeture
projective de G (étant entendu que la donnée de Y figure dans la structure de G).

Proposition (8.3.2). — II existe des Y-morphismes canoniques

(8.3.2.1) Y ^ C - ^ Ô

(8.3.2.2) X-^Ô
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tels que e e t j soient des immersions fermées, et i un morphisme affine, qui est une immersion ouverte
dominante, pour laquelle

(8.3.2.3) z(C)=G-j(X);

en outre G est le plus petit sous-préschéma fermé de G majorant z'(G).
Pour définir i, on considère l'ouvert de G,

(8.3.2.4) G,=Spec(^/(z-i)^)

(3.1.4)3 z s'identifiant canoniquement à une section de y au-dessus de Y. L'iso-
morphisme i : C2^G^ correspond alors à l'isomorphisme canonique (8.2.3.1)

^/(z—i)^^^.

Le morphisme e correspond à l'homomorphisme d'augmentation y—^-y^ •=- (Py ayant
pour noyau V^ (1.2.7) et comme ce dernier est surjectif, e est une immersion fermée
(i .4.10). Enfin, j correspond de même (3.5.1) à l'homomorphisme surjectifde degré o,

^\ ^>>
y —^y, qui se réduit à l'identité dans y et est nul dans ïV, qui est son noyau; j est
partout défini et est une immersion fermée en vertu de (3.6.2).

Pour démontrer les autres assertions de (8.3.2), on peut évidemment se borner
au cas où Y=Spec(A) est affine, y==S, où S est une A-algèbre graduée, d'où
^==(S)^; les éléments homogènes y de S .̂ s'identifient alors à des sections de y au-
dessus de Y, et l'ouvert de G noté D^.(f) dans (2.3.3) s'écrit aussi C^ (3.1.4); de
même l'ouvert de G noté D(/) dans (I, 1.1.1) s'écrit aussi C^ (0, 5.5.2). Cela étant,
il résulte de (2.3.14) et de la définition de S que dans le cas présent, les ouverts C^ == z(G)
et G. (/homogène dans S^) constituent un recouvrement de G. En outre, on a, avec ces
notations,

(8.3.2.5) i~\^=G^

en effet, G^ru(C) =ÔynÔ^= C^= Spec(S^)). Or, si û?=deg(/), S^ est canonique-
ment isomorphe à (S^)^ (2.2 .2) , et il résulte de la définition de l'isomorphisme
(8.2.3.1) que l'image de (§(z))//z^ par l'isomorphisme correspondant des anneaux de
fractions est exactement S^. Comme Cy=Spec(S^), cela prouve (8.3.2.5) et montre
en même temps que le morphisme i est affine; en outre, la restriction de i à Gp considérée
comme morphisme dans Cp correspond (I, 1.7.3) à l'homomorphisme canonique
S/y)->S/^ et en vertu de ce qui précède et de (8.2.3.2), on peut énoncer le résultat
suivant : /̂ »«/

(8.3.2.6) Si Y==Spec(A) est affine, et ^==S, alors, pour tout f homogène dans S_^,
C^ s''identifie canoniquement à Spec(S^), et le morphisme C^G^ restriction de i correspond alors
à l^ injection canonique S^-^.

Notons maintenant que (pour Y affine) le complémentaire de G^ dans G =Proj(S)
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est, par définition, l'ensemble des idéaux premiers gradués de S contenant z, c'est-à-
dire j(X) par définition de j, ce qui démontre (8.3.2.3).

Pour prouver enfin la dernière assertion de (8.3.2), on peut toujours supposer
Y affine. Avec les notations précédentes, remarquons que dans l'anneau S, z n'est pas
diviseur de o; comme f(C) ==C, il suffira de prouver le

Lemme (8.3.2.7). — Soient T un anneau gradué à degrés positifs, Z=Proj(T), g un
élément homogène de T de degré d>o. Si g n9 est pas diviseur de o dans T, Z est le plus petit sous-
préschéma jermé de Z qui majore Z^ = D^_ {g).

En vertu de (I, 4.1.9) la question est locale sur Z; pour tout élément homogène
AeTg (^>o), il suffit donc de prouver que Z^ est le plus petit sous-préschéma fermé
de Z^ qui majore Z^ ; il résulte des définitions et de (I, 4.3.2) que cette condition équivaut
au fait que l'homomorphisme canonique T^—^T^) est injectif. Or cet homomorphisme
s'identifie à l'homomorphisme canonique T^->(T^))^ (2.2.3). Mais comme ge

n'est pas diviseur de o dans T, g^h1 ne l'est pas dans T\ (ni a fortiori dans T^), car la
relation Çg^h^ {tf^) = o avec teT et m>o entraîne l'existence d'un n>o tel que
^^^==0, d'où ^^=0, et par suite tf^^o dans T^. Gela achève donc la démons-
tration (0, 1.2.2).

(8.3.3) On identifiera souvent le cône affine G au sous-préschéma induit par le
cône projectifC sur l'ouvert î(C), au moyen de l'immersion ouverte i. Le sous-préschéma
fermé de G, associé à l'immersion fermée e, est appelé le préschéma des sommets de G ; on
dit aussi que s, qui est une Y-section de G, est la section sommet ou la section nulle de G ;
on peut identifier Y au préschéma des sommets de G au moyen de e. D'ailleurs ios, est
une Y-section de G, donc aussi une immersion fermée (I, 5.4.6), correspondant à
l'homomorphisme canonique surjectif de degré o, y = y[z]->0^[z] (cf. (3.1.7)), de
noyau y^\x\=y^y $ le sous-préschéma de G associé à cette immersion fermée est
encore appelé le préschéma des sommets de G, et î'os la section sommet de G ; il peut s'identifier
par ios, à Y. Enfin, le sous-préschéma fermé de G associé à j est appelé le lieu à V infini
de G, et peut être identifié à X au moyen dej.

(8.3.4) Les sous-préschémas de G (resp. G) induits respectivement sur les ouverts

(8.3.4.1) E=C~£(Y), Ê=G-^(Y))

sont appelés respectivement (par abus de langage) le cône affine épointé et le cône projectif
épointé définis par y\ on notera qu'en dépit de cette terminologie, E n'est pas nécessairement
affine sur Y, ni E projectif sur Y (cf. (8.4.3)). Lorsqu'on identifie G à î(C), on a donc
pour les espaces sous-jacents
(8.3.4.2) CuÊ=C, GnÊ=E

de sorte que G peut être considéré comme obtenu par recollement des sous-préschémas
ouverts G et Ê; en outre, en vertu de (8.3.2.3)5

(8.3.4.3) E=Ê-j(X).
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Lorsque Y=Spec(A) est affine, on a, avec les notations de (8.3.2)

(8.3.4.4) E=UC^ Ê=UÔ^ C^GnÔ^

/ parcourant l'ensemble des éléments homogènes de S+ (ou seulement une partie M de
cet ensemble engendrant un idéal de S+ dont la racine dans S+ est S+ lui-même, autre-
ment dit, telle que les Xy pour JeM recouvrent X (2.3.14)). Le recollement de G et
de Cf le long de C^ est alors déterminé par des morphismes d'injection Cy->C, Cy—C.,
qui, ainsi qu'on l'a vu (8.3.2.6) correspondent respectivement aux homomorphismes
canoniques S->Sp S^->S..

Proposition (8.3.5). — Avec les notations de ( 8 .3 .1 ) et (8.3.4), le morphisme associé

(3 .5 .1 ) à V injection canonique 9 : y->y ==. y\x\ est un morphisme affine surjectif (dit rétraction
canonique)

(8.3.5-1) p'.Ê-^X

tel que Von ait

(8.3.5.2) P°J=ÏX'

Pour démontrer la proposition, on peut se borner au cas où Y est affine. Compte
tenu de l'expression (8.3.4.4) de Ê, le fait que le domaine de définition G(y) de p est
égal à E résultera de la première des assertions suivantes :

(8.3.5.3) Si Y==Spec(A) est affine, et y==S, on a, pour tout /eS^. homogène

(8.3.5.4) p^(X^=Cf

et la restriction de p à C^==Spec(S^), considérée comme morphisme de G. dans Xy, correspond

à l'injection canonique S^-^S^. Si de plus feS^ C^ est isomorphe à X^®zZ[T] (T indéterminée).
En effet, la formule (8.3.5.4) n'est qu'un cas particulier de (2.8. i . i ) et la seconde

assertion n'est autre que la définition de Proj((p) lorsque Y est affine (2.8.1). Alors la
formule (8.3.5.2) et le fait quep est surjectif résultent de ce que le composé y->y -> V
des homomorphismes canoniques est l'identité dans y. Enfin, la dernière assertion
de (S-S.ô-S) provient de ce que S^ est isomorphe à S^[T] lorsque /eS^ (2.2.1) .

Corollaire (8.3.6). — La restriction

(8.3.6.1) TT : E->X

de p aï. est un morphisme affine surjectif. Si Y est affine et f homogène dans S^_, on a

(8.3.6.2) n-\Xf)=Cf

et la restriction de TT à Cy correspond à l'injection canonique S^->Sy. Si en outre feS^, C. est
isomorphe à Xf®^Z[T, T-1] (T indéterminée).

La formule (8.3.6.2) résulte aussitôt de (8.3.5.3) et (8.3.2.5), et démontre la
surjectivité de TT; on a vu par ailleurs que l'immersion î, restreinte à G., correspondait
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à l'injection S^->S^ (8.3.2). Enfin, la dernière assertion est conséquence de ce que
pour /eS^, Sf est isomorphe à S(^[T, T~1] (2.2.1) .

Remarque (8.3.7). — Lorsque Y est affine, les éléments de l'espace sous-jacent à E
sont les idéaux premiers p (non nécessairement gradués) de S ne contenant pas S^.,
en vertu de la définition de l'immersion s (8.3.2). Pour un tel idéal p, les pnS^ vérifient
de façon évidente les conditions de (2.1.9), donc il existe un seul idéal premier gradué q
de S tel que qnS^=pnS^ pour tout n'y l'application TT : E->X des espaces sous-jacents
s'interprète alors grâce à la relation
(8.3.7.1) rc{p)==q,

En effet, pour vérifier cette relation, il suffit de considérer un/ homogène dans S .̂ tel
que peD(/), et d'observer que q^ est l'image réciproque de p^ par l'injection S^->S^.

Corollaire (8.3.8). — Si y est engendrée par V^ les morphismes p et n sont de type fini;
pour tout xe'K, la fibre p"1^) est isomorphe à Spec(fe(A;)[T]) et la fibre 'K~l{x) est isomorphe à
Spec(feM[T,T-1]).

Cela résulte aussitôt de (8.3.5) et (8.3.6) en observant que, lorsque Y est affine
et S engendrée par S^, les Xp pour j^eS^, forment un recouvrement de X (2.3.14).

Remarque (8.3.9). — Le cône épointé affine correspondant à la ^y-Algèbre graduée
^y[T] (T indéterminée) s'identifie à G^==Spec(^y[T, T~1]), puisqu'il n'est autre que G?,
comme on l'a vu dans (8.3.2) (voir (8.4.4) pour un résultat plus général). Ce préschéma
est canoniquement muni d'une structure de « ̂ -schéma en groupes commutatif». Il s'agit là
d'une notion qui sera développée en détail plus tard, et que l'on peut ici résumer
rapidement comme suit. Un Y-schéma en groupes est un Y-schéma G, muni de deux
Y-morphismes p : GXyG->G et s : G->G qui satisfont aux conditions formellement
analogues aux axiomes de la loi de composition et de l'application de symétrie dans un
groupe : le diagramme

GxGxG ̂ i GxG

Ixp p

GxG ————> Gp
doit être commutatif (« associativité ») et l'on doit avoir une condition qui correspond
dans les groupes au fait que les applications

[x,f)->[x, A:-1,^)-^ x-^-^x^x-1^
et [x,y)->[x, ̂ S^)-^;^"1)-^^"1)^
doivent toutes deux se réduire à {x,jy)—^jy; la suite de morphismes correspondant par
exemple à la première application composée est

GxG (1^1 GxGxG ̂  G x G - ^ G
et le lecteur écrira de même la seconde suite.
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II est immédiat (I, 3.4.3) que la donnée d'une structure de Y-schéma en groupes
sur un Y-schéma G équivaut à la donnée, pour tout Y-préschéma Z, d'une structure de
groupe sur l'ensemble HoniyÇZ, G), ces structures devant être telles que pour tout Y-mor-
phisme Z->Z', l'application correspondante HOUL^Z', G^HoniyÇZ, G) soit un
homomorphisme de groupes. Dans le cas particulier de G^ que nous considérons ici,
Homy(Z, G) s'identifie à l'ensemble des Z-sections de ZXyG^ (I, 3.3.14)3 donc à
l'ensemble des Z-sections de Spec(^z[T, T~1]); finalement, le même raisonnement que
dans (I, 3.3.15) montre que cet ensemble s'identifie canoniquement à l'ensemble des
éléments inversibles de l'anneau F(Z, 6^), et la structure de groupe sur cet ensemble est
la structure provenant de la multiplication dans l'anneau F(Z, ^)- Le lecteur pourra
vérifier que les morphismes p et s considérés plus haut sont obtenus de la façon suivante :
ils correspondent d'après (i .2.7) et (i .4.6) à des homomorphismes de (Py-Algèbres

n : ̂ [T, T-1] -. ̂ [T, T-1, T', T'-1]

c : ̂ [T, T-1] -^ ^[T, T-1]

et sont entièrement définis par les données de 7r(T)=TT' et CT(T)==T""1.
Cela étant, G^ peut être considéré comme un « domaine d'opérateurs universel » pour

tout cône affine G == Spec(e9?)3 où y est une ^y-Algèbre graduée quasi-cohérente à degrés
positifs. Cela signifie qu'on peut définir canoniquement un Y-morphisme G^XyC-^C
qui a les propriétés formelles d'une loi externe d'un ensemble muni d'un groupe d'opé-
rateurs; ou encore, comme ci-dessus pour les schémas en groupes, on se donne pour
tout Y-préschéma Z une loi externe sur Homy(Z, C), ayant le groupe Homy(Z, GJ
comme ensemble d'opérateurs, avec les axiomes usuels des ensembles munis d'un groupe
d'opérateurs, et une condition de compatibilité avec les Y-morphismes Z->Z\ Dans
le cas présent, le morphisme G^XyG-^C est défini par la donnée de l'homomorphisme
de ^-Algèbres y-^y®^^[T, T-1] = ̂ [T, T-1] qui, à toute section ^e:T(U, ̂ )
(U ouvert de Y) fait correspondre la section ^T^rÇU, V®^ ^[T, T~1]).

Inversement, supposons donnée une ^"Algèbre quasi-cohérente y non graduée
a priori^ et, sur C=Spec(t9?)3 une structure de « Y'-schéma en ensembles munis de groupes
d'opérateurs» ayant pour domaine d'opérateurs le Y-schéma en groupes G^; alors on en
déduit canoniquement une graduation de ^y-Algèbre sur y. En effet, la donnée d'un
Y-morphisme G^XyC-^C équivaut à celle d'un homomorphisme de ^y-Algèbres
^ : y->y\î, T-1], qui s'écrira donc ^ = 2 ^T, où les ^ : y->y sont des homo-

nez
morphismes de ^y'Modules (avec ^(j)=o sauf pour un nombre fini d'indices pour
toute section jer(U, Y}, U ouvert dans Y). On peut alors vérifier que les axiomes des
ensembles munis d'un groupe d'opérateurs entraînent que les ^(^^^ définissent
une graduation (à degrés positifs ou négatifs) de ^y-Algèbre sur V, les ^ étant les
projecteurs correspondants. On a ainsi une notion de structure de « cône affine » sur tout
Y-schéma affine, définie de façon « géométrique » sans appel à une graduation préalable.
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Nous ne développerons pas davantage ce point de vue ici et laissons au lecteur le soin
de formuler de façon précise les définitions et résultats qui correspondent aux indications
précédentes.

8.4. Fermeture projective cTun fibre vectoriel.

(8.4.1) Soient Y un préschéma, € un (P^-Module quasi-cohérent. Si on prend
pour y la ^-Algèbre graduée S^(<^), la définition (8.3.1.1) montre que y s'identifie
à S^(<T®^Y)- Le cône affine Spec(^) défini par V étant alors par définition V(<?),
et Proj(^) étant par définition P(<?), on voit donc que :

Proposition (8.4.2). — La fermeture projective d'un fibre vectoriel V(<f) sur Y est canoni-
quement isomorphe à PÇ^Gy), et le lieu à l'infini de cette dernière est canoniquement isomorphe
à P(<?).

Remarque (8.4.3). — Prenons par exemple ê=-01^ avec r^2; alors les cônes
épointés E, Ê définis par Y ne sont ni affines ni projectifs sur Y si Y=t=0. La seconde
assertion est immédiate, car G =P(6y1) est projectifsur Y et les espaces sous-jacents
à E et E sont des ouverts non fermés dans G, donc les immersions canoniques E->Ê
et E->G ne sont pas projectives (5.5.3), et on conclut par (5.5.5, (v)). D'autre part,
supposant Y===Spec(A) affine et par exemple r==2, on a C=Spec(A[Ti, Tg]) et E
est alors le préschéma induit par G sur l'ouvert D(T^) uD(Tg) ; or nous avons vu que ce
dernier n'est pas affine (I, 5.5. n); a fortiori Ê ne peut être affine, puisque E est l'ouvert
où ne s'annule pas la section z au-dessus de Ê (8.3.2).

Toutefois :
Proposition (8.4.4). — Si ̂  est un 6y--Module inversible, on a des isomorphismes canoniques

pour les cônes épointés E et Ê correspondants à C=V(J?),

(8.4.4.1) ^(Jlz0^) ̂  E

(8.4.4-2) V(JSf-1) ̂  Ê.

En outre, il existe un isomorphisme canonique de la fermeture projective de V(oSf) sur celle de
V(JSf~1), transformant la section nulle (resp. le lieu à l'infini) de la première en le lieu à l'infini (resp.
la section nulle) de la seconde.

On a ici y=^^®n', l'injection canonique
y^ @ j§f®n

nez

définit un morphisme dominant canonique

(8.4.4.3) SPec(n@^n)^^W=Spec^@^n)

et il suffit de prouver que ce morphisme est un isomorphisme du schéma Spec( ® JS?®")
sur E. La question étant locale sur Y, on peut supposer que Y=Spec(A) est affine
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et ^=^, donc ^=(A[T])- et ^JSf0^ (A[T, T-1])-. Or A[T, T-1] estranneau
de fractions A[T]T de A[T], donc (8.4.4.3) identifie le premier membre au préschéma
induit par C=V(^) sur l'ouvert D(T); le complémentaire V(T) de cet ouvert dans C
est l'espace sous-jacent au sous-préschéma fermé de G défini par l'idéal TA[T], c'est-à-
dire la section nulle de G, donc E == D(T).

L'isomorphisme (8.4.4.2) sera d'autre part conséquence de la dernière assertion,
V(oSf~1) étant le complémentaire du lieu à l'infini de sa fermeture projective et Ê le
complémentaire de la section nulle de la fermeture projective de C==V(JS?). Or, ces
fermetures projectives sont respectivement P^-1®^) et P^O^y); mais on peut
écrire ^e^==jSf®(JSf-1®^). L'existence de l'isomorphisme canonique cherché
résulte alors de (4.1.4), et tout revient à voir que cet isomorphisme échange sections
nulles et lieux à l'infini. On peut pour cela se borner au cas où Y=Spec(A) est affine,
L=Ac, L~l=Acf, l'isomorphisme canonique L^L-^A faisant correspondre à c®c'
l'élément i de A. Alors S(L®A) est produit tensoriel de A[z] et de © Ac^, S^-^A)
produit tensoriel de A[z] et de ^Ac'^, et l'isomorphisme défim dans (4.1.4) fait
correspondre à z^0^) l'élément z^®^. Or, dans P(JSf-1®^), le lieu à l'infini
est l'ensemble des points où s'annule la section z et la section nulle est l'ensemble des
points où s'annule la section c ' \ comme on a des définitions analogues pour P(.Sf®^y),
notre conclusion résulte aussitôt de l'explicitation qui précède.

8.5. Comportements fonctoriels.

(8.5.1) Soient Y, Y' deux préschémas, q : Y'-^Y un morphisme, y (resp. y ' )
une ^-Algèbre (resp. une fi^-Algèbre) graduée quasi-cohérente à degrés positifs.
Considérons un y-morphisme d'Algèbres graduées

(8.5.1.1) 9 : y-^y'.
On sait (1.5.6) qu'il lui correspond canoniquement un morphisme

<D==Spec(<p) :Spec(^)->Spec(^)
tel que le diagramme

o
C' -> G

(8.5.1.2) \ \
Y' -> Y

q.

où on a posé C=Spec(^), C'^Spec^'), soit commutatif. Supposons en outre que
^O=^Y? ^0=^', soient s : Y-^C et s' : Y'-^G' les immersions canoniques (8.3.2);
on a alors un diagramme commutatif

Y' 4. Y
(8.5.1.3) ' • [ 1.

C' -> C®
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qui correspond au diagramme

y ^ y
\ \
ffly -> 0^

où les flèches verticales sont les homomorphismes d'augmentation, et dont la commuta-
tivité résulte de l'hypothèse que 9 est supposé être un homomorphisme d'Algèbres graduées.

Proposition (8.5.2). — Si E (resp. E') est le cône épointé affine défini par y (resp. ^/),
on a O'^E) cE'; si en outre Proj((p) : G(y)->Proj(^) est partout défini {autrement dit si
G(<p) =Proj(^')), alors on a ^~l(E)==Et, et réciproquement.

La première assertion résulte de la commutativité de (8.5.1.3). Pour démontrer
la seconde, on peut se borner au cas où Y=Spec(A) et Y^SpecÇA') sont affines,
y==S, ^'==!S'. Pour tout/homogène dans S+, si on pose /'=(p(/), on a (D-^C^C;,
(I, 2 .2 .4 . i ) ; dire que G(ç) = Proj (S') signifie que dans S .̂ la racine de l'idéal engendré
par les j ' = ^ [ f ) est S .̂ lui-même ((2.8.1) et (2.3.14)), et cela équivaut encore à dire
que les C^ recouvrent E' (8.3.4.4).

(^•5-3) Le y-morphisme 9 se prolonge canoniquement en un ^-morphisme
d'Algèbres graduées

(8.5.3-1) 9 : y - ^y '
en posant $(z) =z. On en déduit par suite un morphisme

Ô=Proj(ç) : G($)->Ô=Proj(^)

tel que le diagramme

G(cp) -l G

Y' —> Y
3

soit commutatif (3.5.6). Il résulte aussitôt des définitions que si on désigne par i : C->0
et î' : G'-^G' les immersions ouvertes canoniques (8.3.2), on a î'(C')cG(9) et le
diagramme

o
G' -^ G

(8.5.3.2) .'1 1 <

G(?) ^ G
0

est commutatif. Enfin, si on pose X=Proj(^), X'=Proj(^ /), et si j : X-^CJ' : X'-^C'
sont les immersions fermées canoniques (8.3.2), il résulte encore des définitions de ces
immersions que l'on a j\G^)) cG($) et que le diagramme
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G(y) p"^ X

(8.5.3.3) J |,
Y ^

G($) -^ Ô
0

est commutatif.
Proposition (8.5.4). — Si Ê (resp. Ê') est le cône épointé prqjectif défini par y (resp. ̂ '),

on a Ô-^cÊ'; en outre, si p : Ê->X et p' : Ê'->X' sont les rétractions canoniques, on a

^'(Ô-^Ê^cGÇç), et le diagramme

Ô-i(Ê) -°> Ê

(8.5.4.1) P'\ \P
Y Y

G(<p) —^ X< l / Proj(<p)

^ commutatif. Si Proj((p) est partout défini, il en est de même de Ô, et on a Ô'^Ê) =Ê\
La première assertion résulte de la commutativité des diagrammes (8.5.1.3)

et (8.5.3.2)3 et les deux suivantes de la définition des rétractions canoniques (8.3.5)
et de la définition de 9. D'autre part, pour voir que 0 est partout défini lorsqu'il en est
ainsi de Proj(<p), on peut se borner à considérer le cas où Y== Spec(A) et Y' = Spec(A')

r» '̂ c-^^

sont affines, <$^==S, eS^^S'; l'hypothèse est que lorsque/parcourt l'ensemble des
éléments homogènes de S^., l'idéal engendré dans S^ par les cp(/) a pour racine dans S"
l'idéal S^. lui-même; on en conclut aussitôt que la racine dans (S^z])^. de l'idéal engendré
par z et les <p(/) est (S'[z])^. lui-même, d'où notre assertion; cela prouve en même temps
que Ê' est réunion des G^), donc égal à Ô^Ê).

Corollaire (8.5.5). — Lorsque Proj(<p) est partout défini, l'image réciproque par Ô de

l'espace sous-jacent au lieu à l'infini (resp. au préschéma des sommets) de G' est l'espace sous-jacent

au lieu à l'infini (resp. au préschéma des sommets) de G.
Cela résulte aussitôt de (8.5.4) et (8.5.2), compte tenu des relations (8.3.4.1)

et (8.3.4.2).

8.6. Un isomorphisme canonique pour les cônes épointés.

(8.6.1) Soient Y un préschéma, <99 une ^y-Algèbre graduée quasi-cohérente à
degrés positifs telle que e$^==^y, X le Y-schéma Proj(e99). Nous allons appliquer les
résultats de (8.5) au cas où on prend Y'==X, q : X->Y étant le morphisme structural;
soit

(8.6.1.1) ^ e^(Tz)
n£Z
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qui est une ^x-Algèbre graduée quasi-cohérente, la multiplication y étant définie au
moyen des homomorphismes canoniques (3.2.6.1)

Qx(rn)®e^(n)^(0^(m^n)

dont F associât! vite est garantie par le diagramme commutatif (2.5.11.4). Prenons
pour y la sous-^x-Algèbre graduée quasi-cohérente <^= ® ^x(^) de 0^x5 à degrés
positifs. ^

Enfin, nous considérerons le y-morphisme canonique
(8.6.1.2) a : y->y^
défini dans (3.3.2.3) comme un homomorphisme y->q (<^x)? mais qui applique
évidemment V dans q (<$^). Nous poserons

(8.6.1.3) Cx=Spec(^), Cx=Proj(^[z]), X^Proj^)

et nous désignerons par Ex et Ex le cône épointé affine et le cône épointé projectif corres-
pondants; on notera Sx : X->Cx, i^ : C—^Ôx, J'x : X'->Cx, j&x : Êx-^X', TTx : Ex-^X'
les morphismes canoniques définis dans (8.3).

Proposition (8.6.2). — Le morphisme structural u : X'->X est un isomorphisme, et

le morphisme Proj(a) est partout défini et identique à u. Le morphisme Proj(a) : Cx->C est

partout défini, et ses restrictions à Ex et Ex sont des isomorphismes sur Ê et E respectivement.
Enfin, lorsqu'on identifie X' et X au moyen de u, les morphismes p^ et TCX s'identifient aux morphismes

structuraux des Vi-préschémas Ex et Ex.
On peut évidemment se borner au cas où Y = Spec(A) est affine et y = S ; alors X

est réunion des ouverts affines Xy, où y parcourt l'ensemble des éléments homogènes
de S^_, Panneau de Xy étant S^. Il résulte en outre de (8.2 .7 .1) que l'on a
(8.6.2.1) r(X,,^)-S^.

On a donc ^(X,) ==Proj(S^). Mais si/eS^ (ûf>o), Proj(S^) est canoniquement
isomorphe à Pro]^)^) (2.4.7), et d'autre part (S^)^ (S^ s'identifie à S^[T]
(2 .2 .1 ) par l'application T^//i; on en conclut (3.1.7) que le morphisme structural
^"^X^-^X^ est un isomorphisme, d'où la première assertion. Pour démontrer la
seconde, remarquons que la restriction ^^(X^r^o^—^X^ProjÇS) de Proj(oc) corres-
pond à l'application canonique x->xfi de S dans S^ (2 .6 .2) ; on en déduit tout d'abord
que G(a)=X', puis, en tenant compte de ce que u~l{Xf) = {u"1^))^, il résulte de
(2.8.1.1) que l'image de ^"^(X^) par Proj(oc) est contenue dans Xp et la restriction
de Proj(oc) à ^^(X^), considérée comme morphisme dans Xy==Spec(S^), est bien
identique à celle de u. Enfin, la formule (8.3.5.4), appliquée à p^ au lieu de p, montre
que px1^'1^)) == Spec((S^)^), et cet ouvert est, d'après (8.5.4.1), l'image réciproque
parProj(a) de p~1^) =Spec(S^) (8.3.5.3). Compte tenu de (8 .2 .3 .2)3 la restriction
de Proj(a) à^x1^"1^)) correspond à l'isomorphisme réciproque de (8 .2 .7 .2) , restreint
à S^\ d'où le troisième point; la dernière assertion est évidente par définition.
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On notera aussi qu'il résulte du diagramme commutatif (8.5.3.2) que la restriction
à Cx de Proj(a) rHest autre que le morphisme Spec(oc).

Corollaire (8.6.3). — Considérés comme X-schémaSy Ex est canoniquement isomorphe à
Spec(^), et Ex à Spec(^x).

Comme on sait que les morphismes j&x et ^x sont affines (8.3.5 et 8.3.6)3 il
<-^

suffit (vu (1.3.1)) de vérifier le corollaire lorsque Y==Spec(A) est affine et y=S.
La première assertion résulte de l'existence de l'isomorphisme canonique (8.2.7.2)
(S^)^ 2^ S^ et du fait que ces isomorphismes sont compatibles avec le passage defèifg
(/et g homogènes dans S_^). De même, la formule (8.3.6.2), appliquée à TCx au lieu de TT,
montre que ^^l{u~l{'K^) ==Spec((S^)^) pour y homogène dans S^., et la seconde
assertion découle de l'existence de l'isomorphisme canonique (8.2.7.2) (S^)y^ 2^ Sy.

On peut ainsi dire que Cx, considéré comme X-schéma, s'obtient par recollement
des deux X-schémas affines sur X, Cx=Spec(e$<xî:) et Ex=Spec(c$^), dont l'inter-
section est l'ouvert Ex=Spec(<9?x)•

Corollaire (8.6.4). — Supposons que ^x(1) s01^ un Q^cModule inversible et que ^x soit
isomorphe à @ (^x^))071 {ce (lu^ sera en particulier le cas si y est engendrée par e9^ (3.2.5 et

w£ Z

3.2.7)). Alors le cône projectif épointé Ê s''identifie au fibre vectoriel de rang un V(^x(— I)) sur X,
et le cône affine épointé E au sous-préschéma de ce fibre vectoriel induit sur le complémentaire de la

section nulle. Avec cette identification^ la rétraction canonique E-^X s } identifie au morphisme
structural du VL-schéma V(^x(—1))- Enfin., il existe un Yr-morphisme canonique V^x^))-^,
dont la restriction au complémentaire de la section nulle de V(^x(1)) est un isomorphisme de ce
complémentaire sur le cône affine épointé E.

En effet, si on pose JSf=tfx(1)? t^? est alors identique à S^(JS^), donc Ex s'iden-
tifie canoniquement à V(JSf~'1) en vertu de (8.6.3) et Cx à V(câf). Le morphisme
V(oSf)->C est la restriction de Proj(a), et les assertions du corollaire sont donc des cas
particuliers de (8.6.2).

On notera que l'image réciproque par le morphisme V^x^))""^ de l'espace
sous-jacent au préschéma des sommets de C est l'espace sous-jacent à la section nulle
de V(<?x(1)) (8.5-5) 5 mais en général les sous-préschémas correspondants de C et de
V(^x(1)) ne sont P3-8 isomorphes. Cette question va être étudiée ci-dessous.

8.7. Éclatement de cônes projetants»

(8.7.1) Sous les conditions de (8.6. i ), on a, en posant r = Proj (a), un diagramme
commutatif

t os,..

X^ Gx

(8.7.1.I) 4 [ r

Y — > G
ioe
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en vertu de (8.5.1.3) et (8.5.3.2); en outre, la restriction de r au complémentaire
Cx—^xÇ^1)) de la section nulle est un isomorphisme sur le complémentaire C—i(z(Y))
de la section nulle en vertu de (8.6.2). Si on suppose pour simplifier Y affine, y de type
fini et engendré par ̂ , X est projectifsur Y et Cx projectifsur X (5.5. i), donc Gx est
projectif sur Y (5.5.5, (ii)), et a fortiori sur G (5.5.5, (v)). On a ainsi un Y-morphisme
projectif r : Cx->C (dont la restriction à Cx est un Y-morphisme projectif Cx-^C) qui
contracte X dans Y et induit un isomorphisme quand on le restreint aux complémentaires de X
et de Y. On a donc une relation entre Cx et C, analogue à celle qui a lieu entre un
préschéma éclaté et son préschéma de départ (8.1.3). Nous allons effectivement montrer
qu'on peut identifier Gx au spectre homogène d'une fi^-Algèbre graduée.

(8.7.2) Gardant les notations de (8.6.1), considérons pour chaque n^o, l'Idéal
quasi-cohérent

^^•i) v^ê^
de la ^y-Algèbre graduée y. Il est clair que l'on a

(8.7.2.2) ^w=y, ^w^w pourm^n
(8.7.2.3) y^y^y^ny

Considérons le <BQ- Module associé à y^, qui est un Idéal quasi-cohérent de
(Bç=y (1.4.4)
(8.7.2.4) ^.==(^M)~

On déduit alors de (8.7.2.2) et (8.7.2.3), utilisant (1.4.4) et (1.4.8.1), les
formules analogues

(8.7.2.5) ^o=C>c, ^n^m pour m^n

(8-7.2.6) ^^,CJ^.

On est donc dans les conditions de (8.1.1), ce qui conduit à introduire la Oc-
Algèbre graduée quasi-cohérente

^•^ ^nto^C.®,̂ )-

Proposition (8.7.3). — II existe un C-isomorphisme canonique

(3.7.3.1) A:Cx^Proj(^) .

Supposons d'abord Y==Spec(A) affine, d'où y=S, où S est une A-algèbre
graduée à degrés positifs et C==Spec(S). La définition (8.2.7.4) montre que l'on a
alors, avec les notations de (8.2.6), ^==(S^. Pour définir (8.7.3.1), considérons
un élément homogène feS^ Çd>o) et l'élément correspondant f^eS^ (8.2.6); le
S-isomorphisme (8.2.7.3) définit donc un C-isomorphisme

(8.7.3.2) Spec(S^) ^ Spec(S^).
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Mais avec les notations de (8.6.2)3 si v : Cx->X est le morphisme structural, il résulte
de (8.6.2.1) que l'on a v~\Xf) =Spec(S^). On a d'autre part Spec(S\) =D+(/^),
si bien que (8.7.3.2) définit un isomorphisme y'~l(Xy)->D^(yl;l). Enoutre,si ^eSg (^>o),
le diagramme

v-\x^ ^ D^C/Y)

v-\Xf) ^ D )̂

est commutatif, comme il résulte aussitôt de la définition de Pisomorphisme (8.2.7.3).
Enfin par définition S_^. est engendré par les y homogènes, donc il résulte de (8.2.10,
(iv)) et de (2.3.14) que les D^.(f^) forment un recouvrement de Proj(S^) et les y'^X^)
un recouvrement de Cx, puisque les Xy forment un recouvrement de X; cela achève donc
de définir dans ce cas Pisomorphisme (8.7.3.1).

Pour démontrer (8.7.3) dans le cas général, il suffit de voir que si U, LT sont deux
^^

ouverts affines de Y tels que U'cU, d'anneaux A et A', et si on pose «y|U==S,
^[U'^7, le diagramme

C^ -> Proj(S^)

(8.7.3.3) |
Y Y

Cu -^ Proj(S^)

est commutatif. Mais S' s'identifie canoniquement à S®^A', donc S^ à

S^sS'^S^A';

onadonc Proj(S^) =Proj(Skl) XuU' (2.8.10) ; de même, si X=Proj(S), X'^Proj^S'),
on a X'=XXuU' et ^x'^^x®^^ (3.5.4)3 autrement dit ^^/(^x)? où j
est la projection X'-^X. On a par suite (1.5.2) Gu,==CuXxX'=CuXuU' , et la
commutativité de (8.7.3.3) est alors immédiate.

Remarques (8.7.4). — (i) La fin du raisonnement de (8.7.3) se généralise aussitôt
de la façon suivante. Soient g : Y'-^Y un morphisme, y=g^y}, X'==Proj(^') ;
on a alors un diagramme commutatif

Gx/ -> Proj(^)

(8.7.4.1)

Cx -> Proj(^)

D'autre part, soit 9 : y"->y un homomorphisme de (Py-Algèbres graduées, tel que
si on pose X^^Proj^"), M=Proj((p) : X-^X" soit partout défini; on a d'autre part
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un Y-morphisme v : C—^C" (avec C'^Spec^")) tel que ^/(v)=^, et comme 9 est un
homomorphisme d'Algèbres graduées, on déduit de y un ^-morphisme d'Algèbres graduées
^ : y"^->y^ ( 1.4.1). En outre, il résulte aisément de (8.2.10, (iv)) et de l'hypothèse
sur 95 que Proj(^) est partout défini. Enfin, compte tenu de (3.5.6.1), on a un
M-morphisme canonique ^x"-^^X5 d'où (1.5.6) un morphisme w : Cx ->Cx. Cela
étant, le diagramme

C^, ^ Proj(^)

(8.7.4.2) W ProjW
^ ^

Gx ̂  Proj(^)

est commutatif, comme on le vérifie aussitôt en se ramenant au cas où Y est affine.
(ii) Notons qu'en vertu de (8.7.2.5) et (8.7.2.6), on a J^C^CJ^ pour tout

m>o. Or, par définition, J^i= (^-t-)^, donc ̂  définit dans G le sous-préschéma fermé
s(Y) ((1.4.10) et (8.3.2)); on en conclut que pour tout m>o, le support de ^cPm est

contenu dans F espace sous-jacent au préschéma des sommets s (Y); dans l'image réciproque du
cône épointé affine E, le morphisme structural Proj(eS^)-^C se réduit donc à un
isomorphisme (comme il résulte d'ailleurs de (8.7.3) et (8.7.1)). En outre, identifiant
canoniquement G à un ouvert de G (8.3.3), on peut évidemment prolonger les Idéaux <^
de OQ en des Idéaux /^ de (Pc, par la condition de coïncider avec (9^ dans l'ouvert Ê
de G. Si on pose £T = @ /^ qui est une fl^-Algèbre graduée quasi-cohérente, on peut
prolonger l'isomorphisme (8.7.3.1) en un G-isomorphisme

(8.7.4.3) Ôx^Proj(JT).

En effet, au-dessus de E, il résulte de ce qui précède que Proj(^") s'identifie
canoniquement à E, et on définit donc l'isomorphisme (8.7.4.3) au-dessus de Ê en lui
imposant de coïncider avec l'isomorphisme canonique Êx->Ê (8.6.2) ; il est clair qu'alors
cet isomorphisme et (8.7.3.1) coïncident au-dessus de Ê.

Corollaire (8.7.5). — Supposons qu'il existe ^>o tel que

(8.7.5.1) ^n+i-^i^n pour n^n,,

Alors le sous-préschéma des sommets de Gx [isomorphe à X) est l'image réciproque par le
morphisme canonique r : C^->C du sous-préschéma des sommets de G (isomorphe à Y). Inversement,
si cette propriété a lieu et si on suppose de plus Y noethérien et y de type fini, il existe no>o tel
que l'on ait (8.7.5.1).

La première assertion étant locale sur Y, on peut pour l'établir supposer Y = Spec(A)
/"»»«/

affine, et <$^=S, où S est une A-algèbre graduée à degrés positifs. Elle résulte alors
de (8.2.12), car on a Proj(S^®gSo) =CxXcs(Y) (en vertu de l'identification (8.7.3. i)),
c'est-à-dire que ce préschéma est l'image réciproque de s(Y) dans Cx (I, 4.4.1). La
réciproque résulte aussi de (8.2.12) lorsque Y est affine noethérien et S de type fini.
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Si Y est noethérien (non nécessairement affine) et y de type fini, il y a un recouvrement
fini de Y par des ouverts affines noethériens U., et on déduit alors de ce qui précède
que pour tout i, il y a un entier H. tel que ^+i|U.= (^|U,)(^,[U.) dès que
n>w,; le plus grand des n, vérifie donc (8.7.5.1).

(8.7.6) Considérons maintenant le C-préschéma Z obtenu en faisant éclater dans
le cône affine G le sous-préschéma des sommets e(Y); par définition (8.1.3) c'est donc le
préschéma Proj'(^^); l'injection canonique

(8-7.6.I) i: © y"-^^
n^O '

définit (grâce à l'identification (8.7.3)) un C-morphisme dominant canonique

(3.7.6.2) G(i)^Z

où G(i) est un ouvert de Cx (3.5. i); on notera qu'on peut avoir G(i) +Cx, comme le

montre l'exemple où Y=Spec(K), K étant un corps, S=y avec S=K[y], où y
est une indéterminée de degré 2; si R., désigne l'ensemble (S+)", considéré comme partie
de S^=S^, S .̂ n'est pas la racine dans S .̂ de l'idéal engendré par la réunion des R/ s* f \ \ '-' -i fi(cf. (2.3.14)).

Corollaire (8.7.7). — Supposons qu'il existe n^Q tel que

(^•P.i) VU-YI pourn^.

Alors le morphisme canonique (8.7.6.2) est partout défini et est un isomorphisme Cx^Z.
Inversement, si cette propriété a lieu et si on suppose de plus Y noethérien et y de type fini, il
existe n^ tel que l'on ait (8. j . 7. i ).

En effet, la première assertion est locale sur Y, et découle donc de (8.2.14); il
en est de même de la réciproque, en raisonnant comme dans (8.7.5).

Remarque (8.7.8). — Comme la condition (8.7.7.1) implique (8.7.5.1), on voit
que lorsqu'elle est vérifiée, non seulement Cx s'identifie au préschéma obtenu en faisant
éclater le sommet (identifié à Y) du cône affine C, mais encore le sommet (identifié à X)
de Gx s'identifie au sous-préschéma fermé image réciproque du sommet Y de G. En
outre, l'hypothèse (8.7.7.1) implique que sur X=Proj(^), les ^-Modules O^n)
sont inversibles (3.2.5 et 3.2.9) et que l'on a (0^[n) =jSf®^ avec jSf=^x(i) (3.2.7
et 3.2.9); par définition (8.6. i . i), Cx est donc le fibre vectoriel V(oêf) sur X, et son
sommet la section nulle de ce fibre vectoriel.

8.8. Faisceaux amples et contractions.

(8.8.1) Soient Y un préschéma, J : X-^Y un morphisme séparé et quasi-compact,
^ un ^x-^dule inversible ample relativement à /. Considérons la 0^-Algèbre graduée à
degrés positifs

(8 .8 .1 .1 ) y^o y®@ /(^0n)ï n^lY*'^ /

m
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qui est quasi-cohérente (I, 9.2.2, a)). On a un homomorphisme canonique de fix-Algèbres
graduées
(8.8.1.2) T \f\y} -> © ̂ n

qui, pour les degrés ^ i, coïncide avec l'homomorphisme canonique a ̂ (/(JSf0^)-^0"
(0, 4.4.3), et pour le degré o est l'identité. L'hypothèse que oSf est/-ample entraîne
alors (4.6.3 et 3.6.1) que le Y-morphisme correspondant
(8.8.1.3) r=r^:X->P=Proj(^)

est partout défini et est une immersion ouverte dominante, et que l'on a

(8.8.1.4) r\^(n)} =JSf^ pour tout neZ.

Proposition (8.8.2). — Soit G=Spec(^) le cône affine défini par y\ si ̂  estf-ample,
il existe un Y-morphisme canonique

(8.8.2.1) ^;v=V(JSf)-^G

tel que le diagramme

X -^ V(Jâf) ^ X
(8.8.2.2) A L |,

•^ -V ^

Y —> C —> Y
S l];

wîf commutattf, ̂  et TC ^anf /^ morphismes structuraux, j et s foj immersions canoniques appliquant
respectivement XefY sur la section nulle de V(.S?) et le préschéma des sommets de G. En outre, la
restriction de g à V(^?) —/(X) est une immersion ouverte

(8-8.2-3) V(^?)-j(X)-^E=C-e(Y)

rfaay /^ cow épointé affine E correspondant à y.
Avec les notations de (8.8.1), soient yf=^@^(n), et Cp=Spec(.^). On sait

(8.6.2) qu'on a un morphisme canonique A=Spec(a) : Cp->C tel que le diagramme
Cp -> P

(8-8-2.4) ^ ^
G -^ Y

4i

soit commutatif; en outre, si ep : P-^Gp est l'immersion canonique, le diagramme

P 5- Gp
(8.8.2.5) p ^ ^h

Y ^ G
8

est commutatif (8.7.1.1), et enfin, la restriction de h au cône épointé affine Ep est
un isomorphisme Ep ̂  E (8.6.2). D'autre part, il résulte de (8.8.1.4) que l'on a

r*(^)=S.(^)
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et par suite on a un P-morphisme canonique q : V(,Sf)->Gp, le diagramme commutatif

V(JSf) 4. X

(8.8.2.6) J L
t ^
Gp —> P

identifiant V(^f) au produit CpXpX (1.5.2); comme r est une immersion ouverte,
il en est donc de même de q (I, 4.3.2). En outre, la restriction de q à V(»Sf)—j(X)
applique ce préschéma dans Ep par (8.5.2), et le diagramme

X 4- V(JSf)
(8.8.2.7) r \ \,

P -> Cp
^

est commutatif (cas particulier de (8.5. i .3)). Les assertions de (8.8.2) résultent aussitôt
de ces faits, en prenant pour g le morphisme composé hoq.

Remarque (8.8.3). — Supposons en outre que Y soit un préschéma noethérien et/
un morphisme propre. Comme r est alors propre (5.4.4), donc fermé, et que c'est une
immersion ouverte dominante, r est nécessairement un isomorphisme X ̂  P. On verra en
outre au chapitre III (M, 2.3.5. i), que ̂  est alors nécessairement une ^-Algèbre de type
fini. Alors il en résulte que ̂  est une ^-Algèbre de type fini (8.2.10, (i) et 8 .7 .2 .7) ;
comme Gp est G-isomorphe à Proj(^) (8.7.3), on voit que le morphisme h : Cp->G
est projectif; comme le morphisme r est un isomorphisme, il en est de même de
q : V(^)->Cp, et on en conclut que le morphisme g : V(oSf)->G est projectif. En outre,
comme la restriction de A à Ep est un isomorphisme sur E et que q est un isomorphisme,
la restriction (8.8.2.3) de g est un isomorphisme V(JSf) —j(X) ̂  E.

Si on suppose de plus que L est très ample pour/, on verra aussi au chapitre III
(HI, 2.3.5.1), qu'il existe un entier n^> o tel que <$^ = ̂  pour n^ n^. On en conclura par
(8.7.7) que V(o^) s'identifie au préschéma Z obtenu en faisant éclater dans le cône affine G
le sous-préschéma des sommets (identifié à Y), et que la section nulle de V(oSf) (identifiée à Y)
est Yimage réciproque du sous-préschéma des sommets Y de G.

Une partie des résultats précédents peut en fait s'établir sans hypothèse noethérienne :
Corollaire (8.8.4). — Soient Y un préschéma (resp. un schéma quasi-compact), /: X-^Y

un morphisme propre, JSf un 0^-Module inversible ample pour /. Alors le morphisme (8.8.2.1)
est propre (resp. projectif) et sa restriction (8.8.2.3) est un isomorphisme.

Pour prouver que g est propre, on peut se ramener au cas où Y est affine, et il
suffit donc de considérer le cas où Y est un schéma quasi-compact. Le même raisonne-
ment que dans (8.8.3) montre d'abord que r est un isomorphisme X ̂  P; par suite q est
aussi un isomorphisme, et comme la restriction de A à Ep est un isomorphisme Ep 2^ E,
on voit déjà que (8.8.2.3) est un isomorphisme. Reste à prouver que g est projectif.

Comme / est de type fini par hypothèse, on peut appliquer (3.8.5) à l'homo-
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morphisme T de (8.8. i .2) : il y a par suite un entier ûf>o, un sous-^y- Module quasi-
cohérent de type fini ê de V^ tel que si y est la sous-^y-Algèbre de y engendrée par ê
et T'==Toy*(cp) (<p injection canonique y'-^V}^ r1'==^ ^ soit une immersion

X-^P^Proj^').

En outre, comme cp est injectif, r ' est aussi une immersion dominante (3.7.6); le même
raisonnement que pour r montre donc que r ' est une immersion fermée surjective\ comme r '

r 0
se factorise en X -> Proj(^) -> Proj(«S^), où 0 == Proj(cp), on en conclut que 0 est aussi
une immersion fermée surjective. Mais cela entraîne que 0 est un isomorphisme, en effet,

^ f^<^ <"'»»-/
on peut se ramener au cas où Y=Spec(A) est affine, ^=S, y==S\ où S est une
A-algèbre graduée, S' une sous-algèbre graduée de S. Pour tout élément homogène t e S ' y S^
est alors un sous-anneau de S^ ; si on revient à la définition de Proj(y) (2.8.1), on voit
qu'on est ramené à prouver que si B7 est un sous-anneau d'un anneau B, et si le morphisme
Spec(B)->Spec(B/) correspondant à l'injection canonique B'->B est une immersion
fermée, ce morphisme est nécessairement un isomorphisme; mais cela résulte de (I, 4.2.3).
On a en outre ^(^p'^)) ==0p{n) (3.5.2, (ii) et 3.5.4), donc r'*((Pp.{n)) est isomorphe
à JS^ (4.6.3). Posons y ' ^ y ' ^ , de sorte (3.1.8, (i)) que X s'identifie canonique-
mentà P'^Proj^) et JSf^JSf^ à ^p.(i) (3.2.9, (ii)).

Cela étant, si (r^Spec^'), y^"=^^"{n) s'identifie à J^"^ donc
Cp,/=Spec(^,) à V(JSf"); on sait d'autre part (8.7.3) que Cp^ est G^-isomorphe
à Proj(^^); par définition de y " , y"^ est engendré par y^ et y'^ est de type fini
sur y ' ^ ^ y " (8.2.10, (i) et (iii)), donc ProK^'^) est projectif sur G" (5.5.1).
Considérons alors le diagramme

V(JSf) —> Spec(^)=C

(8.8.4.1)

v^") -^ Spec^Q^cr

où g et g" correspondent par (1.5.6) aux 7-morphismes canoniques

y-^ © oS?®" et y"-^ @ ^ll®n
n^O n^O

(3 •3• 2 •3 ) (voir (8 8 5) ci-dessous), v au morphisme d'inclusion y"->y^ et u au
morphisme d'inclusion © .Sf®^ -> © JSf@n ; il est immédiat (3.3.2) que ce diagramme
est commutatif. Nous venons de voir que g" est un morphisme projectif; d'autre par t, u est
un morphisme fini. En effet, la question étant locale sur X, on peut supposer que X est
affine d'anneau A et que oS^== Q^\ tout revient alors à remarquer que l'anneau A[T] est
un module de type fini sur son sous-anneau AjT^] (T indéterminée). Comme Y est un
schéma quasi-compact, et que C" est affine sur Y, G" est aussi un schéma quasi-compact,
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et par suite g"ou est un morphisme projectif (5.5.5, (ii))î par la commutativité de
(8.8.4.1), il en est de même de vog, et comme v est affine, donc séparé, on en conclut
finalement que g est projectif (5.5.55 (v)).

(8.8.5) Reprenons la situation de (8.8.1). Nous allons voir qu'on peut donner
du morphisme g : V(JSf)->C une autre définition valable pour tout (P^-module inver-
sible JSf (non nécessairement ample). Pour cela, considérons le/-morphisme

(8.8.5.1) ^ : y->@ jsf^
n'^0

correspondant au morphisme T de (8.8.1.2). On en déduit (1.5.6) un morphisme
g ' : V->C tel que, si TT : V—>-X et ^ : G->Y sont les morphismes structuraux, les
diagrammes

x ^- v x -^ v
(8.8.5.2) f [ [ g ' f [ [ g '

Y <- C Y -^ G
<p e

soient commutatifs (8.5.1.2 et 8.5.1.3). Nous allons montrer que (si Pon suppose oSf
ample pour/) les morphismes g et g ' sont identiques.

En effet, la question est locale sur Y, et on peut donc supposer que Y=Spec(A)
est affine, et (en raison de (8.8.1.3)) identifier X à un ouvert de P==Proj(S), où
S=A@j^^(X,J^?0n); on déduit alors de (8.8.1.4) que F(X, ^p(^)) = F(X, JSf^)
pour tout yzeZ. Tenant compte de la définition de h= Spec(a), où a est lej^-irorphisme

/-* '̂ /•'*»-'
canonique S->^f (8.6.1.2) , il faut vérifier que la restriction à X de of : p (S)—^^
est identique à T. Compte tenu de (0, 4.4.3)3 on est ramené à voir que si on compose
Phomomorphisme canonique ^ : S y, -> F(P, ^p(^)) avec l'homomorphisme de restriction
F(P, ^p(^)) — r(X, ^p(n)) = r(X, Jâ^0"), on obtient l'identité pour tout n>o\ or, cela
résulte aussitôt de la définition de l'algèbre S et de celle de a^ (2.6.2).

Proposition (8.8.6). — Supposons [avec les notations de (8.8.5)) que si Von pose f= (/o, À),
l'homomorphisme À : ̂ ^-^J^x) solt bijectif; alors :

(i) Si on pose g= (^o, |ji), [L : ^c—^g^y) est un isomorphisme.
(ii) Si X est intègre (resp. localement intègre et normal), C est intègre (resp. normal).

En effet, le/-morphisme T^ est alors un isomorphisme

^ : y=w) ̂ f^W)=^(^))
et le Y-morphisme g peut être considéré comme celui pour lequel Phomomorphisme ^{g)
(1.1.2) est égal à T^. Pour voir que [L est un isomorphisme de ^c-Modules, il suffit (i .4.2)
de voir que ^(pi) : ̂  (^ç) -> ^ {g (^y)) est un isomorphisme. Mais par définition (1.1.2),
on a j^([ji) ==^f(^), d'où la conclusion de (i).

/-^/
Pour prouver (ii), on peut se ramener au cas où Y est affine, donc <$^=S, avec
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S=J® r(X, oSf^); l'hypothèse que X est intègre entraîne que l'anneau S est intègre
(I, 7.4.4), donc il en est de même de G (I, 5.1.4). Pour démontrer que G est normal,
nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (8.8.6.1). — Soit Z un préschéma intègre normal. Alors l^ anneau F(Z, ffl^) est
intègre et intégralement clos.

En effet, il résulte de (I, 8.2.1.1) que F(Z, 0^) est l'intersection, dans le corps des
fonctions rationnelles R(Z), des anneaux intégralement clos 0^ pour ^eZ.

Gela étant, montrons d'abord que V est localement intègre et normale on peut pour
cela se borner au cas où X=Spec(A) est affine, d'anneau A intègre et intégralement
clos (6.3.8), et où JSf==^x. Comme alors V=Spec(A[T]) et que A [T] est intègre et
intégralement clos ([24], p. 99), cela établit notre assertion. D'autre part, pour tout
ouvert affine U de G, ^"^(U) est quasi-compact puisque le morphisme g est quasi-
compact; puisque V est localement intègre, les composantes connexes de g~l(V)
sont des préschémas intègres ouverts dans g~l(V), donc en nombre fini, et comme V
est normal, ces préschémas sont normaux (6.3.8). Alors r(U, ^ç), qui est égal à
r'te"1^), ^y) en vertu de (i), est composé direct d'un nombre fini d'anneaux intègres
et intégralement clos (8.8.6.1), ce qui montre que G est normal (6.3.4).

8.9» Le critère d'amplitude de Grauert : énoncé»

Nous nous proposons de montrer que les propriétés démontrées dans (8.8.2)
caractérisent les (P^-M.od\des amples pour f, et de façon précise, de démontrer le critère
suivant :

Théorème (8.9.1) (critère de Grauert). — Soient Y un préschéma, p : X->Y un
morphisme séparé et quasi-compact, oSf un (Py Module inversible. Pour que oSf soit ample relativement
à p, il faut et il suffit qu'il existe un Y-préschéma G, une Y-section e : Y->C de G, et un Y-mor-
phisme q : V(J§?)->C, ayant les propriétés suivantes :

(i) Le diagramme
X 4- V(JSf)

(8.9.1.i) J I .
T Y

Y —> G
E

oàj est la section nulle du fibre vectoriel V(JSf), est commutatif.
(ii) La restriction de q à V(oS^) —J'(X) est une immersion ouverte quasi-compacte

V(J?)-;(X)^C

dont V image ne rencontre pas s (Y).
On notera que si G est séparé sur Y, on peut, dans la condition (ii), supprimer

l'hypothèse que l'immersion ouverte est quasi-compacte; pour voir en effet que cette
dernière propriété est conséquence des autres conditions, on peut se borner au cas où Y
est affine, et l'assertion découle alors de (I, 5.5.1, (i) et 5.5.10). On peut aussi supprimer
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la même hypothèse lorsque l'on suppose X noethérien, car alors V est aussi noethérien
et l'assertion découle cette fois de (I, 6.3.5).

Corollaire (8.9.2). — Si le morphisme p : X->Y est propre, on peut dans l'énoncé <fe (8.9. i ),
supposer q propre, et remplacer « immersion ouverte » par « isomorphisme ».

De façon imagée, on peut dire (lorsque p : X->Y est propre) que J§^ est ample rela-
tivement à p si et seulement si on peut « contracter » la section nulle du fibre vectoriel V(JSf) en le
préschéma de base Y. Un cas particulier important est celui où Y est le spectre d'un corps,
et où l'opération de « contraction » consiste donc à contracter la section nulle de V(oSf)
en un seul point.

(8.9.3) La nécessité des conditions de (8.9.1) et le corollaire (8.9.2) découlent
aussitôt de (8.8.2) et (8.8.4).

Pour démontrer la suffisance de (8.9.1), nous considérerons une situation un peu
plus générale. Pour cela, posons (avec les notations de (8.8.2))

y = @ jsf®"
n^O

et
V=V(oSf)=Spec(^').

Le sous-préschéma fermé j(X), section nulle de V(-âf), est défini par le faisceau
quasi-cohérent d'idéaux ^'==(<5^)^ de 0^ (1.4.10). Ce 6^-Module est inversible,
car la question est locale sur X, et cela revient à remarquer que l'idéal TA[T] dans un
anneau de polynômes A[T] est un A[T]-module libre monogène. En outre, il est immédiat
(toujours parce que la question est locale sur X) que

^-;V)
et

JW=/1/^

D'autre part, si
7T:V(JSf)-^X

est le morphisme structural, on a n^^')==y^ et ^(^r/^2) ==°Sf$ on a donc deux
homomorphismes canoniques oSf->7^(^)—^oS?, le premier étant l'injection canonique
JSf—^c^., le second la projection canonique de y\ sur <9^==oS^, et leur composé est
l'identité. On peut d'ailleurs plonger canoniquement ^(^)==^+=== ® JSf0" dans le
produit n^^limTT^/^1) (puisque TT (^/^n+l) =J^ejSf®2^.. .CjSf^), et

n^1 ^~~ *
on a donc encore deux homomorphismes canoniques

(8.9.3.1) J^UrnT^/^)-^

dont le composé est l'identité.
Cela étant, la généralisation de (8.9.1) que nous allons prouver est la suivante :
Proposition (8.9.4). — Soient Y un préschéma, V un Y'-préschéma, X un sous-préschéma

fermé de V, défini par un Idéal / de 0^, qui est un 0^-Module inversible; si j : X—»-V est
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l'injection canonique, on pose ^==f{/) =/®^Q^ de sorte que J\{^) =<^/^r2• On suppose

que le morphisme structural p : X->Y est séparé et quasi-compact, et que les conditions suivantes
sont remplies :

(i) II existe un Y-morphisme de type fini n : V->X tel que noj=î^y et par suite

^/If2)^^
(il) II existe un homomorphisme de 0^-Modules 9 : J§f->lim7r (^/^n+l) tel que le

composé

^ ̂  ImiT^/^1) 4. ̂ /j/2) =JSf

(où a est r homomorphisme canonique) soit l'identité.
(iii) II existe un Y-préschéma G, une Y-section s de G et un Y-morphisme q : V—^C tels

que le diagramme

X 4. V

(8.9-4-I) p [ i^
Y -> G

s

soit commutatif.
(iv) La restriction de q à W==V—J'(X) est une immersion ouverte quasi-compacte dans C,

dont l'image ne rencontre pas s (Y).
Dans ces conditions, JSf est ample relativement à p.

8.10. Le critère d'amplitude de Grauert : démonstration.

Lemme (8.10.1) . — Soient TT : V->X un morphisme, j : X->V une ^-section de V
qui soit une immersion fermée, / V Idéal quasi-cohérent de ffly définissant le sous-préschéma fermé
de V associé à j .

(i) Pour tout n^o, ^{^|^/n+l) et Tr^/^4-1) sont des OyModules quasi-cohérents,
et on a ̂ f/) =^, ̂ {/f/2) =j\/). *

(ii) Si X=={Ç}=Spec(A;), où k est un corps, liniTr^v/^^1) ^t isomorphe au séparé
complété de l!'anneau local 0^ pour la topologie v^.i^-préadique.

(iii) Supposons que / soit un (9^-Module inversible (ce qui entraîne que

^=f{/)==^l/2)

est un (P^-Module inversible) et quil existe un homomorphisme 9 : oSf->lim7r (^/^n+l) tel

que le composé ^->\\.mT:^/f/n+l)^>T:^/|/2) (a homomorphisme canonique) soit l'identité.

Si on pose y'= @ JSf0^ on déduit alors canoniquement de 9 un isomorphisme de 0^-Algèbres

du complété y de y relatif à sa filtration canonique (complété qui est isomorphe au produit
n JSf0^ sur limTr (^/^rn+l).

n^O ^—— *

Notons en premier lieu que le support du ^-Module 0^/n+l est^'(X) et celui
de ^/^n+l est contenu dansj(X). Dans le cas (ii),j(X) est un point fermé j(Ç) de V,
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et par définition ^(^y/^'^1) est la ^bre de ̂ y/^4'1^ P011^ .7(^)5 c'est-à-dire, en posant
G = (B^ et en désignant par m l'idéal maximal de C, le C-module C/n^4'1 ; l'assertion (ii)
est alors évidente.

Pour démontrer (i), notons que la question est locale sur X; on peut donc se
restreindre au cas où X est affine. Soit U un ouvert affine dansV; J'(X) nU est un ouvert
affine dansj(X), donc Uo==7i:(j'(X) nU), qui lui est isomorphe, un ouvert affine dans X;
pour tout ouvert affine WoCUo dans X, W^Tr^Wo) nU est un ouvert affine dans V,
puisque X est un schéma (I, 5.5.10); en particulier U /=Un7^' - l(Uo) est un ouvert
affine dans V et on a évidemment 7^(U /)=Uo et j'(Uo) =j'(X) nU. Cela étant, par
définition F(Wo, ^(^y/^4'1)) == rÇTr-^Wo), ^v/^'^1)^ mais comme tout point de
Tc'^Wo) n'appartenant pas àj'(Wo) a un voisinage ouvert dans ^"^(Wo) ne rencontrant
pas j(X) et dans lequel 0^1 ̂ n+l est donc nul, il est clair que les sections de Q^j^rn+l

au-dessus de W^Wo) et au-dessus de W se correspondent biunivoquement. Autre-
ment dit, si TC' est la restriction de TT à U', les (^xl^o) -Modules ^(^v/^^m)
et ^'((^y/^rn+l)|U /) sont identiques. Comme U' et Uo sont affines et que les Uo recou-
vrent X, on en conclut (I, 1.6.3) que TC (^y/^"4'1) est quasi-cohérent, et la démonstration
est identique pour TC (^/^n+l).

Pour démontrer enfin (iii), notons que y n'est autre que S^ (oSf) ; on déduit donc
canoniquement de 9 un homomorphisme de 0^-Algebres ^ : ̂ ^liniTr^év/^^1)
(1.7.4); en outre, cet homomorphisme applique jSf0" dans limrc (.^V^14"1), donc

m
est continu pour les topologies considérées, et se prolonge bien par suite en un homo-
morphisme (p : tS^-^liniTT^Y/^14'1). Pour voir qu'il s'agit d'un isomorphisme, on peut,
comme dans la démonstration de (i), se réduire au cas où X==Spec(A) et V==Spec(B)
sont affines, avec ^==3, où 3 est un idéal de B; il correspond à n une injection A->B,
identifiant A à un sous-anneau de B supplémentaire de 3, et oSf (resp. ^(^v/^4^1)) est

le ^x-Module quasi-cohérent associé au A-module L=3/32 (resp. B/y4"1). Comme /
est un É?v" Module inversible^ on peut en outre supposer que 3 = B^, où t est non diviseur
de o dans B. De la relation B=A®B^ on déduit alors, pour tout %>o,

B == ACA^CA^C... ®Ar®Br +1

donc on a un A-isomorphisme canonique de l'anneau de séries formelles A[[T]] sur
G^imB^4'1 faisant correspondre t à T. D'autre part, on a L==A7, où ~t est la classe
de t mod. B^2, et l'homomorphisme 9 applique par hypothèse 7 sur un élément t'eC
congru à t mod. Ct2. On en déduit par récurrence sur n que

A@Atf@...@Atfn@Ctn+l==A@At@^.@Atn@Ctn+l

ce qui prouve que Phomomorphisme î correspond bien à un isomorphisme de II L0"
^ n^Osur C.

Lemme (8.10.2). — Sous les hypothèses de (8.10.1), soit g : X'—^X un morphisme,
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soit V'=VXxX', et soient TT' : V'-^X', g' : V'->V les projections canoniques, de sorte qu'on a
le diagramme commutatif

V i V

"i i-
X -̂ X'^

^rj- j' =j x ix' sst une X''-section de V y^ ̂  une immersion jermée, et /' ==g'*^/)(0^
est F Idéal quasi-cohérent de 0^. définissant le sous-préschéma fermé de V associé à j ' . En outre,
on a Tr^vV^4-1) ==g\n^l ̂ n+l)). Enfin, /' est un ^.-Module canoniquement isomorphe
à ë'*{/) et est en particulier inversible si / est un 0^-Module inversible.

Le fait que j' est une immersion fermée découle de (I, 4.3.1), et c'est une
X'-section de V par fonctorialité de l'extension du préschéma de base. En outre, si Z
(resp. Z') est le sous-préschéma fermé de V (resp. V) associé àj (resp.j'), on a Z' ̂ ^'"^Z)
(I, 4.3.1)3 et la seconde assertion résulte alors de (I, 4.4.5). Pour démontrer les autres
assertions, on voit comme dans (8.10. i) qu'on peut se ramener au cas où X, V et X'
(donc aussi V) sont affines; gardons les notations de la démonstration de (8.10.1)
et soit X'=Spec(A'). On a alors V'=Spec(B') où B'^B®^/, et f'^, avec
3'=Im(3®^A'). On a donc B'^-^ (B/^)®^'; en outre, comme 3 est facteur
direct (en tant que A-module) de B, 3®AÂ' est facteur direct (en tant que A'-module)
de B', donc s'identifie canoniquement à 3'.

Corollaire (8.10.3). — Supposons vérifiées les hypothèses de ( 8 .10 .1 ) et supposons en
outre que n soit de type fini et que / soit un Q^-Module inversible. Alors, pour tout xeVL, l'anneau
local au point j ( x ) de la fibre 'K~l[x) est un anneau régulier (donc intègre) de dimension i, dont le
complété est isomorphe à Panneau de séries formelles fc(^)[[T]] (T indéterminée) ; en outre il n^ existe
qu'une seule composante irréductible de Tc"1^) contenant j {x).

Comme Tr"1^) ==VXxSpec(fe(;v)), on est ramené par (8.10.2) au cas où X est
le spectre d'un corps K. Comme n est de type fini (I, 6.3.4, (iv)), O.,^ est alors un
anneau local noethérien, donc séparé pour la topologie m./^-préadique (0, 7.3.5);
il résulte de (8.10. i, (ii) et (iii)) que le complété de cet anneau est isomorphe à K[[T]],
et par suite (9^ est régulier et de dimension i ([i], p. 17-01, th. i); enfin, puisque 0^
est intègre, j(x) n'appartient qu'à une seule des composantes irréductibles (en nombre
fini) de V (I, 5.1.4).

Corollaire (8.10.4). — Supposons vérifiées les hypothèses de (8.10. i) et en outre supposons
que /soit un Q^-Module inversible. Soit W==V—j(X); pour tout Idéal quasi-cohérente de 0^,
posons jfy^TT*^)^ et jf^==jf^|W. Alors ^fy est le P1^ g^^ Idéal quasi-cohérent de (9^
dont la restriction à W soit Jf^-.

En effet, on voit comme dans (8.10. i) que la question est locale sur X et sur V;
on peut donc garder les notations de la démonstration de (8.10.1)3 avec 3=B^, où t
n'est pas diviseur de o dans B. En outre, on a W==Spec(B^) et JT=S{, où S{ est un
idéal de A; d'où ^(JT)^ (^.B)^ (1,1.6.9), Jfw=(^.B^, et le plus grand idéal
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de B dont l'image canonique dans B^ soit ^.B^ est l'image réciproque de ^.B^, c'est-à-dire
l'ensemble des ^eB tels que pour un entier n>o, on ait ^je^.B. Il faut montrer que cette
dernière relation entraîne j&ft.B, ou encore que l'image canonique de t n'est pas diviseur
de o dans B/JÏB == (A/^) ®^B, ce qui résulte de (8.10.2) appliqué à X'==Spec(A/^).

Corollaire (8.10.5). — Supposons vérifiées les hypothèses <fe (8. i o. 3) ; soient W = V —J'(X),
x un point de X, Jf un Idéal quasi-cohérent de (9^ ^ le point générique de la composante irréductible
de -^~\x) contenant j [ x ) (8.10.3).

(i) Soit g une section de 0^ au-dessus de V telle que g\W soit une section de Jf^ au-dessus
de W (notations de (8.10.4)). Alors g est une section de jfy ; si de plus g(^) + o, et si, pour tout
entier m>o, on désigne par g^ le germe au point x de l'image canonique g^ de g dans
r(X, ̂ (^v/^14'1))? a^ors ^ existe un entier m'>o tel que l'image de g^ dans

(^/^+1)),®^)

soit =)=o.
(ii) Supposons en outre que les conditions de (8.10.1, (iii)) soient remplies. Alors, s'il

existe une section g de Jfy au-dessus de V telle que g{^) =j=o, il existe un entier n^o et une
section f de jr.J^^^jr®^0^^^ telle que f[x) =(=o. Si g est une section de / , on peut
prendre %>o.

(i) Comme l'Idéal de 0^ engendré par g\W est contenu dans Jf^ par hypothèse,
l'Idéal de ffly engendré par g est contenu dans Jfy par (8.10.4), autrement dit g est une
section de jfy- P0111' démontrer la seconde assertion de (i), on peut encore supposer X
et V affines et conserver les notations de (8.10. i) ; la fibre 'K~l{x) est alors affine d'anneau
B' == B®^fe(^), et il existe dans B' un élément t ' non diviseur de o tel que B' = k[x) ©B'^.
Comme j(x) est une spécialisation de ^ et que ^(^)=f=o, on a nécessairement g(^^o'
Mais G)^ est un anneau local séparé (8.10.3), qui se plonge donc dans son complété,
et l'image de g dans ce complété n'est par suite pas nulle. Or, ce complété
est isomorphe à lin^B'/BT^1) (8.10.3); si g ' ^ g ^ i e l à ' y il existe donc un entier m

n

tel que ^BT^1, ou encore l'image g^ de g ' dans B'/B'^4-1 n'est pas nulle. Mais
comme g^ n'est autre que l'image de g^, notre assertion est démontrée.

(ii) En vertu de (8.10.1, (iii)) ^(^v/^4^1) est isomorphe à la somme directe
des Jy®k pour o^k^m; désignons par^; la section de £?@k au-dessus de X, composante

m

de l'élément de ® F(X, oSf®^) qui correspond à ̂  par cet isomorphisme. Choisissant m
comme dans (i), il y a donc un indice k tel que f^x) =f=o d'après (i). Pour voir que/^
est une section de jfoSf^, il suffit de considérer comme ci-dessus le cas où X et V sont
affines, et cela résulte aussitôt alors de ce que ^e.ft.B (notations de (8.10.4)). La
dernière assertion résulte de ce que l'hypothèse geY(y, / ) entraîne fo=o.

(8.10.6) Démonstration de (8.9.4). — La question est locale sur Y (4.6.4);
comme e est une Y-section, on peut donc remplacer G par un voisinage ouvert affine U
d'un point de e(Y) tel que e(Y) nU soit fermé dans U. Autrement dit, on peut supposer G
affine, et Y sous-préschéma fermé de G (donc affine) défini par un faisceau quasi-
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cohérent ^ d'idéaux de Q^. Commet est séparé et quasi-compact, X est alors un schéma
quasi-compact, et on est ramené à prouver que oS^ est ample (4.6.4). En vertu du critère
(4.5.2, a}), on doit donc prouver qui ce suit : pour tout Idéal quasi-cohérent C€ de ^x
et tout point A:eX n'appartenant pas au support de ^x/^5 n existe un entier n>o et
une section/de Jf®^^ au-dessus de X telle que f{x) +o.

Pour cela, posons
jfv=7r*(jr)éy

et jfw=^v|W, où W=V-j(X);

comme la restriction de q à W est une immersion quasi-compacte dans G, il résulte
de (I, 9.4.2) que Jf^r est la restriction à W d'un Idéal quasi-cohérent Jfy de 6y, de
la forme

^==q\^r^o^
où jTç est un Idéal quasi-cohérent de 6^. En outre, comme par hypothèse q~l(Y) C/(X)
et que Y est défini par l'Idéal "̂, la restriction à W de <7*(^)^y est identique à celle de ^y?
donc jf^ est aussi la restriction à W de q^C^'c)^v? et ^on P61^ donc supposer que l'on
a ^çC^, d'où

(8.10.6.1) ^cq\^)^C/

compte tenu de (I, 4.4.6) et de la commutativité de (8.9.4.1). En outre, on déduit
de (8.10.4) que l'on a

(8.10.6.2) jTyCe^v

Cela étant, il résulte de (8.10.3) que j[x) appartient à une seule composante
irréductible de TT""^) ; soit ^ le point générique de cette composante, et posons ^ = q{^).
En vertu de (8.10.5), la démonstration sera achevée (compte tenu de (8.10.6.1) et
(8.10.6.2)) si nous prouvons l'existence d'une section g de JTy au-dessus de V telle
que g{^) 4= o. Or, par hypothèse, jf a une restriction égale à celle de (9^ dans un voisinage
ouvert de x\ d'autre part, il résulte de (8.10.3) que l'on a ^=t=j(A:), donc -seW, et
par suite (-^wL^^vzî d'où par définition (^c)2y==^c^• Puisque G est affine, il y a
donc une section g ' de jTç au-dessus de G telle que g\^ 4=o, et en prenant pour g la
section de dt y correspondant canoniquement à g'\ on a bien g{^) =}= o, ce qui achève la
démonstration.

Remarque (8.10.7). — Nous ignorons si, dans l'énoncé de (8.9.4), la condition (ii)
est ou non superflue. En tout cas, la conclusion ne subsiste plus si l'on ne suppose pas
l'existence d'un Y-morphisme TT : V—^X tel que 7ro;==ix; indiquons brièvement
comment on peut en effet former un contre-exemple, dont les détails ne pourront être
développés que plus tard. On prend Y=Spec(A;) où k est un corps, C=Spec(A), où
A=Â[TI, T^], la Y-section e correspondant à l'homomorphisme d'augmentation A—^k.
On désigne par G' le schéma déduit de G par éclatement du point fermé a==s(Y)
de C$ si D est l'image réciproque de a dans G', on considère dans D un point fermé by
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et on désigne par V le schéma déduit de G' par éclatement de é; X est le sous-préschéma
fermé de V, image réciproque de a par le morphisme structural q : V->G. On montre
que X est réunion de deux composantes irréductibles X^, Xg, où X^ est l'image réciproque
de b dans V. Il est immédiat que l'Idéal / de (9^ qui définit X est encore inversible,
mais on prouve que j*{^) ==c^ (j injection canonique X—^V) n'est pas ample, par la
considération du « degré » de l'image réciproque de oSf sur X^, qui devrait être >o si oSf
était ample, et qu'on montre (par un calcul élémentaire d'intersections) être égal à o.

8.11. Unicité des contractions.

Lemme (8.11.1). — Soient U, V deux préschémas, h= {ho, X) : U-^V un morphisme
surjectif. On suppose que :

i° X : 0^-^h^O^) = (Ao)^(^) est un isomorphisme.
2° U espace sous-jacent à V s ) identifie à F espace quotient de F espace sous-jacent à U par la

relation R : ho{x)=ho(y) (condition toujours vérifiée lorsque le morphisme h est ouvert,
ou fermé, ou a fortiori lorsque h est propre).

Alors, pour tout préschéma W, l'application

(8.ii.i.i) Hom(V,W) ->Hom(U,W)

qui, à tout morphisme v == {vo, v) de V dans W, fait correspondre le morphisme u == voh = (u^, \L),
est une bijection de Hom(V, W) sur l^ ensemble des u tels que UQ soit constante sur toute fibre Ag"1^).

Il est clair que si u=voh, donc ^/o==:yoo^o5 ^oes^ constante sur tout ensemble h o"1^).
Inversement, si u a cette propriété, montrons qu'il existe un yeHom(V, W) et un seul
tel que u-==voh. L'existence et l'unicité de l'application continue UQ : V->W telle que
UQ=Vooho résultent de l'hypothèse, puisque ho s'identifie à l'application canonique de U
sur U/R. On peut d'autre part, en remplaçant au besoin V par un préschéma iso-
morphe, supposer que À est l'identité; par hypothèse, [L est alors un homomorphisme
\L\O^—^(UQ) {(P}])= {vo) ((^o) (^u)) tel que l'homomorphisme correspondant ^ \UQ[O^)->(Q^
soit local sur chaque fibre. Comme (^o)^((^o)»(^u)) == (^oU^v)? on ^olt nécessairement
avoir V=[JL, et tout revient à voir que l'homomorphisme correspondant \^ : ̂ (^w)~^^v
est local sur chaque fibre. Or, tout j^eV est de la forme ho{x) pour un xeV; posons
^=^(j;) =^(A:). Alors (0, 3.5.5) l'homomorphisme (JLJ se factorise en

v# ^

t4 : ̂  -^ ^ ^ ^.
Par hypothèse XJ et (JLJ sont des homomorphismes locaux; donc ÂJ transforme tout

élément inversible de Oy en un élément inversible de 6^; si vj transformait un élément
non inversible de Q^ en un élément inversible de G) y , [JLJ transformerait cet élément de (Oy
en un élément inversible de 0^, contrairement à l'hypothèse, d'où le lemme.

Corollaire (8.11.2). — Soient U un préschéma intègre, V un préschéma normal ; alors tout
morphisme h : U->V qui est universellement fermé, birationnel et radiciel est un isomorphisme.

Si h= (ÂO, X), il résulte des hypothèses que ho est injectif et fermé, et que ho(V)
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est dense dans V, donc A() est un homéomorphisme de U sur V. Pour démontrer le corollaire,
il suffira de voir que À : ̂ v"^(^o)»(^u) est un isomorphisme : on pourra appliquer alors
(8.11.1) qui prouvera que l'application (8.11.1.1) est bijective (les fibres ^o"1^) étant
chacune réduite à un seul point) ; donc h sera un isomorphisme. La question étant
évidemment locale sur V, on peut supposer que V = Spec(A) est affine d'anneau intègre
et intégralement clos (8.8.6.1); h correspond alors (I, 2.2.4) à un homomorphisme
9 : A—^r(U, Q^) et tout revient à voir que <p est un isomorphisme. Or, si K est le corps
des fractions de A, r(U, éy) a pour hypothèse K pour corps des fractions et A est un
sous-anneau de r(U, fl^y), 9 étant l'injection canonique (I, 8.2.7). Comme le mor-
phisme h vérifie les hypothèses de (7.3. i l ) , r(U, 0^) est un sous-anneau de la fermeture
intégrale de A dans K, donc est identique à A par hypothèse.

Remarque (8. n .3). — On verra au chapitre III (III, 4.4.11) que lorsque V est un
préschéma localement noethérien, tout morphisme h : U->V qui est propre et quasi-fini (en
particulier tout morphisme vérifiant les hypothèses de (8.11.2)) est nécessairement fini.
La conclusion de (8.11.2) résulte donc dans ce cas de (6.1.15).

(8.H.4) Nous allons maintenant voir que, dans le critère de Grauert (8.9.1),
on peut souvent affirmer que le préschéma C et la « contraction » q sont déterminés de
façon essentiellement unique.

Lemme (8.11.5). — Soient Y un préschéma, p : X->Y un morphisme propre, ^ un
0^-Module inversible p-ample, C un Y'-préschéma, s : Y->C une Y'-section, q : V==V(JSf)->C
un ^-morphisme, tels que le diagramme ( 8 . 9 . 1 . 1 ) soit commutatif. On suppose en outre que, si
p==(po, 6), 6 : Wy-^P^x) est un isomorphisme. Soient alors y^^p^®^, C'^Spec^'),

et q' : V(oSf)—^C' le Y'-morphisme canonique (8.8.5). Il existe un Y'-morphisme u : C'-^C et
un seul tel que q==uoq\

L'hypothèse sur 6 entraîne en particulier que p est surjectif; comme en vertu
de (8.8.4) la restriction de q ' à V(oSf) —;(X) est un isomorphisme sur G' — s'(Y) (s' étant
la section sommet de G'), il résulte de (8.8.4) que q ' est propre et surjectif', en outre, en
vertu de (8.8.6), si on pose q1== (<7o5 r), T : ̂ '""^(^v) est un isomorphisme. On est
donc dans les conditions d'application du lemme (8.11.1), et le lemme sera démontré
si l'on prouve que q est constant sur toute fibre <7 /~ l(^), où ^'eC'. Or, la condition est
trivialement vérifiée pour ^'^'(Y). D'autre part, si ^'es^Y), il existe un ye Y et un
seul tel que ^ ==^[y)-, et en vertu de la commutativité de (8.8.5.2) et le fait que q'
applique V(oSf)—j(X) dans C'—s'ÇY), q'~\^) ̂ (^OO); la commutativité du
diagramme (8.9.1.1) établit donc notre assertion.

Corollaire (8.11.6). — Sous les hypothèses de (8. n .5)3 supposons outre que q soit propre
et que la restriction de q à V(JSf)—j(X) soit un isomorphisme sur C—s(Y). Alors le mor-
phisme u est universellement fermé, surjectif et radiciel, et sa restriction à C—s'(Y) est un
isomorphisme sur C—s (Y).

Comme q ' est un isomorphisme de V(oâf)—j(X) sur G'—s'(Y) (8.8.4), la
dernière assertion résulte aussitôt de q==uoq'. En outre, la commutativité des dia-
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grammes (8.8.5.2) et (8.9.1.1) montre que la restriction de u au sous-préschéma
fermé s'(Y) de C' est un isomorphisme sur le sous-préschéma fermé e(Y) de G, d'où
résulte aussitôt que pour tout z'es'(Y), si z=2/(^), u définit un isomorphisme de fe(^)
sur fe(^). Ces remarques prouvent que u est bijectifet radiciel; en outre, si ^ et ^' sont
les morphismes structuraux C->Y, G'->Y, on a ^ == ̂ ou et comme ̂ ' est séparé (1.2.4),
il en est de même de u (I, 5.5.1, (v)). On a vu d'autre part dans la démonstration du
lemme (8.11.5) que q ' est surjectif; comme q=uoq' est propre, on conclut finalement
de (5-4-3) et (5-4-9) que u est universellement fermé.

Proposition (8.11.7). — Soient Y un préschéma, X un préschéma intègre, p : X->Y un
morphisme propre, JSf un Q^-Module inversible p-ample, G un y-préschéma normal, e : Y-»C
une ^-section, q : V==V(JSf)->C un Y-morphisme, tels que le diagramme (8.9.1.1) soit
commutatif. On suppose en outre que, si p== Çpo, 6), 6 : ̂ y-^A/^x) soit un isomorphisme. Soient
alors y'-^P^^, C'=Spec(^'), et q':\W^C' îe Y•-morphisme canonique (8.8.5).
Alors Punique Y'-morphisme u : G'->C tel que q=uoq' ^^isomorphisme.

Il résulte de (8.8.6) que C' est intègre; comme u est un homéomorphisme des
espaces sous-jacents G'->C (u étant bijectifet fermé d'après (8.11.6)), C est irréductible,
donc intègre, et puisque la restriction de u à un ouvert non vide de C' est un isomorphisme
sur un ouvert de G, u est birationnel. Puisque G est supposé normal, il suffit d'appliquer
(8.11.2) pour obtenir la conclusion.

Remarques (8.11.8). — (i) Notons que l'hypothèse que G est normal implique
qu'il en est de même de X. En effet, C^Spec^7) est alors normal, étant isomorphe
à G, et intègre en vertu de (8.8.6); on en conclut que Proj(^') est normal. En effet,
la question est locale sur Y; si Y est affine, ^'=S\ l'anneau S'=r(C',^') est intègre
et intégralement clos (8.8.6.1), donc, pour tout élément homogène JeS^, l'anneau
gradué Sy est intègre et intégralement clos ([13], t. I, p. 257 et 261), et par suite aussi
l'anneau S^ de ses termes de degré o, car l'intersection de Sf et du corps des fractions
de S^ est égale à S^; ce qui prouve notre assertion (6.3.4). Enfin, comme X est iso-
morphe à un sous-préschéma ouvert de Proj^7) (8.8. i), X est bien normal. On peut
donc exprimer la prop. (8.11.7) sous la forme suivante : Si X est intègre et normal,
P={Po^ 6) : X-—Y un morphisme propre tel que 6 : ̂ y—A^x) s0^ un isomorphisme, alors,
pour tout 0^-Module p-ample S, il existe une jaçon et une seule de contracter la section nulle de
V=V(oSf) de jaçon à obtenir un ^-schéma normal G et un Y'-morphisme propre q : V->C.

(ii) Lorsque p est propre, l'hypothèse j^(^x) = Qx peut être considérée comme une
hypothèse auxiliaire, ne constituant pas une vraie restriction de la généralité du résultat.
En effet, si elle n'est pas vérifiée, il suffit de remplacer Y par le Y-schéma Y'== SpecQ& (^x))
et de considérer X comme un Y'-schéma. Nous reviendrons sur cette méthode générale
au chapitre III, § 4.

8.12. Faisceaux quasi-cohérents sur les cônes projetants.
(8.12.1) Reprenons les hypothèses et notations de (8.3.1). Soit ^ un y-Module

gradué quasi-cohérent', pour éviter toute confusion, nous désignerons par J( le (Pç-Module
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quasi-cohérent associé à J( (1.4.3) lorsque ^ est considéré comme e^-Module non
gradué, et par ^roj^JÏ) le ^x-Module quasi-cohérent associé à ̂ , «jf étant cette fois
considéré comme ^-Module gradué (autrement dit le (P^-Moduïe noté J( dans (3 .2 .2)) .
Nous poserons de plus
( 8 . 1 2 . 1 . 1 ) ^x=^roj^)=^roj^{n));

la ^x-Algèbre graduée quasi-cohérente V^ étant définie par (8.6.1.1), ^roj^JK) est
muni d'une structure de y y Module gradué (quasi-cohérent), au moyen des homomor-
phismes canoniques (3.2.6.1)
(8 .12 .1 .2) ^{m)®^roj,{jy{n)) -> ^roj^y{m)®yJt{n}} -> ^roj^(m+n))

la vérification des axiomes des Modules se faisant à l'aide du diagramme commutatif
(2.5.11.4).

Si Y=Spec(A) est affine, Y ==S et ^==M, où S est une A-algèbre graduée
et M un S-module gradué, alors, pour tout élément homogène /eS+, on a

(8.12.1.3) r(X^rq;(M))=M,

en vertu des définitions et de (8.2.9. i ).
Considérons maintenant le ^-Module gradué quasi-cohérent

(8.12.1.4) ^=jy®yY
{y étant défini par (8.3.1.1)); on en déduit un fi^-Module gradué quasi-cohérent
Sfiroj^JC}, que nous noterons aussi

(8 .12.1 .5) ^^^raj^Y

II est clair (3.2.4) que e^O est un foncteur additif exact en e ,̂ commutant aux
sommes directes et aux limites inductives.

Proposition (8.12.2). — Avec les notations de (8.3.2)3 on a des isomorphismes canoniques
fonctoriels

(8 .12 .2 .1 ) i\J(^ ̂  J", /(^D) ̂  ̂ roj^Y

En effet, i^JK^ s'identifie canoniquement à (^/(z—i)^)^ sur Spec(^/(z—i)^)
en vertu de (3.2.3); le premier des isomorphismes canoniques (8.12.2.1) se déduit
alors aussitôt (1.4.1) de Fisomorphisme canonique e^/(z—i)^ ̂  e^f. D'autre part,
l'immersion canonique j : X-^Ô correspond à l'homomorphisme canonique y-^y
de noyau ïV (8.3.2); le second homomorphisme (8.12.2. i) est le cas particulier de
l'homomorphisme canonique (3.5.2, (ii)), du fait que l'on a ici Jï®yy==JK, pour
vérifier que c'est un isomorphisme, on peut se borner au cas où Y=Spec(A) est affine,

/^s^ /-^/

y=S, ^=M; en se reportant à (2.8.8)3 la vérification que pour tout/homogène
dans S+, l'homomorphisme précédent, restreint à Xp se réduit à un isomorphisme, est
alors immédiate.
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Par abus de langage, on dira encore, en raison de l'existence du premier isomor-
phisme (8.12.2.1), que J(^ est la jermeture projective du ^-Module Jt (étant sous-
entendu que dans la donnée du 6^-Module J( figure la graduation du ^-Module ̂ ).

(8.12.3) Avec les notations de (8.3.5), on a un homomorphisme canonique
fonctoriel
(8.12.3.1) P\^roj^)) -^^n[Ê.

En effet, c'est un cas particulier de Phomomorphisme u* défini de façon générale
dans (3.5-6). Si Y=Spec(A) est affine, e^==S, e^=M, on voit, en se reportant à
(2.8.8), que la restriction de (8.12.3.1) à p~\^)==G^ (pour un/homogène dans S _^)
correspond à l'homomorphisme canonique

(8.12.3.2) M^^f-^Mf

compte tenu de (8.2.3.2) et (8.2.5.2).
(8.12.4) Plaçons-nous dans les hypothèses de (8.5.1), dont nous conservons

les notations. Il résulte de (1.5.6) que pour tout ^-Module gradué quasi-cohérent ^f,
on a d'une part un isomorphisme canonique

(8.12.4.1) o*(^) ̂  ̂ \^®^y1}-
de ^/-Modules; et d'autre part (3.5.6) entraîne l'existence d'un Proj(<p)-morphisme
canonique

(8.12.4.2) ^roj^^^roUq^^)®^^))^)

et aussi d'un 0-morphisme canonique

(8.12.4.3) ^^^^(^^(^(^Î^^^^^ÎIG^).

(8.12.5) Considérons maintenant la situation de (8.6.1), avec les mêmes nota-
tions; on prend donc dans ce qui précède Y'==X, le morphisme q : X->Y étant le
morphisme structural, et 9 est le ^-morphisme canonique (8.6.1.2). On a alors un
isomorphisme canonique
(8.12.5. i ) q\J(} ®^ y^ ̂  ̂

en posant ^=^^roj^(n)). On peut en effet se borner au cas où Y=Spec(A)
^^/ /-»^/

est affine, y == S et Jl = M, et définir l'isomorphisme (8.12.5.1) dans chacun des
ouverts affines Xy (/homogène dans S+), en vérifiant la compatibilité avec le passage
à un multiple homogène de/. Or, la restriction à X^ du premier membre de (8.12.5.1)
est M'^^Ad^S^^s^g^S^)"" par (8.6.2.1); comme on a un isomorphisme
canonique de M®^) sur M®g(S®^S^), on en déduit un isomorphisme de M7

sur (M®gS^)^, et ce dernier est canoniquement isomorphe par (8.2.9.1) à la
restriction à Xy du second membre de (8.12.5.1), et satisfait aux conditions de compa-
tibilité requises.
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Remplaçant ̂  par ^f, y par ̂  et J^xpar (^^:)^ dans le raisonnement précédent,
on a de même un isomorphisme canonique

(8.12.5.2) q^}®^y^r ^ (^tr.
Si l'on se souvient (8.6.2) que le morphisme structural u : Proj(.9^)->X est un

isomorphisme, on déduit d'abord de ce qui précède que l'on a un ^-isomorphisme
canonique

(8.12.5.3) ffiroj,J( ̂  ̂ roj^Jt^}

comme cas particulier de (8.12.4.2). On constate en effet, avec les notations de la
démonstration de (8.6.2), que cela revient à voir que Phomomorphisme canonique
M^®g (S^^-^M^)^ est un isomorphisme lorsque /eS^, ce qui est immédiat.

En second lieu, Pisomorphisme (8.12.5.2) permet, en appliquant cette fois
(8.12.4.3) au morphisme canonique r==Proj(oc) : Cx-^C, d'obtenir un r-morphisme
canonique

(8.12.5.4) ^^(^t)0

Rappelons maintenant (8.6.2) que les restrictions de r aux cônes épointés Ex
et Ex sont des isomorphismes sur E et E respectivement. En outre :

Proposition (8.12.6). — Les restrictions à Ex et à Ex du r-morphisme canonique (8.12.5.4)
sont des isomorphismes

(8.12.6.1) ^[Ê ̂  (^^ÊX

(8.12.6.2) ^^|E ^ (^)—|Ex.

On se ramène au cas où Y est affine comme dans la démonstration de (8.6.2);
avec les notations de cette dernière, et en se ramenant aux définitions (2.8.8), on doit
montrer que Phomomorphisme canonique

M(/)(x)^(s^)^^(M®sSr)^

est un isomorphisme; mais en vertu de (8.2.3.2) et (8 .2 .5 .2)3 le premier membre
s'identifie canoniquement à M^®g^(S^)^, donc à Mf en vertu de (8 .2 .7 .2) , et le

second à (M^)^, donc aussi à Mf en vertu de (8.2.9.2) , d'où la conclusion en ce qui
concerne (8.12.6.1); la formule (8.12.6.2) résulte alors de (8.12.6.1) et de (8 .12 .2 . i).

—. ^\
Corollaire (8.12.7). — Avec les identifications de (8.6.3), la restriction de (^jf) à Ex

/^^/
s'identifie à (-^j^)^ et la restriction de (^f^0 à Ex s'identifie à e^x-

On est en effet ramené au cas affine, et cela résulte de l'identification de (M^)^
à Mf et de (M^)^ à M^ (8.2.9.2) .

Proposition (8.12.8). — Sous les hypothèses de (8.6.4), V homomorphisme canonique
( 8 . 1 2 . 3 . 1 ) est un isomorphisme.

Compte tenu du fait que Proj(^^)-^X est un isomorphisme (8.6.2) et des
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isomorphismes (8.12.5.4) et (8.12.6.1) , on est ramené à démontrer la proposition
correspondante pour l'homomorphisme canonique p^^roj^JK^)) -> {^^R Ex, autre-
ment dit, on est ramené au cas où ̂  est un ^y-Module inversible et où y est engendrée
par y^. Avec les notations de (8.12.3), on a alors, pour un feS^ S^=S^[i//] et
Phomomorphisme canonique M^®g Sf -> Mf est un isomorphisme par définition
de M^.

(8.12.9) Considérons maintenant les ^-Modules quasi-cohérents

^"m^n^

et (avec les notations de (8 .7 .2) ) le e^-Module gradué quasi-cohérent

(8.12.9.1) ' ^=(^^)-.

On a vu (8.7.3) qu'il existe un C-isomorphisme canonique h : Cx ̂  Proj(.9^).
En outre :

Proposition (8.12.10). — II existe un h-isomorphisme canonique

(8 .12.10. l) ^Vq;o(^) ^ ̂ .

On raisonne comme dans (8.7.3)3 en utilisant cette fois l'existence du di-isomor-
phisme (8.2.9.3) au lieu de (8.2.7.3). Nous laissons les détails au lecteur.

8.13. Fermetures projectives de sous-faisceaux et de sous-schémas fermés»

(8.13.1) Les hypothèses et notations étant celles de (8.12.1), considérons un
sous-^-Module quasi-cohérent JV de e ,̂ non nécessairement gradué. On peut donc consi-
dérer le fi^-Module quasi-cohérent ^ associé à .vT, qui est un sous-^ç-Module de J?\
On a vu d'autre part (8.12.2.1) que ̂  s'identifie à la restriction de ̂ D à G. Comme
l'injection canonique i : C->C est un morphisme affine (8.3.2), et a fortiori quasi-

/•"«^ _
compact, le prolongement canonique (^)~, plus grand sous-^g-Module contenu dans Jf^r*^
et induisant ^V sur G, est un fi^-Module quasi-cohérent (I, 9.4.2). Nous allons en donner
une description explicite à l'aide d'un ^-Module gradué.

(8.13.2) Pour cela, considérons, pour tout entier %^o, l'homomorphisme
^J(,-^J( qui, pour tout ouvert U de Y, fait correspondre à la famille

(^)e^r(U,^,)

la section 2^(=r(U, ̂ ). Désignons par ^^ l'image réciproque de ^T par cet homo-
i

morphisme, qui est un sous-^-Module quasi-cohérent de ®^.. Considérons main-
- i^n '

tenant l'homomorphisme ^®^ -> ̂  == e^[z] qui fait correspondre à (s,) la section
S ^z^er^U, ̂ ), et soit J ,̂ l'image de^par cet homomorphisme ; on vérifie aussitôt

i^n

que ^ =^^ est un sous-<^-Module gradué (quasi-cohérent) de J( ; on dit que ̂  est
déduit de ̂  par homogénisation, à l'aide de la « variable homogénisante » z. On notera
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que si^ est déjà un sous-e^-Module gradué de e ,̂ alors e/T s'identifie à la somme directe
des composantes ^V ^ de degré n^Q dans ̂  ==^[z].

Proposition (8.13.3). — Le 0^-Module ^roJQ^) est le prolongement canonique (^)~
de ^ à Ô.

La question est locale sur Y et G en vertu de la définition du prolongement
canonique (I, 9.4.1). On peut donc déjà supposer que Y=Spec(A) est affine, avec

f~^/ /—»^ /-*»'
y == S, ̂  == M et ^ = N, où N est un sous-S-module non nécessairement gradué de M.
En outre (8.3.2.6) Ô est réunion des ouverts affines C^ == G et C^ = Spec(S^) (/homo-
gène dans S^.). Il suffira donc de montrer que : i° la restriction de S^roj^V} à G est ^V ;
2° la restriction de S^roj^^T} à chaque Ôy est le prolongement canonique de la restriction
de e^T à CnG^=Spec(S^) (8.3.2.6). Pour le premier point, notons que ^o;o(^)|G
s'identifie à (N^))^ (8.3.2.4); or N^) s'identifie canoniquement (2 .2 .5) à l'image
de N dans M/(z— i)M, et par l'isomorphisme canonique de ce dernier sur M (8.2.5)5
cette image s'identifie à N, en vertu de la définition de N donnée dans (8.13.2).

Pour prouver le second point, notons que l'injection i : CnC.->C correspond
à l'injection canonique S^-^S^ (8.3.2.6); d'autre part, on a r(G., ̂ a) =M^,
r(C^i^))=^ et (par (8.12.2.1)) r(Ô^(r(^"))) ==M^ Compte tenu de
(I, 9.4.2), on est donc ramené à montrer que N^cM^=M^ s'identifie canonique-
ment à l'image réciproque de N^ par l'injection canonique M^->M^. En effet, soit
rf=deg(/)>o, et supposons qu'un élément ( S ^//^ de M. (avec ^eM^) soit de la

ks^md

forme j///^ avec j/eN. En multipliante et les x^ par un même/71 convenable, on peut déjà
supposer que S ^/c=J. Mais dans l'identification (8.2.5 .2)3 ( S x^)^ correspond

ks^md k^md

à S XJ,zm(î~~k|fm, et cet élément appartient bien à N^, puisque 2 ^eN; la réciproque
ks^md w/ jc^md

est évidente.
Remarques (8.13.4). — (i) Le cas d'application le plus important de (8.13.3)

^«^/
est celui où ^ == y, ^ étant donc un faisceau quasi-cohérent arbitraire d'idéaux /
de Oc (1.4.3)3 correspondant biunivoquement à un sous-préschéma fermé Z de C. Alors
le prolongement canonique / de / est le faisceau quasi-cohérent d'idéaux de Qç qui
définit Y adhérence Z de Z dans G (I, 9.5.10); la prop. (8.13.3) donne un moyen cano-
nique de définir Z à l'aide d'un Idéal gradué dans y == ̂ [z].

(ii) Supposons pour simplifier que Y soit affine, et gardons les notations de la
démonstration de (8.13.3). Pour tout xe~N non nul, soit d{x) le plus grand des degrés
des composantes homogènes ^ de x dans M; N est par définition le sous-module de M
formé de o et des éléments de la forme h{x, k) =zfc S x^2.d{x}~i' (k entier >o) ; il est donc

i^d(x) c

engendré, en tant que module sur S=S[z], par les éléments de la forme

A(^o)= S ^z^-1.
i^d{x)

196



§ 8 ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 197
«

On dit que h{x, o) est déduit de x par homogénisation à l'aide de la « variable homogé-
nisante » z. Mais comme h{x, o) ne dépend pas additivement de x (ni a fortiori S-linéaire-
ment), on se gardera de croire (même lorsque M=S) que les h{x, o) parcourent un système
de générateurs du S-module gradué N lorsqu'on fait parcourir à A: un système de générateurs
du S-module N. Il en est cependant bien ainsi dans le cas (seul considéré dans la
géométrie algébrique élémentaire) où N est un S-module libre monogène, car si t est
une base de N, h(t, o) engendre le S-module N.

8.14. Compléments sur les faisceaux associés aux ^-Modules gradués.

(8.14.1) Soient Y un préschéma, y une (P^Algèbre graduée quasi-cohérente
à degrés positifs, X=Proj(e95'), q : X->Y le morphisme structural (séparé en vertu de
(3.1.3)). Conservons les notations de (8.12. i ), de sorte que nous avons défini un foncteur
^^==^roj^) en e ,̂ de la catégorie des e^-Modules gradués quasi-cohérents dans
celle des e^x-Modules gradués quasi-cohérents; il est clair en outre (3.2.4) que c'est
un foncteur additif exact, commutant aux limites inductives.

Notons en outre qu'il résulte aussitôt de la définition (8.12.1.1) que l'on a

(8.14.1.1) ^roj{JK(n))={^roj{^)){n) pour tout yzeZ.

(8.14.2) Nous allons d'abord étendre aux e9x-Modules de la forme ^roj{JK) les
homomorphismes canoniques X et (JL définis dans (3.2.6). Pour cela, notons que, quels
que soient meZ et neZ, on a, en vertu de (2 .1 .2 .1) , un homomorphisme canonique
de (P^-Modules
(8.14.2.1) X^ : ̂ roj^{m)}®^roj^{n)) -^ ^roj^®^){m+n))

et de même, en vertu de (2 .1 .2 .2) , un homomorphisme canonique de '(PyM.od.Mles
(8.14.2.2) ^ : ̂ roj^om^,^)){n-m)) -^ ^om^roj^{m}\ S^roj^{n)))

quels que soient les e^-Modules gradués quasi-cohérents ^, ̂ T. On en déduit un
homomorphisme

^ '- ^roj^om^, ̂ ))W) -> (^omy^roj(J(}, ̂ roj{^\

obtenu en faisant correspondre à tout ue'T{V, ^roj^Ç^omy^JK, ̂ ))W)) Fhomo-
morphisme ^(u), de degré k, de Z-modules gradués r(U, â^roj^)) -> r(U, ^roj{^))
(U ouvert de X) qui dans chaque r(U, ^roj^JÏ^m))) coïncide avec ^m+kW '-> en outre,
en revenant à la définition des (JL^ (2.5.12.1), on voit aussitôt que ^{u) est en fait un
homomorphisme de degré k de F(U, y ̂ -modules gradués, et en outre que les ^
définissent un homomorphisme de y^-Modules gradués
(8.14.2.3) ^roj{^omy{jy, ̂ T)) -> ^omy^roj{JK), ̂ roj{^)).

De même, compte terfu du diagramme d'associativité (2.5.11.4)3 les homo-
morphismes (8.14.2.1) donnent un homomorphisme de y ̂ -Modules gradués
(8.14.2.4) X : ̂ roj{Jt} ®y^roj{^) -> ^roj(Ji®y^.
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Proposition (8.14.3). — U homomorphisme (8.14.2.4) est bijectif; il en est de même
de (8.14.2.3) lorsque le y-Module gradué J( admet une présentation finie (3.1.1).

La question est évidemment locale sur X et sur Y; on peut donc supposer
/̂ •^ ^-s-/ /̂ »^

Y=Spec(A) affine, y= S, ^=M, ̂ =N, où S est une A-algèbre graduée à degrés
positifs, M et N deux S-modules gradués. Si/est un élément homogène de S^., les
homomorphismes (8.14.2.1) et (8.14.2.2) , restreints à Rouvert affine D+(/), corres-
pondent aux homomorphismes canoniques (2.5.11.1) et (2 .5 .12 .1) :

M(m)^N(^ -^ (M®,N)(m+^

(Homg(M, N))(7z-m)^ -> Hom^(M(^, N(^)).

Si on se reporte aux définitions de ces homomorphismes, on voit donc (compte
tenu de (8.2.9.1)) que la restriction de (8.14.2.4) à D+(/) correspond à Phomo-
morphisme canonique

M/®^N^(M®gN)^

défini dans (0, 1.3.4), et on sait que ce dernier est un isomorphisme. De même, la
restriction de (8.14.2.3) à D^_(/) correspond à Phomomorphisme canonique (0, 1.3.5)

(Homg(M, N))^-> Hom^(M/, N^)

compte tenu de ce que, M étant de type fini, le module Hom.g(M, N), somme directe
des sous-groupes formés des homomorphismes homogènes de S-modules ( 2 . 1 . 2 ) 3 coïncide
avec l'ensemble de tous les homomorphismes M->N de S-modules. L'hypothèse que M
admet une présentation finie entraîne alors (0, 1.3.5) que Phomomorphisme canonique
considéré est bien un isomorphisme.

Proposition (8.14.4). — Si U est un ouvert quasi-compact de X, il existe un entier d tel
que pour tout entier n multiple de d, 0^{n)\\] soit inversible, son inverse étant (B^{—n)\\].

Gomme q{V) est quasi-compact, il est recouvert par un nombre fini d'ouverts
affines V,, donc tout xeU est contenu dans un ouvert affine de la forme D^(/), où/
est un élément homogène de degré >o de Pun des anneaux F(V,, e99). Comme U est
quasi-compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de tels ouverts D^.(/); soit d
un multiple commun des degrés des /.. Le nombre d répond à la question en vertu
de (2.5.17).

(8.14.5) Avec les hypothèses et notations de (8.14.1), on a défini dans (3.3.2)
des homomorphismes canoniques de ffly-M.odviles

(S-^.S-i) a, : Ji,-> q^roj^(n)}\ (neï)

Généralisant les notations de (3.3. i), nous poserons, pour tout y ̂ -Module gradué ̂

t8-^.^ r(^)^©^j.

En particulier, I^x) ̂ ^^xW) est la ^-Algèbre graduée notée I\(^x)
dans (3.3. i. 2) ; il est clair que I\(e^) est une T^y^-Algèbre graduée (0, 4 .2 .2) . Lorsque

198



§ 8 ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 199

dans les homomorphismes (8.14.5. i), on prend J( ==-y, on obtient rhomomorphisme
de (P^-Algebres graduées
(8.14.5.3) a:^->r^)
déjà défini dans (3.3.2), et qui fait donc de r^(^) un y-Module gradué-, les homo-
morphismes (8.14.5. i) définissent alors un homomorphisme (de degré o) de y-Modules
gradués

(8.14.5.4) a :^^r^nypf)).

(8.14.6) En général, pour un y^-M.od\de gradué quasi-cohérent y, il n'est pas
certain que le ^-Module gradué r^(^) soit nécessairement quasi-cohérent. Considérons
un ouvert X' de X tel que la restriction q ' : X'->Y de q à X' soit un morphisme quasi-
compact. Gomme q' est en outre séparé, q^Y) est alors un ^y-Module quasi-cohérent
pour tout ^x'-Module quasi-cohérent y (I, 9.2.2, b)). Nous poserons

(8.14.6.1) y^=y^=^o^n)\^

et, pour tout e^x'-Module gradué y,

(8-14.6.2) ^(^-^(^n)-

La remarque précédente montre alors que si y est un V^-Module quasi-cohérent,
T\y) est un ^-Module gradué quasi-cohérent (I, 9.6.1).

On notera d'ailleurs que l'injection canonique j : X'->X est quasi-compacte puisque
q ' ==qoj l'est et que q est séparé (I, 6.6.4, (v)). Par suite 3^' =j (^') est un ^"Module
gradué quasi-cohérent pour tout e9^-Module gradué quasi-cohérent y, et il résulte
des définitions précédentes que l'on a

(8.14.6.3) iy)=r^-).
Avec les mêmes hypothèses sur X/, pour tout e^-Module gradué quasi-cohérent ^f,

nous poserons

(8.14.6.4) ^roj\J^) = ̂ roj^) | X'

qui est un ^x'-Module gradué quasi-cohérent. L'homomorphisme canonique

^roj(^) ̂ J^roj'W

(0, 4.4.3) donne donc un homomorphisme canonique r {^roj(^)) -> T'Ç^roj'Ç^))
de ^-Modules gradués, et par suite, en le composant avec (8.14.5.4)3 on obtient un
homomorphisme canonique fonctoriel (de degré o) de e^-Modules gradués quasi-
cohérents

(8.14.6.5) a':^^?^./^)).

(8.14.7) Conservons sur X' les hypothèses de (8.14.6), et soit y un ^.-Module
gradué quasi-cohérent, de sorte que ^roj^T^y)) est aussi un y^,-M.od\ile gradué quasi-
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cohérent. Nous allons définir un homomorphisme canonique fonctoriel (de degré o) de
^x'"Modules gradués
(8.14.7.1) y : ̂ /(r^))- '̂.

Supposons d'abord Y=Spec(A) affine, y==S, où S est une A-algèbre graduée
à degrés positifs; alors P^') =M, où M=^r(X',^) est un S-module gradué.
Soit /eS^ tel que D+(/) cX'; par définition (2.6.2)3 o^(/) restreinte à D^_(/), est la
section de Oy^d) au-dessus de D+(/) correspondant à l'élément//! de (S(rf))^ et est
par suite inversible; il en est donc de même de ^(/n) pour tout n>o. On en conclut
aussitôt que l'on définit un S^-homomorphisme (de degré o) de modules gradués
(3^ : M^->r(D+(/), y} en faisant correspondre à tout élément ^//"eM^ (où ^eM),
la section W+Çf^W'l^+U))'1 de ^ ' au-dessus de D+(/). En outre, on a un
diagramme commutatif correspondant à (2.6.4.1), d'où la définition de (B' dans ce cas.
Pour passer au cas général, il faut considérer une A-algèbre A', la A'-algèbre graduée
S' == S ®A^', et utiliser un diagramme commutatif analogue à (2.8.13.2); nous laissons
les détails aux lecteurs.

Proposition (8.14.8). — Si X' est un ouvert de X=Proj(^) tel que q' : X'—Y soit
quasi-compact, l7 homomorphisme (3' défini dans (8.14.7) est bijectif.

On peut évidemment se restreindre au cas où Y est affine et tout revient à prouver
(avec les notations de (8.14.7)) que F homomorphisme ^ : M^->r(D^.(/), ̂ ') est
un isomorphisme. Or, lorsqu'on remplace / par une de ses puissances, on ne change
pas D+(/) ni (3p comme X' est quasi-compact par hypothèse, on peut donc toujours
supposer, en vertu de (8.14.4), que le faisceau 0^{d) est inversible. Comme X' est un
schéma (puisque q ' est séparé), la proposition n'est autre alors que (I, 9.3.1).

Corollaire (8.14.9). — Sous les hypothèses de (8.14.8), tout y ̂ .-Module gradué quasi-
cohérent y est isomorphe à un ^.-Module gradué de la forme â^roj'Ç^), où J( est un y-Module
gradué quasi-cohérent. Si en outre y est de type fini, et si on suppose que Y est un schéma quasi-
compact ou un préschéma dont V espace sous-jacent est noethérien, on peut supposer ^ de type fini.

La démonstration à partir de (8.14.8) suit exactement la marche de celle de
(3.4.5) à partir de (3.4.4), et nous en laissons les détails au lecteur.

Proposition (8.14.10). — Sous les hypothèses de (8.14.7), soient Jt un Y-Module gradué
quasi-cohérente y un y^.-Module gradué quasi-cohérent ; les homomorphismes composés

(8 .14 .10 .1 ) ^rof{^) ^a^ ^roj'Çr^roj'^))) ^ ffiroj\Ji}

(8.14.10.2) iy) ^ rwçr^))) ̂  r^)
sont les isomorphismes identiques.

La question est locale sur Y et la vérification se fait comme dans (2.6.5); nous
en laissons les détails au lecteur.

Remarque (8.14.11). — Au chapitre III (III, 2.3.1), nous verrons que lorsque Y est
localement noethérien et y une ffy-Algèbre graduée quasi-cohérente de type fini (auquel cas
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on peut prendre X'=X), alors rhomomorphisme a (8.14.5.4) est {TN)-bijectif pour
tout ^-Module gradué quasi-cohérent ^ vérifiant la condition (TF).

Remarque (8.14.12). — La situation décrite dans (8.14.4) est un cas particulier
de la suivante. Soient X un espace annelé, y une (P^-Algèbre graduée (à degrés positifs
et négatifs); supposons qu'il existe un entier d>o tel que <$^ et ^_^ soient inversibles,
l'homomorphisme canonique

(8.14.12.1) y^y-d-^x
étant un isomorphisme (de sorte que V _^ s'identifie à ^71). On dit alors que la (P^-Algèbre
graduée V apériodique de période d. Cette dénomination provient de la propriété suivante :
sous les hypothèses précédentes^ pour tout y-Module gradué eî , U homomorphisme canonique

(8.14.12.2) ^®^-^^

est un isomorphisme pour tout neZ. En effet, la question est locale sur X et on peut donc
supposer que Y\ possède une section inversible s au-dessus de X, son inverse s ' étant une
section de y _^. L'homomorphisme ^.^—^<9^®J^ qui, à toute section ^er(U, ^n+d)
fait correspondre la section (j[U)®(J' |U)^ de V^®^^ sur U, est alors réciproque
de (8.14.12.2), d'où notre assertion. On en déduit pour tout AeZ un isomorphisme
canonique

(^)^®^2^,^.

Par suite, un y'Module gradué y est connu lorsqu'on connaît les V^-Modules ̂  (o^ i^ d— i)
et les homomorphismes canoniques

^®^,->J^+, pour o ^ i . j ^ d — î

(en posant ^+,= ̂ ®^^+,-d lorsque i+j^d). Bien entendu, pour que ces homo-
morphismes définissent bien une structure de ^-Module sur la somme directe des
{Y g}0&®^ (A;eZ, o< i^ d— i), ils doivent satisfaire à des conditions d'associativité que
nous n'expliciterons pas.

Dans le cas où d= i (qui est celui considéré dans (3.3)) on peut donc dire que
la catégorie des e^-Modules gradués (resp. quasi-cohérents si X est un préschéma et Y
est quasi-cohérente) est équivalente à la catégorie des ^-Modules quelconques (resp.
quasi-cohérents) ; c'est dans ce sens qu'on peut considérer les développements de ce
numéro comme généralisant ceux du § 3. En outre, on voit que, sous des conditions de
finitude convenables, les résultats de ce numéro (joints à (8.14. i l ) ) ramènent dans une
certaine mesure l'étude des Algèbres graduées quasi-cohérentes sur un préschéma, et
des Modules gradués « mod. (TN) » sur de telles Algèbres, à l'étude du cas particulier
où les Algèbres considérées sont périodiques (et où la condition (TN) pour ^( (3.4.2)
implique donc e^f=o).

Remarque (8.14.13). — Sous les hypothèses de (8.14.1), soit d un entier >o; on
a défini un Y-isomorphisme canonique A de X sur X^^Proj^^) (3.1.8). Pour tout
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^-Module gradué quasi-cohérent ^ et tout entier k tel que o^k^d—î, on a aussi
un A-isomorphisme canonique (avec les notations de (3.1.1))

(8.14. l3.l) ^roj(J(}}^ ^ â^roj^^).

Supposons d'abord Y=Spec(A) affine, ^=/S,^==M, où S est une A-algèbre
graduée à degrés positifs et M un S-module gradué. On sait que pour tout /eS, {e>o)
h applique D^.(/) surD^f^) et correspond à risomorphisme canonique S^ ̂  S^ (2 .2 .2 ) .
La restriction de (8.14.13. i) à D.^/^) correspond alors au di-isomorphisme canonique
Mfd^. My, restreint aux éléments de M^ de degré congru à A: (mod. ûf) . Nous laissons
au lecteur le soin de vérifier que ces isomorphismes sont compatibles avec le passage
de/à un de ses multiples homogènes/^, puis qu'on a une compatibilité analogue avec
le passage de S à une A'-algèbre graduée S'=S®^A\ lorsque A' est une A-algèbre.
En particulier, on a ainsi un Â-isomorphisme

(8.14.13.2) (^)x(^ (^

qui respecte les structures multiplicatives des deux membres, et grâce auquel (8.14.13. i)
devient un Â-di-isomorphisme d'un (^^x^-Module gradué sur un (e^x^-Module
gradué. De même, on a un A-isomorphisme

(8.14.13.3) Sftroj,{y^\n)) ̂  O^nd+k)

qui complète le résultat de (3.2.9, (ii)).
On déduit immédiatement de Pisomorphisme (8.14.13.1) un isomorphisme de

e^^-Modules gradués

(8.14.13.4) TW^roj^^)) ̂  T^rojW^)

où r^ correspond au morphisme structural q^ : X^—^Y , il est immédiat de vérifier que
rhomomorphisme canonique a (8.14.5.4) et l'homomorphisme analogue a^ pour X^
rendent commutatif le diagramme

j^W

(8 .14.13.5) ^/ \a

r^r^^)) ̂  T^rojW^}

la vérification se faisant en supposant Y affine, et calculant les restrictions des images
par a^ et a d'un même élément de M^ aux ouverts D+(/^) et D+(/) (avec les mêmes
notations que ci-dessus).

Proposition (8.14.14). — Soient Y un préschéma quasi-compacte y une (!) ̂ -Algèbre graduée
quasi-cohérente de type fini, J( un y-Module gradué quasi-cohérent •vérifiant la condition (TF);
soit X=Proj(^). Alors eS^x est une 0 ̂ -Algèbre graduée périodique ( 8 . 1 4 . 1 2 ) 3 et il existe une
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période d de y^ telle que les (^roj^))^ {o^k^d—î) soient des (^^-Modules de type
'fini.

En effet, (3.1.10) prouve qu'il existe d tel que <9^ soit engendrée par ^ ==. («S^i,
ce dernier étant un ^-Module de type fini. Pour démontrer la première assertion, on
peut donc, en vertu de (8.14.13.2), se borner au cas où d== i, et alors la proposition
résulte de (3.2.7). En outre, compte tenu de (8.14.13.1), la seconde assertion est
conséquence de (2.1.6 (iii)) et de (3.4.3).
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Affine (morphisme) : i. 6. i.
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Cône affine épointé, cône projectif épointé défini par une ^y-Algèbre graduée : 8.3.4.
Cône projetant affine, cône projetant projectif d'un préschéma Proj(^) : 8.3.1.
Courbe algébrique sur un corps : 7.4.2.
Courbe algébrique complète : 7.4.7.
Critère de Serre : 5.2.1.

Déterminant d'un endomorphisme d'un module de type fini sur un anneau intègre : 6.4.2.
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Déterminant d'un endomorphisme d'un jaf-Module localement libre : 6.4.8.
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réduit : 6.4.10.

Éclaté (préschéma) : 8.1.3.
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Entier (préschéma) au-dessus d'un préschéma : 6. i. i.
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Fermeture intégrale d'un préschéma X relativement à une (9^-Algèbre : 6.3.4.
Fermeture projective d'un cône affine : 8.3. i.

209
27



210 A . G R O T H E N D I E C K Chap. II

Fibre géométrique rationnelle d'un fibre projectif sur une extension K de k(jy) : 4.2.6.
Fibre projectif défini par un ^y-Module : 4.1.1.
Fibre vectoriel défini par un <9g-Module : 1.7.8.
Fini (morphisme) : 6. i. i.
Fini (préschéma) au-dessus d'un préschéma : 6.1.1.
Finie (<9g-Algèbre quasi-cohérente) : 6.1.2.
Fonctions symétriques élémentaires d'un endomorphisme d'un module localement libre : 6.4.1.
Fonctions symétriques élémentaires d'un endomorphisme d'un module de type fini sur un anneau intègre : 6.4.2.
Fonctions symétriques élémentaires d'un endomorphisme d'un module de type fini sur un anneau noethérien

réduit : 6.4.7.
Fonctions symétriques élémentaires d'un endomorphisme d'un ̂ /-Module localement libre de rang constant : 6.4.8.
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ment intègre : 6.4.9.
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ment noethérien réduit : 6.4.10.
Fonctions symétriques élémentaires d'une section d'une .^/-Algèbre : 6.5.1.

Homogénisé d'un sous-.^-Module d'un ̂ -Module gradué : 8.13.2.
Homomorphisme d'anneaux gradués : 2.1.2.
Homomorphisme de degré k de modules gradués : 2.1.2.

Idéal de S . , idéal premier gradué de S. (S anneau gradué) : 2. i . 10.

Lemme de Chow : 5.6.1.
Lieu à l'infini d'un cône projectif : 8.3.3.

Morphisme canonique G(£)->Proj(S) (S = @ r(X, S'®71)) : 4 . 5 . 1 .
\ îl ̂ 0 /

Morphisme canonique X->Spec(r(X, <9^)) : 5.1.1.
Morphisme de Segre : 4.3.1.

Nilradical de S, (S anneau gradué) : 2.1.10.
Nilradical de y , {y ^y-Algèbre graduée quasi-cohérente) : 3.1.12.
Norme d'une section d'une .^-Algèbre : 6.5. i.
Norme d'un ^-Module inversible : 6.5.2.3
Norme d'une section d'un ^-Module inversible : 6.5.3.
Norme d'un (^,-Module inversible : 6.5.5.

Périodique (Algèbre graduée) : 8.14.12.
Polynôme caractéristique d'un endomorphisme d'un module de type fini sur un anneau intègre : 6.4.2.
Polynôme caractéristique d'un endomorphisme d'un module de type fini sur un anneau noethérien réduit : 6.4.7.
Préschéma des sommets d'un cône affine (projectif) : 8.3.3.
Présentation finie (module gradué ayant une) : 2.1.1.
Présentation finie (^-Module gradué ayant une) : 3.1.1.
Produit tensoriel gradué de deux modules gradués : 2.1.2.
Projectif (morphisme) : 5.5.2.
Projectif (préschéma) au-dessus d'un préschéma : 5.5.2.
Propre (morphisme) : 5.4.1.
Propre (partie) : 5.4.10.
Propre (préschéma) au-dessus d'un préschéma : 5.4.1.

Quasi-affine (morphisme) : 5.1.1.
Quasi-affine (préschéma) au-dessus d'un préschéma : 5.1.1.
Quasi-affine (schéma) : 5.1.1.
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Quasi-fini (morphisme) : 6.2.3.
Quasi-fini (préschéma) au-dessus d'un préschéma : 6.2.3.
Quasi-projectif (morphisme) : 5.3.1.
Quasi-projectif (préschéma) au-dessus d'un préschéma : 5.3.1.

Racine d'un idéal de S , (S anneau gradué) : 2. i. 10.
Rétraction canonique d'un cône projectif épointé sur son lieu à l'infini : 8.3.5.

Section canonique de ^-^Ç— i) (X préschéma éclaté) : 8.1.9.
Section nulle d'un cône affine : 8.3.3.
Section nulle d'un fibre vectoriel : 1.7.9.
Section sommet d'un cône affine (projectif) : 8.3.3.
Spectre d'une <9g-Algèbre : 1.3.1.
Spectre premier homogène d'un anneau gradué : 2.3.1.
Spectre homogène d'une <9g -Algèbre graduée quasi-cohérente : 3.1.3.

(TN)-injectif, (TN)-surjectif, (TN)-bijectif (homomorphisme de modules gradués) : 2.7.2.
(TN)-isomorphisme de modules gradués : 2.7.2.
(TN)-injectif, (TN)-surjectif, (TN)-bijectif (homomorphisme d'anneaux gradués) : 2.9.1.
(TN)-isomorphisme d'anneaux gradués : 2.9.1.
(TN)-injectif, (TN)-surjectif, (TN)-bijectif (homomorphisme de ̂ -Modules gradués) : 3.4.2.
(TN)-isomorphisme de ^-Modules gradués : 3.4.2.
(TN)-injectif, (TN)-surjectif, (TN)-bijectif (homomorphisme de ^y-Algèbres graduées) : 3.6.1.
(TN)-isomorphisme de <9y-Algèbres graduées : 3.6.1.
Topologie spectrale sur Proj(S) : 2.3.3.
Très ample pour q, très ample pour Y (^-Module inversible) : 4.4.2.
Type fini (^-Module gradué de) : 3.1.1.

Universellement fermé (morphisme) : 5.4.9.

211



s



TABLE DES MATIÈRES

PAGES

CHAPITRE II. — Étude globale élémentaire de quelques classes de
morphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

§ i. Morphismes a f f i n e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

i . i . S-préschémas et (Pg-Algèbres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
i. 2. Préschémas affines sur un préschéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
i .3. Préschéma affine au-dessus de S associé à une ég-Algèbre... . . . 8
i. 4. Faisceaux quasi-cohérents sur un préschéma affine au-dessus de S 9
i .5. Changement du préschéma de b a s e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
i. 6. Morphismes a f f i n e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
i.7. Fibre vectoriel associé à un faisceau de modules . . . . . . . . . . . . 14

§ 2. Spectres premiers homogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1. Généralités sur les anneaux et modules gradués . . . . . . . . . . . . 19
2.2. Anneaux de fractions d'un anneau gradué . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3. Spectre premier homogène d'un anneau gradué . . . . . . . . . . . . 25
2.4. La structure de schéma sur Proj(S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.5. Faisceau associé à un module gradué . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.6. S-module gradué associé à un faisceau sur Proj(S) . . . . . . . . . . 36
2.7. Conditions de f i n i t u d e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.8. Comportements fonctoriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.9. Sous-préschémas fermés d'un schéma Proj(S) . . . . . . . . . . . . . . . 48

§ 3. Spectre homogène d'un faisceau d'algèbres graduées. . . . . . . . . . 49

3.1. Spectre homogène d'une (P^-Algebre graduée quasi-cohérente. . 49
3.2. Faisceau sur Proj(e99) associé à un ^-Module g r a d u é . . . . . . . . . 54
3.3. e^-Module gradué associé à un faisceau sur P r o j ( e 9 9 ) . . . . . . . . . . 56
3.4. Conditions de f i n i t u d e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.5. Comportements fonctoriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.6. Sous-préschémas fermés d'un préschéma Proj(e99) . . . . . . . . . . . 64
3.7. Morphismes d'un préschéma dans un spectre homogène . . . . . 65
3.8. Critères d'immersion dans un spectre homogène . . . . . . . . . . . . 69

213



2i4 A. G R O T H E N D I E C K

PAGES

§ 4. Fibres projectifs. Faisceaux amples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4. i. Définition des fibres projectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.2. Morphismes d'un préschéma dans un fibre projectif. . . . . . . . . 72
4.3. Le morphisme de Segre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.4. Immersions dans les fibres projectifs. Faisceaux très amples. . . . . 78
4.5. Faisceaux amples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.6. Faisceaux relativement amples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

§ 5. Morphismes quasi-affines ; morphismes quasi-projectifs; mor-
phismes propres; morphismes projectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.1. Morphismes quasi-affines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.2. Le critère de Serre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
5.3. Morphismes quasi-projectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.4. Morphismes propres et morphismes universellement fermés... 100
5.5. Morphismes projectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
5.6. Le lemme de Chow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

§ 6. Morphismes entiers et morphismes finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

6.1. Préschémas entiers sur un autre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 o
6.2. Morphismes quasi-finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
6.3. Fermeture intégrale d'un préschéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
6.4. Déterminant d'un endomorphisme de fl^-Module . . . . . . . . . . . 120
6.5. Norme d'un faisceau inversible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
6.6. Application : critères d'amplitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
6.7. Le théorème de Chevalley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

§ 7. Critères v a l u a t i f s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

7.1. Rappels sur les anneaux de v a l u a t i o n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
7.2. Critère valuatif de séparation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
7.3. Critère valuatif de propreté . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
7.4. Courbes algébriques et corps de fonctions de dimension i . . . . . . 148

§ 8. Schémas éclatés; cônes projetants; fermeture projective. . . . . . . 152

8.1. Préschémas éclatés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
8.2. Résultats préliminaires sur la localisation dans les anneaux

gradués . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
8.3. Cônes projetants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
8.4. Fermeture projective d'un fibre vectoriel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
8.5. Comportements fonctoriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
8.6. Un isomorphisme canonique pour les cônes épointés. . . . . . . . . . 171

2U



ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES

8.7. Éclatement des cônes projetants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
8.8. Faisceaux amples et contractions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
8.9. Le critère d'amplitude de Grauert : énoncé . . . . . . . . . . . . . . . .
8.10. Le critère d'amplitude de Grauert : démonstration. . . . . . . . . . .
8.11. Unicité des c o n t r a c t i o n s * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
8.12. Faisceaux quasi-cohérents sur les cônes projetants . . . . . . . . . . . .
8.13. Fermeture projective de sous-faisceaux et de sous-schémas fermés
8.14. Compléments sur les faisceaux associés aux ^-Modules gradués

BIBLIOGRAPHIE (suite)

INDEX DES NOTATIONS

INDEX TERMINOLOGIQUE . . . . . .

ERRATA ET ADDENDA (Liste l)

Reçu le 22 juillet 1960.



s



ERRATA ET ADDENDA
(Liste i)

CHAPITRE 0

(0, 2.1.3) Ligne 15 du bas de la p. 21, remplacer inter-section par intersection.
(0, 2.1.6) Ligne 13 de la p. 22, remplacer Z,nC(UZ,) par U Z,.

W J^i

(0, 3.1.6) Ligne 17 du bas de la p. 25, remplacer r(U, ^r) par r(V, ^r).
(0, 4.i . i) Ligne 12 de la p. 363 remplacer ^->^ par S8->^.
(0, 4.2.1) Ligne n du bas de la p. 39, remplacer faisceaux par faisceau.
(0, 5.1.2) Après la ligne 14 de la p. 45, ajouter :
Si ^ est un (P^-Module engendré par ses sections au-dessus de Y, alors f*(^) est

engendré par ses sections au-dessus de X, car/* est un foncteur exact à droite.
(0, 5.2.4) Ligne 18 du bas de la p. 465 remplacer/y par/^.
(O? 5-3-4) Avant la ligne 16 du bas de la p. 47, ajouter :
Si ^/-^SS-^V-^Q-^^ est une suite exacte de ^x-Modules, et si <^, SS, Q, ê sont

cohérents, alors ^ est cohérent.
(0, 5.4.i) Après la ligne 2 de la p. 49, ajouter :
Supposons 6 :̂ cohérent, et soit ^ un ^x-Module cohérent. Alors, si en un point A:eX,

^ est un ^-module libre de rang n, il existe un voisinage U de x tel que ^[U soit
localement libre de rang n\ en effet ̂  est alors isomorphe à 6^3 et la proposition résulte
de (5.2.7).

(0, 6.6.2) Remplacer les lignes 10 et n de la p. 59 par :
En effet, cela résulte de (6.4. i, d)).
(0, 6.7.i) Avant la ligne 10 du bas de la p. 59, ajouter :
Si / est un morphisme plat, on dit encore que X est plat sur Y, ou Y-plat.
(0, 7.2.9) Ligne n du bas de la p. 65, remplacer M^ par M^_i.

CHAPITRE 1
(I, 1.2.1) Ligne 18 de la p. 83, remplacer (deux fois) K par h.
(I, 1.2.7) Ligne 16 du bas de la p. 84, remplacer A par A' (deux fois) et 9î par 9Î' ;

ligne 17 du bas, remplacer X par X\
(I, 1.7.3) et (I, 2.2.4) Les énoncés donnés dans ces numéros peuvent (selon

une remarque due à J. Tate) être généralisés comme suit :

1.8. Morphismes cTespaces annelés en anneaux locaux dans les schémas
affines»
Proposition (1 .8 .1 ) . — Soient (S, ^g) un schéma affine, (X, ^x) un espace annelé en

anneaux locaux. Il y a alors une bijection canonique de l'ensemble des homomorphismes d9 anneaux
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r(S, ^g)->r(X, ^x) sur l'ensemble des morphismes d'espaces annelés (^, 6) : (X, ^x)-^^ ^s)
^ <7^, pour tout ^eX, 6| ̂  2/72 homomorphisme local : (0^->(9^

Notons d'abord que si (X, 0^), (S, ^g) sont deux espaces annelés quelconques,
un morphisme (^s 6) de (X, fî^x) dans (S, ^g) définit canoniquement un homomorphisme
d'anneaux r(6) : F (S, ^g) -> r(X, ^x)î d'où une première application

(i.8.1.1) p : Hom((X, ^x), (S, ^s)) -^ Hom(r(S, ^g), F(X, ^)).

Inversement, sous les hypothèses de l'énoncé, posons A==r(S, (Pg), et considérons un
homomorphisme d'anneaux 9 : A->r(X, ^x)- Pour tout ;veX, il est clair que l'ensemble
des /eA tels que ^{f)(x) ==o est un idéal premier de A, puisque ffljm^==k{x) est un
corps; c'est donc un élément de S = Spec(A), que nous noterons encore a^[x). En outre,
pour tout /eA, on a par définition (0, 5.5.2) ^"^(DO^)) =Xp ce qui prouve que ̂
est une application continue X->S. Définissons ensuite un homomorphisme

y.-^Wx)

de (PQ- Modules; pour tout fe A, on a F(D(/), (5g) ==A^ (i .3.6); pour tout jeA, on fera
correspondre à s/feA^ l'élément (y^) |X/)(ç(/) |X/)-1 de r(X^, 0^ = r(D(/), ̂ (^x)),
et on vérifie aussitôt (par passage de D(/) à D(/^)) que cela définit bien un homomor-
phisme de (Pg-Modules, d'où un morphisme ("9, ̂ ) d'espaces annelés. En outre, avec
les mêmes notations, et en posant pour simplifier jy== a^{x), on voit aussitôt (0, 3.7. i)
que l'on a ^{Sy/fy) == (yC^a;)^/);,;)'"1^ comme la relation Sy^m^ est par définition
équivalente à (p(J)^em^, on voit que ̂  est un homomorphisme local Oy->6^ et on a
ainsi défini une seconde application CT : Hom(r(S, (?g), F(X, ^x))"^^ ou -^ est l5611-
semble des morphismes (^3 6) : (X, ^x)~^(^3 ^s) ^^ clue ^î solt l00^ pour tout ^eX.
Il reste à prouver que o- et p (restreint à fi) sont réciproques l'une de l'autre; or, la
définition de ̂  montre aussitôt que F(^) ==9, et par suite pocr est l'identité. Pour voir
que (Top est l'identité, partons d'un morphisme (^, 6)efi et soit 9=r(6); l'hypothèse
sur 6J permet de déduire de cet homomorphisme, par passage aux quotients, un mono-
morphisme 63' : k{^{x))—^k(x) tel que pour toute section feA= r(S, <5g), on ait
^(/(^W)) == ?(/) (^) 5 ^a relation y(^(.v)) = o est donc équivalente à <?(/) {x) = o, ce qui
prouve déjà que a<p==^. D'autre part, les définitions entraînent que le diagramme

A ^ F(X, fiy

Aw ~^ Qx

est commutatif, et il en est de même du diagramme analogue où 6j est remplacé par
^f, d'où ^|=6j (0, 1.2.4) et par suite ^=6.

(1.8.2) Lorsque (X, ^x) et (Y, ^y) sont des espaces annelés en anneaux locaux^
nous aurons à considérer les morphismes (^, 6) : (X, ^-^(Y, ^y) ^^ q11^ P01111 tout

A:eX, 6j soit un homomorphisme local : 0^->Q^ Lorsque nous parlerons désormais
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de morphisme d'espaces annelés en anneaux locaux, c'est toujours d'un tel morphisme qu'il
s'agira; avec cette définition des morphismes, il est clair que les espaces annelés en anneaux
locaux forment une catégorie', pour deux objets X, Y de cette catégorie, Hom(X, Y)
désignera donc l'ensemble des morphismes d'espaces annelés en anneaux locaux de X
dans Y (ensemble noté fi dans (1.8.1)); lorsque nous aurons à considérer l'ensemble
des morphismes d'espaces annelés de X dans Y, nous le noterons Hom^(X, Y) pour éviter
toute confusion. L'application (1.8.1.1) s'écrit donc

(1 .8 .2 .1 ) p : HonUX, Y)->Hom(r(Y, ̂  F(X, ^))

et sa restriction

(1 .8 .2 .2) p' : Hom(X, Y)^Hom(r(Y, 6^), F(X, ^x))

est une application fonctorielle en X et Y dans la catégorie des espaces annelés en anneaux
locaux.

Corollaire (1.8.3). — Soit (Y, Oy) un espace annelé en anneaux locaux. Pour que Y soit
un schéma affine, il faut et il suffit que pour tout espace annelé en anneaux locaux (X, Qy^,
l'application (1 .8 .2 .2 ) soit bijective.

La proposition (1.8.1) montre que la condition est nécessaire. Inversement, si
on la suppose vérifiée et si l'on pose A= F (Y, Q^), il résulte de l'hypothèse et de (i .8. i)
que les foncteurs X->Hom(X, Y) et X->Hom(X, Spec(A)), de la catégorie des espaces
annelés en anneaux locaux, dans celle des ensembles, sont isomorphes. On sait que cela
entraîne l'existence d'un isomorphisme canonique X-^Spec(A) (cf. 0, 8).

(i .8.4) Soit S == Spec(A) un schéma affine; désignons par (S', A') l'espace annelé
dont l'espace sous-jacent est réduit à un point et le faisceau structural A' est le faisceau
(nécessairement simple) sur S' défini par l'anneau A. Soit TT : S->S' l'unique application
de S dans S'; notons d'autre part que pour tout ouvert U de S, on a une application
canonique r(S', A') ==r(S, Q^)->T(\], 0^) qui définit donc un n-morphisme i : A'—^g
de faisceaux d'anneaux. On a ainsi défini canoniquement un morphisme d'espaces annelés
i=- (rc, i.) : (S, <Pg)->(S', A'). Pour tout A-module M, nous désignerons par M'le faisceau
simple sur S' défini par M, qui est évidemment un A'-Module. Il est clair que l'on a

^(M)=M' (1.3.7).
Lemme (1.8.5). — Avec les notations de (1.8.4), pour tout ^.-module M, le Q^-homo-

morphisme canonique fonctoriel (0, 4.4.3.3)

(i.8.5.1) r(^(M))->M

est un isomorphisme.
r^/

En effet, les deux membres de ( i . 8.5. i ) sont exacts à droite (le foncteur M.->i (M)
étant évidemment exact) et commutent aux sommes directes; en considérant M comme
conoyau d'un homomorphisme A^-^A^, on se ramène à prouver le lemme dans le
cas M=A, et il est évident dans ce cas.

Corollaire (1.8.6). — Soient (X, fl^x) un espace annelé, u : X-^-S un morphisme d'espaces
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annelés. Pour tout ^module M, on a [avec les notations de (i .8.4)) un isomorphisme canonique
fonctoriel de 0^-Modules

(1.8.6.1) ^(M)J^(r(M'))

Corollaire (1.8.7). — Sous les hypothèses de (1.8.6), on a, pour tout ^-module M et
tout (9^-Module y, un isomorphisme canonique fonctoriel en M et y

(1 .8 .7 .1 ) Hom (̂M, u^)) ̂  Hom^M, F(X, ̂ )).

On a en effet, en vertu de (0, 4.4.3) et du lemme (i .8.5), un isomorphisme canonique
de bifoncteurs

Hom^(M, ̂ )) ̂  Hom^(M', ̂ (^-)))

et il est clair que le second membre n'est autre que Hom^M, r(X, ̂ )). On notera que
l'homomorphisme canonique (1.8.7.1) fait correspondre à tout ^g-homomorphisme
h:M->u^) (autrement dit, à tout ^-morphisme M-^^) le A-homomorphisme
r(A) : M->r(s, u^)) ==r(x, ̂ ).

(1.8.8) Avec les notations de (i .8.4), il est clair (0, 4.1.1) que tout morphisme
d'espaces annelés (^, 6) : X->S' équivaut à la donnée d'un homomorphisme d'anneaux
A->r(X, ^x)- On peut donc encore interpréter (i .8. i) comme définissant une bijection
canonique Hom(X, S) ̂  Hom(X, S') (où bien entendu il s'agit au second membre de
morphismes d'espaces annelés, puisqu'en général A n'est pas un anneau local). Plus
généralement, si X, Y sont deux espaces annelés en anneaux locaux et si (Y', A') est
l'espace annelé dont l'espace sous-jacent est réduit à un point et dont le faisceau
d'anneaux A' est le faisceau simple défini par l'anneau F (Y, Oy), on peut interpréter
(1.8.2.1) comme une application

(i-8-8-!) p : Hom^X, Y)->Hom(X, Y')

Le résultat de (i .8.3) s'interprète donc en disant que les schémas affines sont caractérisés
parmi les espaces annelés en anneaux locaux comme ceux pour lesquels la restriction
de p à Hom(X, Y) :

(ï.8.8.2) p' : Hom(X, Y)-^Hom(X, Y7)

est bijective pour tout espace annelé en anneaux locaux X. Dans un chapitre ultérieur,
nous généraliserons cette définition, ce qui permettra d'associer à un espace annelé
quelconque Z (et non plus seulement à un espace annelé dont l'espace sous-jacent est réduit
à un point) un espace annelé en anneaux locaux que nous appellerons encore Spec(Z);
cela sera le point de départ d'une théorie « relative » des préschémas au-dessus d'espaces
annelés quelconques, étendant les résultats du chap. I.

(1.8.9) On peut considérer les couples (X, e^) formés d'un espace annelé en
anneaux locaux X et d'un ^x-Module ^ comme formant une catégorie, un morphisme
(X, ̂ ) -> (Y, ^) de cette catégorie étant un couple (u, h) formé d'un morphisme d'espaces
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annelés en anneaux locaux u : X-^Y et d'un M-morphisme h : ̂ ->y de Modules; ces
morphismes (pour (X, ^} et (Y, ^) fixés) forment un ensemble que nous noterons
Hom((X, y\ (Y, ^)); l'application (u, h)-^^'(u),T{K)) est une application canonique

( i .8 .9.1) Hom((X, y\ (Y, ^))-^Hom((r(Y, Q^\ F(Y, ^)), (F(X, Q^ F(X, JF)))

fonctorielle en (X, ̂ r) et (Y, ^), le second membre étant l'ensemble des di-homomorphismes
correspondant aux anneaux et aux modules considérés (0, 1.0.2).

Corollaire (1.8.10). — Soient Y un espace annelé en anneaux locaux, ^ un 0^-Module.
Pour que Y soit un schéma affine et ^S un 0^-Module quasi-cohérente il faut et il suffit que pour tout
couple (X, y} formé d'un espace annelé en anneaux locaux X et d'un Q^-Module < ,̂ l'application
canonique ( i. 8.8. i ) soit bijective.

Nous laissons au lecteur le soin de développer le raisonnement, calqué, sur celui
de (i .8.3)3 et où on utilise (i .8.1) et (i .8.7).

Remarque (1.8.11). — Les énoncés (1.7.3)3 (1.7.4) et (2.2.4) sont des cas parti-
culiers de (1.8.1)5 ainsi que la définition (1.6.1); de même (2.2.5) résulte de (1.8.7).
La proposition (1.8.7) entraîne aussi (1.6.3) (et par suite (1.6.4)) comme cas parti-
culier, car si X est affine et r(X,^')=N, les fbncteurs M-^Hom^ (M, M^(N)) et

/""^«/
M-»Honi0 (M, (N[^)^) (où 9 : A—^r(X, 6?x) correspond à u) sont isomorphes par
(1.8.7) et (1.3.8). Enfin, (1.6.5) (et par suite (1.6.6)) résulte de (1.8.6) et du fait
que pour tout feA, les A^-modules N'(x)^A^ et (N'^'A)^ (notations de (1.6.5))
sont canoniquement isomorphes.

Insérer après (I, 3.2.8) :
(3.2.9) II résulte de (i .8. i) que l'on peut préciser (3.2.2) de la façon suivante :

Z==Spec(B(x)^C) est non seulement un produit de X=Spec(B) et de Y=Spec(C)
dans la catégorie des S-préschémas, mais aussi dans la catégorie des espaces annelés en anneaux
locaux, au-dessus de S (avec une définition des S-morphismes calquée sur celle de (2.5.2)).
La démonstration de (3.2.6) prouve alors en fait que pour deux S-préschémas quel-
conques X, Y, le préschéma Xx§Y est non seulement le produit de X et Y dans la
catégorie des S-préschémas, mais encore dans la catégorie des espaces annelés en anneaux
locaux au-dessus du préschéma S.

(I, 4.4.5) Ligne 14 du bas de la p. 126, remplacer B par A; ligne 13 du bas,
remplacer A-algèbre par B-algèbre.

(Ïî 5-3-5) Lig11^ 2 du bas de la p. 132, remplacer Y-^S par g : Y->S.
(I, 6 .3.2.1) Ligne 6 du bas de la p. 144, lire : D(^) cW.
(I, 7.3.8) Remplacer le texte actuel, qui est erroné, par le suivant :
Soient X, Y deux préschémas intègres, ce qui entraîne que ^(X) (resp. <^(Y))

est un ^"Module (resp. un ^y-Module) quasi-cohérent (7.3.3). Soit /:X-^Y un
morphisme dominant; alors il existe un homomorphisme canonique de ^x"M°dules
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(7.3.8.1) T:/WO)->^(X).

Supposons d'abord X==Spec(A) et Y=Spec(B) affines d'anneaux intègres A
et B, f correspondant donc à un homomorphisme injectif B-»A, qui se prolonge en un
monomorphisme L-^K du corps des fractions L de B dans le corps des fractions K de A.
L'homomorphisme (7.3.8.1) correspond alors à l'homomorphisme canonique L®gA-^K
(1.6.5). Dans le cas général, pour tout couple d'ouverts affines non vides UcX, VcY
tels que /(U) cV, on définit de la façon précédente un homomorphisme ïy y et on
constate aussitôt que si U' cU, V cV,y(U') cV, T^ y prolonge ïy. y'? d'où notre assertion.
Si x, y sont les points génériques de X et Y respectivement, on a f{x) ==j^,

(rwY))L=^®^=(p,
(0, 4.3. i ) et T^ est donc un isomorphisme.

(I, 9.5.2) Dans les 3 dernières lignes de la p. 176 et les 5 premières de la p. 177,
remplacer partout X' par Y' et X" par Y".

(I, 10.5.4) Ligne n du bas de la p. 187, remplacer (10.3.4) par (10.3.5).
(I, io.6.3) Ligne 3 du bas de la p. 189, remplacer X par X.
(I, 10.14.2) Ligne 5 de la p. 210, remplacer « 6^-Module cohérent» par « Idéal

cohérent de 0^ »; ligne 7, remplacer « ^-Modules cohérents » par « Idéaux cohérents
de (9^ ».
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