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ESQUISSE THEMAL IQUE
DES PRINCIPAUX TRAVAUX MATHEMATIQUES DE

A. GROTHENDIECK
1872

Les numéros entre crochets renveient, soit 2
la bibliographie sommaire jointe & mon Curriculum Yitae
(numéros de {1] 3 {19]), soit au complément 4 cette
bibliographie plac&e 4 la fin du présent rapport (numéros
entre [1 bis] et [20 bis]) . Enfin, nous avons joint
en derniére page une liste par ordre alphabétique des
auteurs de certains des travaux cités dans le présent
rapport quil ont €té directement suscitds ou influencés
par les travaux de A. Grothendieck ;: le renvoi i cette
derniére bibliographie se fait par le cigle {>+] derrigre
le nom de l'auteur cité, comme pour I.M, Gelfand [x~]

1. Analyse Fonctionnelle ([1] A [Y], [6 bis] )

Mes travaux d'Analyse Fonctionnelle ({de 1949
4 TH33) ont porté& surtout sur la théorie des espaces
vectoriels topologiques. Parmi les nombreuses notions
introduites et é&tudiées (produits tensoriels toepologiques
[ 5,6], applications nucléaires et applications de
Fredholm [5,6,7], applications intégrales et ses
variantes diverses [5,6], applications de puissance r.éme
somnable [ 5], espaces nuclé&aires {5], espaces (DF)[4],etc),
c'est la notion d'espace nucléaire qui 2 connu la meilleure

fortune : elle a fait jusqu'i aujourd'hui 17objet de
nombreux séminaires et publications. En particulier,

un volume du traité de 1. Gelfand [4) sur les "Fonctions
GEnfralisées"” lui est consacré. Une des raisons de cette
fortune provient sans doute de 1a théorie des probabilités,
car il s'avére que parmi tous les EVT, c'est dans les
€spaces nucléaires que la théorie de la mesure prend
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la forme la plus simple (théoréme de Minlos). Les
résultats de [6], plus profonds, semblent avoir &té
moins bien assimilés par les développements ultérieurs,
mais ils apparaissent comme source d'inspiration dans
un certain nombre de travaux délicats assez récents

sur des inégalit#s diverses liées 4 la théorie des
espaces de Banach, notamment ceux de Pelczynsky. Signalons
également les résultats assez fins de {6] et de [8 bis]
sur les propriétés de décroissance de 1la suite des
valeurs propres de certains op€rateurs dans les espaces
de Hilbert et dans les espaces de Banach généraux.

Références : L. Schwartz, J. Dieudonné, I. Gelfand,
P. Cartier, J.L. Lions.

2. Algébre Homologigue ([81,021,[19]1,19 bis])

Depuis 1955, me plagant au peint de vue de
"l'usager" et non celui du spécialiste, j'ai €té& amené
continuellement 3 é&largir et & assouplir le langage
de l'algébre homologique, notamment sous la poussée des
besoins de la gfométrie algébrique (théories de dualité,
th&ories du type Riemann-Roch, cohomologies t-adiques,

cohomologies du type de De Rham, cohomologies cristallines...’
Deux directions principales & ces réflexions : développe-
ment d'une algdbre homologique non commutative ({amorcée
dans [ 10 bis] et systématis&e dans la thé&se de J. Giraud
[*]1) ; théorie des catégories dérivées (développée
systématiquement par J.L. Verdier, expos&e dans

Hartshorne [%] , lllusie [+#] et [16 SGA 4 Exp. XVIII}} .
Ces deux courants de réflexion sont d'ailleurs loin

d'&tre &puisfs, et sont sans doute appeléds i se rejoindre,
s0it au sein d'une "algébre homogopique™ dont une esquisse
préliminaire a &té& faite par Quillen [#], soit dans
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LTesprit de la théorie des n-catégories, particuliérement
bien adaptée 2 1l'interprétation géométrique des invariants
cohemologiques (cf. le livre ¢ité de J. Giraud et

le travail de Mme M. Eaynaud [+]).

Réeférences : J.L. Verdier, P. Deligne, D. Quillen,
F. Gabriel,

3. Topelogie ([ 16, SGA 4],[9])

Jusqu'd présent, c'est surtout le k-invariant
des espaces topologiques que j'avais introduit 3 1'cecasion
de mes recherches sur le thioréme de Riemann-Roch en
géométrie algébrique, qui a connu 1a fortune la plus
brillante, étant le point de départ de trés nombreuses
recherches en topologie homotopique et topologie
différentielle. De nombreuses constructions que j'avais
introduites pour les besoins de la démonstration algébrique
du théoréme de Riemann-Roch (telles les opérations Ay
et leurs liens avec les opérations du groupe symétrigque)
s$ont devenues pratique courante non seulement eq géométrie
algébrique et en algébre, mais également en topologie
€t en théorie des nombres, notamment dans les travaux
de mathématiciens comme Atiyah, Hirzebruch, Adams, Quillen,
Bass, Tate, Milnor, Rarocubi, Shih, etc...

Plus fondamental me semble néanmcins 1'élar-
gissement de la topologie générale, dans l'esprit de
la théorie des faisceaux (développde initialement par
J. Leray), contenu dans le point de vue des topos
[ 16, SGA 4]. J'ai introduit ces topos & partir de 1958
en partant du besoin de définir une cohomologie 2-adique
des varidtés algébriques (plus généralement, des sChémas),
quil convienne 3 l'interprétation cohomologique des




céleébres conjectures de Weil. En effet, 1a notion tra-
ditionnelle d'espace topologique ne suffit pas 3 traiter
le cas des variftés algéhrinues sur un cerps autre que

le corps des complexes, la topologie proposée précédem-
ment par Zariski ne donnant pas lieu 4 des invariants
cohomologiques "discrets" raisonnables. A 1'heure actuelle,
le point de vue des topos, et la notion de "localisation"
correspondante, font partie de la pratique guotidienne

du géomeétre algébriste, et il commence 34 se répandre
¢galement en théorie des catégories et en logique
mathématique (avec la démonstration par B. lLawvere { %]

du th&oréme de Cohen d'indépendance de 1'axiome du
continu, utilisant une adaptation convenable de la notion

de topos). Il n'en est pas encore de méme en topologie

et en géométrie différentielle et analytique, malgré
certains premiers essais dans ce sens (comme la tentative
de démonstration par Sullivan d'une conjecture d4'Adams

en K-théorie, par réduction i une propriété de 1'opération
de Frobenius sur les variétés algébriques en car. p > 0),

Ré¢férences : M. Atiyah, F. Hirzebruch, H. Bass, J. Leray,
M. Artin, D. Quillen, M. Karoubi...

4.  Algdbre ([15],[16],[18])

Comme l'algébre homologique, 1 alg2hre a &té
pour moi un outil i développer, et non un but en soi.
J'ai parlé au par, I de mes contributions 3 1'algébre
homologigue, et au par. 3 de mes contributions & la
K-théorie ; celle-ci comprend une partie purement _
algeébrique (qui, une fois &tendue en une théorie des K’
supérieurs, finira par devenir une partie de l'algébre
hemologique ou homotopique). Ainsi, un certain nombre




de mes résultats en géométrie algéhrlque LY-3 5pcc1allsent

en des résultats en algdbre pure, comme la relation

K(ATt]) ~ K{A) , o A est un annezu. Mises 4 part

Ceés retombées, on peut signaler les contributions ci-desspus.

a) Algébre catégorique : En fait, de facon continuelle
depuis 1953, je me suis senti dans I'obligation, au

fur et 4 mesure des besoins, de développer une panoplie
catégorique toujours insuffisante. La plupart des
résultats et des notions ainsi introduites se trouvent
développés un peu partout dans [15,16] , notamment dans
le premier exposé de 5GA 4. I1 ne peut &tre guastion

de passer en revue ici mfme sommairemant les notions
qui sont ainsi entrées dans 1'usage courant. Signalons
seulement ici le langage des univers (pour éliminer

des difficultés logiques dans la manjpulation intensive
des catégories), et celui de la descente (develdppg de
fagon systématique par Giraud [&]] .

Références : J. Giraud, P. Gabriel.

by Algdbre commutative : Dans le langage géométrique

des "schémas™, l'algébre commutative peut Btre considérée
comme &tant, essentiellement, 1'&tude locale des schémas,
C'est ainsi que [15], et notamment le Chap., IV de cet
ouvrage, contient de tr&s nombreux résultats nouvesusx
d'algeébre commutative, dont il ne peut &tre guestion

ici d'énumérer méme les plus couramment utilis&s. Norons

seulement ici, en algébre locale, la notion d'anneau
excellent et ses propri&tés de permanence [dont l'absence
constituait sans doute la lacune la plus marguante de
l'ouvrage de M. Nagata sur les anneaux locaux).

Références : M. Nagata, P. Samuel, M. Raynaud, Q. Zariski.




c) "Théorige du groupe de Brauer : Mes contributions
découlent pour l'essentiel de l'application de 1la
¢ohomologie &étale (développée dans [16, 5GA 3]) & la
théorie du groupe de Brauver. J'ai fait un exposé

d'ensemble sur les résultats connus sur ce groupe
dans [ 18] .

Références : Ms Artin, J. Tate, J.P. Serre,

dj Théorie des algébres de Lie : Comme sous-produit

de recherches sur les groupes algébriques en car. p > 0,
je trouve certains résultats délicats sur les sous-
dlgébres de Borel ou de Cartan de certaines algdbres

de Lie, notamment sur les corps de base imparfaits

(cf. [16, SGA 6, Exp. XIII et XIV]).

REférences : M. Demazure, J. Tits, J.P. Serre.

5. Géométrie Analvtigue ([10),[11),[16 bis]}.

Mon influence sur la géométrie analytique
est due moins aux résultats nouveaux que jTai pu v
démontrer (la plupart contenus dans les ré&f. cit.),
que par les pﬂiﬁts de vue directement inspiré&s par la
géométrie algébrique gque j'al pu y intreduire, et les
nombreuses suggestions d'énoncés que j'ai pu v faire.
Un des plus anciens est le théoréme de finitude de
Grauert pour les morphismes propres d'espaces analytiques,
aboutissant 3 sa généralisation ré&cente en un théoréme
qul s'é&nonce en termes de catégories dérivées (formula-
tion sur laguelle j'avais insisté de langue date,
et qui a Eté prouvée indépendamment par B. Kiehl {=]
gt 0. Forster et K. Knorr [+])}. D'autres thZotré&mes de
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finitude (de Frisch et Siy) pour les images directes
supérieures d'un faisceau cohérent PAT une immersion
duverte, utilisant la profondeur du faisceau en les
points du complémentaite, sont inspirés de théorémes
analogues en géométrie algébrique [16, SGA 2] TEMarques
analogues pour des théordmes sur la Cohomologie 3
supports compacts des faisceaux algébriques cohérents,
complétés par un théoréme d'existence, et leur inter-
prétation en termes de théorémes dy type de Lefschet:
pour la cohomologie cohérente (la version algébrique
fait partie de la thése de Mme Mich#le Raynaud {en cours
de publication), et la version analytique est due i
Trautmann [4]). Parlant en termes de grands thémes de
recherche plutét qu'en termes de résultats techniques
particuliers, je pense qu'outre les thémes d&€jid nommés,
les thémes suivants ont été directement suscités oy

tout au moins influencés par les idées que j'avais da-
velopp&es en géométrie algébrique

a) Technigques de construction d'espaces analytiques,

aboutissant aussi bien 3 des espaces "modulaires"
"'globaux" comme les espaces modulaires de Picard, pour
certains espaces analytiques compacis comme dans [11]

(le cas général ne semble pas encore traité), qu's des
©spaces modulaires "locaux" de déformation d'une structure
analytique complexe donnée, ou au modéle de la Géométrie
Formelle ("th. d'existence des modules formels',

cf. [15 bis, Exp. n°® 195]). Dans certains cas, les
gnoncés obtenus an géométrie algébriﬁue sont directement
applicables {¢f. M. Hakim [#]}, dans d'autres de mouvelles
difficultés surgissent, pas toujours surmontfes 3

I'heure actuelle. Parmi les traviux définitifs dans

C€ 3ens, on peut citer la thése de A. Douady (],




b) Théorémes de dualité locaux et globaux pour les

faisceaux cohérents, développés notamment par

J.L. verdier [#%] et J.P. Ramis et G. Ruget [#], inspirés
par la théorle que j'avais développée dans le cas des
schémas, expusée dans R. Hartshorne [#].

c) Formulations de théorémes du type de Riemann-Roch

pour des variétés analytigues compactes ou des morphismes
propres de telles variétés, cf. [16, 5GA 6, Exp. 0].
Les problémes essentiels restent toujours ouverts.

d) Théorémes de De Rham analytigues complexes [ 16 bis],

cohomologie cristalline complexe. Certains des résultats
et des idées que j'avais développ&s &4 ce sujet ont &té
utilisés dans des développements théoriques divers, comme
la théorie de Hodge généralisée de P, Deligne [#].

¢} Espaces rigide-analytiques. M'inspirant de 1'exemple
de la "courbe elliptique de Tate', et des bescins de

la "géométrie formelle" sur un anneau de valuation
discréte complet, j'&tais parvenu 3 une formulation
partielle de la notion de variété rigide-analytique

sur un corps valué complet, qui a jou# son réle dans

la premiére &tude systématique de cette notion par

J. Tate [%]. Par ailleurs, les "cristaux" que j'introduis
sur les variétés algeéhriques sur un corps de caractéris-
tique = 0 peuvent s'interpréter parfois en termes de
fibré&s vecteriels 3 connexion intégrable sur certains
types d'espaces rvigide-analytiques sur des cnrﬁs de
caractéristique nulle ; ceci fait pressentir 1'existence
de relations profondes entre cohomologie cristalline

en car, » 0 , et cchomologie de systémes locaux sur

des variétés rigide-analytiques en car. nulle.

Reéférences : J.P. Serre, H. Grauert, H. Cartan, P. Deligne,

A. Douady, B. Malgrange, K. Knorr, R. Kiehl,
J. Tate.




6. Groupes algébriques ([16 SGA d - en trois volumes)
[12 bis]).

Ce sujet feléve 8 la fois de Ia g€ométrie
algébrique et de 1a théorie des Eroupes. Le travzil
Cité SGA 3 se pPlace surtout sur ces schémas de hase
généraux, et la part de la géométrie algébrique y est
certes considérablement Plus large que celle de 13
théorie des groupes. Néanmoins, grice 3 1a technique
des schémas, nouys Y Obtenons des ré&sultats nouveaux
méme dans le cas de Eroupes définis sur un corps de
base, les plus intéressants (relatifs surtour auy cas
d'un corps de base imparfait) &tant contenus dans
SGA 3, Exp XIV. Ma contribution principale, continpuant
dans la veoie cuverte par A. Borel et C, Chevalley dans
le contexte de 1a géométrie algébrique habituelle. g
€t€ de montrer 1le partil gqu'on pouvait tirer d'une
application systé€matique de la théorie des schémas aux
Eroupes algébriques et aux schémas en groupes.

Références ; J. Tits, F. Eruhat, M. Demazure, P, Gabriel,
A. Borel, D, Mumford,

7. Groupes discrets ([ 18, Exp VIIIT, [13 his] ). ;

Lans [ 18, Exp. VIII] Je développe une théorie f
purement algé€brique des classes de Chern des représepn-
tations d'un groupe discret sur up Corps de base
(ou méme un anneay de hase) quelconque, aver des appli-
cations de nature arithmétique sur I'ordre des classes
de Chern des représentations complexes. Cette théorie
peut &tre considérée comme €A% particulier d'une théorie
des classes de Cherp des représentations linéaires
de schémas en ETOUpPes quelconques, elle-mépge contenue
dans la théorie des classes de Chern t-adiques des fibrés

—_———rE R e e




10

vectoriels sur des topos annelés quelcongues. Dans

[13 bis], j'"établis, 2 peu de choses prés, que POUT un
groupe discret ( , la théorie des représentations
linéaires de G (sur un anneau de hase quelcongue)

ne dépend que du complété profini” é de G

3. Groupes formels ([17] (16 SGA 71 [14 bis]).

C'est un sujet qui reldve 3 la fois de 1a
théorie des groupes, de celle des sroupes de Lie, de
la geométrie algébrique, de l'arithmétique, et (sous
la forme voisive des groupes de Barsotti-Tate) de la
th&éorie des systémes locaux. Ici encore, la théorie
des schémas permet une grande aisance, et c'est dans
Ce& contexte par exemple que se place d'emblée I[. Manin
[#a] , dans son exposé classique de la théorie de
lieudonn&. Ma principale contribution, en dehors de
cette simplification conceptuelle, a &té ie développement
d'une "théorie de Dieudonné" pour les groupes de
Barsotti-Tate sur des schémas de base g&néraux 2
caractéristiques résiduelles > 0 , en termes du
"cristal de Dieudonné” associé 2 un tel groupe. Une
i esquisse de cette théorie a &€té€ exposfe dans divers
| cours et séminaires, y compris dans mon cours au
Collége de France en 1970/71 et 71/72 : certains é&noncés
j principaux sont esquissés dans les C.R. du Congrés
i International de Nice en 1970 [ 14 bis]l. Une partie
| de ces idé€es est développ&e dans la thdse de W. Messing
[#], et les bhesoins techniques de la théorie ont &té
la motivation pour le développement par L. Illusie [=]
de sa thtorie des déformations des schémas en groupes
commutatifs, vérifiant des conjectures suggérées par
cette "théorie de Dieudonné cristalline'™. Par ailleurs,
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les relations entre schémas abéliens et groupes de
Barsotti-Tate associés sont explorfes et exploitées
Egalement dans [17] et dans [ 16, SGA 7, Exp. IXj.

Réfeérences : J. Tate, B. Mazur, A. Wéron, L. IIlusie,

J.N. Katz, W, Messing, I. Manin.

9. Arithm&tique ([16 SGA 5, Exp XVII[ 18, Exp III])

Ma contribution principale a consisté (en
collaboration avec M. Artin) en la démonstration de
la rationalité des fonctions L assacifes 3 des
faisceaux t-adiques généraux sur des variétés algébriques
sur des corps finis, comprenant comme cas particulier
les fonctions L  associées 3 des caractéres de gToupes
finis opérant sur de telles variftés, S'inspirant des
conjectures de Weil, on arrive en effet 3 exprimer ces
fonctions L en termes de produits alternés de poly-~
nomes caractéristiques de Frobenius opérant sur la
"cohomaologie 3 support propre" de la variété envisagée,
Bien au deld d'une simple question de rationalité, ces
résultats ouvrent la voie 3 une approche cohomologique
systématique d'invariants arithmétiques subtils comme
les fonctions ¢ et L " des variétés, et l'interprétation
en termes arithmétiques de théorémes tels que les
théor&mes de dualité (démontrés 3 1'heure actuelle) et
de Lefschetz pour les sections hyperplanes {non démontrés
encore en car. » 0).. Il y a 1a& un champ d'étude immense,
qui par la nature des choses devrait se trouver, tdHt
ou tard, centré sur la notion de "motif" (dénominateur

commun des divers types de cohomologie qu'on sait attacher
4 une variété algébhrique) - mais qui probablement ne

sera jamals exploré jusqu'tau bout, l'heure de ce genre
d'investigations &tant déja pass€e {mEme si rares sont
ceux qui en ont pris consciencej.
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Références : J.P. Serre, A. Weil, B. Dwork, J. Tate,
M. Artin, P. Deligne

10. Géométrie Algébrique ([12] 4 [19]1,[15 bis] a [20 bis]).

C'est dans cette direction que mon influence
a &té la plus directe et la plus profonde, puisque
c'est dans cette optique que se placent pour lTessentiel
mes travaux depuils 1959. Veici les thémes principaux
sous lesquels on peut placer mes contributions

a] Travail de fondement : Il s'agissalt de dégager

un cadre suffisamment vaste pour servir de fondement
commun 3 la géométrie algébrique habituelle (y compris
celle développée par des auteurs comme A. Weil,

0. Zariski, C. Chevalley, J.P. Serre sur des corps de
bzse guelconques) et & l'arithmétique. C'est fait pour
1'essentiel dans [15, Chap. I,I1 et des partles des

Ch, TIII et IV], avec l'introduction et 1'é&tude de 1la
notion de sch&ma. Des généralisations ont &t&€ développées
par la suite, dans. le méme esprit, avec les schémas
formels [15, Chap. I, par. 10], la théorie des

"algebraic spaces" de M. Artin {cf. Knutson [#]), les
"algebraic stacks" ou "multiplicités algébriques' de

P. Deligne et I, Mumford (%), des "schémas relatifs"

de la thése de M. Hakim [x] (en attendant les
"multiplicités formelles" et les "multiplicités algébriques
relatives" sur des topos annelés généraux, etc). Ces

généralisations montrent la part conceptuelle Importante
qui revient, dans le langage des schémas, 3 la notion
pénérale de la localisation, c¢'est 4 dire 3 celle de

topos (dont il a €té guestion au par. 3). Les fondements
développés dans [ 15] et [16] sont aujourd'hui le "“‘pain
quotidien” de la grande majorit€& des géom&tres algébristes,
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et leur importance a &té soulignée 2 de nombreuses
occasions par des mathématiciens aussi divers que

O. Zariski, J.P. Serre, H. Hironaka, D. Mumford, I. Manin,
F. Chafarévitch.

) Théorie locale des schimas et deg morphismes de schémas
Dans ce contexte se placent les développements d'algébre
commutative mentionnfés au par. 4, et 1'étude détaillée

de notions comme celles de morphisme lisse, étale,

net, plat, etc. Les quatre volumes de [15, Chap. IV]

sont consacrés 4 ces développements, qui ont d'ailleurs
inspiré des développements analogues en théorie des

espaces analytiques et rigide-analytiques.

c) Technigues de construction de schémas : Parmi les
techniques développées, exposées surtout dans [ 15 bis]

€t des séminaires non publiés {par moi-méme et d'autres),
il y a 1a théorie de la descente (cf. aussi [16, SGA I,
Exp. V, VI1), celle des schémas gquotients, des schémas

de Hilbert, des sché&mas de Picard, des "modules" formels,
le théor&me d'existence des faisceaux de modules algébri-
ques as5s0Ciés 3 des modules formels ([ 15, Chap. III,

par. 5]1). Le point de vue adepté est surtout celui de

la construction d'un schéma 3 partir du foncteur qu'il

représente. Dans certe optigue, je n'étais pas parvenu

& une véritable caractérisation maniable des foncteurs
représentables par un schéma relatif {localement de type
fini sur un schéma neethérien) -~ c'est M. Artin qui ¥y
st parvenu ultérieurement [%], en remplagant la notion
de schéma par celle, blus générale et plus stahle,
d'espace algébrique. Parmi d'autres recherches dans

la méme direction, suyscitées pPar mes travaux, il y a
celles de P. Murre sur les schémas de Picard SUT 1N
corps (%1, celles de D, Mumford et de M. Raynaud [4]




14

SUT ces mémes sChémas sur des_basés générales, et dans
une certaine mesure ceux de D. Humfcrd i»] et de

5. Seshadri sur le passage au quotient, pour n'en
citer que quelques-uns,

d) Thécories cochomologigues

1°) Cohomologie "coh&rente" : résultats de finitude,
de comparaison avec la cohomologie formelle, cf,
[15, Chap. III]. Théor&mes de dualité et des résidus
un exposé systématique de mes idées et résultats est
développé dans le séminaire de R. Hartshorne [*},
cf. aussi (18 his].

2°) Cohomeologie g¢-adique : dé&finitien de la cohomo-
logie &tale, théorémes de comparaison, de finitude,
de dimension cohomologique, de Lefschetz faible,
[16 SGA 4] ; théorémes de dualitd, formules de Lefschetz

et d'Euler-Poincaré, application aux fonctions L
[ 16, SGA 15].

$

3%} Cohomologie de De Rham :[16 bisl,[17 bis].

4°) Cohomologie cristalline : quelques idées de
départ sont esquiss&es dans [ 18, Exp. IX], puis reprises
et systématisées dans 1a thése de P. Berthelot [a],
et dans le travail de P. Berthelot et L. Illusie sur
les ¢lasses de Chern cristallines [

e) Théorie du groupe fondamental ([16, SGA 1, 5GA 2,
SGA 7, Exp. I et II], [15 bis, n® 182], [19 bis])

D'un point de vue algébrico-géométrique,
tout é&tait & faire, depuis la définition du groupe
fondamental d'une variété quelconque, en passant par
des propri€tés "de descente™ incluant des résultats
assez formels du type de van Kampen, jusqu'au calcul
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du groupe fondamental dans les premiers cas non triviaux,
comme celui dfune courbe algébrique privée de certainsg
pPoints | on peut y adjoindre les théorémes de génération
et de présentation finie du groupe fondamental d'une
variété algébrique SUT un corps algébriquement clos.

Ce programme est accompli pour 1'essentiel dans SCA 1,

en utilisant 3 la fois les résultats classiques sur le
corps des complexes (&tablis par voie transcendante)

€t une pancoplie d'outils faits sur mesure (théorie de

la descente, &tude des morphismes &tales, théorimes
d'existence de faisceaux cohérents .-+). Les autres
références contiennent des résuitats Plus spéciaux
théorémes du type de Lefschet:z dans SCA Z, action des
groupes de monodromie locale sur le groupe fondamental
d'une fibre dans $GA 7, Exp. I, calculs de certains
groupes fondamentaux locaux dans [ 19 bis}, via les groupes
fondamentaux de certains schémas formels. Tous ces
résultats ont &t€ utilisés couramment dans de nombreux

travaux, et en ont inspiré d'autres comme la thise de
Mme Mich2le Raynaud [#].

£} Théoréme de Lefschetz locaux et globaux pour les
groupes de Picard, le groupe fondamental, la cohomologie
é€tale, la cohomologie cohérente. Il ETaglt ici de 1a
comparaison entre les invariants (cohomologiques ou
homotopiques) d'une variété algébrique et d'une section
hyperplane. Les idées de départ sont dévelnﬁpées dans
[16, 5SGA 2]. Cependant, pour des énoncés "définitifs™,
en termes de conditions nécessaires et suffisantes, se

reporter plutdt 3 la thZse de Mme Michale Raynaud [«]
dé&jd citée,
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£) Théorie des intersections et théoréme de Riemann-Roch

La principale id2e nouvelle, c'est qu'il ¥
a presque identité entre le groupe "de Chow' des
classes de cycles sur une variétéd X , et un certain
groupe de "classes de faisceaux cohérents' (tout au
moins modulo torsion), & savoir le groupe K(X)
(mentionné dans le par. 3). Dans un contexte modeste
c'est expesE& dans [12] et le travail de A. Borel et
J.P. Serre [#], dans un contexte plus ambitieux cela
donne l'imposant séminaire [16, SGA 7] . Dans le méme
esprit, cf. [ 12 bis].

Par ailleurs, 1'idée (que je semble avoir &té
le premier 3 introduire avec ma formulation du théoréme
de Riemann-Roch) de reformuler un théoréme sur une
vari&tgé (dii en 1l'occurrence 3 F, Hirzebruch) en un
théor&me plus général sur un morphisme de variétés, a
connu par la suite une grande fortune, non seulement
en géometrie algébrigque, mais aussi en topologie
algéhbrigue et topologie différentielle (3 commencer par
la "formule de Riemann-Roch différentiable', développée
par M.F. Ativah et F. Hirzebruch sous 1'inspiration de
ma formulaticon "relative'" du th&or2me de Riemann-Roch).

hj Schémas abéliens

En termes plus classiques, ce s0ont les familles
de variétés ab&liennes, paramétrées par un schéma
quelconque. Les résultats les plus importants que j'y
al &tablis sont le "théor&me de réduction semi-stable™
et ses conséquences et variantes [16, SGA 7, Exp. IX],
le théoréme d'existence de morphismes de sch&mas abh&liens
contenu dans [17] et ses variantes {généralisé par
P. Deligne [#] en un théoréme sur la cohomclogie de




Hodge-De Rham relative d'upe famille de varicdtés
projectives complexes non singulidres), enfin une
théorie des déformations infinitésimales des schémas

ab&liens f(non publise sur une base quelconque), en
termes de la d&formation d'une filtration de Hodge sur
un H1 relatif de De Rham {interprété comme une
cohomologie cristalline),

1) Groupes de monodromie

Mes principales contributions SONt exposfes
(en partie par P. Deligne) dansz le premier volume
de [ 16, SGA 71, donnant des Propriétés fondamentales
de 1'action du groupe de moncdromie locale sur 1la
cohomologie comme sur le groupe fondamental d'une fibre,
Parmt les principales applications, il vy a le thépréme
de '""réduction semi-stable" des schémas abéliens 51gnalé
du paragraphe précédent.

3} Divagations motiviques :

Nous entrons ici dans le domaine du réve
Eveille mathématique, ol on s'essaie 3 deviner ''ce qui
pourtait &tre™, en 8tant aussi insensément optimiste
que nous le permettent lesg tonnaissances parcellaires
queé nous avons sur les propri&tés arithmétiques de la
cohomologie des variérés algébriques. La notion de
motif peut se dé&finir en toute rigueur avec les movens
du bord (c'est fait par I. Manin [%] et M. Demazure [%])
mais dé&s qu'on veut aller pPlus loin et formuler des
propriétés fondamentales "naturelles™, on bute sur des
conjectures actuellement indémontrables, comme Celles

¥

de Weil ou de Tate, et d'autres analogues que la notion
méme de motif suggeére irrésistiblement. Ces pPropriétés
ont fait 1'cbjet de nombreuses conversations privées
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et de plusieurs exposés publics, mais n'ont jamais

fait i'objet d'une publication, puisqu'il n'est pas
d'usage en mathématique (contrairement 3 la physique)

de publier un réve, si cohérent scit-il, et de suivre
jusqutau beut ol ses divers &léments nous peuvent entraliner.
1l est évident pourtant, pour quiconque s¢ plonge
suffisamment dans la cohomolagie des variétés algfbriques,
"qu'il y a quelque chose' - que '"les motifs existent”.

Il y a quelques anndes encore, j'al joué avec 1'idée
d'écrire, contrairement 4 1'usage, un livre entiérement
conjectural sur les motifs - une sorte de sclence-

fiction mathématique. J'en ai £€té& emp&ché par des

tiches plus urgentes que des tiches de mathématicien,

et je doute fort actuellement qu'un tel livre soit

jamais écrit, ni qu'on arrive jamais (méme conjecturalement)
4 se faire une idée d'ensemble & la fois précise et
suffisamment vaste sur le formalisme des motifs. Avant
qu'on n'y parvienne, il sera sans doute devenu é&vident
pour tous, sous la poussée des Evénements, la science
spéculative et parcellarisée ne faisant plus vivre son
homme, qu'il est des tAches plus urgentes que de mettre

sur pied méme 1la plus belle théorie du monde, conjecturale
QU noit.
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