














































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































336 1. Le langage des schémas 

Corollaire (7.2.6) Soient X un schéma quasi-compact, (FileL une 
famille de parties pro-constructibles de X dont l'intersection est vide; 
alors il existe une sous1amille finie (F1Ji.eJ dont l'intersection est vide. 

Recouvrant X par un nombre fini d'ouverts affines, et utilisant 
(7.2.3, (iv)), on est ramené au cas où X est affine; en vertu de (7.2.3, (ix)), 
on a Fi.= fi.(XD, où X~= Spec(AD est affine, et fi. est un morphisme 
X~ -+X; alors, avec les notations de (7.2.1.1), on a par hypothèse f(X')= 0, 
donc X' =0; mais cela entraîne par (3.4.13, (i)) qu'il existe une partie 
finie J de L telle que X~= 0, donc fi(X~) = n Fi.= 0. 

l.eJ 

Corollaire (7.2.7) Soient X un schéma quasi-compact, F une partie 
pro-constructib/.e de X, (Ei.heL une famille de parties ind-constructibles 
de X telle que F c U Ei.; alors il existe une partie finie J de L telle que 

l.eL 
F c U Ei.. En particulier, de tout recouvrement de X par des parties ind­

i.eJ 
constructibles, on peut extraire un recouvrement fini de X. 

Cela résulte de (7.2.5) par passage aux complémentaires. 

Proposition (7.2.8) Soit X un schéma. Pour qu'une partie E de X 
soit ind-constructible, il est nécessaire que, pour tout xEE, l'intersection 
En {x} soit w1 voisinage de x dans f.xî. Si l'espace sous-jacent à X est 
localement noethérien, cette condition est suffisante. 

Supposons E ind-constructible, et soit Y l'intersection de { x} et d'un 
ouvert affine dans X contenant x; il y a donc un sous-schéma de X 
ayant Y pour espace sous-jacent (4.6.1), et si j: Y-+X est l'injection 
canonique, En Y= r 1 (E) est ind-constructible dans Y (7.2.3, (vi)). 
Comme Y est quasi-compact et séparé, En Y est donc réunion de 
parties globalement constructibles de Y (7.2.3,(iii)); par suite, il y a deux 
ouverts U, V dans Y tels que XE Un CV c En Y (0, 2.3.3). Mais comme x 
est point générique de l'espace irréductible Y, V est nécessairement vide 
et l'on a U c En Y. 

Supposons maintenant l'espace X localement noethérien, et soit E 
une partie de X vérifiant la condition de l'énoncé. En vertu de la défini­
tion (7.2.2), on peut se borner au cas où l'espace X est noethérien. Alors, 
pour tout xEE, En {x} contient une partie non vide de la forme Un {x}, 
où U est ouvert dans X; cela montre que E est réunion de parties locale­
ment fermées de X, donc est ind-constructible (7.2.4). 

Proposition (7.2.9) Soient X un schéma, E une partie de X. Les 
propriétés suivantes sont équivalentes: 

a) E est constructible. 
b) E est ind-constructible et pro-constructible. 
c) E et X- E sont pro-constructibles. 
d) E et X-E sont ind-constructibles. 
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Il suffit évidemment de prouver que d) entraîne a), et on peut se 
borner au cas où X est affine. Alors (7.2.3, (iii)), E (resp. X-E) est 
réunion d'une famille (E1J (resp. E~)) de parties globalement construc­
tibles de X; comme les Ei. et les E~ forment un recouvrement de X, il 
résulte de (7.2.7) qu'il y a des indices en nombre fini Ài, µi tels que les Ei.; 
et les E~j forment un recouvrement de X; cela implique que E est ré­
union des Ei.;, donc est globalement constructible. 

Corollaire (7.2.10) Soit f: X-Y un morphisme surjectif, qui est, 
soit quasi-compact, soit localement de présentation finie. Pour qu'une 
partie E de Y soit constructible (resp. pro-constructible, resp. ind-construc­
tible), il faut et il suffit que 1- 1 (E) le soit dans X. 

On sait que la condition est nécessaire ((7.1.2) et (7.2.3, (vi))); pour 
montrer qu'elle est suffisante, on est ramené au cas où X est affine, en 
vertu de (7.2.3, (iv)); en outre, en vertu de (7.2.9), on peut se borner au 
cas où f- 1(E) est pro-constructible, ou au cas où 1- 1(E) est ind­
constructible. Sif est surjectif et quasi-compact, et 1- 1 (E) pro-construc­
tible, il résulte de (7.2.3, (vii)) que E = f (f- 1 (E)) est pro-constructible. 
Si f est surjectif et localement de présentation finie, et 1- 1 (E) ind­
constructible, E = J(f- 1 (E)) est ind-constructible par (7.2.3, (viii)), ce 
qui achève la démonstration. 

(7.2.11) Soient X un schéma, :Y-sa topologie; il résulte de ((7.2.3), (i) et (ii)) que 
les parties ind-constructibles (resp. pro-constructibles) de X sont les parties ouvertes 
(resp. fermées) pour une topologie sur X, appelée topologie constructible et que 
nous noterons g-cons; nous désignerons par xcons l'ensemble X muni de la topo­
logie :y-cons. 

Proposition (7.2.12) Soient X un schéma, :Y- sa topologie, :y-cons la topologie 
constructible sur X. 

(i) La topologie :y-cons est plus fine que :Y. 
(ii) Les parties constructibles de X sont identiques aux parties à la fois ouvertes 

et fermées de I' espace xcons. 

(iii) Pour tout morphisme f: X-+ Y, l'application sous-jacente de xcons dans 
ycons est continue; on la note fcons. · 

(iv) Si le morphisme f: X-+ Y est quasi-compact,fcons est une application fermée; 
en particulier, si f est quasi-compact et bijectif, fcons est un homéomorphisme. 

(v) Si un morphisme f: X-+ Y est localement de présentation finie, j° 0 ns est une 
application ouverte; en particulier, si f est bijectif et localement de présentation finie, 
fcons est un homéomorphisme. 

(vi) Pour tout ouvert V de X, la topologie induite par :y-cons sur V est identique 
à la topologie de ucons. 

En effet, (i) résulte de ce que tout ouvert pour :Y- est un ouvert pour :y-cons 

(7.2.4), et (ii) est une traduction de (7.2.9); (iii), (iv) et (v) traduisent respectivement 
(7.2.3), (vi), (vii) et (viii). Enfin pour démontrer (vi), il suffit de remarquer que l'in­
jection canonique j: V-+ X est localement de présentation finie (6.2.6), donc 
j"ons: ucons--xcons est une application continue ouverte. 
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Proposition(7.2.13) Soit X un schéma. 
(i) Pour que X000

• soit quasi-compact; il faut et il suffit que X soit quasi-compact. 
(ii) Pour que X000

• soit séparé, il faut et il suffit que X soit quasi-séparé, et alors 
X 000

• est localement compact et totalement discontinu. 
(iii) Pour que X000

• soit compact, il faut et il suffit que X soit quasi-compact et 
quasi-séparé. 

(iv) tout point de X admet, pour la topologie :!ï 00
"

5
, un voisinage ouvert et 

compact. 
(v) Pour qu'un morphisme f: X-+ Y soit quasi-compact, il faut et il suffit que 

l'application continue f 00
"

5 :X00 "'-+ ycons soit propre. 
(i) Comme g-cons est plus fine que :!ï, il est clair que si X 000

• est quasi-compact 
il en est de même de X; la réciproque résulte de (7.2.7). 

(ii) Supposons X quasi-séparé, et montrons que x000
• est totalement discon­

tinu: en effet, six, y sont deux points distincts de X et si par exemple xit{y}, il 
existe un voisinage ouvert affine U de X ne contenant pas y; comme X est quasi­
séparé, U est rétrocompact dans X (6.1.11), donc U et X-U sont constructibles 
dans X, et par suite ouverts dans x000

• en vertu de (7.2.9), d'où notre assertion. 
Comme sur tout ouvert affine U de X, la topologie induite par :!Ï 00

"' est celle de 
U 000

• en vertu de (7.2.12, (vi)), il résulte de ce qui précède que X 000
• est localement 

compact, puisque U est ouvert dans X 000
• et que U 000

• est compact. Reste à prouver 
qui si x000

• est séparé, alors X est quasi-séparé; considérons en effet un ouvert 
affine U de X; la topologie induite sur U par :!ï 00

"' est celle de U000
• (7.2.12, (vi)), 

donc U est compact pour cette topologie induite, puisque U 000
• est compact par la 

première partie du raisonnement. Si V est un second ouvert affine dans X, Un V 
est donc une partie compacte de l'espace séparé X 00

"', étant intersection de deux 
parties compactes de cet espace; comme la topologie induite par g-cons sur 
Un V est celle de (Un V)°0

"' (7.2.12, (vi)) et que l'application identique 
(Un V)°""'-+ Un V est continue, on en conclut que Un V est quasi-compact 
pour la topologie induite par :!ï; X est par suite quasi-séparé en vertu de (6.1.12). 

(iii) est un corollaire immédiat de (i) et (ii). 
(iv) Pour tout xeX, un voisinage ouvert affine U de x pour :!ï est aussi un 

voisinage de x pour :!ï 00
"' et il est compact en vertu de (iii) et de (7.2.12, (vi)), la 

topologie induite sur U par :!ï 000
• étant identique à celle de U 00

"'. 

(v) Supposons f quasi-compact; alors on sait déjà (7.2.12, (iv)) que f° 0
"' est 

une application fermée. Soit d'autre part y un point de Y, et posons 

Z= r 1(y)=X XySpec(K'.(y)); 

Z est quasi-compact (6.1.5, (iii)) et comme le morphisme canonique p:Z-+X est 
injectif, il résulte de (i) et de ce que l'application p00

"' est continue, que la topologie 
induite sur 1- 1 (y) par celle de X 00

"' fait de 1- 1 (y) un espace quasi-compact. Cela 
prouve que j° 0

"' est une application propre (Bourbaki, Top. gén., chap. 1•r, 3• éd., 
§ 10, n° 2, th. 1). Inversement, supposons que l'application continue f° 0

"
5 soit 

propre, et soit V un ouvert quasi-compact de Y; si h : V-+ Y est l'injection cano­
nique, h00

"': V00 "'-+ Y 00
"' est continue et injective et V00

"' est quasi-compact 
par (i), donc la topologie induite sur V par celle de Y 00

"' fait de V un espace quasi­
compact. L'hypothèse que j° 0

"' est propre entraîne alors que la topologie induite 
sur 1- 1 (V) par celle de X 00

"' fait de 1- 1 (V) un espace quasi-compact (loc. cit., 
prop. 6), donc 1- 1 (V) est aussi un sous-espace quasi-compact de X, ce qui montre 
que le morphisme f est quasi-compact. 

(7.2.14) Nous montrerons plus tard comment on peut, pour tout schéma X, 
munir l'espace X 00

"' d'un faisceau d'anneaux qui en fait un schéma dont les an-
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neaux locaux sont tous des corps, identiques aux corps résiduels aux points de X. 
De tels schémas s'introduisent par exemple de façon naturelle dans la traduction, 
en langage des schémas, des constructions de Néron (14] dans sa théorie de la 
réduction des variétés abéliennes. 

7.3. Applications aux morphismes générisants 
Théorème (7.3.1) Soient X un schéma, E une partie ind-constructible de X 

(7.2.2), x un point de X. Pour que x soit intérieur à E, il faut et il suffit que toute 
générisation (0, 2.1.1) x' de x appartienne à E, autrement dit (2.5.2) que l'on ait 
Spec(lDx,J c E. 

La condition est évidemment nécessaire, tout voisinage de x contenant les 
générisations de x. Pour voir qu'elle est suffisante, on peut évidemment se borner 
au cas où X=Spec(A) est affine, x étant donc un idéal premier p de A. On sait 
alors (7.2.3,(ix)) qu'il existe un schéma affine X'= Spec(A') et un morphisme 
f:X'-+X tels que f(X')=X-E. Posons Y=Spec(lDx,J et Y'=X'xxY; l'hypo­
thèse signifie (en vertu de (3.4.4)) que l'on a Y' =0, autrement dit A'® A Av =0. 
Comme Av=li!!!A, lorsque t parcourt A-p (1.3.3), on a ~A;=O, le foncteur 
~ commutant avec le produit tensoriel. Par suite (0, 6.1.1) il existe un teA-p 
tel que A;=O, et D(t) est alors un voisinage ouvert de x dans X contenu dans E. 

Corollaire (7.3.2) Pour toute partie pro-constructible F tfun schéma X, on a 

F= U {x}. 
xeF 

Comme E=X-F est ind-constructible (7.2.3,(i)) et que la réunion des en­
sembles {x} pour xeF est l'ensemble des points dont une générisation appartient 
à F, cet ensemble a pour complémentaire l'ensemble des points dont toutes les 
générisations appartiennent à E; le corollaire résulte donc de (7.3.1) par passage 
aux complémentaires. 

Proposition (7.3.3) Soit f: X-+ Y un morphisme générisant (3.9.2). Alors, pour 
toute partie pro-constructible F de Y, on a f 1(F)=f- 1(F). Pour toute partie 
ind-constructible E de Y, l'intérieur (f- 1 (E))0 est égal à 1- 1 (E0

). 

Les deux assertions se déduisent l'une de l'autre par passage aux complé­
mentaires; prouvons la seconde. On a évidemment 1- 1(E0 )c(f- 1(E))0 , et 
il n'y a qu'à démontrer l'inclusion inverse. Or, six est intérieur à f- 1(E) on a 
Spec(lDx.x) Cr 1(E) et puisque f(Spec(lDx.x)) = Spec(lDy) (où y= f(x)), on a 
Spec(lDv) c E; on conclut de (7.3.1) que yeE 0

, CQFD. 

Corollaire (7.3.3.1) Soient Y un schéma, TJ un point maximal de Y, f: X-+ Y 
un morphisme, U une partie pro-constructible de X, dense dans X. Alors V nf- 1(TJ) 
est dense dans .r-1 

( TJ ). 
En remplaçant f par f,ed, on peut supposer Y réduit. On peut se borner au cas 

où 1- 1 (TJ) n'est pas vide; soit i :J- 1 (TJ)-+ X l'injection canonique, qui est un 
morphisme plat puisque Y est réduit et TJ point maximal de Y (3.4.4); i est donc 
générisant (3.9.3). Puisque U est pro-constructible dans X, on conclut de (7.3.3) 
que l'on a i- 1(Û)= i- 1(U), et comme Ü =X, cela prouve le corollaire. 

Corollaire (7 .3.4) Soient f : X-+ Y un morphisme générisant et quasi-compact, 
F une partie fermée de X telle que F= 1- 1(f(F)); alors on a F= f- 1(f(F)). 

Soit X' le sous-schéma réduit de X ayant F pour ensemble sous-jacent (4.6.1), 
et soit j:X'-+X l'injection canonique; alors foj est quasi-compact (6.1.5), donc 
f(F) est pro-constructible dans Y (7.2.3, (vii)), et le corollaire résulte de (7.3.3) et 
de ce que F est fermé. 
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On peut encore écrire le résultat de (7.3.4) sous la forme F=f- 1(f(X)nf(F)), 
autrement dit, les ensembles fermés du sous-espace f(X) de Y sont les parties 
Z cf (X) telles que 1- 1 (Z) soit fermé dans X; cela signifie aussi que la topologie 
induite par Y sur f(X) est quotient de celle de X par la relation d'équivalence définie 
par f. En particulier: 

Corollaire (7.3.5) Soit f: X--+ Y un morphisme générisant (resp. universelle­
ment générisant), quasi-compact et surjectif. Alors f est submersif (resp. universelle­
ment submersif) (3.10.1). 

Proposition (7 .3.6) Soient X, Y deux S-schémas, f: X---+ Y un S-morphisme uni­
versellement générisant (3.9.2), quasi-compact et surjectif. Pour que Y soit séparé 
au-dessus de S, il faut et il suffit que I'immersion canonique j: X X y X---+ X x 8X 
(5.1.3) soit fermée. 

On a en effet un carré cartésien (0, 1.4.8) 

Comme f est surjectif, il en est de même de f xsf; d'autre part la diagonale dy(Y) 
a pour image réciproque par fxsf l'image j(XxyX) (3.4.5). Comme fxsf est 
générisant (3.9.2), surjectif et quasi-compact, il suffit d'appliquer (7.3.5) à ce mor­
phisme. 

Proposition (7 .3. 7) Soit f: X---+ Y un morphisme générisant, quasi-compact et 
surjectif. Pour qu'une partie Z de Y soit localement fermée et pro-constructible, il 
faut et il suffit que 1- 1 (Z) soit une partie localement Jermée et pro-constructible de X. 

On sait déjà (7.2.10) que, pour que Z soit une partie pro-constructible de Y, 
il faut et il suffit que 1- 1 (Z) soit une partie pro-constructible de X. La condition 
de l'énoncé est évidemment nécessaire. Pour prouver qu'elle est suffisante, con­
sidérons le sous-schéma fermé réduit Y1 de Y ayant 2 pour espace sous-jacent, 
et soit X1 le sous-schéma de X image réciproque de Y1 par f, qui a pour espace 
sous-jacent 1- 1('l)=f 1(Z) en vertu de (7.3.3). Comme 1- 1(Z) est localement 
fermé dans X, il est ouvert dans f 1(Z), donc dans X1 ; or le morphisme f 1 :X1---+ Y1 
déduit de f par restriction est générisant (3.9.2.1), quasi-compact et surjectif; on 
déduit donc de (7.3.5) que Z est ouvert dans 2, ce qui montre que Z est localement 
fermé dans Y. 

Remarque (7.3.8) Si f: X---+ Y est un morphisme fidèlement plat mais non 
quasi-compact, la topologie de Y n'est pas nécessairement quotient de celle de X 
par la relation d'équivalence définie par f. Par exemple, soit Y =Spec(A), où A 
est un anneau principal ayant une infinité d'idéaux maximaux, et soit X le schéma 
somme des schémas Spec(lDv.), où y parcourt Y; prenons pour f le morphisme 
canonique, qui est fidèlement plat; si TJ désigne le point générique de Y, Z={TJ} 
n'est pas ouvert dans Y (les ensembles fermés de Y autres que Y étant les parties 
finies 1?-e contenant pas TJ), majs 1- 1(Z)=Spec(lDv.~) puisque lDv.~ est un corps, et 
par smte 1- 1 (Z) est ouvert dans X. 

Lemme (7.3.9) Soit f: X--+ Y un morphisme localement de présentation finie. 
Pour qu'un point ye Y soit intérieur à f (X), il faut et il suffit que toute générisation 
de y dans Y appartienne à f (X). 



§ 7. Ensembles constructibles dans les schémas 341 

C'est une conséquence immédiate de (7.3.1) appliqué à f(X), puisque f(X) est 
ind-constructible dans Y en vertu de (7.2.3,(viii)). 

Proposition (7.3.10) Soit f: X-+ Y un morphisme localement de présentation 
finie. Pour que f soit ouvert en un point xeX (resp. ouvert, resp. universellement 
ouvert en x, resp. universellement ouvert), il faut et il suffit que f soit générisant au 
point x (resp. générisant, resp. universellement générisant au point x, resp. univer­
sellement générisant). En particulier, un morphisme plat et localement de présentation 
finie est universellement ouvert. 

On n'a à prouver que la suffisance des conditions (3.9.4), et on peut se limiter 
à montrer que si f est générisant au point x, il est ouvert au point x. Mais il suffit 
pour cela d'appliquer (7.3.9) à la restriction U-+ Y de f à un voisinage ouvert 
arbitraire U de x. 

Corollaire (7.3.11) Soient f: X-+ Y un morphisme localement de présentation 
finie, x un point de X, y= f(x); posons Y1 =Spec(lDv), X1 =Xm>,f 1 = fm>: X1-+ Y1• 

Pour que f soit ouvert (resp. universellement ouvert) au point x, il faut et il suffit 
que f 1 le soit (on rappelle que X1 est canoniquement identifié à un sous-espace 
de X (3.4.4)). 

La condition est trivialement nécessaire; montrons qu'elle est suffisante. Il 
est clair que si f 1 est générisant au point x, il en est de même de f; donc il n'y a 
qu'à prouver, en vertu de (7.3.10) (et compte tenu de (6.2.6,{iii))) que lorsque f 1 
est universellement générisant au point x, il en est de même de j. Or, soit g: Y'-+ Y 
un morphisme changement de base; posons X' =X<Y'l• f' = f<Y'J• et soient x' un 
point de X' au-dessus de x, et y'= J(x'). Posons Yi =Spec(lDv'.y'), Xi =X' xv,Yi, 
fi = f <Y'); comme g(y') = y, le morphisme composé Yi -> Y' ..l!...+ Y se factorise 
en Yi-+Y 1 -+Y (2.5.2), donc X'1 =X 1 xv,Yi et fi=(f 1h,>; l'hypothèse entraîne 
que fi est générisant au point x', donc il en est de même de f'. 

Remarques (7.3.12) (i) On notera qu'un morphisme f: X-+ Y fidèlement plat 
et quasi-compact n'est pas nécessairement ouvert, même lorsque X et Y sont noe­
thériens. Prenons par exemple le même schéma Y que dans (7.3.8) et soit X le 
schéma somme YllSpec(K'.(TJ)), f étant le morphisme canonique; il est clair que j 
est plat et surjectif, donc fidèlement plat, et en outre quasi-compact; mais l'image 
par f de la partie ouverte Spec(K'.(TJ)) de X est { TJ}, qui n'est pas ouvert dans Y. 

(ii) Il est facile d'autre part de donner des exemples de morphismes de type 
fin~ universellement ouverts f: X-+ Y, où X et Y sont noethériens, et qui cepen­
dant ne sont pas plats. Prenons par exemple Y= Spec(A), où A est un anneau 
local noethérien non réduit, X= Y,ed = Spec(A,.d), pour f le morphisme canoni­
que, qui est un homéomorphisme universel (4.5.3). Cependant f n'est pas plat, car 
sinon A,ed serait un A-module fidèlement plat (0, 6.6.1) et l'homomorphisme 
A-+Ared serait alors injectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 3, n° 5, prop. 8), ce 
qui est absurde. 

Proposition (7.3.13) Soit Y un schéma discret. Alors tout morphisme f: X-+ Y 
est universellement ouvert. 

La question étant locale sur Y (3.8.2,(v)), on peut se borner au cas où l'espace 
sous-jacent Y est réduit à un point; remplaçant f par f,ed (4.5.14), on peut en outre 
supposer que Y est le spectre d'un corps k; d'autre part, pour tout changement de 
base Y'-+ Y, les ouverts de X'= X Xy Y' images réciproques des ouverts affines 
de X recouvrent X', donc on peut supposer X= Spec(B) affine, B étant une 
k-algèbre. Il s'agit donc de prouver que pour toute k-algèbre A', si l'on pose 
B' =B ®kA', l'image par f': Spec(B')-+Spec(A') de tout ouvert de la forme 
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U =D(t) (teB') est ouverte dans Spec(A'). Or, Best limite inductive de la famille 
filtrante croissante (BJ de ses sous-k-algèbres de type fini, donc (le foncteur ~ 
commutant au produit tensoriel), B' est limite inductive des A'-algèbres 
B/8\A'=B~; il existe rx tel que t soit image dans·B' d'un élément taEB~, donc 
D(t) est l'image réciproque par le morphisme canonique ua: Spec(B') ➔ Spec(BJ 
de l'ouvert Ua=D(tJ (1.2.2.2). Mais comme k est un corps, Ba est une k-algèbre 
de présentation finie et un k-module plat, donc B~ est une A' -algèbre de présen­
tation finie et un A'-module plat; on conclut donc de (7.3.10) que l'image de Uœ 
par f ~: Spec(BJ ➔ Spec(A') est ouverte dans Spec(A'). Tout revient par suite à 
voir que f'(U) = f~(UJ; il est clair que f'(U) c f~(UJ et il reste donc à voir 
que pour tout point y' ef~(UJ, l'intersection V= U nf'- 1(y') n'est pas vide. Or 
on a V=u; 1(VJ, où Va=Uœnf~- 1(y'); autrement dit, Va est un ouvert non vide 
(par définition de y') du schéma Spec(B~@A.K(y')) = Spec(Ba@kK(y')) et V est 
son image réciproque par le morphisme v: Spec(B @k K(y'))--+ Spec(Bœ @k K(y')). 
Comme Ba est une sous-algèbre de B et que k est un corps, l'homomorphisme 
Ba ®k K(y')--+ B ®k K(y') est injectif par platitude, donc le morphisme v est domi­
nant (1.2.7), ce qui achève la démonstration. 

Corollaire (7.3.14) Soient k un corps, X, Y des k-schémas; alors le morphisme 
projection X xk Y --+X est universellement ouvert. En particulier, pour toute ex­
tension K de k, le morphisme projection X<K>--+X est universellement ouvert. 

Il suffit d'appliquer (7.3.13) au morphisme structural Y --+Spec(k). 

Corollaire (7.3.15) Soit f: X--+ Y un morphisme de schémas. Pour tout yeY, 
I'ensemble des points xef- 1(y) oùf est universellement ouvert est une partie fermée 
de r 1 (y). 

En effet, si en un point xef- 1 (y), f n'est pas universellement ouvert, il y a 
un morphisme Y'--+ Y tel que, si f' = f<v·> : X<n--+ Y', il y ait un y' e Y' au-dessus 
de-~ et un x ef'- 1 (y') au-dessus de x, où f' n'est pas ouvert. Mais alors (0, '2.8.4), 
il y a un voisinage V' de x dans f'- 1 (y') où f' n'est pas ouvert, et en vertu de 
(7.3.14) la projection V de V' sur 1- 1 (y) est un voisinage de x dans 1- 1 (y), aux 
points duquel f n'est évidemment pas universellement ouvert. 

Remarque (7.3.16) Si f: X--+ Y est un morphisme ouvert, on sait que, pour 
toute partie E de Y, on a f- 1 (Ë) = f- 1(E) (Bourbaki, Top. gén., chap. I, 4° éd., 
§ 5, n° 4, prop. 7). Cette remarque s'applique par exemple lorsque f est un mor­
phisme plat localement de présentation finie (7.3.10), ou un morphisme projection 
X xk Y --+X où X, Y sont des schémas sur un corps k (7.3.14), et généralise alors 
(7.3.3). 

§ K Applications rationnelles 

8.1. Applications rationnelles et fonctions rationnelles 

(8.1.1) Soient X, Y deux schémas, U, V, deux ouverts denses dans X,f (resp. g) 
un morphisme de U (resp. V) dans Y; nous dirons que f et g sont équivalents s'ils 
coïncident dans un ouvert dense dans Un V. Comme une intersection finie 
d'ouverts denses dans X est un ouvert dense dans X, il est clair que cette relation 
est une relation d'équivalence. 

Définition (8.1.2) Étant donnés deux schémas X, Y, on appelle application 
rationnelle de X dans Y une classe d'équivalence de morphismes de parties ouvertes 
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denses de X dans Y, pour la relation définie dans (8.1.1). Si X et Y sont des S-schémas, 
on dit qu'une telle classe est une S-application rationnelle s'il existe un représentant 
de cette classe qui est un S-morphisme. On appelle S-section rationnelle de X toute 
S-application rationnelle de S dans X. On appelle fonction rationnelle sur un schéma 
X toute X-section rationnelle du X-schéma X®zZ[T] (où Test une indéterminée). 

Par abus de langage, lorsqu'il ne sera question que de S-schémas, on dira 
«application rationnelle» au lieu de «S-application rationnelle» si aucune con­
fusion ne peut en résulter. 

Soient f une application rationnelle de X dans Y, U un ouvert de X; si f 1,f 2 
sont des morphismes appartenant à la classe f, définis respectivement dans des 
ouverts denses V, W de X, les restrictions f 11(U n V), f 2 1(U n W) coïncident dans 
Un V n W qui est dense dans U; la classe de morphismes f définit donc une appli­
cation rationnelle de U dans Y, appelée restriction de f à U et notée JIU. 

Si, à tout S-morphisme f: X-+ Y, on fait correspondre la S-application ration­
nelle à laquelle appartient f, on définit une application canonique de Homs(X, Y) 
dans l'ensemble des S-applications rationnelles de X dans Y. On désigne par 
r;..,(X/Y) l'ensemble des Y-sections rationnelles de X, et on a donc une application 
canonique r(X/Y)--+ r,.,(XjY). Il est clair en outre que si X et Y sont deux S-sché­
mas, l'ensemble des S-applications rationnelles de X dans Y s'identifie canonique­
ment à r;..,((X Xs Y)/X) (0, 1.3.7). 

(8.1.3) Il résulte aussitôt de (8.1.2) et de (0, 1.3.7) que les fonctions rationnelles 
sur X s'identifient canoniquement aux classes d'équivalence des sections du faisceau 
structural C9x au-dessus d'ouverts partout denses de X, deux telles sections étant 
équivalentes si elles coïncident dans un ouvert partout dense contenu dans l'inter­
section de leurs ensembles de définition. Il en résulte en particulier que les fonc­
tions rationnelles sur X forment un anneau R(X). 

(8.1.4) Lorsque X est un schéma irréductible, tout ouvert non vide est dense 
dans X; on peut encore dire que les ouverts non vides de X sont les voisinages 
ouverts du point générique x de X. Dire que deux morphismes de parties ouvertes 
non vides de X dans Y sont équivalents signifie donc dans ce cas qu'ils ont même 
germe au point x. Autrement dit, les applications rationnelles (resp. S-applications 
rationnelles) X--+ Y s'identifient aux germes au point générique x de X de mor­
phismes (resp. de S-morphismes) dans Y. En particulier: 

Proposition (8.1.5) Si X est un schéma irréductible, l'anneau R(X) des fonctions 
rationnelles sur X s'identifie canoniquement à l'anneau local(!)" du point générique x 
de X. C'est un anneau local de dimension 0, et par suite un anneau local artinien 
lorsque X est noethérien; c'est un corps lorsque X est intègre, et il s'identifie au corps 
des fractions de A(X) lorsqu'en outre X est un schéma affine. 

Vu ce qui précède et l'identification des fonctions rationnelles aux sections de 
C9x au-dessus d'un ouvert partout dense, la première assertion n'est autre que la 
définition de la fibre d'un faisceau en un point. Pour les autres assertions, on peut 
se borner au cas où X est affine d'anneau A; alors ix est le nilradical de A, et (!)" 
est donc de dimension O; si A est intègre, ix=(O), et(!)" est donc le corps des frac­
tions de A. Enfin, si A est noethérien, on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2, 
n°7, cor. de la prop. 15) que Îx est nilpotent et (!)x=Ax artinien. 

Si X est intègre, l'anneau (!.), est intègre pour tout zeX; tout ouvert affine U 
contenant z contient aussi x, et R(U), égal au corps des fractions de A(U), s'identifie 
donc à R(X); on en conclut que R(X) s'identifie aussi au corps des fractions de (!),: 
l'identification canonique de (!)z à un sous-anneau de R(X) consiste à faire corres-
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pondre à tout germe de section se(!), l'unique fonction rationnelle sur X, classe 
d'une section de @x (nécessairement définie sur un ouvert partout dense) ayant 
pour germe s au point z. 

(8.1.6) Supposons que l'ensemble des composantes irréductibles de X soit 
localement fini; soit (XJ la famille de ces composantes. L'ensemble des inter­
sections Xi. n X11 pour À#µ est alors localement fini, donc la réunion de ces 
ensembles est fermée et ne contient aucun des points maximaux de X; si X~ est 
l'ouvert de X, complémentaire par rapport à Xi. de la réunion des Xi.nX 11 pour 
À#µ, X~ est irréductible, son point générique est celui de Xi. et les X~ sont deux à 
deux disjoints, leur réunion étant dense dans X. Pour tout ouvert U partout dense 
dans X, U~ =Un X~ est un ouvert non vide dense dans X~, les U~ étant deux à 
deux disjoints, donc U' = U U~ est dense dans X. Se donner un morphisme de U' 

). 

dans Y revient à se donner (arbitrairement) un morphisme de chacun des U~ dans Y. 
Par suite (8.1.4): 

Proposition (8.1.7) Soient X, Y deux ~chémas (resp. S-schémas) tels que la 
famille (XJ des composantes irréductibles de X soit localement finie; pour chaque À, 

soit Xi. le point générique de Xi., Si Ri. est l'ensemble des germes au point Xi. de mor­
phismes (resp. S-morphismes) dans Y, l'ensemble des applications rationnelles (resp. 
S-applications rationnelles) de X dans Y s'iqentifie au produit des Ri., En particulier, 
l'anneau des fonctions rationnelles sur X s'identifie au produit des anneaux locaux 
@x,x. . 

Corollaire (8.1.8) Soit X un schéma noethérien. L'anneau des fonctions ration­
nelles sur X est un anneau artinien, dont les composants locaux sont les anneaux 
locaux (!)x, des points maximaux x 1 de X. 

Corollaire (8.1.9) Soient A un anneau noethérien, et soit X= Spec(A). Si Q 
est le complémentaire de la réunion des idéaux premiers minimaux de A, l'anneau des 
fonctions rationnelles sur X s'identifie canoniquement à l'anneau de fractions Q- 1 A. 

Cela résultera du lemme suivant: 

Lemme (8.1.9.1) Pour qu'un élément feA soit tel que D(f) soit partout dense 
dans X, il faut et il suffit que f eQ; tout ouvert dense dans X contient un ouvert de 
laforme D(f). 011 feQ. 

En effet, supposons ce lemme démontré; l'anneau des sections r(D(f),@x) 
s'identifiant à A1 ((1.3.6) et (1.3.7)), il résulte du fait que les D(f) avec f eQ forment 
un ensemble cofinal dans l'ensemble ordonné (pour ::::, ) des ouverts denses dans X, 
et de la déf. (8.1.1), que l'anneau des fonctions rationnelles sur X s'identifie à la 
limite inductive des ~ pour feQ (pour la relation de préordre «g est multiple 
de f»), c'est-à-dire à ~- 1 A. 

Pour démontrer (8.1.9.1), désignons encore par X1 les composantes irréductibles 
de X (l~i~n); si D(f) est dense dans X, D(f)nX 1#0 pour l~i~n et réci­
proquement; mais cela signifie que frl=p1 pour 1 ~ i~n, en posant p1=i(X 1), et 
comme les p1 sont les idéaux premiers minimaux de A (Bourbaki, Alg. comm., chap. 
II,§ 4, n° 3, cor. 2 de la prop. 14), les relations frj;p1 (1 ~i~n) équivalent à f eQ, 
d'où la première assertion du lemme. D'autre part, si U est un ouvert dense dans 
X, le complémentaire de U est un ensemble de la forme V(a), où a est un idéal qui 
n'est contenu dans aucun des p1; il n'est donc pas contenu dans leur réunion (Bour­
baki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2), et il existe donc un f ea appartenant 
à Q; d'où D(f) c U, ce qui achève la démonstration. 



§ 8. Applications rationnelles 345 

(8.1.10) Supposons de nouveau X irréductible, de point générique x. Comme 
tout ouvert non vide U de X contient x, et par suite contient aussi tout zeX tel 
que xe{z}, tout morphisme U---+ Y peut se composer avec le morphisme canoni­
que Spec(lD,)---+X (2.5.1); et deux morphismes dans Y de deux parties ouvertes 
non vides de X, qui coïncident dans une partie ouverte non vide de X, donnent par 
composition le même morphisme Spec(lD,)---+ Y. Autrement dit, à toute applica­
tion rationnelle de X dans Y correspond ainsi un morphisme Spec(lD,)---+ Y bien 
déterminé. 

Proposition (8.1.11) Soient X, Y deux S-schémas; on suppose X irréductible, 
de point générique x, et Y localement de type fini sur S. Deux S-applications ration­
nelles de X dans Y, auxquelles correspond le même S-morphisme Spec(lD,)---+ Y, sont 
identiques. Si on suppose de plus Y localement de présentation finie, tout S-mor­
phisme de Spec(lD,) dans Y correspond à une S-application rationnelle (et une seule) 
de X dans Y. 

Compte tenu de ce que tout ouvert non vide de X est partout dense, cela résulte 
aussitôt de (6.6.1). 

Corollaire (8.1.12) On suppose Y localement de présentation finie, et les autres 
hypothèses de (8.1.11) satiefaites. Les S-applications rationnelles de X dans Y 
s'identifient alors aux points du S-schéma Y, à valeurs dans le S-schéma Spec(lD,). 

Çela n'est autre que (8.1.11), avec la terminologie introduite dans (3.5.1). 

Corollaire (8.1.13) On suppose remplies les conditions de (8.1.12). Soit s l'image 
de x dans S. La donnée d'une S-application rationnelle de X dans Y équivaut à la 
donnée d'un point y de Y au-dessus des, et d'un @,-homomorphisme local lDY---+lDx=R(.X). 

Cela résulte de (8.1.11) et de (2.5.3). 

En particulier: 

Corollaire (8.1.14) Sous les conditions de (8.1.12), les S-applications rationnelles 
de X dans Y ne dépendent ( pour Y donné) que du S-schéma Spec ( lDx) et en particulier 
restent les mêmes lorsqu'on remplace X par Spec(lD,), pour tout zeX. 

Eneffet,comme ze{x}, xestlepointgénériquede Z=Spec(lD,), et lDx.x=lDz.x• 

Lorsque X est intègre, R(X)=lDx=K(x) est un corps (8.1.5); les corollaires 
précédents se spécialisent alors en: 

Corollaire (8.1.15) On suppose vérifiées les conditions de (8.1.12) et en outre 
que X est intègre. Soit s l'image de x dans S. Alors les S-applications rationnelles 
de X dans Y s'identifient aux points de Y® 8 K(s) à valeurs dans l'extension R(X) 
de K(s), autrement dit chacune d'elles équivaut à la donnée d'un point yeY au­
dessus des et d'un K(s)-monomorphisme de K(y) dans K(x)=R(X). 

Les points de Y au-dessus des s'identifient en effet à ceux de Y® 8 K(s) (3.4.6) 
et les @,-homomorphismes locaux (DY---+ R(X) aux K(s)-monomorphismes 
K(y)---+R(X). 

Plus particulièrement: 

Corollaire (8.1.16) Soient k un corps, X, Y deux préschémas localement algé­
briques (6.5.1) sur k; on suppose en outre X intègre. Alors les k-applications ration­
nelles de X dans Y s'identifient aux points de Y à valeurs dans l'extension R(X) de k 
(3.5.4). 
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8.2. Domaine de définition d'une application rationnelle 

(8.2.1) Soient X, Y deux schémas, f une application rationnelle de X dans Y. 
On dit que f est définie en un point xeX s'il existe un ensemble ouvert partout 
dense U contenant x et un morphisme U---+ Y appartenant à la classe d'équivalence 
f. L'ensemble des points xeX où f est définie est appelé le domaine de définition 
de f; il est clair que c'est un ouvert partout dense dans X. 

Proposition (8.2.2) Soient X, Y deux S-schémas, tels que X soit réduit et Y 
séparé sur S. Soit f une S-application rationnelle de X dans Y, U O son domaine de 
définition. Il existe alors un S-morphisme et un seul U 0 ---+ Y appartenant à la classe f 

Comme pour tout morphisme U---+ Y appartenant à la classe f, on a néces­
sairement U c U0 , il est clair que la proposition sera conséquence du 

Lemme (8.2.2.1) Sous les hypothèses de (8.2.2), soient U 1 , U 2 deux ouverts 
partout denses de X, fi: Ui---+ Y (i = 1, 2) deux S-morphismes tels qu'il existe un ouvert 
V c U1 n U2 dense dans X et dans lequel J1 et f 2 coi'ncident. Alors f 1 et f 2 coïnci­
dent dans U1 n U2 • 

On peut évidemment se borner au cas où X= U 1 = U2 • Comme X (donc V) 
est réduit, X est le plus petit sous-schéma fermé de X majorant V (4.6.2). Soit 
g=(f 1,f 2 )8 :X---+Yx8 Y; commeparhypothèseladiagonale T=dy(Y) estunsous­
schéma fermé de Yx 8 Y, Z=g- 1 (T) est un sous-schéma fermé de X (4.3.1). Si 
h: V---+ Y est la restriction commune de f 1 et f 2 à V, la restriction de g à V 
est g' = (h,h)s, qui se factorise en g' =dyoh; comme dy 1 (T)= Y, on a g'- 1 (T)= V, 
et par suite Z est un sous-schéma fermé de X induisant V, donc majorant V, ce 
qui entraîne Z=X. De la relation g- 1 (T)=X, on déduit (4.3.1) que g se factorise 
en dyo f, où f est un morphisme X-+ Y, ce qui entraîne par définition du mor­
phisme diagonal que !1 = f 2 = f 

Il est clair que le morphisme U 0 ---+ Y défini dans (8.2.2) est l'unique morphisme 
de la classe f qui ne puisse être prolongé à un morphisme d'une partie ouverte de X 
contenant strictement U0 • Sous les hypothèses de (8.2.2), on peut donc identifier les 
applications rationnelles de X dans Y aux morphismes non prolongeables (à des 
ouverts strictement plus grands) d'ouverts partout denses de X dans Y. Avec cette 
identification, la prop. (8.2.2) entraîne: 

Corollaire (8.2.3) Les hypothèses sur X et Y étant celles de (8.2.2), soit U un 
ouvert partout dense de X. Il existe une correspondance biunivoque canonique entre 
les S-morphismes de U dans Y et les S-applications rationnelles de X dans Y définies 
en tous les points de U. 

En vertu de (8.2.2), pour tout S-morphisme f de U dans Y, il existe en effet une 
S-application rationnelle et une seule J de X dans Y qui prolonge f. 

Corollaire (8.2.4) Soient S un schéma separé, X un S-schéma réduit, Y U1:! 
S-schéma séparé, J: V-+ Y un S-morphisme d'un ouvert dense U de X dans Y. Si f 
est la Z-application rationnelle de X dans Y qui prolonge f, J est un S-morphisme 
( et est par suite la S-application rationnelle de X dans Y prolongeant f). 

En effet, si cp:X---+S, \j,:Y---+S sont les morphismes structuraux, U0 le domaine 
de définition de J, j l'injection U 0 ---+ X, il suffit de prouver que \j,o J = cpo j, ce qui 
résulte aussitôt de (8.2.2.1), puisque f est un S-morphisme. 

Corollaire (8.2.5) Soient X, Y deux S-schémas; on suppose X réduit, X et Y 
séparés sur S. Soient p:Y---+X un S-morphisme ( faisant de Y un X-schéma), U un 
ouvert partout dense de X,f une V-section de Y; alors l'application rationnelle J de X 
dans Y prolongeant f est une X-section rationnelle de Y. 



§ 8. Applications rationnelles 347 

Il faut prouver que po J est l'identité dans le domaine de définition de J; puis­
que X est séparé sur S, cela résulte encore de (8.2.2.1). 

Corollaire (8.2.6) Soient X un schéma réduit, U un ouvert partout dense de X. 
Il y a correspondance biunivoque canonique entre les sections de C9x au-dessus de U 
et les fonctions rationnelles f sur X définies en tout point de U. 

Compte tenu de (8.2.3), (8.1.2) et (8.1.3), il suffit de remarquer que le X-schéma 
X® zZ[T] est séparé au-dessus de X (5.3.1, (iv)). 

Corollaire (8.2.7) Soient Y un schéma réduit, f:X-+Y un morphisme séparé, 
U un ouvert partout dense de Y, g:U-.f- 1(U) une V-section de f- 1(U), Z le 
sous-schéma réduit de X ayant g{l]) pour espace sous-jacent (4.6.1). Pour que g soit 
restriction d'une Y-section de X (autrement dit (8.2.5), pour que l'application ration­
nelle de Y dans X prolongeant g soit partout définie), il faut et il suffit que la res­
triction de f à Z soit un isomorphisme de Z sur Y. 

La restriction de f à f- 1 (U) est un morphisme séparé (5.3.1, (i)), donc g est 
une immersion fermée (5.2.4), et par suite g(U)=Znf- 1 (U) et le sous-schéma 
induit par Z sur l'ouvert g(U) de Z est identique au sous-schéma fermé de f- 1 (U) 
associé à g (4.6.1). Il est clair alors que la condition de l'énoncé est suffisante, car 
si elle est remplie et si f 2 :Z-+ Y est la restriction def àZ et g: Y-.Z l'isomorphisme 
réciproque, g prolonge g. Inversement, si g est restriction à U d'une Y-section h 
de X, h est une immersion fermée (5.2.4), donc h(Y) est fermé, et comme il est con­
tenu dans Z, il est égal à Z, et il résulte de (4.6.1) que h est nécessairement un iso­
morphisme de Y sur le sous-schéma fermé Z de X. 

(8.2.8) Soient X, Y deux S-schémas, X étant supposé réduit et Y séparé sur S. 
Soit f une S-application rationnelle de X dans Y, et soit x un point de X; on peut 
composer f avec le S-morphisme canonique Spec(lD,)-+X (2.5.1) pourvu que la 
trace sur Spec(lD,) du domaine de définition de f soit dense dans Spec(lD,) (iden­
tifié à l'ensemble des zeX tels que xe{ z} (2.5.2)). Ceci aura lieu lorsque l'ensemble 
des composantes irréductibles de X est localement fini; cela résulte en effet du 

Lemme (8.2.8.1) Soient X un schéma dont l'ensemble des composantes irréduc­
tibles est localement fini, x un point de X. Les composantes irréductibles de Spec(lD,) 
sont les traces sur Spec(lDx) des composantes irréductibles de X contenant x. Pour 
qu'un ouvert U c X soit tel que Un Spec(lDx) soit dense dans Spec(lDx), il faut et il 
suffit qu'il rencontre les composantes irréductibles de X contenant x (ce qui a lieu en 
particulier si U est dense dans X). 

La seconde assertion résulte évidemment de la première, et il suffit donc de 
démontrer celle-ci. Comme Spec(lD,) est contenu dans tout ouvert affine U conte­
nant x, et que les composantes irréductibles de U contenant x sont les traces sur U 
des composantes irréductibles de X contenant x (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, 
§ 4, n° 1, prop. 7), on peut supposer X affine d'anneau A. Comme les idéaux pre­
miers de A" correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de A contenus 
dans Îx (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 4, n° 3, cor. 2 de la prop. 14), les idéaux 
premiers minimaux de A" correspondent aux idéaux premiers minimaux de A 
contenus dans ix, d'où le lemme (Bourbaki, Alg. comm., chap. Il,§ 2, n° 5, prop.11). 

Cela étant, supposons que l'on soit dans le cas précité. Si U est le domaine de 
définition de la S-application rationnelle f, désignons par f' l'application ration­
nelle de Spec(lD") dans Y qui coïncide (compte tenu de (2.5.2)) avec f dans 
Un Spec(lD,); nous dirons que cette application rationnelle est induite par f. 
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Proposition (8.2.9) Soient S un schéma, X un S-schéma réduit, Y un S-schéma 
séparé sur S et localement de présentation finie sur S. On suppose en outre que l'en­
semble des composantes irréductibles de X soit localement fini. Soient alors f une 
S-application rationnelle de X dans Y, x un point de X. Pour que f soit définie au 
point x, il faut et il suffit que l'application rationnelle f' de Spec( lD,) dans Y, induite 
par f (8.2.8), soit un morphisme. 

La condition étant évidemment nécessaire (puisque Spec(lD,) est contenu dans 
tout ouvert contenant x), prouvons qu'elle est suffisante. En vertu de (6.6.1), il 
existe un voisinage ouvert U de x dans X et un S-morphisme g de U dans Y, in­
duisant f' sur Spec(lD,). Il n'y a qu'un nombre fini de composantes irréductibles Xi 
de X contenant x (8.2.8.1), et on peut supposer que ce sont les seules rencontrant U, 
en remplaçant au besoin U par un ouvert plus petit. Comme les points génériques 
des X1 appartiennent au domaine de définition de f (8.2.2), on voit que f et g coïn­
cident dans un ouvert non vide de chacun des Xi (6.6.1). Tenant compte du fait 
que chacun des Xi est contenu dans 0, considérons alors le morphisme f 1, défini 
dans un ouvert dense de U u (X- Û), égal à g dans U et à f dans l'intersection 
de X- Ü et du domaine de définition de f. Comme U u (X- Ü) est dense dans X, 
f 1 et f coïncident dans un ouvert dense de X, et comme f est une application 
rationnelle, f est une extension de f 1 (8.2.3), donc est définie au point x. 

(8.2.10) Pour énoncer les deux résultats suivants, nous nous servirons d'une 
terminologie qui sera justifiée et discutée au chap. IV: si F est une partie d'un 
schéma Y, on appelle codimension de F dans Y et on note codimy F la borne in­
férieure des entiers dim(lDv.,) (IV*, 5.1.3) où z parcourt F. 

Corollaire (8.2.11) Soient Y un schéma localement noethérien réduit, N r en­
semble des points yeY ou Y n'est pas régulier (0, 4.1.4); on suppose que codimyN;;.2 
(8.2.10). Soit f:X-+Y un morphisme de type fini, séparé et fermé, et soit g une 
Y-section rationnelle de X; si Y' est l'ensemble des points de Y olÎ g n'est pas définie 
(ensemble qui est fermé (8.2.1)), on a codimv Y';;.2. 

Il suffit de prouver que g est définie en tout point zeY tel que dimlDv_,,;;;1. 
Si dim@v,,=0, z est point maximal de Y (1.1.5.1), donc appartient à tout ouvert 
partout dense de Y, et en particulier au domaine de définition de g. Supposons 
donc que dim lDv.z = 1; lDv,z est alors par hypothèse un anneau local noethérien 
régulier de dimension 1, donc (0, 6.5.7) un anneau de valuation discrète. Soit 
Z=Spec(lDv,,); comme U =Y-Y' est partout dense, U nZ n'est pas vide (2.5.2); 
soit g' l'application rationnelle de Z dans X induite par g (8.2.8); il suffit de montrer 
que g' est un morphisme (8.2.9). Or, g' peut être considérée comme une Z-section 
rationnelle du Z-schéma 1- 1 (Z) = X Xy Z; il est clair que le morphisme 1- 1 (Z)-+ Z, 
restriction de f, est fermé, et il résulte alors de (5.5.7) qu'une section au-dessus du 
point générique de Z se prolonge d'une seule manière en une Z-section de f- 1 (Z); 
donc g' est partout définie, et par suite un morphisme puisque Z est réduit et X 
séparé (8.2.2). 

Corollaire (8.2.12) Soient S un schéma, X et Y deux S-schémas; on suppose Y 
réduit et localement noethérien, et en outre que l'ensemble N des points yeY 01i 
Y n'est pas régulier soit tel que codimyN;;.2; on suppose enfin que le morphisme 
structural X-.S soit séparé et universellement fermé. Soit f une S-application 
rationnelle de Y dans X et soit Y' l'ensemble des points de Y 011 f n'est pas définie; 
alors on a codimy Y';;. 2. 

On sait (8.1.2) qu'on peut identifier les S-applications rationnelles de Y dans 
X aux Y-sections rationnelles de X Xs Y; comme le morphisme structural X Xs Y-+ Y 
est séparé (5.3.1) et fermé, on peut appliquer (8.2.11), d'où le corollaire. 
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Remarque (8.2.13) Les hypothèses faites sur Y dans (8.2.11) et (8.2.12) seront 
en particulier réalisées lorsque Y est localement noethérien et normal (0, 4.1.4), 
en vertu de (0, 6.5.7). 

8.3. Faisceau des fonctions rationnelles 
(8.3.1) Soit X un schéma. Pour tout ouvert U c X, désignons par R(U) 

l'anneau des fonctions rationnelles sur U (8.1.3); c'est une r(U,lDx)-algèbre. En 
outre, si V c U est un second ouvert de X, toute section de lDx au-dessus d'une 
partie ouverte partout dense de U donne par restriction à V une section au-dessus 
d'une partie ouverte partout dense de V, et si deux sections coïncident au-dessus 
d'une partie ouverte partout dense de. U, leurs restrictions à V coïncident au­
dessus d'une partie ouverte partout dense de V. On définit donc ainsi un di-homo­
morphisme d'algèbres Pv.u: R(U)---+ R(V), et il est clair que si U::::, V::::, W sont 
trois ouverts de X, on a Pw.u= Pw. voPv.u: les R(U) définissent donc un préfaisceau 
d'algèbres sur X. 

Définition (8.3.2) On appelle faisceau des fonctions rationnelles sur un schéma 
X et on désigne par .?l(X) la lDx·Algèbre associée au préfaisceau formé des R(U). 

Pour tout schéma X et tout ouvert U c X, il est clair que le faisceau induit 
.?l(X)I U n'est autre que .?l(U). 

Proposition (8.3.3) Soit X un schéma tel que la famille (XJ de ses composantes 
irréductibles soit localement finie ( ce qui est en particulier le cas lorsque l'espace 
sous-jacent à X est localement noethérien). Alors le lDx•Module .?l(X) est quasi­
cohérent, et pour tout ouvert U de X, R(U) est égal à r(U,.?l(X)) et s'identifie 
canoniquement au produit des anneaux locaux des points génériques Xi. des compo­
santes irréductibles Xi. telles que Un Xi.# 0. 

Le fait que R(U) est canoniquement identifié au composé direct des lDx, = R(Xi.) 
tels que U nXi.#0 résulte de (8.1.7). Montrons en outre que le préfaisceau 
U >-+ R(U) vérifie les axiomes des faisceaux, ce qui prouvera que R(U) = r(U,.?l(X)). 
En effet, il vérifie (F 1) d'après ce qui précède. Pour voir qu'il satisfait à (F2), con­
sidérons un recouvrement d'un ouvert U de X par des ouverts Va c U; si les 
saER(VJ sont telles que les restrictions de sa et spà Van V~ coïncident pour tout 
couple d'indices, on en conclut que pour tout indice À tel que Un Xi.# 0, les 
composantes dans R(Xi.) de toutes les sa telles que VanXi.#0 sont les mêmes; 
désignant par ti. cette composante, il est clair que l'élément de R(U) ayant les ti. 
pour composantes a pour restriction sa à chaque Va. Enfin, pour voir que .?l(X) 
est quasi-cohérent, on peut se limiter au cas où X= Spec(A) est affine et n'a qu'un 
nombre fini de composantes irréductibles; en prenant pour U les ouverts affines 
de la forme D(f), où feA, il résulte de ce qui précède et de la définition (1.3.4) 
que l'on a .?l(X)=M, où M est somme directe des A-modules Ax . 

' Corollaire (8.3.4) Soit X un schéma réduit n'ayant qu'un nombre fini de com-
posantes irréductibles, et soient Xi (1 ~ i ~ n) les sous-schémas fermés réduits de X 
ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X (5.2.1). Si hi est 
I'injection canonique Xi---+X, .?l(X) est alors composée directe des lDx-Algèbres 
(hJ*(.?l(X;)). 

Corollaire (8.3.5) Si X est irréductible, tout .?l(X)-Module quasi-cohérent g;­
est un faisceau simple. 

Il suffit de montrer que tout xeX admet un voisinage U tel que g;-IU soit 
un faisceau simple (0, 3.6.2), autrement dit on est ramené au cas où X est affine; 
on peut en outre supposer que g;- est le conoyau d'un homomorphisme 



350 I. Le langage des schémas 

(B?(X))<l>---+ (.?l(X)}°> (0, 5.1.3), et tout revient à voir que .?l(X) est un faisceau simple; 
mais cela est évident puisque r(U, .?l(X)) = R(X) pour tout ouvert non vide U, 
U contenant le point générique de X. 

Corollaire (8.3.6) Si X est irréductible, pour tout (!)x-Module quasi-cohérent :IF, 
:!F®@x.?l(X) est un faisceau simple; si en outre X est réduit ( donc intègre), :!F®@x.?l(X) 
est isomorphe à un faisceau de la forme (.?l(X))O>. 

La seconde assertion résulte de ce que R(X) est alors un corps. 

Proposition (8.3.7) Supposons que le schéma X soit tel que l'ensemble de ses 
composantes irréductibles soit localement fini. Alors .?l(X) est une {!}x-Algèbre 
quasi-cohérente; si en outre X est réduit, l'homomorphisme canonique (!)x---+fl(X) 
est injectif. 

La question étant locale, la première assertion résulte de (8.3.3); la seconde 
résulte de (8.2.3). 

(8.3.8) Soient X, Y deux schémas intègres, ce qui entraîne que .?l(X) (resp . 
.?l(Y)) est un (!)x-Module (resp. un (!)y-Module) quasi-cohérent (8.3.3). Soit f: X-+ Y 
un morphisme dominant; alors il existe un homomorphisme canonique de {!}x-Mo­
dules 

(8.3.8.1) 

Supposons d'abord X= Spec(A) et Y= Spec(B) affines d'anneaux intègres A 
et B, f correspondant donc à un homomorphisme injectif B---+A (1.2.6), qui se 
prolonge en un monomorphisme L---+ K du corps des fractions L de B dans le 
corps des fractions K de A. L'homomorphisme (8.3.8.1) correspond alors à l'homo­
morphisme canonique L® 8 A---+K (1.7.7). 

Dans le cas général, pour tout couple d'ouverts affines non vides U c X, V c Y 
tels que f (U) c V, on définit de la façon précédente un homomorphisme •u. v et 
on constate aussitôt que si U' c U, V' c V et f(U') c V', •u.v prolonge 'U'.v·, 
d'où notre assertion. Six et y sont les points génériques de X et Y respectivement, 
on a f(x)=y, 

(0, 4.3.1) et 'x est donc un isomorphisme. Bien entendu, , lui-même n'est pas né­
cessairement un isomorphisme: par exemple, si B=L est un corps contenu dans 
l'anneau intègre A, A étant distinct de son corps des fractions K, l'homomorphisme 
canonique L® 8 A---+K est alors l'homomorphisme canonique A-->K, qui n'est 
pas bijectif. 

8.4. Faisceaux de torsion et faisceaux sans torsion 

(8.4.1) Soit X un schéma réduit dont l'ensemble des composantes irréduc­
tibles .est localement fini. Pour tout {!}x-Module :IF, l'homomorphisme canonique 
(!)x---+.?l(X) définit par tensorisation un homomorphisme (dit encore canonique) 
:!F---+:!F®@x.?l(X) qui, sur chaque fibre, n'est autre que l'homomorphisme v-+z@l 
de :IF,, dans :IF,, ®@jfl(X))x. Le noyau :T (noté aussi ff(:JF)) de cet homomorphisme 
est un sous-{!}x-Module de :IF, appelé faisceau de torsion de :IF; il est quasi-cohérent 
si :IF est quasi-cohérent (8.3.6). On dit que :IF est sans torsion si ff = 0, et que :IF 
est un faisceau de torsion si ff=:!F. Pour tout {!}x-Module :IF, :JF/:T(:JF) est sans 
torsion. On déduit de (8.3.6) que: 
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Proposition (8.4.2) Si X est un schéma intègre, pour qu'un {!}x-Module quasi­
cohérent :IF soit sans torsion, il faut et il suffit qu'il soit isomorphe à un sous-{!}x­
Module '5 d'un faisceau simple de la forme (.?l(X))<0, de sorte que (.?l(X))<D soit en­
gendré (en tant que .?l(X)-Module) par '5. 

Le cardinal de I est appelé le rang de :IF; pour tout ouvert affine non vide U 
de X, le rang de :IF est égal au rang de r(U,:JF) en tant que r(U,(!)x)-module, 
comme on le voit aussitôt en considérant le point générique de X, contenu dans U. 
En particulier: 

Corollaire (8.4.3) Sur un schéma intègre X, tout (!)x-Module quasi-cohérent sans 
torsion et de rang 1 ( en particulier tout (!)x-Module inversible) est isomorphe à un 
sous-{!}x-Module de .?l(X), et réciproquement. 

Corollaire (8.4.4) Soient X un schéma intègre, fi?, fi?' deux {!}x-Moduies sans 
torsion, f (resp. f') une section de fi? (resp. fi?') au-dessus de X. Pour que J® f' =0, 
il faut et il suffit que I'une des sections f,f' soit nulle. 

Soit x le point générique de X; on a par hypothèse (f® f')x = f:,® f~=0. 
Comme fl?x et fi?~ s'identifient à des sous-{!}x-modules du corps (!)x, la relation 
précédente entraîne fx=0 ou f~=0, et par suite f =0 ou f'=0 puisque fi? et 
fi?' sont sans torsion (8.3.5). 

Proposition (8.4.5) Soient X, Y deux schémas intègres, f: X-+ Y un morphisme 
dominant. Pour tout (!)x-M adule quasi-cohérent sans torsion :IF, f *(:IF) est un {!}y-Ma­
dule sans torsion. 

Comme f * est exact à gauche (0, 4.2.1), il suffit, en vertu de (8.4.2), de prouver 
la proposition lorsque :IF= (.?l(X)t- Or, tout ouvert non vide U de Y contient 
le point générique de Y, donc 1- (U) contient le point générique de X, donc on 
a alors r(U,f *(:JF)) = r(f- 1(U),:JF) = (R(X)}°>; autrement dit, f *(:IF) est le 
faisceau simple de fibre (R(X))<0, considéré comme .?l(Y)-Module, et il est évidem­
ment sans torsion. 

Proposition (8.4.6) Soit X un schéma réduit dont I'ensemble des composantes 
irréductibles est localement fini. Pour tout (!)x-Module quasi-cohérent :IF, les con­
ditions suivantes sont équivalentes: 

a) :IF est un faisceau de torsion ; 
b) pour tout point maximal x de X, ffx=0; 
c) Supp(:JF) ne contient aucune composante irréductible de X. 
La question étant locale, on peut supposer que X n'a qu'un nombre fini de 

composantes irréductibles Xi, de points génériques respectifs xi (1 <i<n); notons 
encore Xi le sous-schéma fermé réduit de X ayant Xi pour espace sous-jacent et 
soit hi: Xi--+X l'injection canonique. Si l'on pose :!Fi=ht(:JF), on voit immédiate­
ment, compte tenu de (8.3.4), que dire que :IF est un faisceau de torsion équivaut à 
dire qu'il en est ainsi de chacun des :!Fi, et comme ~. = (:!Fi)x,, pour établir l'équi­
valence de a) et b), on est ramené au cas où X est intègre. Mais alors, si x est le 
point générique de X, les relations ~ = 0 et :JF®l'lx .?l(X) = 0 sont équivalentes 
en vertu de (8.3.5). L'équivalence de b) et c) résulte de ce que Supp(:JF) est fermé 
dans X (0, 5.2.2) et qu'il est donc équivalent de dire que Supp(:JF) contient un des 
Xi ou qu'il contient son point générique xi. 

8.5. Critères de séparation d'un schéma intègre 

(8.5.1) Soient X un schéma intègre, R son corps des fonctions rationnelles, 
identique à l'anneau local du point générique a de X; pour tout xeX, on sait 
que (!)x s'identifie canoniquement à un sous-anneau de R (8.1.5), et pour toute 



352 I. Le langage des schémas 

fonction rationnelle f e R, le domaine de définition o(f) de f est l'ensemble ouvert 
des xeX tels que f e(()x• Il en résulte (8.2.6) que pour tout ouvert U cX, on a 

(8.5.1.1) r(U,@x) = n @x.x• 
xeU 

(8.5.2) Etant donné un corps R, pour tout sous-anneau A de R, nous dé­
signerons par L(A) l'ensemble des anneaux locaux ,\,, où p parcourt le spectre 
de A; ils sont identifiés à des sous-anneaux locaux de R contenant A. Comme 
p = (p ,\,) n A, l'application p >-+ ,\, de Spec(A) dans L(A) est bijective. Pour 
qu'un sous-anneau local M de R domine un anneau ,\,EL(A), il faut et il suffit 
que Ac M; l'anneau local ,\, dominé par M est alors unique et correspond à 
l'idéal p=m(M)n A, où m(M) désigne l'idéal maximal de M (Bourbaki, Alg. 
comm., chap. VI,§ 1, n° 1, prop. 1). 

Lemme (8.5.3) Soient R un corps, M, N deux sous-anneaux locaux de R, P le 
sous-anneau de R engendré par Mu N. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

a) Il existe un idéal premier p de P tel que m(M) = p n M, m(N) = p n N. 
b) L:idéal a engendré dans P par m(M)um(N) est distinct de P. 
c) Il existe un sous-anneau local Q de R dominant à la fois M et N. 
Il est clair que a) implique b); inversement, si a#P, a est contenu dans un 

idéal maximal n de P, et comme 1 itn, n n M contient m(M) et est distinct de M, 
donc n n M = m(M) et de même n n N = m(N). li est clair que si Q domine M 
et N, on a PcQ, m(M)=m(Q)nM=(m(Q)nP)nM et m(N)=(m(Q)nP)nN, 
donc c) entraîne a); la réciproque est évidente en prenant Q =PP. 

Lorsque les conditions équivalentes de (8.5.3) sont satisfaites, on dit que les 
sous-anneaux locaux M, N de R sont apparentés. 

Proposition (8.5.4) Soient A, B deux sous-anneaux d'un corps R, C le sous­
anneau de R engendré par Au B. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

a) Pour tout anneau local Q contenant A et B, on a ,\,=Bq, en posant 
p=m(Q)nA, q=m(Q)nB. 

b) Pour tout idéal premier r de C, on a ,\,=Bq, en posant p=rnA, q=rnB. 
c) Si MeL(A) et N EL(B) sont apparentés, ils sont identiques. 
d) On a L(A)n L(B)=L(C). 
li résulte de (8.5.2) et (8.5.3) que a) et c) sont équivalentes. Il est clair que a) 

entraîne b) en l'appliquant à Q=C,; inversement, b) entraîne a), car si Q contient 
AuB, il contient C, et si r=m(Q)nC, on a p=rnA et q=rnB (8.5.2). Il est 
immédiat que d) implique a), car si Q contient Au B, il domine un anneau local 
C,e L(C) (8.5.2); on a par hypothèse L(C) = L(A) n L(B) et comme Q ne peut 
dominer qu'un seul anneau de L(A) (resp. L(B)), on a C,=,\,=Bq. Prouvons 
enfin que c) entraîne d). Soit QeL(C); Q domine un MeL(A) et un NeL(B) 
(8.5.2), donc M et N sont apparentés, donc identiques par hypothèse. Comme 
on a alors Cc M, M domine un Q' eL(C) (8.5.2), donc Q domine Q', ce qui 
(8.5.2) entraîne nécessairement Q = Q' = M, donc QeL(A) n L(B). Inverse­
ment, si QeL(A)nL(B), on a Cc Q, donc (8.5.2) Q domine un Q"eL(C) et 
L(C) c L(A) n L(B) comme on vient de le voir; comme Q et Q" sont apparentés, 
ils sont identiques par hypothèse, donc Q" = Qe L(C), ce qui achève la démonstra­
tion. 

Proposition (8.5.5) Soient X un schéma intègre, R son corps des fonctions 
rationnelles. Pour que X soit séparé, il faut et il suffit que la relation «(()x et (()Y sont 
apparentés» entre points x,y de X implique x= y. 
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Supposons cette condition vérifiée, et montrons que X est séparé. Soient U 
et V deux ouverts affines distincts de X, A et B leurs anneaux, identifiés à des sous­
anneaux de R; U (resp. V) s'identifie donc (8.5.2) à l'ensemble L(A) (resp. L(B)) et 
l'hypothèse entraîne (8.54) que si C est le sous~anneau de R engendré par AuB, 
W=UnV s'identifie à L(A)nL(B)=L(C). En outre, on sait (8.5.1.1) que tout 
sous-anneau E de R est égal à l'intersection des anneaux locaux appartenant à 
L(E); C s'identifie donc à l'intersection des anneaux (!.), pour zeW, autrement dit 
(8.5.1.1) à r(W,(!.),c). Considérons alors le sous-schéma induit par X sur W; à 
l'homomorphisme identique cp:C➔r(W,(!.),c) correspond (2.3.3) un morphisme 
<l>=(\j,,0):W--+Spec(C); nous allons voir que <1>.est un isomorphisme de schémas, 
d'où résultera que West un ouvert affine. L'identification de W à L(C)=Spec(C) 
montre que \j, est bijective. D'autre part, pour tout xeW, 0! est l'injection C,--+(!)x, 
si r = mx n C, et par définition C, est identifié à (!.)x, donc 0! est bijective. Il reste 
donc à voir que \j, est un homéomorphisme, autrement dit que pour toute partie 
fermée F c W, \j,(F) est fermé dans Spec(C). Or, Fest la trace sur W d'une partie 
fermée de U, de la forme V(a), où a est un idéal de A; montrons que \j,(F)= V(aC), 
ce qui prouvera notre assertion. En effet, les idéaux premiers de C contenant aC 
sont les idéaux premiers de C contenant a, donc les idéaux de la forme \j,(x) = mx n C 
où acmx et xeW; comme acmx équivaut à xeV(a)=WnF pour xeU, 
on a bien \j,(F)= V(aC). Il s'ensuit que X est séparé, car Un V est affine et son 
anneau C est engendré par la réunion Au B des anneaux de U et V (5.3.6). 

Inversement, supposons X séparé, et soient x, y deux points de X tels que (!)x 
et (!)Y soient apparentés. Soit U (resp. V) un ouvert affine contenant x (resp. y), 
d'anneau A (resp. B); on sait alors que Un V est affine et que son anneau C est 
engendré par AuB (5.3.6). Si p=mxnA, q=mynB, on a ,\,=(!.)x, Bq=(!)y, et 
comme ,\, et Bq sont apparentés, il existe un idéal premier r de C tel que p = r n A, 
q = r n B (8.5.4). Mais alors il existe un point z EU n V tel que r = m, n C puisque 
Un V est affine, et on a évidemment x=z et y=z, d'où x= y. 

Corollaire (8.5.6) Soient X un schéma intègre séparé, x, y deux points de X. 
Pour que xe {y}, il faut et il suffit que (!)x c (!)y, autrement dit que toute fonction 
rationnelle définie en x soit définie en y. 

La condition est évidemment nécessaire puisque le domaine de définition o(f) 
d'une fonction rationnelle feR est ouvert; montrons qu'elle est suffisante. Si 
(!.)x c (!)y, il existe un idéal ~mier p de (!)x tel que (!)Y domine ((!.)x)p (8.5.2); or (2.5.2) 
il existe zeX tel que xe{z} et que (!.),=((!.)x)p; comme(!.), et (!)Y sont apparentés, 
on a z= y par (8.5.5), d'où le corollaire. 

Corollaire (8.5.7) Si X est un schéma intègre séparé, l'application x >-+ (!), est 
injective; autrement dit, six, y sont deux points distincts de X, il existe une fonction 
rationnelle définie en l'un de ces points et non en I'autre. 

Cela résulte de (8.5.6) et de l'axiome (T0) (2.1.4). 

Corollaire (8.5.8) Soit X un schéma intègre séparé dont l'espace sous-jacent est 
noethérien; lorsque f parcourt le corps R des Jonctions rationnelles sur X, les en­
sembles o(f) engendrent la topologie de X. 

En effet, toute partie fermée de Xsst alors réunion finie d'ensembles fermés 
irréductibles, c'est-à-dire de la forme {y} (2.1.5). Or, si xit {y}, il existe une fonction 
rationnelle f définie en x et non en y (8.5.6), autrement dit, on a xeo(f) et o(f) 
ne rencontre pas {y}. Le complémentaire de {y} est par suite réunion d'ensembles 
de la forme o(f), et en vertu de la première remarque, tout ouvert de X est ré­
union d'intersections finies d'ouverts de la forme o(f). 
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Proposition (8.5.9) Soient X, Y deux schémas intègres, Y étant supposé séparé, 
f; X-+ Y un morphisme dominant, K (resp. L) le corps des fonctions rationnelles de X 
(resp. Y). Alors L s'identifie à un sous-corps de K, et pour tout xeX, lVv,f<x> est 
l'unique anneau local de Y dominé par l'Ox.x· 

_La première assertion a déjà été démontrée (4.4.6) et n'est mise que pour mé­
mo1re. 

Si f =(\j,,0), 0!:lPv.f(x)---+l'Ox,x est un homomorphisme local injectif(4.4.6), donc, 
si on identifie L à un sous-corps de K., @v.f<x> est dominé par l'Ox,x; comme Y est 
séparé, deux anneaux locaux de Y ne peuvent être dominés par un même anneau 
local (8.5.5), ce qui achève la démonstration. 

§ 9. Foncteurs représentables élémentaires 
dans la théorie des schémas: 

Schémas relativement affines, fibrés vectoriels, 
fibrés projectifs et grassmanniennes 

Nous nous proposons de montrer, dans ce paragraphe, que des 
constructions géométriques classiques, comme celle des fibrés vectoriels 
et des grassmanniennes, se généralisent dans la théorie des schémas .. 
Cette généralisation se fera en établissant que certains foncteurs sont 
représentables (0,1.1) en, théorie des schémas; la démonstration de ce 
fait, qui est élémentaire, utilise les méthodes de (0,1.7) et (0,4.5). 

9.1. Morphismes affines et spectres d' Algèbres quasi-cohérentes 

Définition (9.1.1) On dit qu'un morphisme de schémas f:X➔ Y 
est affine si Y est réunion d'ouverts affines Va. tels que, pour tout et.,, le schéma 
induit sur l'ouvert 1- 1(V) de X soit affine. 

On dit encore alors que le Y-schéma X est affine sur Y (ou relative­
ment affine sur Y). 

Si X et Y sont des schémas affines, tout morphisme f: X➔ Y est donc 
affine. Par contre, on verra plus loin (9.1.11) qu'il peut exister des mor­
phismes non affines f: X➔ Y, où X est un schéma affine. 

Proposition (9.1.2) Soit f: X➔ Y un morphisme affine. Pour tout 
ouvert U c Y, le morphisme 1- 1 (U)➔ U, restriction de f, est affine. 

En vertu de la définition (9.1.1), on est ramené au cas où Y= Spec(A) 
et X= Spec(B) sont affines, et alors f =(acp,cp), où cp: A➔B est un homo­
morphisme d'anneaux. Comme les D(g), où gEA, forment une base 
d'ouverts de Y, on est ramené au cas où U =D(g); mais on sait alors que 
1- 1(U) = D(cp(g)) (1.2.2.2), d'où la proposition. 

Proposition (9.1.3) · Un morphisme affine est quasi-compact et séparé. 
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La première assertion résulte aussitôt de la définition (9.1.1) et de 
(6.1.2), et la seconde de (5.3.5) et (5.3.8). 

En vertu de (6.7.1), on déduit de (9.1.3): 

Corollaire (9.1.3.1) Si le morphisme f:X➔ Y est affine, alors, pour 
tout <Px-Module quasi-cohérent :F,f*(:F) est un <9y-Module quasi-cohérent; 
en particulier, d(X)= f*(<Px) est une <9y-Algèbre quasi-cohérente. 

Fixons dans ce qui suit un schéma S. Nous allons voir que l'étude des 
morphismes affines f:X➔S est équivalente à celle des 0s-Algèbres 
quasi-cohérentes correspondantes f*(<Px.)=d(X); de façon précise, les 
S-schémas X affines sur S forment une sous-catégorie pleine de la caté­
gorie des S-schémas; nous allons prouver le théorème suivant: 

Théorème (9.1.4) Le foncteur (0,4.2.7) 

(9.1.4.1) d: x ....... d(X) 

est une équivalence de la catégorie des S-schémas affines sur S, et de la 
catégorie opposée à celle des 0s-Algèbres quasi-cohérentes. 

Nous prouverons d'abord un résultat qui est la forme globale de 
(1.6.3): 

Proposition (9.1.5) Soit X un S-schéma affine sur S. Pour tout 
S-espace localement annelé Y, l'application h ,_. d(h) de l'ensemble 
Homs(Y,X) des S-morphismes (d'espaces localement annelés) de Y dans 
X, dans l'ensemble . Hom<!1s-A19(d(X),d(Y)) des homomorphismes de 
0 8-Algèbres de d(X) dans d(Y), est bijective (ce qui établit déjà que le 
foncteur (9.1.4.1), dans la catégorie des S-schémas affines sur S, est 
pleinement fidèle). 

Soient f: X➔ S, g: Y➔ S les morphismes structuraux. On a évidem­
ment sur S deux faisceaux d'ensembles 

et pour tout U une application h,_. d(h): 

(9.1.5.1) Homu(g- 1 (U),f- 1 (U)) ➔ Hom<!1u-Ai9 (d(f- 1 (U)), d(g- 1 (U))) 

qui définit un homomorphisme du premier de ces faisceaux dans le 
second. Pour voir qu'il s'agit d'un isomorphisme (ce qui prouvera 
(9.1.5)), il suffit de prouver que (9.1.5.1) est bijective pour tous les ouverts 
U d'une base de la topologie de S. On est ainsi ramené au cas où S est 
affine, soit S = Spec(A), auquel cas X= Spec(B) est aussi affine. Mais 
alors, en vertu de (2.3.2), on a d'une part une bijection canonique 

Homs(Y, X) ~ HomA-a19(B, r(Y, 0y )) 
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et d'autre part une bijection canonique 

(car dans (1.7.4), on peut remplacer la catégorie des A-modules par celle 
des A-algèbres et celle des 08-Modules par celle des 08-Algèbres, en vertu 
de (1.3.13)). Enfin, par définition, on a r(S,d(Y))=r(Y,0v), d'où la 
conclusion. 

Corollaire (9.1.6) Soient X, Y deux S-schémas qui sont affines sur S. 
Pour qu'un S-morphisme h: Y ➔x soit un isomorphisme, il faut et il suffit 
que d (h): d (X) ➔ d (Y) soit un isomorphisme. 

Cela résulte aussitôt de (9.1.5) et du caractère fonctoriel de d(X). 

Pour prouver que (9.1.4.1) est une équivalence de catégories, il reste 
à prouver que pour toute 08-Algèbre quasi-cohérente fll, il existe un 
S-schéma X, affine sur S, tel que d(X) soit 08-isomorphe à fll; en vertu de 
(9.1.5), X sera défini à un S-isomorphisme unique près. Compte tenu de 
(9.1 .5), cela prouvera le corollaire suivant: 

Corollaire (9.1.7) Le foncteur contravariant 

Y➔ Hom<!1s-Alg(fll,d(Y)) ~ Hom<!,\--Alg(f11®<!1s(17Y,(17Y) 

de la catégorie des S-schémas dans la catégorie des ensembles, est repré­
sentable (0, 1.1). 

L'isomorphie indiquée dans l'énoncé est celle qui exprime qu'image 
directe et image réciproque d'Algèbres sont deux foncteurs adjoints 
(0,4.4.7.1). Posons F(Y)= Hom<!1s-A19(fll,d(Y)); il est clair que U ,_. F(U), 
où U parcourt l'ensemble des ouverts de Y, est unfaisceau d'ensembles. 
En appliquant (0,4.5.5) et (2.4.3), on est ramené à prouver le corollaire 
lorsque S = Spec(A) est affine. Mais cela résulte alors de (9.1.5), car si 
fll=B, où Best une A-algèbre, y,_. F(Y) est représenté par X=Spec(B) 
= Spec(r(S, fll)). Le théorème (9.1.4) e~t ainsi complètement démontré. 

Définition (9.1.8) On appelle spectre d'une 0 8-Algèbre quasi-cohé­
rente fJI et on note Spec(fll) l'image de fJI par un foncteur quasi-inverse de 
(9.1.4.1), autrement dit un S-schéma qui représente le foncteur 
Y,_. Hom<!1s-Ai9 (fll,d(Y)) de (9.1.7). 

Le S-schéma Spec(fll) est donc affine au-dessus de S; on a 
d(Spec(fll))=fll et pour tout morphisme affine f:X➔ S, X est S-iso­
morphe à Spec(d(X)). 

Corollaire (9.1.9) Soient fJI une 08-Algèbre quasi-cohérente, g: S' ➔S 
un morphisme. Alors Spec(g*(fll)) est canoniquement isomorphe à 
Spec(fll) xsS'. 
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En effet, pour tout morphisme h:Y ➔ S', on a un isomorphisme 
canonique 

Hom<!1s•-Alg(g*(.11), h*(C9y)) ~ Hom<!1s-Alg(.11,g*(h*(C9y))) 

(0, 4.4.3.1 ). Le corollaire résulte donc de (9.1. 7) et de (0, 1.3.1 0). 

Proposition (9.1.10) Si f:X➔S est un morphisme affine, alors, pour 
tout ouvert affine U c S, le schéma induit par X sur 1- 1 (U) est un schéma 
affine d'anneau r(U,d(X)). 

Cela résulte de (9.1.2) et (9.1.8). 

Corollaire (9.1.10.1) Pour tout morphisme affine f:X➔S et tout 
SES,f- 1(s) est un schéma affine. 

Il suffit d'appliquer (9.1.8) et (9.1.9). 

Exemple (9.1.11) Soit S le schéma obtenu en dédoublant le point 0 
dans le plan affine sur un corps K (5.3.11); avec les notations de (5.3.11), 
S est réunion de deux ouverts affines Y 1, Y 2 ; sif est l'immersion ouverte 
Y1 ➔ S, 1- 1(Y2 )=Y 1 n Y2 n'est pas un ouvert affine dans Y 1 (loc. cit.), 
donc on a un exemple d'un schéma affine Y 1 qui n'est pas affine sur S 
( cf. 9.1.17)). 

Corollaire (9.1.12) Soit S un schéma affine; pour qu'un S-schéma 
X soit affine sur S, il faut et il suffit que X soit un schéma affine. 

Corollaire (9.1.13) Soient X un S-schéma affine sur S, Y un X-schéma. 
Pour que Y soit affine sur S, il faut et il suffit que Y soit affine sur X. 

On est aussitôt ramené au cas où S est un schéma affine, et il en est 
alors de même de X (9.1.12); les deux conditions de l'énoncé expriment 
alors que Y est un schéma affine (9.1.12). 

(9.1.14) Soit X un S-schéma affine sur S. Pour définir un X-schéma 
Y affine sur X, il revient au même, en vertu de (9.1.13), de se donner un 
S-schéma Y affine sur Set un S-morphisme g:Y ➔X; en d'autres termes 
(9.1.7) et (9.1.5), cela revient à se donner une (1\-Algèbre quasi-cohérente 
.11 et un homomorphisme d(X)➔ .11 de 08-Algèbres (que l'on peut 
envisager comme définissant sur .11 une structure de d(X)-Algèbre). Si 
f:X➔S est le morphisme structural, on a alors -11= f*(g*(C9y)). 

Corollaire (9.1.15) Soit X un S-schéma affine sur S, 
(i) Pour que X soit de type fini (resp. de présentation finie) sur S, il 

faut et il suffit que la 08-Algèbre quasi-cohérente d(X) soit de type fini 
(resp. de présentation finie) (2.2.5). 

(ii) Pour que X soit réduit, il faut et il suffit que la 0 8-Algèbre quasi­
cohérente d(X) soit réduite (0,4.1.4). 
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(i) Par définition (2.2.5), on est ramené au cas où S est affine; alors il 
en est de même de X (9.1.12), et si S=Spec(A), X=Spec(B), d(X) est 
la 0s-Algèbre B; comme r(U, B) = B, le corollaire résulte de (2.2.5) et 
(6.3.9). 

(ii) La question est évidemment locale sur S; en vertu de (9.1.10), le 
corollaire résulte de (4.5.1) et (4.5.4). 

Proposition (9.1.16) (i) Une immersion fermée est un morphisme 
affine. 

(ii) Le composé de deux morphismes affines est affine. 
(iii) Si f:X➔Y est un S-morphisme affine, .fcs·J:Xcs•J ➔ YCS'J est affine 

pour tout changement de base S'➔ S. 
(iv) Si f:X➔ Y et f':X' ➔ Y' sont deux S-morphismes affines, alors 

fxsf':X x 8X' ➔ Y x 8 Y' est affine. 
(v) Si f:X➔Y et g:Y➔Z sont deux morphismes tels que gof soit 

affine et g séparé, alors f est affine. 
(vi) Sif est affine, il en est de même def,•d· 
En vertu de (5.2.7) et (0, 1.3.9), il suffit de prouver (i), (ii) et (iii). La 

propriété (i) résulte de (4.2.1.1) et (4.2.4), et (ii) n'est autre que (9.1.13); 
enfin, (ii) découle de (9.1.9) et (9.1.7). 

Corollaire (9.1.17) Soient X un S-schéma, Y un S-schéma séparé sur 
S; si X est affine sur S, tout S-morphisme f: X➔ Y est affine. 

Cela n'est autre qu'une autre manière d'exprimer (9.1.16, (v)). 

Proposition (9.1.18) Soient Y un schéma localement noethérien, 
f: X➔ Y un morphisme de type fini. Pour que f soit affine, il faut et il suffit 
que f,.d le soit. 

Vu (9.1.16, (vi)), nous n'avons à prouver que la suffisance de la con­
dition. Il suffit de montrer que si Y est affine et noethérien, X est affine; 
or Y,ed est alors affine, donc il en est de même de X,ed par hypothèse. 
Or X est noethérien, donc la conclusion résulte de (4.5.9). 

Proposition (9.1.19) (i) Soient Y un S-schéma affine sur S, X,X' 
deux Y-schémas affines sur Y (donc aussi sur S (9.1.13)). Soient fll=d(Y), 
<t =d(X), <t' =d(X') (où X et X' sont considérés comme des S-schémas). 
Alors X xvX' est affine sur Y (donc aussi sur S) et d(X xvX') (où 
X xvX' est considéré comme S-schéma) est canoniquement isomorphe 
à <t®~<t'. 

(ii) Soient X,X' deux S-schémas affines sur S, et posons fll=d(X), 
fll' = d (X'). Alors le schéma XIIX' est affine sur S et isomorphe à 
Spec( fJI x fll'). 

(i) La propriété résulte aussitôt de ce que (9.1.4.1) est une équivalence 
de catégories, et de ce que <t®~<t' est une somme amalgamée des 
fll-algèbres <t et <t' dans la catégorie des 0 8-Algèbres quasi~cohérentes. 
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(ii) De même fJI x [JI' est un produit dans la catégorie des 0s-Algèbres 
quasi-cohérentes, d'où (ii) en vertu de la définition d'une somme de 
schémas (3.1 ). 

Remarque (9.1.20) Soient S, S' deux schémas, q: S'--+S un morphisme, 14 (resp. 
14') une lDs-Algèbre (resp. une lDs--Algèbre) quasi-cohérente, u:14--+fl,l' un q-morphis­
me (c'est-à-dire un homomorphisme 14--+qi14') de lDs-Algèbres). Si X=Spec(14), 
X'= Spec(14'), on en déduit canoniquement un morphisme 

v=Spec(u): X'--+X 

tel que le diagramme 

X +2- X' 

(9.1.20.1) l l 
S<-- S' 

q 

soit commutatif (les flèches verticales étant les morphismes structuraux). En effet, 
la donnée de u équivaut à celle d'un homomorphisme de lDs--Algèbres quasi-cohé­
rentes u':q*(14)--+14' (0,4.4.3); elle définit donc canoniquement un S'-morphisme 

w: Spec(14') --+ Spec(q*(14)) 

tel que d(w)= u' (9.1.5). D'autre part, Spec(q*(14)) s'identifie canoniquement à 
X xsS' (9.1.9); le morphisme v est le composé 

X'~ XxsS' ..EL.. X 
de la première projection avec w et la commutativité de (9.1.20.1) résulte des 
définitions. 

Soient U (resp. U') un ouvert affine de S (resp. S'), tels que q(U') c U, A= r(U, lDs), 
A'=r(U',lDs-) leurs anneaux, B=r(U,14), B'=r(U',14'); la restriction de u en un 
(qlU')-morphisme: 141U--+ 14'1U' correspond à un di-homomorphisme d'algèbres 
B--+ B'; si V, V' sont les images réciproques de U, U' dans X,X' respectivement par 
les morphismes structuraux, le morphisme V'--+ V, restriction de v, correspond 
(1.7.6) au di-homomorphisme précédent. 

(9.1.21) Soient S un schéma, f: X--+S un morphisme quasi-compact et quasi­
séparé, de sorte que d(X)= f*(@x) est une lDs-Algèbre quasi-cohérente (6.7.1). 
On appelle enveloppe affine du S-schéma X le S-schéma affine sur S 

(9.1.21.l) x0 =Aff(X/S)= Spec(J*(@x))= Spec(d(X)). 

Si J0 :X0 --+S est le morphisme structural, on a donc par définition 

(9.1.21.2) 

et à l'isomorphisme identique de d(X) il correspond donc (9.1.5) un S-morphisme 
canonique fonctoriel 

(9.1.21.3) ix: X--+X0 . 

Pour que ix soit un isomorphisme, il faut et il suffit que le morphisme f soit 
affine. 

Pour tout S-schéma Y affine sur S, l'application u >-+ uo ix est une bijection 

(9.1.21.4) Homs(X 0, Y) ~ Homs(X, Y) 
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fonctorielle en Y: cela résulte de l'existence des bijections canoniques 

Homs(X, Y) ~ Hom@s-A19 (d(Y),d(X)), 

Homs(X 0
, Y) ~ Homl'ls-Alg(d(Y),d(X 0

)). 

(9.1.21.5) On peut donc dire que x0 représente le foncteur covariant 
Y>-> Homs(X, Y) dans la catégorie des S-schémas affines sur S (0, 1.1.11 ). On en dé­
duit (0, 1.1.7) que pour S fixé, X>->Aff(X/S) est un foncteur covariant de la catégorie 
des S-schémas quasi-compacts· et quasi-séparés sur S, dans la catégorie des S-sché­
mas affines sur S; de façon plus précise, si X 1,X 2 sont deux S-schémas quasi-com­
pacts et quasi-séparés sur S, à tout S-morphisme g: X 1 --+X2 correspond l'unique 
S-morphisme g0 :xy ... xg (qui est affine par (9.1.17)) rendant commutatif le dia­
gramme 

X1 __IL__,. X2 

1x'1 l !x2 

xo gO xg 1 -'---> 

Plus généralement, considérons un diagramme commutatif 

X~X' 

S -;;---+ S' 

où les morphismes f,f' sont quasi-compacts et quasi-séparés et le morphisme u 
affine. Si l'on pose h=uof, on a h*(@x)=u*(J*(l'.Px))=u*(J2(C9x)), et uoJ 0 est 
un morphisme affine; on a par suite x0 = Aff(X/S') (relativement au morphisme h), 
d'où un unique S'-morphisme v0 :x0 ... x' 0 (qui est affine (9.1.17)) rendant commu­
tatif le diagramme 

La relation (9.1.21.4) peut encore s'interpréter de la façon suivante: le foncteur 
X>->Aff(X/S) est l'adjoint à gauche (0,1.5.3) du foncteur injection canonique de la 
sous-catégorie des S-schémas affines sur S dans la catégorie des S-schémas. On en 
conclut que ce foncteur commute aux limites inductives, et en particulier aux 
sommes finies (0,1.5.7). 

(9.1.22) Certaines propriétés purement topologiques d'un morphisme en­
traînent que ce morphisme est affine: 

Proposition (9.1.23) Soit f:X--+ Y un morphisme fermé, y un point de Y tel 
que tout voisinage dans X de la fibre Xy= f- 1(y) contienne un voisinage ouvert 
affine de Xy ( condition toujours vérifiée lorsque XY est vide ou réduite à un seul point). 
Alors il existe un voisinage ouvert affine V de y tel que la restriction f- 1(U)--+ U 
de f soit un morphisme affine. 
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En effet, soit U 0 un voisinage ouvert affine de y dans Y, et soit V un voisinage 
ouvert affine de Xy contenu dans 1- 1(Uq)-Puis quel est fermé, il existe un voisinage 
ouvert affine U c U 0 de y tel que 1- (U) c V. Comme la restriction g:V--+U0 
del est un morphisme affine, il en est de même de la restriction 1- 1(U)--+ U de 
g à r 1(U) (9.1.16). 

Corollaire (9.1.24) Un morphisme injectif lermé (et en particulier un morphisme 
l :X--+ Y qui est un homéomorphisme de X sur Y) est affine. 

9.2. Faisceaux quasi-cohérents sur un S-schéma affine sur S 

Fixons encore dans ce qui suit un schéma S et considérons la caté­
gorie des couples (X, ff) dont les objets sont formés d'un S-schéma X 
affine sur Set d'un C9x-Module quasi-cohérent ff; alors: 

Théorème (9.2.1) Le foncteur (0, 4.2.8) 

(9.2.l .1) .ç/: (X,ff) >-+ (d(X),d(ff)) 

est une équivalence de la catégorie des couples formés d'un S-schéma X 
affine sur S et d'un 0x-Module quasi-cohérent, et de la catégorie opposée 
à la catégorie des couples formés d'une 0s-Algèbre quasi-cohérente fJI et 
d'un fll-Module quasi-cohérent (comme fll-Module ou comme 0s-Module 
(2.2.4)). 

La preuve suit les mêmes étapes que celle de (9.1.4) et nous n'en 
indiquerons que les grandes lignes. On démontre d'abord la 

Proposition (9.2.2) Soient X un S-schéma affine sur S, ff un CDx-Mo­
dule quasi-cohérent. Pour tout S-espace localement annelé Y et tout 
0y-Module <§, l'application (h,u)>-+(d(h),d(u)) de l'ensemble des mor­
phismes (Y,<§) ➔ (X,ff) dans l'ensemble des di-homomorphismes 
(d(X),d(ff)) ➔ (d(Y),d(<§)) (0,4.2.8) est bijective. 

La démonstration suit exactement la même marche que celle de 
(9.1.5) en utilisant cette fois la partie de (2.3.2) concernant les Modules; 
les détails sont laissés au lecteur. 

Corollaire (9.2.3) Soient X, Y deux S-schémas affines sur S, ff (resp. 
<§) un C9x-Module quasi-cohérent (resp. un 0y-Module quasi-cohérent). 
Pour que (h,u) soit un isomorphisme, il faut et il suffit que (d(h),d(u)) 
soit un di-isomorphisme. 

Proposition (9.2.4) Pour tout couple (fll, .U) formé d'une 0s-Algèbre 
quasi-cohérente fJI et d'un fll-Module quasi-cohérent .U, il existe un couple 
(X. ff) formé de X= Spec(fll) et d'un 0x-Module quasi-cohérent ff tels 
que le couple ( d (X), d ( ff)) soit di-isomorphe au couple ( fll, .U); le couple 
(X,ff) est déterminé à isomorphisme unique près. 

On note .li le 0x- Module ff et on dit qu'il est associé à .U. 
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En effet, considérons l'espace localement annelé (S,.11); rappelons 
que si f =("1,0):X➔ S est le morphisme structural, on a -11=\j,*(CDx). 
Le couple g = ("1, lBIJ) est donc un morphisme (X, CDx) ➔ (S, .11) d'espaces 
localement annelés. Montrons que le 0x-Module ff = g* (.,11) répond 
à la question; la question étant locale sur S, on peut se borner au cas 
où S = Spec(A) est affine, donc .11 = B, où B est une A-algèbre, et 
.,Il= (Mr'l'if, où M est un B-module et cp: A➔~B l'homomorphisme 
structural. Prouvons alors que ff est isomorphe à M; comme "1* (M) = .,Il 
(1.7.7) cela établira la proposition. Or, de l'application identique 
u:\j,*(M)➔ .,1/, on déduit un homomorphisme 

ull: M ➔ g* (.,11) = "1-1(.,11)®,i,-'<BIJJ 0x 

et il suffit de vérifier que sur chaque fibre, u11 est un isomorphisme. 
Soient donc x un point de X, s=\j,(x) son image; on a (g*(.,1/))x 
= (M ® A A.) ®B ®A A. B x, qui est canoniquement isomorphe à M ®B B x 

=Mx=(M)x, d'où la conclusion. 

Corollaire (9.2.5) Dans la catégorie des .11-Modules quasi-cohérents, 
.,If,_. .il est un foncteur covariant additif exact, qui commute aux limites 
inductives et en particulier aux sommes directes. 

La question étant locale sur S, on est ramené au cas où S est affine, 
et le corollaire résulte alors de (l.3.5), (l.3.9) et (1.3.11). 

Corollaire (9.2.6) Pour que .il soit un CDx-Module de type fini (resp. 
de présentation finie), il faut et il suffit que .,Il soit un .11-Module de type 
fini (resp. de présentationfinie). 

La question est encore locale sur S, donc on peut supposer S affine, 
de sorte que 0x=(r(S,.1l)f et .,l/=(r(S,.,1/)f sur le schéma affine X; 
la conclusion résulte alors de (1.4.3). 

Proposition (9.2. 7) Soient Y un S-schéma affine sur S, X, X' deux 
Y-schémas affines sur Y (donc sur S), ff (resp. ff') un 0x-Module quasi­
cohérent (resp. un l'Dx--Module quasi-cohérent). Alors d(ff ®vff') (où 
X xvX' est considéré comme S-schéma) s'identifie canoniquement à 
d(ff)®,,1(Y)d(ff'). 

Considérons en effet la catégorie formée des couples (<t', .!V), où <t' 
est une d(Y)-Algèbre quasi-cohérente et .!V un <t'-Module quasi-cohé­
rent. On vérifie aussitôt que dans cette catégorie, (<t'®-"<YJ <t'',% ®,,1cvJ%') 
est somme de (<t',%) et (<t'',%'); cela entraîne la proposition en vertu de 
l'équivalence prouvée dans (9.2.1). 

Si on applique en particulier (9.2.7) au cas où X=Y et ff'=0x-, 
on voit que led'-Module d(j'*(ff)) s'identifie à d(ff)®BIJd'. 
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(9.2.8) En particulier, lorsque X= X'= Y (Y étant affine au-dessus 
de S), on voit que si ff, <§ sont deux 0x-Modules quasi-cohérents, on a 

(9.2.8.1) 

à un isomorphisme canonique fonctoriel près. Si de plus ff admet une 
présentation finie, il résulte de (1.7.7) et (1.3.12) que 

(9.2.8.2) d(Jlfomx(ff.<#)) = Jlfom.,,,<xi(d(ff),d(<#)) 

à un isomorphisme canonique près. 

Proposition (9.2.9) Soient S un schéma, fJI une 0 8-Algèbre quasi­
cohérente, X= Spec(fll). Pour tout Idéal quasi-cohérent cf de fll, j est 
un Idéal quasi-cohérent de 0x, et le sous-schéma fermé Y de X défini par 
j est canoniquement isomorphe à Spec(fll//). 

En effet, il résulte aussitôt de (4.2.1.1) que Y est affine au-dessus de 
S; en vertu de (9.1.7), on est donc ramené au cas où S est affine, et la 
proposition résulte alors aussitôt de ( 4.1.l ). 

On peut encore exprimer le résultat· de (9.2.9) en disant que si 
h : fJI ➔ fll' est un homomorphisme surjectif de 0s-Algèbres quasi­
cohérentes, d(h): Spec(fll') ➔ Spec(fll) est une immersion fermée. 

Corollaire (9.2.10) Soient S un schéma, fJI une 0 8-Algèbre quasi­
cohérente, X= Spec(fll), f: X ➔S le morphisme structural. Pour tout 
Idéal quasi-cohérent.% de 0 8, on a f*(.%)0x=(.%fllf. 

En effet, si g : (X, 0x) ➔ (S, fll) est le morphisme d'espaces localement 
annelés défini dans (9.2.4), f se factorise en 

(X, 0x) __!!__,. (S, fll) _!!__,. (S, 0 8) 

où h=(1 8,ro) est le morphisme d'espaces localement annelés correspon­
dant à l'homomorphisme structural ro : 0 8 ➔ fll. On a f* (.%) 0x 
= g*(h*(.%)) 0x = g*(h*(:ff)fll) = g*(X.36)= (.% fllt. 

9.3. Application aux changements de base pour les images directes 
de Modules quasi-cohérents 

(9.3.1) Soient f: X➔S, g: S' ➔S deux morphismes, X' =X x 8 S', 
f': X' ➔S' et g': X' ➔X les projections canoniques 

X 
g' - X'=X x 8 S' 

Jl k 
s - S' g 
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Soit ff un 0x-Module; on peut alors définir un homomorphisme 
canonique fonctoriel de 08,-Modules 

(9.3.1.1) 

de la façon suivante: on a un homomorphisme canonique de 0x-Modules 
(0, 4.4.3) 

(9.3.1.2) 

d'où l'on déduit un homomorphisme fonctoriel de 0 8-Modules (0, 4.2.1) 

(9.3.1.3) V= f*(pg;): f*(ff) ➔ f* (g~(g'*(ff))) = g* (f;(g'*(ff))), 

et il suffit alors de prendre w = v' relativement au morphisme g (0, 4.4.3). 
En général, l'homomorphisme w n'est pas bijectif, même lorsque 
S' = Spec(K(s)) avec SES, g étant le morphisme canonique, et lorsque 
ff = 0x: *on en a un exemple en prenant pour S un plan affine sur un 
corps algébriquement clos, pour X le schéma obtenu en faisant éclater 
un point fermé s de S et en prenant le schéma induit sur l'ouvert de ce 
schéma éclaté, complémentaire d'un point fermé au-dessus des (Il*, 8.1).* 
En d'autres termes, même lorsqu'il ne s'agit que de schémas noethériens, 
de morphismes de type fini et de Modules cohérents, l'opération «image 
directe de faisceaux» ne permute pas à l'opération de «passage aux 
fibres>>. Nous verrons au chap. III un résultat dans ce sens, de nature 
«asymptotique», valable pour des faisceaux cohérents lorsque f est 
propre et S noethérien (III*, 4.2.4). 

Nous allons ici indiquer des cas simples où l'on peut affirmer que 
l'homomorphisme (9.3.1.1) est bijectif pour tout 0x-Module quasi-cohé­
rent ff. 

Notons auparavant que pour tout 0 8,-Module <#', on peut déduire 
de (9.3.1.1) un homomorphisme canonique fonctoriel en ff et<§': 

(9.3.1.4) w: <#'®m
8
,g*(f*(ff)) ➔ J;(f'* (<#')®mx,g'*(ff))= J;(<#'®msff). 

Il suffit en effet de considérer l'homomorphisme canonique 

(9.3.1.5) 

qui, tensorisé avec (9.3.1.1), donne un homomorphisme 

(9.3.1.6) 

et de composer avec ce dernier l'homomorphisme canonique (0, 4.2.2.l ). 

Proposition (9.3.2) Soient f: X➔S un morphisme quasi-compact 
et quasi-séparé, g : S' ➔ S un morphisme. On pose X'= X x s S' et on 
désigne par f': X' ➔S1, g': X'➔ X les projections canoniques (de sorte 
que f' est quasi-compact et quasi-séparé ((6.1.5) et (6.1.9)). Soient ff 



§ 9. Foncteurs représentables élémentaires 365 

un 0x-Module quasi-cohérent, <§' un 0 8,-Module quasi-cohérent. On sup­
pose vérifJée l'une des conditions suivantes: 

(i) f est affine; 
(ii) <§' est g-plat. 

Alors l'homomorphisme 

<#'®ms,g*(f*(ff)) ➔ J;(f'*(<#')®mx,g'*(ff))= J;(<#'®msff) 

est bijectif. 
La question étant locale sur S et S', on peut se borner au cas où 

S = Spec(A) et S' = Spec(A') sont affines. 
(i) Si f est affine, X est alors affine (9.1.12), soit X=Spec(B) et alors 

on a X'=Spec(B®AA'); en outre on a ff=M et <#'=N', où M est un 
B-module et N' un A' -module. Alors le premier (resp. le second) membre 
de (9.3.1.6) est le (!)8,-Module associé au A'-module N'®A'(A'®AM) 
(resp. à (N'®A'(A'®AB))®A'®AB (M®B(B®AA')) considéré comme 
A'-module); chacun de ces modules est canoniquement isomorphe à 
N' ®AM et lorsqu'on les identifie à ce dernier, l'homomorphisme w est 
assoe;ié à l'identité ((1.7.7) et (1.7.9, (ii))). 

(ii) Supposons d'abord f séparé. Comme f est quasi-compact, 
X est réunion d'un nombre fini d'ouverts affines X;; en outre, comme 
f est séparé, les intersections Xu=X;nX 1 sont aussi des ouverts 
affines (5.3.6). Soient J; et fu les restrictions de f à X; et Xii respective­
ment, qui sont des morphismes affines. On a vu dans la démonstration 
de (6.7.1) que l'on a une suite exacte 

(9.3.2.t) o -➔ f*(ff) -➔ EB Ct;)*(ff;) ~ EB Uo)*(ff;) 
i i,J 

en posant ff;=ff\X;,ff; 1=ff1Xii. Comme <§' est g-plat, on a (0, 5.7.2) 
une suite exacte 

(9.3.2.2) 0 -➔ <§'®g*(f*(ff)) 

-➔ $ (<#'®g*((f;)*(ff;))) 1 
®g*<u> EB (<#'®g*(Uu)*(g;;J)). 

i i,} 

Les Xî = g'- 1 (X;)= X; x s S' forment un recouvrement ouvert affine de 
X' et les Xî1=X 1nX 1=g'- 1(XiJ)=X;1 x 8 S' sont aussi affines; si l'on 
pose .Yf' = f'*(<#')®g'*(ff), on a .Yf'IXî= (J;')*(<#')®(gî)*(ff;) et 
.Yf'\X;1= U1)*(<#')®(g11)*(ff;), où J;',g1 sont les projections canoniques 
de Xî, fù et g11 celles de X11. On en déduit une suite exacte analogue à 
(9.3.2.l) 

(9.3.2.3) 0 -➔ J;(.Yf') -➔ $ (fi')*(.Yf;) ~ $ (!;1)*(.Yfî). 
i t,J 

Comme l'homomorphisme (9.3.1.4) est fonctoriel, on a un diagramme 
commutatif 
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Û-----+ <§'@g*(f*(f#')) -----+E9(<#'@g*({fi)*(ff;)))1®g*(u)œ(<§'@g*({fij)*(ff;J)) 

1 
i l i.J l 

w $w; Ei:)w;,J 
1 f,J 

o _ ___..f;(.Yf'') ---,ffi(f/)*(.Yf';) u' ©U/,)*(.Yf';1) 
i i,] 

Or, les morphismes fi et fil étant affines, les homomorphismes wi et wil 
sont bijectifs par (i); il en est donc de même de w, 

Dans le cas général, on peut procéder de même, mais ici on peut 
seulement dire que les Xil sont quasi-compacts; fil n'est plus un mor­
phisme affine, mais comme c'est la restriction à l'ouvert quasi-compact 
XiJ du morphisme affine (donc séparé) J;, on voit que fil est séparé et 
quasi-compact, Dans le diagramme (9,3,2,4), les homomorphismes wil 
sont donc bijectifs en vertu de la première partie de la démonstration; on 
termine donc de la même façon, 

Corollaire (9.3.3) I..:homomorphisme (9,3J,l) est bijectif pour tout 
0x-Module quasi-cohérent ffe lorsque f est affine, ou lorsque g est plat 
et que f est quasi-compact et quasi-séparé, 

Corollaire (9,3.4) Soient f: X-+ S un morphisme quasi-compact et quasi­
séparé, g: S'---+S un morphisme plat On pose X'=X XsS', Alors on a un S'-iso­
morphisme canonique 

(9,3.4.1) Aff(X'/S')~Aff(X/S) xsS'. 
En effet, si f' =fin: X' ---+S', on a Aff(X'/S')= Spec(f~(@,d), et Aff(X/S) xsS' 

=Spec(g*(f*(@x))) (9.1.9); Qsomorphisme de l'énoncé provient donc de l'iso­
morphisme canonique (9.3.1.1) appliqué à :F = @x. 

Corollaire (9.3.5) Pour tout morphisme quasi-compact et quasi-séparé f: X-+ S 
et tout point seS, on a, à un isomorphisme canonique près, 

(9.3.5.1) 

Corollaire (9.3.6) Pour tout morphisme quasi-compact et quasi-séparé f: X---+S 
et tout V c S, on a, à un isomorphisme canonique près, 

(9.3.6.1) 

Ces deux corollaires sont des cas particuliers de (9.3.4) (le second étant d'ailleurs 
conséquence immédiate de la définition (9.1.21)). 

(9,3,7) Considérons en particulier le cas où f: U---+S est une immersion 
ouverte quasi-compacte, U s'identifiant donc à un schéma induit sur un ouvert 
rétrocompact de S. Comme le morphisme 1- 1 (U)---+ U, restriction de f, est l'identité, 
il résulte de (9.3.6) que le morphisme (f 0)- 1(U)---+ U, restriction de J0, est un 
isomorphisme, iu : U---+ U0 étant donc une immersio,:z ouverte qui permet d'identifier 
U à un schéma induit sur un 'Ouvert de u0 • 

Plus généralement, pour un ouvert V de S, la restriction (f 0 )- 1(V)---+ V de J0 

est un isomorphisme de (f 0 )-
1(V) sur le schéma induit sur l'ouvert V n U de 

S si et seulement si l\mmersion ouverte Un V---+ V est un morphisme affine. Il est 
clair (9.1.1) que la réunion de ces ouverts V est le plus grand d'entre eux U 1, qui 
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contient U; en vertu de ce qui précède, U I est aussi le plus grand ouvert ne rencon­
trant pas l'ensemble 

(9.3.7.1) Daf(U/S)= J0 (U0
)- U 

(«défaut d'affinité» de l'ouvert U relativement à S, qui est vide si et seulement si 
U est affine sur S); autrement dit, l'ensemble fermé Z = S- U I est l'adhérence de 
l'ensemble Daf(U/S). On notera que pour tout morphisme plat g: S' -+S, si l'on 
pose U' =g- 1(U), on a 

(9.3.7.2) Daf(U'/S')=g- 1(Daf(U/S)) 

comme il résulte aussitôt de (9.3.4) et de (3.4.11). En particulier, pour tout ouvert 
VdeS,ona 

(9.3.7.3) Daf((U n V)/V)=Daf(U/S)n V 

et pour tout seS, 

(9.3.7.11-) Daf((U n Spec((!L))/Spec(lDs))=Daf(U/S)n Spec(lDs,s). 

Au chap. IV, nous verrons que lorsque S est localement noethérien et U est 
un ouvert partout dense dans S, l'ensemble Daf(U/S) n'est pas du tout un ensemble 
fermé rare quelconque, mais possède des propriétés dimensionnelles très restric­
tives (IV*, 21.12.16). 

Corollaire (9.3.8) Soient S un schéma, f: X-+S un morphisme, 14 une lDs­
Algèbre quasi-cohérente, .lt un 14-M adule quasi-cohérent. Soient S' = Spec(f!J), 
X'=X xsS', f':X'-+S' et g':X'->X les projections canoniques. On a alors un 
isomorphisme canonique 

(9.3.8.1) 
Il suffit dans (9.3.2, (i)) d'intervertir les rôles de X et de S'. 

Corollaire (9,3,9) Soient f: X-+ S un morphisme, <§ un @s-M adule quasi­
cohérent. Lorsque f est affine, ou lorsque f est quasi-compact et quasi-séparé et 
que<§ est un lDs-Module plat, on a, pour tout <Px-Module quasi-cohérent :F, un iso­
morphisme canonique 

(9.3.9.1) 

et en particulier un isomorphisme canonique 

(9.3.9.2) 
Il suffit d'appliquer (9.3.2) en prenant S' = S, g étant le morphisme identique. 

(9.3.10) Considérons deux S-schémas X, Y et soient f: X-+S, g: Y-+S les 
morphismes structuraux. Soit Z=X xsY le produit et notons h=gof'=fog' 
le morphisme structural 

On définit de la façon suivante un homomorphisme canonique de lDs-Algèbres 

(9.3.10.1) p: f*(lDx_)®@•g*(lDy)-+h*(lD2 ) 
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ou encore, avec les notations de (0, 4.2.7) 

(9.3.10.2) 

En vertu de (9.3.5.1) appliqué à<§, on a un'homomorphisme de lDg-Algèbres 

(9.3.10.3) f* ((!)x) @195g* ( @v)--+g* (g*(f*(l!Jx))) 

et d'autre part, d'après (9.3.1.1), un homomorphisme de @y-Algèbres 

(9.3.10.4) g*(f*(@x))--+ f;(g'*(@x))= f;(@z) 

d'où un homomorphisme de {!}s-Algèbres 

(9.3.10.5) g* (g*(f*(@x)))--+g* (!;((!)2 ))= h*({!}z) 

et en le composant avec (9.3.10.3), on obtient l'homomorphisme (9.3.10.1). On 
vérifie aisément que si s, t sont des sections de d(X) et d(Y) respectivement au­
dessus d'un ouvert U de S, l'image de s@t par (9.3.10.2) s'obtient en prenant 
l'image réciproque s' de s par g' et l'image réciproque t' de t par f' (lorsque s est 
considérée comme section de C9x au-dessus de f- 1(U) et t comme section de l9y 
au-dessus de g- 1 (U)), et en formant le produit s t'. 

Proposition (9.3.11) Avec les notations de (9.3.10), supposons f et g quasi­
compacts et quasi-séparés. Alors l'homomorphisme canonique (9.3.10.1) est bijectif 
danf chacun des cas suivants: 

(i) f et g sont affines; 
(ii) f (ou g) est plat et affine; 
(iii) f*(@x) est un lDg-Module plat et g est plat (ou la condition analogue obtenue 

en permutant f et g). 
Il suffit en effet d'exprimer que chacun des homomorphismes (9.3.10.3) et 

(9.3.10.4) est bijectif. Pour le premier, c'est le cas si g est affine ou si g est quasi­
compact et quasi-séparé et f*(@x) un {!}s-Module plat quasi-cohérent (9.3.9). Pour 
le second, c'est le cas si f est affine ou si f est quasi-compact et quasi-séparé et g est 
plat (9.3.3). Il suffit de combiner les diverses alternatives. 

Corollaire (9.3.12) Soient S un schéma, C la catégorie des S-schémas qui sont 
quasi-compacts, quasi-séparés et plats sur S et tels que d(X) soit un lDg-Module 
plat, et soit C la sous-catégorie de C formée des S-schémas plats et affines sur S. 
Alors Cet C sont stables pour les produits finis sur S, et le foncteur X>-+Aff(X/S) 
de C dans C (9.1.21) commute aux produits finis sur S. 

On sait ((6.1.5) et (6.1.9)) que le produit sur S de deux S-schémas X, Y 
quasi-compacts et quasi-séparés sur S est quasi-compact et quasi-séparé sur S; 
en outre, si X et Y sont plats sur S, il en est de même de X Xs Y en vertu de 
Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 2, n° 7, cor. 1 de la prop. 8. Il résulte donc de 
(9.3.11) que C est stable pour les produits finis; on prouve de la même façon 
que C' est stable pour les produits finis, compte tenu de (9.1.16). Le fait que 
Aff(X Xs Y/S) = Aff(X/S) xsAff(Y/S) (à isomorphisme canonique près) pour X et 
Y dans C résulte alors de (9.3.11) et de (9.1.19). 

Remarques (9,3.13) 
(i) Lorsque S=Spec(k), où k est un corps, il résulte de (9.3.11, (iv)) que l'homo­

morphisme (9.3.10.1) est bijectif lorsque X et Y sont des k-schémas quasi-compacts 
et quasi-séparés quelconques. 

(ii) Lorsque S est un schéma quelconque, on ne peut par contre se borner 
dans (9.3.11) à supposer f et g tous deux quasi-compacts, séparés et plats. Prenons 
par exemple pour S le sous-schéma fermé de l'espace affine à 4 dimensions sur un 
corps k, «réunion des plans Z=T=0 et X=Y=0», autrement dit S=Spec(A) 
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avec A=k[X,Y,Z, T]/((X)+(Y))((Z)+(T)). Soit U l'ouvert (non affine) de S com­
plémentaire du point 0 dans le plan Z=T=0, autrement dit le schéma induit sur 
l'ouvert de S complémentaire de V(a), où a est l'idéal de A engendré par les images 
de Z et T. Soit de même V l'ouvert (non affine) de S complémentaire de V(b), où 
b est l'idéal de A engendré par les images de X et Y. Il est clair que l'on a Un V ==:0, 
donc U Xs V,;,,, 0 (4.3.4) et par suite d(U Xs V)= O. Mais on voit immédiate­
ment (5.3.11) que d(U)=(A/bf et d(V)=(A/af, donc le produit tensoriel 
d(U)@sd(V) est égal à k. 

(iii) De même, la conclusion de (9.3.11) ne subsiste plus si l'on suppose g affine, 
f plat et f*(@x) plat. Prenons par exemple pour S le plan affine sur un corps k, 
S=Spec(A) où A=k[X, Y], pour X l'ouvert (non affine) complémentaire du point 
0 dans S, pour Y la droite Spec(A/a), où a= (X). On sait alors (5.3.11) que f*(@x) 
s'identifie à (!)s, donc d(X)®sd(Y) est isomorphe à (A/ar. Mais le schéma 
X Xs Y est le complémentaire du point 0 dans la droite Y (4.3.4), donc un schéma 
affine dont l'anneau n'est pas isomorphe à A/a=k[YJ, mais bien à son anneau 
de fractions k[Y, y- t]. Il serait intéressant d'avoir un exemple mettant en défaut 
la conclusion de (9.3.11 ), où f et g ne seraient ni affines ni plats, mais d (X) et 
d(Y) plats. 

(iv) Comme la définition d'un S-schéma en groupes ((0, 1.6.5) et (1.6.6)) ne fait 
intervenir que les produits finis de S-schémas, il résulte de (9.3.12) que le foncteur 
X>-+Aff(X/S) transforme les schémas en groupes appartenant à C en schémas en 
groupes appartenant à C'; en d'autres termes, si G est un S-schéma en groupes 
quasi-compact, quasi-séparé et plat sur S et tel que d(G) soit un @s-Module 
plat, son enveloppe affine Aff(G/S) est un schéma en groupes affine et plat sur S. 

Ce schéma a été étudié notamment par M. Raynaud dans le cas où S est un 
schéma localement noethérien régulier de dimension ~ 1 (auquel cas l'hypothëse 
que X est plat, quasi-compact et quasi-séparé sur S implique déjà que d(X) est 
un (!)s-Module plat). 

(v) Sous les hypothèses de (9.1.20, (ii)), soit .lt Ùn .?4-Module quasi-cohérent; 
il y a alors un isomorphisme canonique de @x,-Modules 

(9.3.13.1) v*(.it)~ (q*(.lt)® q•(EfBJ.?4'r. 

En effet, l'isomorphisme canonique (9.3.1.1) fournit un isomorphisme canonique 
de pf(.41) sur le faisceau sur Spec(q*(.?4)) associé au q*(.?4)-Module q*(.lt), et il 
suffit ensuite d'appliquer (9.2.7). 

9.4. Fibré vectoriel associé à un faisceau de modules 

(9.4.1) Soient A un anneau, E un A-module. Rappelons qu'on 
appelle algèbre symétrique sur E et qu'on note S(E) (ou SA(E)) l'algèbre 
quotient de l'algèbre tensorielle T(E) par l'idéal bilatère engendré par 
les éléments x@y-y@x, où x, y parcourent E. L'algèbre S(E) est 
caractérisée par la propriété universelle suivante: si cr est l'application 
canonique E➔S(E) (obtenue par composition de E➔ T(E) et de l'applica­
tion canonique T(E)➔S(E)), toute application A-linéaire E➔B, où B 
est une A-algèbre commutative, se factorise de façon unique en 

E ~ S(E) ~ B, 
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où g est un A-homomorphisme d'algèbres. Autrement dit, S(E) représente 
le foncteur covariant B,_.HomA-mod(E,B) de la catégorie des A-algèbres 
dans la catégorie des ensembles (0, 1.1.11). On déduit aussitôt de cette 
caractérisation que pour deux A-modules E, F, on a 

S(E E!3 F) = S(E) ® S(F) 

à un isomorphisme canonique près; en outre, S(E) est un foncteur co­
variant en E, de la catégorie des A-modules dans celle des A-algèbres 
commutatives; enfin, la caractérisation précédente montre aussi que si 
E = ~ Ei., on a S(E) = ll!:!i S(Ei.) à un isomorphisme canonique près. 
Par abus de langage, un produit cr(x1)cr(x2 ) ·• -cr(xn), où les XiEE, se note 
souvent x 1 x 2 .. •xn si aucune confusion n'en résulte. L'algèbre S(E) 
est graduée, Sn(E) étant l'ensemble des combinaisons linéaires des 
produits de n éléments de E (n~ O); l'algèbre S(A) est canoniquement 
isomorphe à l'algèbre des polynômes A[TJ à une indéterminée et 
l'algèbre S(A n) à l'algèbre des polynômes à n indéterminées A[T1, ... , 1;,J. 

(9.4.2) Soit cp un homomorphisme d'anneaux A-+ B. Si F est un 
B-module, l'application canonique F-+S(F) donne une application 
canonique F1'1'1-+S(F)1'1'1, qui se factorise donc en F1'1'1-+S(F1'1'1)-+S(F)1'1'1; 

l'homomorphisme canonique S(F1'1'1)-+S(F)1'1'1 est surjectif, mais non 
nécessairement bijectif. Si E est un A-module, tout di-homomorphisme 
E-+F (c'est-à-dire tout A-homomorphisme E-+F 1'1'1) donne donc ca­
noniquement un A-homomorphisme d'algèbres S(E)-+S(F 1'1'1)-+S(F) 1'1'1, 

c'est-à-dire un di-homomorphisme d'algèbres S(E)-+S(F). 
Avec les mêmes notations, pour tout A-module E, S(E®AB) s'iden­

fie canoniquement à l'algèbre S(E) ®AB; cela résulte aussitôt de la 
propriété universelle de S(E) (9.4.1). 

(9.4.3) Soit R une partie multiplicative de l'anneau A; appliquant 
(9.4.2) à l'anneau B=R- 1 A, et se rappelant que R- 1 E=E®AR- 1 A, 
on voit que l'on a S(R- 1 E)=R- 1 S(E) à un isomorphisme canonique 
près. En outre, si R':::, R est une seconde partie multiplicative de A, 
le diagramme 

l l 
est commutatif. 

(9.4.4) Soit maintenant (S, d) un espace annelé, et soit ~ un d -Mo­
dule sur S. Si, à tout ouvert U c S on associe le r(U,d)-module 
S(r(U,~)), on définit (vu le caractère fonctoriel de S(E) (9.4.2)) un pré-
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faisceau d'algèbres; on dit que le faisceau associé, que l'on note S(<&") 
ou S..,(<&"), est la d-Algèbre symétrique du d-Module <&". Il résulte 
aussitôt de (9.4.1) que S(<&") est solution d'un problème universel: tout 
homomorphisme de d-Modules 0°-+fll, où fJI est une d-Algèbre, se 
factorise d'une seule manière en 0°-+S(<&")-+fll, la seconde flèche étant 
un homomorphisme de d-Algèbres. Il y a donc correspondance biuni­
voque entre homomorphismes 0°-+fll de d-Modules et homomorphis­
mes S(C)-+fll de d-Algèbres. Autrement dit, S(<&") représente le foncteur 
covariant f11,_.Hom.c1.Mod(<&",fll) de la catégorie des d-Algèbres dans 
la catégorie des ensembles (OJ .1.11 ). En particulier, tout homomorphisme 
u:0°-+ff de d-Modules définit un homomorphisme S(u):S(<&")-+S(ff) 
de d -Algèbres et S( <&") est donc un foncteur covariant en <&". 

En vertu de (9.4.2) et de la permutabilité de S avec les limites inducti­
ves, on a (S(<&")).=S(<&".) pour tout point SES. Si<&", ff sont deux d-Mo­
dules, S(<&"EB.'F) s'identifie canoniquement à S(<&")®.,,,S(ff), comme on 
le voit sur les préfaisceaux correspondants. 

Notons aussi que S(<&") est une d-Algèbre graduée, somme directe 
infinie des Sn(<&"), où le d-Module Sn(<&") est le faisceau associé au pré­
faisceau u ....... sn(r(U,<&")). Si on prend en particulier <&"=d, on voit 
que S.,,,(d) s'identifie à d[TJ=d®zZ[TJ (T indéterminée, Z étant 
considéré comme faisceau simple). 

(9.4.5) Soient (T, fll) un second espace annelé, f un morphisme 
(S,d)-+(T,fll). Si ff est un fll-Module, S(f*(ff)) s'identifie canonique­
ment à f*(S(ff)); en effet, si f =(\j,,0), on a par définition (O,4.3.l) 

S(f*(ff)) =S(\j,- 1 (ff)®,i,- '(BIJ)d) =S(\j,- 1(.'F))®,i,-•BIJ)d 

(9.4.2); pour tout ouvert U de Set toute section h de S(\j,- 1(.'F)) au-des­
sus de U,h coïncide, dans un voisinage V de chaque point sEU, avec un 
élément de S(r(V, \j,- 1(.'F))); si on se reporte à la définition de \j,- 1(.'F) 
(0,3.7.1) et qu'on tient compte de ce que tout élément de S(E) pour un 
module E est combinaison linéaire d'un nombre fini de produits d'élé­
ment de E, on voit qu'il y a un voisinage W de \j,(s) dans T, une section 
h' de S(ff) au-dessus de W et un voisinage V' c V n\j,- 1 (W) des tels 
que h coïncide avec t,_.h'(\j,(t)) au-dessus de V'; d'où notre assertion. 

Proposition (9.4.6) Soient A un anneau, S = Spec(A) son spectre 
premier, <&"=M le 0 8-Module associé à un A-module M; alors la {!}8-Al­
gèbre S(<&") est associée à la A-algèbre S(M). 

En effet, pour tout fEA, S(MJ)=(S(M))J (9.4.3) et la proposition 
résulte donc des définitions (1.3.4). 

Corollaire (9.4.7) Si S est un schéma,<&" un 0s-Module quasi-cohérent, 
la 0 8-Algèbre S(<&") est quasi-cohérente. Si en outre<&" est de type fini (resp. 



372 I. Le langage des schémas 

de présentation finie), chacun des 0 8-Modules Sn(<&") est de type fini (resp. 
de présentation finie) et la 0 8-Algèbre S(<&") est de type fini (resp. de présen­
tation finie). 

La première assertion est conséquence immédiate de (9.4.6) et de 
(1.4.1); la seconde résulte de ce que, si E est un A-module de type fini, Sn(E) 
est un A-module de type fini; on applique alors (1.4.3). Pour établir la 
troisième, on est ramené (2.2.5) au cas où S = Spec(A) est affine et <&"=È, 
où E est un A-module de type fini (resp. de présentation finie); or, si on 
a une suite exacte 0-+N-+An-+E-+0, on en déduit une suite exacte 
0-+~-+S(N)-+S(E)-+O, où l'idéal ~ de S(N) est engendré par 
N c S1 (N) (Bourbaki, Alg. comm., chap.111, 3° éd.); d'où la conclusion. 

(9.4.8) Soient S un schéma, <&" un 0 8-Module quasi-cohérent. Pour 
tout S-schéma T, de morphisme structural f:T-+S, posons <&"(T)= f*(<&"), 
qui est un 0rModule quasi-cohérent. Nous allons voir que 

(9.4.8.1) 

peut être défini comme un foncteur contravariant de la catégorie des 
S-schémas dans celle des ensembles. Pour cela, il faut définir, pour tout 
S-morphisme g:T'-+T, une application F8 (g):F 8 (T)-+F 8 (T') satis­
faisant aux axiomes des foncteurs: il est immédiat que l'on peut prendre 
F8 (g) égale à l'application g*:u,......g*(u) (0,4.3.1) puisque le morphisme 
structural T'-+S n'est autre que fog et qu'on a donc <&"<T'J=g*(<&"(T)) 
et (!}T,=g*((!}T). 

Proposition (9.4.9) Pour tout {98-Module q1:1-asi-cohérent C, le fonc­
teur contravariant (9.4.8.1) est représentable par le couple formé du S-sché­
ma (affine sur S) 

(9.4.9.1) V(<&")= Spec(S(<&")) 

et le0v<s>-homomorphisme (<&"®<!1sS(<&")f-+(S(<&")f (c'est-à-dire<&" (V(sn-+0v(sJ) 
de 0v<s>-Modules déduit de l'homomorphisme canonique 0°-+S(<&") (9.4.4). 

Cela résulte de la suite d'isomorphismes canoniques fonctoriels en 
T (dans la catégorie des S-schémas) 

Hom 8(T, V(<&")) ~ Hom<!1s-Alg (S(<&"),d(T)) ~ Hom<!1s(<&",f*(0T)) 

~ Hom<!1T(f*(<&"), 0T) = Hom<!1T(<&"(T), (!)T)= F 8 (T), 

dont le premier est donné par (9.1.7.2), le second par (9.4.4) et le troisième 
par (0,4.4.3.1 ). 

On dit que le S-schéma V(<&") est le fibré vectoriel sur S défini par<&". 
Le 0v(sJ-homomorphisme <&"<V<sn-+ 0v(sJ de (9.4.9) est une section 

sur V(<&") du dual (<&"<v<snf de <&"<V<sn, dite section universelle de ce dual. 
Si U = Spec(A) est un ouvert affine de S, son image réciproque dans 
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V(<&") s'identifie à Spec(S(M)), si <&"IU =M, où M est un A-module; au­
dessus de Spec(S(M)), la section universelle s'identifie à l'homomorphis­
me m@p ...... mp de M®AS(M) dans S(M), M étant identifié à la partie 
S1 (M) de S(M). . 

(9.4.10) Prenons en particulier pour T un schéma induit sur un 
ouvert U de S. Alors les S-morphismes U-+ V(<&") ne sont autres que 
les V-sections (2.6.5) du U-schéma induit par V(C) sur l'ouvert p- 1(U) 
(où p: V(<&")-+S est le morphisme structural). Par définition (9.4.8.1), 
ces U-sections correspondent biunivoquement (et fonctoriellement en U) 
aux sections du dual J de <&" au-dessus de U; la fonctorialité correspond 
ici à la compatibilité avec la restriction à un ouvert U' c U. On peut 
donc dire que le dual J de<&" est canoniquement identifié au faisceau des 
germes de S-sections de V(<&"). 

En particulier, si on prend T = S, à l'homomorphisme nul 0°-+ 0s 
correspond une S-section canonique de V(<&"), dite section nulle. 

Si maintenant on prend pour T le spectre {~}d'un corps K, le morphis­
me structural f:T-+S correspond à un monomorphisme K(S)-+K, 
où s= f(~) (2.5.5), et les S-morphismes g}-+ V(<&") ne sont autres que les 
points de V(<&") à valeurs dans l'extension K de K(s) (3.5.4), points qui sont 
localisés en certains points de p- 1 (s). L'ensemble de ces points, qu'on 
peut encore appeler la fibre rationnelle sur K de V(<&") au-dessus de s, 
s'identifie d'après la définition (9.4.8.l) au dual du K-espace vectoriel 
<&". ®<!1s, K=<&"·®K(s)K en posant <&"5 =0°s/m.<&",; si 0°8 ouKestderang 
finis ur K(s), ce dual s'identifie aussi à (c·r ®K(s) K, en désignant par (c·r 
le dual du K(s)-espace vectoriel <&"•. 

Ces propriétés justifient la terminologie de «fibré vectoriel» intro­
duite ci-dessus, mais on observera que la définition que nous obtenons 
est duale de la définition classique, puisqu'on s'attendrait à obtenir pour 
«fibres» de V(<&") les espaces <&"•®K(sJK eux-mêmes et non leurs duals. 
Cette définition nous est imposée par la nécessité de pouvoir définir V(<&") 
pour un 0s-Module quasi-cohérent quelconque<&", et non seulement pour 
un 0s-Module localement libre de rang fini: on peut montrer en effet 
que le foncteur T,_.r(T,<&"(T)) (qui est celui que l'on voudrait représen­
ter) n'est représentable que si <&" est localement libre de rang fini (il est 
immédiat qu'il est effectivement représentable dans ce cas puisque 
<&°=(if à isomorphisme canonique près, et le S-schéma qui le représente 
est donc V(i); nous revenons plus loin sur ce foncteur). 

Proposition (9.4.11) (i) V(<&") est un foncteur contravariant en <&" de 
la catégorie des 0s-Modules quasi-cohérents dans la catégorie des S-sché­
mas affines. 

(ii) Si <&" est un @s-Module de type fini (resp. de présentation finie), 
V(<&") est de type fini (resp. de présentation finie) sur S. 
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(iii) Si ~ et ff sont deux 0 8-Modules quasi-cohérents, V(~EBff) 
s'identifie canoniquement à V(~) x 8 V(ffe). 

(iv) Soit g: S' -+S un morphisme; pour tout 0 8-Module quasi-cohérent 
~. V(g*(~)) s'identifie canoniquement à V(~)<s'J= V(~) x 8 S'. 

(v) A un épimorphisme ~-+ff de 0 8-Modules quasi-cohérents corres­
pond une immersion fermée V(.~)-+ V ( ~). 

(i) est conséquence immédiate de (9.1.5), compte tenu de ce que tout 
homomorphisme de 0 8-Modules ~-+ff définit canoniquement un 
homomorphisme de 0 8-Algèbres S(~)-+S(ff). (ii) découle immédiate­
ment de (9.1.15) et de (9.4.7). Pour démontrer (iii), il suffit de partir de 
l'isomorphisme canonique S(~EBff) ~ S(~)®<!1sS(ff) (9.4.4) et d'appli­
quer (9.1.19). De même, pour démontrer (iv), il suffit de partir de l'iso­
morphisme canonique S(g*(~))~g*(S(~)) (9.4.5) et d'appliquer (9.1.9). 
Enfin, pour établir (v), il suffit de remarquer que si l'homomorphisme 
~-+ff est surjectif, il en est de même de l'homomorphisme correspon­
dant S(~)-+ S(ff) de 0 8-Algèbres, et la conclusion résulte de (9.2.9). 

(9.4.12) Prenons en particulier ~ = 08 ; le schéma V(08) est le 
S-schéma affine, spectre de la 0 8-Algèbre S(0 8) qui s'identifie à la 0 8-Al­
gèbre 0 8 [TJ=0s®zZ[TJ (T indéterminée); c'est évident lorsque 
S = Spec(Z), en vertu de (9.4.6), et on passe de là au cas général en con­
sidérant le morphisme structural S-+Spec(Z) et utilisant (9.4.11, (iv)). 
En raison de ce résultat, on pose encore V ( 0 8) = S [TJ, et on a donc la 
formule 

(9.4.12.l) 

L'identification du faisceau des germes de S-sections de S[TJ avec 
0 8, déjà vue dans (3.4.2), se retrouve ici dans un contexte plus général, 
comme cas particulier de (9.4.10). 

(9.4.13) Pour tout S-schéma X, par définition Homs(X,S[T]) 
s'identifie canoniquement à Hom<!1s(08,d(X)), lequel est canoniquement 
isomorphe à r(S,d(X)), et est par suite muni d'une structure d'anneau; 
en outre, à tout S-morphisme h:X-+ Y correspond un morphisme 
r(d (h)): r(S, d (Y))-+ r(S, d (X)) pour les structures d'anneau (0,4.2.7). 
Quand on munit Hom 8(X,S[T]) de la structure d'anneau ainsi définie, 
on voit donc qu'on peut considérer Hom 8(X,S[T]) comme unfoncteur 
contravariant en X, de la catégorie des S-schémas dans celle des anneaux. 
D'autre part, Hom 8(X, V(~)) s'identifie de même à Hom<!1s(~,d(X)) 
(où d(X) est considéré comme un 0 8-Module); on peut par suite le 
munir canoniquement d'une structure de module sur l'anneau 
Hom 8(X,S[T]), et on voit comme ci-dessus que le couple 

(Hom8(X, S [TJ), Hom 8(X, V ( ~))) 
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est un foncteur contravariant en X, à valeurs dans la catégorie dont les 
éléments sont les couples (A,M) formés d'un anneau A et d'un A-module 
M, les morphismes étant les di-homomorphismes. 

On peut donc dire que S[TJ est un S-schéma en anneaux et que V(<&") 
est un S-schéma en modules sur le S-schéma en anneaux S[T] (0,1.6.8). 

(9.4.14) Nous allons voir que la structure de S-schéma en modules 
définie sur le S-schéma V(<&") permet de reconstituer le (11g-Module <&" à 
un isomorphisme unique près: pour cela, nous allons montrer que <&" 

est canoniquement isomorphe à un sous-( 17g-Module de S(<&")=d(V(<&")), 
défini au moyen de cette structure. En effet (9.4.4) l'ensemble 
Home,,.Ai9.(S(<&"),d(X)) des homomorphismes de 08-Algèbres s'identifie 
canoniquement à Hom<!1s(<&",d(X)), ensemble d'homomorphismes de 
08-Modules: si h,h' sont deux éléments de ce dernier ensemble, s1 (1 ~ i~ n) 
des sections de <&" au-dessus d'un ouvert U c S, t une section de d(X) 
au-dessus de U, on a par définition 

n 

(h+h') (s1 s2 .. ·sn)= TI (h(s1)+h'(s 1)) i=l 
et 

n 

(t•h)(s 1 S2 .. ·Sn)=tn TI h(sJ 
i= 1 

Cela étant, si z est une section deS(<&") au-dessus de U, h ...... h(z) est une 
application de Hom 8(X, V(<&"))= Home,,.Ai9.(S( <&"), d(X)) dans r(U, d(X)). 
Nous allons montrer que <&" s'identifie au sous-Module de S(<&") tel que, 
pour tout ouvert U c S, toute section z de ce sous-0 8- Module au-dessus de U 
et tout S-schéma X, fapplication h ...... h(z) de Hom<!1slU-Alg.(S(<&")IU,d(X)IU) 

dans r(U,d(X)) soit un homomorphisme de r(U,d(X))-modules. 

Il est immédiat en effet que<&" possède cette propriété; pour démontrer 
la réciproque, on peut se borner à prouver que lorsque S = Spec(A), 
<&" = M, une section z de S(<&") au-dessus de S qui (pour U = S) possède 
la propriété énoncée ci-dessus, est nécessairement une section de<&"; on a 

OC) 

alors z= L zn, où znESn(M), et il s'agit de prouver que zn=O pour 
n=O 

n # 1. Posons B = S(M) et prenons pour X le schéma Spec(B [T]), où 
Test une indéterminée. L'ensemble Home,,.A19.(S(<&"),d(X)) s'identifie à 
l'ensemble des homomorphismes d'anneaux h: B-+ B [TJ (1.3.13), et 

OC) 

d'après ce qu'on a vu plus haut, on a (T · h) (z) = l: rh(zn): l'hypothèse 
oo ~ n=O 

sur z implique que l'on a l: rh(zn)=T · l: h(zn) pour tout homomor-
n=o n=O 

phisme h. Si on prend en particulier pour h l'injection canonique, il vient 
OC) OC) 

L r zn=T. L Zn, ce qui entraîne bien la conclusion Zn=Û pour n# 1. 
n=O n=O 
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Proposition (9.4.15) Soit Sun schéma quasi-compact et quasi-séparé. 
Tout S-schéma X affine sur S et de type fini sur S est S-isomorphe à un sous­
S-schéma fermé d'un S-schéma de la forme V(<&"), où<&" est un 0s-Module 
quasi-cohérent de présentation finie. 

En effet, la (!)s -Algèbre quasi-cohérente d(X) est de type fini (1.3.7). 
Les hypothèses sur S entraînent que d(X) est engendrée par un sous-0s­
Module quasi-cohérent de type fini<&"' (6.9.11); cela entraîne que l'homo­
morphisme canonique S(<&"')--+ d(X) prolongeant canoniquement l'in­
jection <&"' --+d(X) est surjectif; on en déduit donc (9.2.9) que X est S-iso­
morphe à un sous-schéma fermé de V(<&"'). D'autre part (6.9.10) il existe 
un C9s-Module quasi-cohérent<&" de présentation finie et un épimorphisme 
0°--+0°'; V(<&"') est donc S-isomorphe à un sous-schéma fermé de V(<&") 
(9.4.11, (v )). 

9.5. Schémas en ensembles algébriques 

(9.5,1) Soit A un anneau; on appelle espace qffine de dimension n sur 
A le A-module N. Si 3 est un idéal de l'anneau de polynômes A[T 1, ••• , TnJ 
à n indéterminées, on appelle ensemble algébrique défini par 3 l'ensemble des 
t=(t 1, ••• ,tn)EAn tels que P(t 1, ••• ,tn)=0 pour tout polynôme Pe3. 

Si S=Spec(A), l'ensemble An peut encore s'interpréter comme l'ensemble des 
sections r(S,0g') du lDs•Module libre iff=@; au-dessus de S (1.3.9), ·ou encore 
comme l'ensemble Homl'ls(i,(Ds) des homomorphismes du dual de tff dans lDs. Ce 
dernier s'identifie, comme on l'a vu, à l'ensemble des homomorphismes de lDs­
Algèbres Homl'ls·Aig(S(i), (Os); d'ailleurs, si on identifie les formes linéaires 
coordonnées, élégierits de la base canonique de r(S,tff), aux indéterminées T1 
(1 ~j~n), r(S,S(tff)) s'identifie à l'anneau de polynômes A[T 1, ••• , TnJ et un id~! 
3 de cet anneau à r(S,,I), où,/ est un Idéal quasi-cohérent de la lDs-Algèbre S(tff). 
Il est alors immédiat, en vertu de ces identifications, que l'ensemble algébrique 
défini par,/ s'identifie à la partie de Homl'ls-Alg (S(i), lDs) formée des homomorphis­
mes de (!)~-Algèbres ql_!i sont nuls dans ,1, ou encore, ce qui revient au même, l'en­
semble Homl'ls-Alg (S(tff)/ ,/, (Os). 

(9.5.2) D'une façon générale, considérons un schéma S et un (Os-Module ,ff 
localement librevde rang fini sur S; nous dirons que l'ensemble Homl!/

5
(/,lDs) 

= Hom@.-A1g(S(tff),lDs) es~ l'espace affine sur S défini par tff, et pour t~ut Idéal 
quasi-cohérent ,/ de S(tff), nous dirons que l'ensemble Hom<'ls·Alg(S(tff)/,1,lDs) 
est l'ensemble algébrique sur S défini par I'Idéal ,f. 

Soit maintenant T un S-schéll_!a quelconque; alors ,ff(T) est un @r-Module 
localement libre de rang fini et (tff)(T) s'identifie canoniquement au dual (tff<TJf 
(0, 5.4.9); !'Algèbre symétrique S((i)(T)) s'identifie d'autre part à (S(i))(T) (9.4.5), 
et si l'on pOJe Jh>=,/S((i)(T)), S((i)(T))/Jh>v s'identifie canoniquement à la @r­
Algèbre (S(tff)/ ,/)(T), image réciproque de S(tff)/ ,1. On peut donc définir comme 
dans (9.4.8) unfoncteur contravariant 

(9.5.2.1) Al(tff,,I): T>--+ Hom<"s·Alg ((S(i)/ /h>• lDT) 

de la catégorie des S-schémas dans celle des ensembles, qu'on appelle le foncteur 
«ensembles algébriques définis par,/». 
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Proposition (9.5.3) Le foncteur (9.5.2.1) ~est représentable pgr un S-schéma 
Al(@',,/) affine sur S, sous-schéma fermé de V(@') défini par I'Idéal ,Ide @vti> (9.2.9). 

En effet, si X est ce sous-schéma, on a des isomorphismes canoniques (0, 4.4. 7.1) 

Homs(T,X) ~ Hom19s-A1g(S(i)/ ,l,f *(@r)) 
~ Homl'IT•Alg (f*(S(C)/ ,/),@T )=Al(th',,l)(T) 

( où f : T-+ S est le morphisme structural). 

On dit que Al(@',,/) est le S-schéma en ensembles algébriques définis par,!. En 
particulier, si ,/ = 0 et si@' est de rang n, on dit que V(th') est le S-schéma en espaces 
affines de rang n sur S défini par @' (on dit aussi «S-schéma en espaces affines tor-
dus»). ' 

9.6. Schémas en groupes linéaires 

Proposition (9.6.1) Soient S un schéma, ~ un 0s•Module quasi-co­
hérent, :F un 0s•Module localement libre de rang fini. Alors le foncteur 
contravariant (0,4.3.6) 

(9.6.1.1) 

de la catégorie des S-schémas dans celle des ensembles, est représentable 
par lefibré vectoriel V(#®<!1s~), que l'on note aussiHom(~,ffe). 

En effet, on a un isomorphisme canonique de 0s-Modules 
(ff®(!)s/f ~ ~®msffe et ~n isomorphisme canonique de r(S,0s)-modu­
les Home>s(~,ff) ~ r(S,~ ®<!1s:F) (0, 5.4.2), d'où la proposition. 

Corollaire (9.6.2) Soient S un schéma, ~ un 0s·Module localement 
libre de rang fini; alors End(~)= V(i®<!1s~) est un S-schéma en algèbres 
(non commutatives) et V(J') est un S-schéma en modules à gauche sur 
ce S-schéma en algèbres. 

Cela revient à remarquer que le foncteur contravariant 

End(~): T ,_. Hom<!1T(~<TJ,~(T)) 

est en fait un foncteur de la catégorie des S-schémas dans celle des 
r(S,0s)-algèbres et qu'on a d'autre part un morphisme fonctoriel 

Hom<!1T(~<TJ,~(T)) x r(T,~(T))-+ r(T,~(T)) 

qui pour chaque T fait de r(T,~(T)) un Hom<!1T(~<TJ,~(T))-module à 
gauche (0, 1.6.1 ). 

(9.6.3) Rappelons que pour tout 0s-Module ~. on note Aute>s(~) 
le groupe des automorphismes ·de ~; lorsque S=Spec(A) et ~=È, 
où E est un A-module, ce groupe s'appelle encore le groupe linéaire 
relatif à E et se note GL(E); si E=N, on écrit aussi GL(n,A). 
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Proposition (9.6.4) Soient Sun schéma,$ un 0 8-Module localement 
libre de rang fini. Alors le foncteur contravariant 

(9.6.4.1) 

de la catégorie des S-schémas dans celle des groupes, est représentable 
par un S-schéma en groupes GL(<&"), isomorphe à un schéma induit sur 
un ouvert de End(@"). 

Comme l'ensemble des SES où <&" est de rang donné est ouvert et 
fermé dans S, on peut se borner au cas où$ est de rang constant n. 

Montrons d'abord qut; l'on peut définir canoniquement une «section 
déterminant» du 0 8-Module localement libre S(i®<!1s<&") au-dessus 
de S. Posons en effet Z =End(<&")= V ( i ® <!1s <&") et considérons le 0z­
Module localement libre i<zJ®<!12 <&"<zJ; il lui est attaché une «section 
universelle» de son dual au-dessus de Z (9.4.9); mais ce dual est canonique­
ment isomorphe à <&"<ZJ ®<!1

2
~zJ puisque <&"<z> est localement libre, donc 

aussi à <&"ndm
2

(<&"<zJ), si bien qu'on peut considérer cette section comme un 
«endomorphisme universel» u de <&"<zJ; la section déterminant est alors la 
section Li de (92 au-dessus de Z qui, au-dessus de tout ouvert affine W 
de Z, est l'élément de r(W,0 2 ) qui est le déterminant Llw de l'endomor­
phisme uw du r(W, 0 2)-module r(W, <&"<zJ). On peut expliciter cette 
section au-dessus d'un ouvert W image réciproque d'un ouvert affine 
U=Spec(A) de S; si <&"IU

1

=M, où M est un A-module libre de rang n, 
choisissons une base (e) 1 _,,1.,,n de M, de sorte qu'une base de ~®AM 
est formée des ef@e 1; on a un isomorphisme canonique de S(M®AM) 
stir l'anneau de polynômes B=A[Tu] à n2 indéterminées Tu en 
faisant correspondre Til à ef@e 1. On a W=Spec(B), et r(W,<&"<z>) 
s'identifie au B-module M<BJ• (e) s'identifiant à une base de ce B-module; 
la «section universelle» au-dessus de W est la forme linéaire sur le 
B-Module M<BJ ®BM(BJ qui, à ef@ei, fait correspondre TiiEB, autre­
ment dit c'est l'élément ~T;j{e;@ej) de M<B>®BM(BJ; enfin, comme 

,,} 

e;@ej s'identifie canoniquement à l'endomorphisme m >-+ <n;z, ej) e; 
de M<BJ• !'«endomorphisme universel» au-dessus de W est l'endomor-

n 

phisme uw de M tel que uw(e)= l: Tiie;, autrement dit l'endomor-
i= I 

phisme dont la matrice par rapport à la base (e;) est (T;1\-,,;,j-,,n• La 
section déterminant Li a donc pour restriction au-dessus de W l'élément 
det(Tii)E B = r(W, 0 2 ). 

Considérons alors la 0s-Algèbre S(i ® <!1s <&")à, définie par la condition 
que sa restriction à un ouvert affine U = Spec(A) c S est (S(i ®A $)àJ~ 
avec les notations introduites ci-dessus, et montrons que le S-schéma 
X=Spec(S(i®<!1s<&"h) répond au conditions de l'énoncé. Il est en effet 
immédiat (en considérant le cas où S est affine) que X est induit sur un 
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ouvert de Z=End(<&")=Spec(S(i®<!1s<&")). D'autre part, pour un ouvert 
affine U = Spec(A) de S, Hom 8(U, End(<&")) s'identifie à l'ensemble des 
homomorphismes de A-algèbre de S(M ®AM) dans A, qui sont en­
tièrement déterminés par leurs restrictions à M ®AM, c'est-à-dire les 
formes linéaires sur ~®AM, identifiées canoniquement aux éléments 
de EndA(M); Hom 8(U,X) s'identifie de même à l'ensemble des A-homo­
morphismes de (S(~ ® AM)),~w (avec les notations introduites plus haut) 
dans A, et ces derniers s'identifient à leur tour au sous-ensemble de 
Hom8(U,End(<&")) formé des homomorphismes de S(M®AM)=A[Tu] 
dans A, qui transforment l'élément Llw en un élémt;nt inversible; finale­
ment, ces homomorphismes s'identifient, par définition de Llw = det(Tu ), 
aux éléments de EndA(M) dont le déterminant est inversible, c'est-à-dire 
aux éléments de GL(M). On raisonne de même en remplaçant S par 
un S-schéma arbitraire T, et cela achève la démonstration. 

(9.6.5) De l'action du S-schéma en groupes GL(<&") sur le S-schéma 
V(i) (qui s'obtient par restriction à GL(<&") de l'action du S-schéma en 
algèbres End(<&")), on déduit canoniquement, par transport de structure, 
des actions de GL(<&") sur les schémas V(ff/(0")), où ff/(0") est le 0 8-

Module des tenseurs p fois covariants et q fois contravariants sur <&", 
défini par ff/(<&")=(i) ®P® <&"®q. Il suffit de définir, dans la catégorie 
des S-schémas, un morphisme fonctoriel 

qui soit une loi externe de groupe opérant dans un ensemble; pour cela, 
on note que pour toute section s de !l'/(<&"(T)) il y a un recouvrement de 
T par des ouverts affines U tels que slU appartienne à ffl(r(U,<&"(T))), 
et la définition de (ulU)·(slU)Effl(r(U,<&"(T))) est alors l'action habi­
tuelle du groupe linéaire sur un espace de tenseurs. On définirait de 
même une opération canonique de GL(<&") sur V(J/1), où J!t est un 
sous-Module tensoriel (localement libre) d'un Module ff/(0"), par 
exemple (pour p=O ou q=O) le sous-Module des tenseurs symétriques 
ou des tenseurs antisymétriques, ou encore lorsque J!t est une puissance 
extérieure de <&" ou de i. 

(9.6.6) A partir des actions définies dans (9.6.5), on peut définir des 
S-schémas en groupes qui généralisent les notions classiques de groupe 
orthogonal ou de groupe symplectique. 

D'une façon générale, considérons un S-schéma en groupes G, et 
supposons qu'on se donne une action de G sur un schéma V(.1/), où 
J!I est un 0 8-Module localement libre de rang fini. Pour toute section 
SEr(S,J!t), nous allons voir qu'on peut définir un S-schéma en groupes 
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stabilisateur de s qui est un sous-schéma fermé de G. On a en effet par 
hypothèse, dans la catégorie des S-schémas, un morphisme fonctoriel 

Hom 8(T, G) x r(T, ..lt(T))---+ r(T, ..lf(T)) 

qui est une loi externe de groupe opérant sur r(T,..lf(T)); si s(T) désigne 
la section de ..lt(T) image réciproque de s (0, 4.4.3), on peut considérer 
pour tout T, la restriction de l'application précédente 

Hom 8(T,G) x {s(T)}---+ r(T,..lt(T)) 

(dont l'image est l'orbite de s(T)), qu'on peut considérer comme une 
application Hom 8(T, G) ---+ r(T, ..lt(T)), définissant évidemment un mor­
phisme fonctoriel, et par suite un S-morphisme 

U1 : Ü---+ V(..11). 

D'autre part, pour tout T, l'application constante 

Hom 8(T,G)---+ {s(T)} 

peut être considérée comme une application Hom 8(T, G)---+ r(T, ..lt(T)) 
définissant encore un morphisme fonctoriel, et par suite un S-morphisme 

U2 : Ü ---+ V ( .Il) , 
Le noyau des deux applications Hom 8(T, G)---+ r(T, ..llm) ainsi dé­
finies est le sous-groupe de Hom 8(T, G) stabilisateur de la section 
sm, Il définit un foncteur contravariant de la catégorie des S-schémas 
dans celle des ensembles, et ce foncteur est représentable par le S-schéma 
Ker(u 1,u 2) (0, 1.4.10); il résulte d'ailleurs de (9.1.3) et de la construction 
de Ker(u 1 ,u2) (5.1.5) que ce dernier est un sous-schéma fermé de G. 
En outre, V(Ji) est de type fini sur S (9.4.11), donc la diagonale de 
V(..11) x 8 V(..11) est un sous-schéma fermé de présentation finie de ce 
produit ((6.2.6.1) et (6.3.8)); comme Ker(u 1 ,u 2 ) se déduit de cette diago­
nale par changement de base (5.1.5), l'injection canonique Ker(u 1, u2)---+G 
est aussi de présentation finie. 

(9.6.7) On obtiendra les S-schémas en groupe annoncés en prenant 
pour ..Il le Module des tenseurs covariants symétriques ou antisymétri­
ques sur E, une section de JI! étant alors par définition une «forme bi­
linéaire» symétrique (resp. antisymétrique); on prendrà G= GL(a") 
avec l'action sur V(..11) définie dans (9.6.5), et le stabilisateur de la section 
s considérée sera alors par définition un groupe orthogonal (resp. 
symplectique) relatif à cette section. 

9.7. Grassmanniennes d'un Module 

(9.7.1) Soient K un corps, E un espace vectoriel sur K. Rappelons 
que pour tout entier n > 0, on appelle grassmannienne d'indice n de E 
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et que l'on note Gn(E) l'ensemble des sous-espaces vectoriels de rang n 
de E (si E est de rang fini sur K, cet ensemble est donc réduit à un élément 
pour n=rgKE et vide pour n>rgK(E)); pour n= 1, cn(E) se note 
aussi P(E) et s'appelle l'espace projectif sur K associé à l'espace vectoriel 
E. Si E est de rang fini sur K et d =rgKE, il y a une correspondance 
biunivoque canonique entre Gn(E) et Gd-n(E) pour 1 ~n~d-1, obte­
nue en faisant correspondre à tout sous-espace vectoriel de rang n de 
E son orthogonal ( de rang d - n) dans E; sans hypothèse de finitude sur E, 
on peut encore considérer Gn(E) comme l'ensemble des espaces vectoriels 
quotients de E, de rang n (qui sont les duals des sous-espaces vectoriels 
de rang n de E). 

(9.7.2) Cette dernière interprétation des grassmanniennes permet 
de les généraliser aux schémas de la même façon que nous avons généra­
lisé en (9.4) la notion de fibré vectoriel. Nous allons montrer en effet que 
pour tout schéma Set tout 0 8- Module quasi-cohérent~. il y a un S-schéma 
X dont lafibre rationnelle sur K(s) (ensemble des points de X à valeurs 
dans K(s)) au-dessus d'un point SES s'identifie canoniquement (avec les 
notations de (9.4.10)) à la grassmannienne Gn((~•r) du dual de l'espace 
vectoriel ~•=~./m.~. sur K(s). 

(9.7.3) Pour définir ce schéma, nous allons le considérer comme 
représentant un foncteur. Etant donnés un entier n ~ 1, un schéma S et 
un 0 8-Module quasi-cohérent ~. nous noterons Grassn(~) l'ensemble 
des 0 8-Modules quotients de~ qui sont localement libres de rang n. Mon­
trons que 

(9.7.3.1) 

peut être défini comme un foncteur contravariant de la catégorie des 
~-schémas dans la catégorië-des ensemb~. Pour cela, il faut définir, 
pour tout S-morphisme g : T'---+ T, une application Grassn(g) : 
Grassn(~(T))---+ Grassn(~(T'J) satisfaisant aux axiomes des foncteurs. On 
remarque à cet effet que si ff = ~(T)/ .Ai' est un quotient de ~<TJ qui est 
localement libre de rang n, g*(:F) est un 0<TTModule localement libre 
de rang n, qui est isomorphe au quotient de ~<T'J=g*(~(T)) par l'image 
de g* (.!V), en vertu de l'exactitude à droite du foncteur g*; on prend 
donc pour image de ff par Grassn(g) le quotient de ~(T'J par l'image de 
g*(.k'), et il est immédiat que pour un second S-morphisme g': T"---+ T', 
on a alors Grassn(go g')=Grassn(g')oGrassn(g). 

Théorème (9.7.4) Pour tout schéma S et tout 0 8-Module quasi­
cohérent ~. le foncteur T >--+ Grassn( ~(T)) est représentable. 

Nous allons encore utiliser les méthodes de (0, 4.5), appliquées à 
la catégorie des S-schémas, comme on a remarqué qu'on pouvait le 
faire (2.4 ). 
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Prouvons en premier lieu que pour tout S-schéma T, U >--+ Grassn(<&"<u>), 
où U parcourt l'ensemble des ouverts de T, est unfaisceau d'ensembles 
(condition (ii) de (0, 4.5.4)): c'est immédiat, puisque pour un 0u-Module 
:F, il revient au même de dire qu'il est localement libre de rang n, ou que, 
pour un recouvrement ouvert (U") de U, la restriction :FIU" est locale­
ment libre de rang n pour tout a.. En appliquant (0, 4.5.5) et (0, 4.5.6), on 
est donc déjà ramené à prouver (9.7.4) lorsque S est affine, ce que nous 
supposerons désormais. On a alors <&"=È, où E est un r(S,0 8)-module, 
et par suite est engendré par une famille (ti)ie1(finie ou non) de sections 
de <&" au-dessus de S. Pour tout S-schéma T, notons ti T l'image réci­
proque de ti, section de <&"m au-dessus de T (0, 4.4.3); pour' toute partie H 
de I, à n éléments, les ti,T pour iEH définissént un homomorphisme de 
0T-Modules 

(9.7.4.1) 

(0, 5.1.1). Pour chacune de ces parties H de I, nous allons définir une 
partie FH(T) de Grassn(<&"(T)) par la condition suivante: FH(T) est formée 
des quotients .Yf de <&"(T), localement libres de rang n, tels que l'homomor­
phisme composé 

(9.7.4.2) 

/nn 'l'u,T 
CIT -----'-+ (où u est l'homomorphisme canonique) 

soit un épimorphisme (ce qui entraîne (0, 5.5.7) que cet homomorphisme 
est un isomorphisme, puisque 0; et .Yf sont localement libres de même 
rang). On peut définir T >--+ F H(T) comme un sous1oncteur de 
T>--+Grassn(<&"(T)) (0, 1.7.1): en effet, il suffit de vérifier que, pour tout 
S-morphisme g: T'---+ T, la restriction de Grassn(g) à FH(T) applique 
FH(T) dans FH(T'); cela résulte de ce que g*(<PH,T)=<PH,T' et de ce que 
le foncteur g* est exact à droite, et transforme donc épimorphismes de 
0rModules en épimorphismes de 0T'-Modules. · 

(9.7.4.3) Cela étant, nous allons d'abord prouver que chacun des 
foncteurs FH est représentable par un S-schéma XH affine sur S. En effet, 
si l'homomorphisme (9.7.4.2) est un isomorphisme et si w est son inverse, 
l'homomorphisme v=wou: <&"(T)---+ 0; est tel que vocpH,T= 1<!1-\!· Inverse­
ment, si v est un homomorphisme vérifiant cette propriété, v est surjectif, 
et en prenant .Yf = <&" /Ker(v), .Yf est isomorphe à 0;. On voit donc qu'on 
peut ainsi identifier FH(T) à l'ensemble des homomorphismes v: <&"(T)---+0; 
tels que vo <PH T = 1. En d'autres termes, si on définit les applications 
a.H et ~ de l'en~emble Hom(!)T(<&"(T),0;) dans l'ensemble Hom(!)T(0;,0;) 
comme les applications v >--+ vo <Pu,T et v >--+ 1<!1-\! respectivement, on peut 
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dire que FH(T) est le noyau (0, 1.4.1) du couple d'applications (cxH, ~). Or, 
chacun des foncteurs 

T >-+ Hom(!)T(<&"(T),0;), T >-+ Hom<!1T(0;,0;) 

est représentable par un S-schéma affine sur S (9.6.1); de façon plus 
précise, le premier s'identifie à T>-+ Hom 8(T, Y), où Y= V(<&"t, et le second 

· à T >-+ Hom 8(T,Z), où Z = V(0 8t, et cxH et~ correspondent par le foncteur 
b (0, 1.1.7) à deux S-morphismes 

aH: Y---+Z, b: Y---+Z. 
~ 

Mais on sait que le noyau de ces deux S-morphismes (0, 1.4.2) existe dans 
ta catégorie des S-schémas et est un sous-schéma fermé de Y ((5.1.5) et 
(5.2.1)), donc un S-schéma XH affine sur S (9.1.16), et par définition (0, 1.4.2) 
on a FH(T)= Homs(T,XH), ce qui prouve que XH représente le foncteur FH. 

(9. 7.4.4) Pour achever de démontrer (9.7.4), nous allons vérifier 
/ les conditions (i) et (iii) de (0, 4.5.4), et d'abord que chacun des morphis­

mes fonctoriels F H(T)---+ Grassn(<&"(T)) est représentable par une immer­
sion ouverte. Il s'agit de voir (0, 1.7.7) que pour tout S-schéma Z, le fonc­
teur 

(9.7.4.5) 

est représentable par un S-schéma induit sur un ouvert de Z. Or (0, 1.1.4) 
un morphisme fonctoriel Hom 8(T,Z)---+ Grassn(<&"(T)) est entièrement 
déterminé par un élément ffEGrassn(~zi) (0 2-Module localement libre 
de rang n, quotient de <&"<z>) et est de la forme g >-+ g*(ff). Notre assertion 
va résulter du lemme suivant: 

Lemme (9.7.4.6) (i) Soient Z un S-schéma, ff un 0 2-Module quo­
tient de <&"<z> et localement libre de rang n, u: <&"<z>---+ff l'homomorphisme 
canonique. Alors l'ensemble Uz,H,ffe des points zEZ où l'homomorphisme 
(Ho <P11 2 ) _ est surjectif est ouvert dans Z. 

(ii)' s"oit Y un second S-schéma; alors l'ensemble des S-morphismes 
g: Y---+Z tels que g*(ff)EFH(Y) est l'ensemble des S-morphismes tels 
que g(Y) C u Z,H,ffe• 

L'assertion (i) n'est qu'un cas particulier de (0, 5.5.6). D'autre part, 
g*(u) est l'homomorphisme canonique <&"<v>---+g*(ff), et on a g*(<PH,z) 
= <PH,Y; l'ensemble des points yEY tels que l'homomorphisme composé 
(g*(u)o<PH,v)y soit surjectif est donc égal à g- 1(Uz,H,ffe) en vertu de 
(0, 5.5.8); mais dire que g*(ffe)EFH(Y) signifie par définition que cet 
~nsemble est Y tout entier, d'où l'assertion (ii). 

Cela étant, si on remarque que l'ensemble des S-morphismes g: Y ---+Z 
tels que g(Y) c Uz.H.ffe est l'ensemble des S-morphismes Y---+Uz.H.ffe• 
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le lemme précédent prouve que le foncteur (9.7.4.5) est représenté par le 
S-schéma induit sur l'ouvert U z,H,ffe de Z. 

(9.7.4.7) Pour prouver maintenant la condition (iii) de (0, 4.5.4), il 
reste, avec les notations précédentes, à voir que les ouverts Uz,H,ffe où 
H parcourt l'ensemble ~n(I) des parties de I à n éléments, forment un 
recouvrement de Z. Or, puisque les sections ti engendrent <ff, leurs images 
réciproques t1,z dans <ff(Z) engendrent cet 0z-Module (0, 5.1.4). Pour 
tout point ZEZ, le 02 ,z-module (<ff<z>)z est donc engendré par les (ti,z)z; 
si si (pour iEI) est l'image canonique de ti,z dans r(Z,ff), ff,, est par 
suite engendré par les (sJz, et ff®mz,= K(z) par les si(z). Mais comme ff,, 
est localement libre de rang n, il existe une partie H de I à n éléments 
telle que les si(z) pour iEH forment une base du K(z)-espace vectoriel 
ff ®mz,z K(z); on en conclut (0, 5.5.6) que l'homomorphisme 02---+ff 

défini par les s1 pour i EH est surjectif au point z, donc z EU z,H,ffe par 
définition. CQFD. 

(9. 7.5) Le S-schéma X qui représente le foncteur T >-+ Grassn(<ffm), 
et qui est défini à isomorphisme unique près, est appelé la grassmannienne 
d'indice n de <ff et noté Grassn(<ff); il y a en outre un 0x-Module <§, locale­
ment libre de rang net quotient de <ff,xi, déterminé à isomorphisme unique 
près, tel que l'application g >-+ g*(<#) soit un isomorphisme fonctoriel 
Homs(T,X) ~ Grassn(<ffm) (0, 1.1.8); on dit que <§ est le 0x-Module 
fondamental sur X. Lorsque S est affine, les S-schémas XH définis dans 
la démonstration de (9.7.4) s'identifient à des schémas induits sur des 
ouverts de X formant un recouvrement de X (0, 4.5.4). 

Pour n= 1, on écrit P(<ff) au lieu dè Grass1(<ff) et on dit que P(<ff) est 
le fibré projectif sur S défini par <ff; nous l'étudierons plus en détail au 
chap. Il, §§ 1 et 6. 

Proposition (9.7.6) Soient <ff un 0s-Module quasi-cohérent, g: S'---+S 
un morphisme Alors Grassn(g*(<ff)) s'identifie canoniquement à 
Grassn(<ff)xsS' et lefaisceaufondamental sur Grassn(<ff)x8 S' à l'image 
réciproque dufaisceaufondamental sur Grassn(<ff). 

C'est un cas particulier du résultat général (0, 1.3.10) sur les foncteurs 
représentables. 

Considérons en particulier un morphisme g: g}---+ S du spectre 
g} d'un corps K dans S, correspondant à un monomorphisme 1<(s)---+K, 
où s=g(~). Alors l'ensemble des S-morphismes g}---+ Grassn(<ff) est 
l'ensemble des points de Grassn(<ff) à valeurs dans l'extension K de 1<(s); 
il résulte de (9.7.6) et de la définition du foncteur (9.7.3.1) que cet ensemble 
s'identifie canoniquement à la grassmannienne Gn((<ff•®K<s> Kr) du 
dual de l'espace vectoriel <ff•®K<s>K sur K, au sens de (9.7.1). 
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Proposition (9.7.7) Pour tout 0 8-Module quasi-cohérent$, Grassn($) 
est un S-schéma séparé sur S. Si $ est de type fini (resp. de présentation 
finie), Grassn($) est un S-schéma de type fini (resp. de présentation finie) 
sur S. 

Pour prouver que Grassn($) est séparé sur S, appliquons le critère 
valuatif de séparation (5.5.4). Montrons d'abord que Grassn($) est un 
S-schéma quasi-séparé sur S. On peut se borner au cas où S est affine 
(6.1.11), et alors il suffit de voir que Grassn($) est un schéma quasi­
séparé. Or, on a un recouvrement ouvert de Grassn($)=X par les XH, 
et ces derniers sont des schémas affines (9.7.4.3). Il suffira de prouver que 
toute intersection XHnXK est aussi un schéma affine (6.1.12); or cette 
intersection représente le foncteur T ....+ F H(T) n F K (T), et ce dernier est 
défini comme ensemble des coïncidences de trois applications cxH, cxK et 
~; comme V(0 8t est séparé, ce foncteur est par suite représenté par un 
sous-schémafermé de V($t (5.2.5.1), et comme ici ce dernier est affine, 
il en est de même de Xun X K ( 4.2.1.1 ). 

Pour appliquer maintenant (5.5.4), considérons un anneau 
de valuation A et son corps de fractions K. Il s'agit de montrer 
que si l'on pose Y= Spec(A), Y'= Speq(K), l'application canonique 
Homs(Y,Grassn($))--+ Homs(Y', Grassn($)) est injective. Mais par défi­
nition d'un foncteur représentable, cela signifie que l'application cano­
nique Grassn($(Y))--+Grassn($(Y'>) (9.7.3) est injective. Or on peut ici 
écrire $y=È, où E est un A-module; il s'agit de montrer que si M,M' 
sont deux sous-modules de E tels que E/M et E/M' soient libres de 
rang n, et si les K-espaces vectoriels (E/M)®AK et (E/M')®AK sont 
égaux, alors E/M=E/M' (c'est-à-dire M'=M). Mais par platitude 
(Bourbaki, Alg. comm., chap. VI, § 3, n° 6, lemme 1), l'hypothèse signifie 
que M®AK et M'®AK sont égaux au même sous-espace de E®AK. 
Supposons par exemple qu'il y ait un élément de M' non dans M; alors 
son image dans (E®AK)/(M®AK) serait nulle par hypothèse, donc 
son image dans E/M appartiendrait au sous-module de torsion de ce 
module et serait #0. Mais E/M étant sans torsion, cela est absurde, 
d'où la conclusion M' =M. 

Pour prouver que Grassn($) est de type fini (resp. de présentation 
finie) sur S lorsque$ est un 0s-Module de type fini (resp. de présentation 
finie), on peut encore se borner au cas où S = Spec(A) est affine; alors 
$=E, où E est un A-module de type fini (resp. de présentation finie) 
(1.4.3). On peut se ramener à ne considérer que le cas où E est de type 
fini; en effet, lorsque E est de présentation finie, comme A est limite 
inductive de ses sous-Z-algèbres de type fini, il existe une telle sous­
algèbre A0 (qui est donc noethérienne) et un A0 -module de type fini E0 

tel que E soit isomorphe à E0 ® AoA (0, 6.3.3). Si l'on pose S0 = Spec(A0 ), 

$ 0 =E 0 , $ 0 est un 0s
0
-Module cohérent et on a (9.7.6) Grassn($) 
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=Grassn{<&"0 )xSoS; si donc on prouve que Grassn{<&"0 ) est de présenta­
tion finie sur S0 , on en conclura que Grassn{<&") est de présentation finie 
sur S (6.3.8); mais puisque S0 est noethérien, il revient au même de dire 
que Grassn(<&" 0 ) est de type fini ou de présentation finie sur S0 (6.3.7), 
ce qui fournit la réduction annoncée. Supposons donc seulement <&" de 
type fini; dans la démonstration de (9.7.4), on peut supposer que l'en­
semble d'indices I est fini (1.4.3), et il suffit de prouver que chacun des 
ouverts affines XH dans X= Grassn(@") est de type fini sur S. Mais (avec 
les notations de (9.7.4.3)), le schéma Y =(V(<&"W est de type fini sur S 
(9.4.11), et on a vu dans (9.7.4.3) que XH est un sous-schéma fermé de Y, 
d'où la conclusion (6.3.4). 

(9.7.8) Il n'est pas possible de considérer l'ensemble Grassn(<&") 
comme unfoncteur (contravariant) en<&" dans la catégorie des 0 8-Modules 
quasi-cohérents, car à un homomorphisme quelconque g: <&"---+ <&"' de 
0 8-Modules quasi-cohérents ne correspond pas en général d'application 
Grassn(<&"')---+ Grassn(<&"), le composé <&" ~ <&"' -----;. .Yf de g et d'un 
homomorphisme surjectif <&"' ---+.Yf de <&"' sur un 0g-Module localement 
libre de rang n n'étant pas surjectif en général. Cette dernière condition 
est toutefois satisfaite lorsque g : <&"---+ <&"' est un épimorphisme et tout 
0 8-Module quotient .Yf de <&"', localement libre de rang n, peut alors 
étre considéré canoniquement comme un 0s-Module quotient de $ au 
moyen de g; autrement dit, la donnée de g définit une injection canonique 

(9.7.8.1) 

En outre, il est clair que pour tout morphisme T ---+S, l'homomorphisme 
g<T>: <&"m---+<&"iT> image réciproque de g est un épimorphisme (0, 4.3.1), 
donc on obtient une injection ill<T>: Grassn(<&"iT>)---+Grassn(<&"m), et pour 
tout S-morphisme T'---+ T, le diagramm~ 

Grassn(<&"iT>) ~ Grassn(<&"m) 

l l 
est commutatif. Puisque les foncteurs T>--+Grassn(<&"m) et T>--+Grassn(<&"<T>) 
sont représentables, il correspond (0, 1.1.7) à tout épimorphisme g: <&"---+<&"' 
de 0s-Modules quasi-cohérents un S-morphisme 

(9.7.8.2) 

tel que l'image réciproque par Grassn(g) du Module fondamental sur 
Grassn(<&") soit le Module fondamental sur Grassn(<&"'). En outre: 
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Proposition (9.7.9) Pour tout épimorphisme g: ~-~' de {!}8-Modules 
quasi-cohérents, le S-morphisme (9.7.8.2) est une immersion fermée. 

Nous allons appliquer le critère de (0,1.7.8) en prenant pour G le 
foncteur T>--+Grassn(~(T)), pour F le sous-foncteur T>--+Grassn(~;TJ), 
pour f!JJ l'ensemble des immersions fermées de schémas (qui vérifie les 
conditions de (0, 1.7.7) en vertu de (4.3.6, (ii))). Nous devons donc, 
pour un S-schéma T, considérer un élément .Yf EG(T), autrement dit 
un 0r-Module localement libre de rang n, quotient de ~(T); notons 
q: ~(T)---+.Yf l'homomorphisme canonique. Ensuite, dans la catégorie 
des T-schémas, nous devons considérer le foncteur contravariant 
F .re: (Sch;T)0 ---+ Ens défini de la façon suivante: pour tout morphisme 
u: Z---+ T, F ,re(u) est l'ensemble à un élément { u*(.Yf)} si l'homomorphisme 
u*(q)=q<z>: ~<z>---+ .Yf<z>=u*(.Yf) se factorise en 

fp ll(Z) fpl h ,.,p 
(!) (Z) -----;. (!) (Z) -----;. ~ (Z) 

(auquel cas h est uniquement déterminé puisque g<z> est un épimor­
phisme); dans le cas contraire F ,re(u) est vide. 

Cette définition se transforme de la façon suivante; soit % = Ker(g(T)) 
qui est un 0r-Module quasi-cohérent (2.2.2); comme on a une suite 
exacte 

JI' f fp ll(T) fpl 0 
.ir -----;. (!) (T) -----;. (!) (T) -----;. , 

on a aussi, par l'exactitude à droite du foncteur u*, une suite exacte 

u· i<Z> H ll<Z> ffl' 0 
Jr (Z) -----;. (!) (Z) -----;. (!) (Z) -----;. 

et dire que q<z> se factorise en hog<z> signifie que l'homomorphisme 
q<z>oj<z>=(qoj)<z>: À'Îz>---+Jllîz> est nul. On est ainsi ramené, en changeant 
les notations, à prouver le lemme suivant: 

Lemme (9.7.9.1) Soient S un schéma, .Yf un 0 8-Module localement 
libre de rang fini, .Ai' un 0 8-Module quasi-cohérent (resp. quasi-cohérent 
de type fini), v: ,!V---+.Yf un homomorphisme. On considère le foncteur 
A: (Sch18)°---+ Ens défini de la façon suivante: pour tout morphisme 
f: T---+S, A(f) est rensemble à un élément {J*(.Yf)} si f*(v): À'ÎT>---+JléîT> 
est nul, et est l'ensemble vid_e dans le cas contraire. Alors A est représentable 
par un sous-schéma fermé de S (resp. par un sous-schéma fermé de S de 
présentation finie sur S). 

Il s'agit de prouver qu'il existe un sous-schéma fermé S' de S (qui 
sera alors nécessairement unique) ayant la propriété suivante: pour qu'un 
morphisme f:T---+S soit tel que f*(v)=O, il faut et il suffit que f soit 
majoré (4.1.5) par l'injection canonique S' ---+S; en outre, si ,;V est de 
type fini, cette injection est de présentation finie. Soit (Sot) un recouvrement 
ouvert de S, et soient fot :J- 1 (Sot)-+ Sot la restriction de f, vot: ,!VI Sot---+ .Yfl Sot 
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la restriction de v; dire que f*(v)=O équivaut à dire quef: (vJ=O 
pour tout Cl.,, et dire que f est majoré par S'---+ S signifie que fr,. est majoré 
par S' n S"---+S" pour tout a.. Compte tenu de (6.3.8) pour la vérification 
du fait qu'un morphisme est de présentation finie, on voit qu'il suffit 
de prouver le lemme pour chacun des S" et pour les Modules A,: et 
.n:. On peut par suite supposer dans ce qui suit que l'on a Jf == 0s. 

Montrons en second lieu qu'on peut se réduire au cas où n= 1; en 
effet, désignons par Pi: @s---+0s lai-ème projection; dire que f*(v)=O 
signifie encore que f*(piov)=(Pî)<T>ov(T)=O pour tout i. Considérons 
alors le 0s-Module quasi-cohérent produit .k'n, et soit w: ,!V'n---+ 0s 
l'homomorphisme qui est égal à piov dans lei-ème facteur de ,k'n; il est 
clair que la relation f*(w)=O équivaut au système des n relations 
f*(piov)=O, d'où notre assertion. 

Cela étant, soit cf l'image de v : .Ai'---+ 0s, qui est un Idéal quasi­
cohérent de 0s (2.2.2). Montrons que le sous-schéma fermé S' de S 
défini par l'ldéal cf (4.1.2) représente le foncteur A. En effet, on a une 
suite exacte 

.Ai' ~ 0s -----;. 0 si cf -----;. 0; 

comme l'image par f*(v) de f*(.k') est f*(cf) (l)T on a, par l'exactitude 
à droite du foncteur f*, la suite exacte 

f*(%)~0r---+ 0r/ f*(cf) @r---+Ü 

et dire que f*(v)=O signifie dnnc que f*(cf)@r=O, autrement dit (4.3.1) 
que T est l'image réciproque 1- 1 (S') du sous-schéma S'; mais cela 
signifie aussi que f est majoré par l'injection canonique S'---+ S, ce 
qui prouve notre assertion. Pour achever la preuve du lemme dans le 
cas où .Ai' est de type fini, il suffit de remarquer qu'alors l'idéal cf est de 
type fini, donc l'injection canonique S'---+ S est alors de présentation 
finie ((6.2.8) et (6.3.8, (i))). 

9.8. Morphismes de Plücker et de Segre 

(9.8.1) Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Pour tout 
sous-espace vectoriel V de E, de rang n, si l'on considère une base (a) 1 ""i""n 
de V et si on lui fait correspondre le n-vecteur a 1 A a2 A • • • A an dans 

n 

/\ E, tous les n-vecteurs ainsi obtenus sont multiples scalaires de l'un 
d'eux, autrement dit il correspond à V une droite bien déterminée dans 

n n 

l'espace vectoriel /\ E, ou encore un point de l'espace projectif P( /\ E). 
On a ainsi défini une application canonique de la grassmannienne Gn(E) 

dans l'espace projectif P(Â E), dite application de Plücker, les coordon-
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nées (pour une base quelconque choisie dans E) de a 1 A a2 A • • • A an étant 
appelées les coordonnées plückériennes de V. Nous allons généraliser 
cette définition aux 0s-Modules quasi-cohérents quelconques ~ et 
définir un S-morphisme de Plücker 

(9.8.1.1) trr8 : Grassn(~)---+ P ( Â. ~). 
(9.8.2) Soient donc S un schéma, ~ un 0s-Module quasi-cohérent, 

:F un élément de Grassn(~). quotient de ~ qui est localement libre de 
rang n, et soit u: ~---+ff l'homomorphisme canonique. Comme u est 

n n n n 

un épimorphisme, il en est de même de /\ u : /\ ~---+ /\ :F, et /\ ff est 
n 

un 0 8-Module localement libre de rang 1. Si l'on identifie /\ ff au 
n n 

quotient de /\ ~ par le noyau de /\ u, on a ainsi défini une application 
canonique 

(9.8.2.1) 
n 

faisant correspondre /\ ff à ffe. 

Pour tout morphisme T---+S, il est clair que Â. (~(T))=( Â t)(T) 

pour tout 0s-Module ~; avec les notations précédentes, Ps(T) fait donc 

correspondre à g;;T> le 0T-Module ( Â. :F)(T) et par suite on a défini un 
morphisme fonctoriel entre deux foncteurs 

(9.8.2.2) Ps(T): Grassn(~(T))---+ Grass 1 (( Â ~)(T)), 

Ces deux foncteurs étant représentables, il correspond donc à (9.8.2.2) 
un S-morphisme (9.8.1.1) tel que, si <§ est le Module fondamental sur 

Grassn(~) et Jf le Module fondamental sur P( Â ~). l'image réciproque 
n 

de Jf par tu8 soit isomorphe à /\ <#; c'est ce S-morphisme que nous 
appellerons le morphisme de Plücker. 

Proposition (9.8.3) Pour tout épimorphisme g: ~-~' de 0s-Modules 
quasi-cohérents, le diagramme 

Grassn(~') ~ P ( Â. ~') 

(9.8.3.1) Grass.(g) 1 1 Grass,(Ag) 

Grassn(~) m,;- P ( Â ~) 
est commutatif. 
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Il suffit de remarquer que pour tout S-schéma T, le diagramme 
d'applications 

Grassn( <&"<Tl) 
p,, 

Grass 1 ( Â <&"<T>) -
i,<Tl li,,,, 

Grassn(<&"<T>) - Grass 1 (Â <&"(T)) 
P, 

est commutatif, comme il résulte aussitôt des définitions. 

Proposition (9.8.4) Le morphisme de Plücker 'ID's est une immersion 
fermée; si <&" est de présentation finie, tu.!' est de présentation finie. 

La question étant locale sur S, on peut supposer<&" engendré par une fa­
mille de sections au-dessus de S, c'est-à-dire quotient d'un 0s-Module 
de la forme 0~> (lorsque <&" est de type fini, on peut supposer I fini). Il 
résulte de la commutativité du diagramme (9.8.3.1), de (9.7.9) et de 
(4.2.2, (ii)) que si l'on a prouvé que 'ID's est une immersion fermée pour un 
0s-Module <&", il en résultera la même propriété pour tout Module 
quotient <&"' de <&"; si de plus <&" est localement libre de rang fini et <&"' de 
présentation finie, le noyau % de l'épimorphisme 0°---+0°' est de type 
fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. l, § 2, n ° 8, lemme 9); on en conclut 

(9.7.9.1) que dans le diagramme (9.8.3.1), Grassn(g) et Grass1 ( Â g) 
sont des immersions fermées de présentation finie; si 'ID's est de présen­
tation finie, il en sera de même de tirs, par (6.3.8). 

On va donc se borner au cas où <&" = 0~>. Pour toute partie H à n 
éléments de I, nous poserons alors <&"H=0~m, H'=I-H, <&",r=0~H'>, de 
sorte que <&°=<&"HEB<&"H,; l'homomorphisme canonique <PH,T défini dans 
(9.7.4.1) s'identifie ici à l'injection canonique 

(9.8.4.l) 

et il lui correspond une injection canonique 

(9.8.4.2) 

Posons X= Grassn(<&"), P=P( Â <&"); lorsque H parcourt l'ensemble 

~n(I) des parties à n éléments de I, on a vu (9.7.5) que les S-schémas XH 
s'identifient à des ouverts affines formant un recouvrement de X; nous 
noterons Pn les ouverts affines définis éle même pour Pet le 0s-Module 
n 

/\ <&". Montrons que Xn est l'image réciproque de Pn par le morphisme 
de Plücker tus; il suffit pour cela (0, 1.1.7) de vérifier que pour tout S-
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schéma T, l'ensemble FH(T) (notation de (9.7.4.3)) est l'image réciproque 
par Ps(T) de l'ensemble analogue GH(T) défini comme FH(T) mais à 

n 

partir de /\ ~ et 'VH, T· Or, revenant à la définition de Ps (9.8.2), cela 
signifie que, pour qu'un épimorphisme u: ~ ---+:F sur un 0s-Module 
localement libre de rang n soit tel que le composé 

0tH) 'l'H,1) ~(T) U(T) g;;T) 

soit un épimorphisme, il faut et il suff.t que le composé 

A 0tH) 'VH,T A ~(T) AU(TI A g;;T) 

le soit, ce qui est un cas particulier de (0, 5.5.6). 
·Il résulte donc de (4.2.4, (ii)) que pour prouver que tu8 est une im­

mersion fermée, il suffit de montrer que sa restriction XH---+ Pn en est une. 
Changeant de notations, considérons, de façon généra4:z une dé­

composition de ~ en somme directe 

(9.8.4.3) ~=~'EB~" 

où ~, est localement libre de rang n, mais ~,, quelconque. Désignons 
par X' et P' les ouverts de X et P respectivement définis comme l'étaient 
plus haut Xn et PH, mais à partir de l'injection canonique ~, -~ (rem­
plaçant ~H---+~); nous allons expliciter le morphisme X'---+P' restriction 
detu 8 et nous montrerons que c'est une immersion fermée, ce qui achèvera 
de prouver (9.8.4). Par définition, l'ensemble r(X'/S) = Hom 8(S,X') 
est en correspondance biunivoque canonique avec l'ensemble F'(S) des 
Modules quotients :F de ~ tels que l'homomorphisme composé 
~, -~ ---+:F soit un isomorphisme, autrement dit avec l'ensemble des 
projecteurs de ~. d'image ~,; ce dernier ensemble est lui-même en cor­
respondance biunivoque canonique avec Hom<!1s(~",~'). De même, 
l'ensemble r(P' /S) = Homs(S, P') est en correspondance biunivoque 

n n 

canonique avec l'ensemble des projecteurs de /\ ~ d'image /\ ~'. Comme 
on a une décomposition canonique en somme directe (Bourbaki, Alg., 
chap. III, 3° éd.) 

(9.8.f4)~= A.~'EB(C\
1

~') ®~") <iB"·<iB (~'®(A1~")) EBA~", 

l'ensemble de ces projecteurs est en correspondance biunivoque ca­
nonique avec l'ensemble 

(9.8.4.5) 

Si l'on tient compte des diverses correspondances canoniques précéden­
tes, on voit que la restriction de Ps à F'(S) s'identifie à l'application de 
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l'ensemble Hom<!1
8
(<&"",<&'") dans l'ensemble (9.8.4.5) qui, à tout homo­

morphisme u, fait correspondre la famille des homomorphismes 

(9.8.4.6) 
n-i i n 

U;: ( /\ <&"')@ ( /\ <&"")---+ /\ <&"' (1 ~ i ~ n) 

définis par les formules 

(9.8.4.7) 

Notons maintenant que le terme de la somme (9.8.4.5) correspondant 
à i = 1 s'identifie canoniquement à 

((9.8.4.8) 

et d'autre part, l'application qui, à toute section x' de<&"', fait correspondre 
le produit extérieur z' >--+ z' A x' par cette section, est un isomorphisme 

(

n-1 n 

de <&"' sur Yfom<!1s /\ <&"', /\ <&"'), si bien que finalement le premier terme 
de la somme (9.8.4.5) s'identifie canoniquement à Home>s(<&"",<&"') et que, 
moyennant cette identification, le premier terme de la suite (9.8.4.6) est 
simplement donné par 

(9.8.4.9) 

En d'autres termes, si l'on identifie l'ensemble (9.8.4.5) au produit 
A(S) du premier facteur par le produit B(S) des autres, ce qui précède 
prouve que l'application r(X'/S)---+ r(P'/S) déduite du morphisme 
X'---+ P' restriction de tu 8, est injective et a pour image la partie de r(P'/S) 
qui correspond à la partie de A(S) x B(S), graphe d'une application 
qs: A(S)---+ B(S) explicitée par les formules (9.8.4. 7). 

Remplaçons maintenant dans le raisonnement qui précède S par un 
S-schéma T, <&",<&"'et<&"" par <&"(T),<&"<T> et <&"?n respectivement, et notons que 
toutes les applications qui sont intervenues sont fonctorielles en T. 
Considérons alors les foncteurs 

T >--+ Hom(!)T(<&"?n,<&"<T>), 
((9.8.4.10) 

T >--+ 
2
,,~n Hom<!1T(((Ai <&"(T~@(/\ <&";1)), Â <&"(T~· 

Ils sont respectivement représentables par deux S-schémas Y,Z affines 
sur S ((9.6.1) et (9.4.11)). Le raisonnement précédent montre que X' s'iden­
tifie canoniquement à Y, P' à X xsZ et le morphisme X'---+ P', restric­
tion de m8 , au morphisme graphe d'un S-morphisme Y---+Z. Comme Y 
et Z sont séparés sur S (9.1.3), ce morphisme graphe est une immersion 
fermée (5.2.4) 
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Lorsque dans (9.8.4.3), ~ est lui-même localement libre de rang fini 
il en est de même de~,,; donc les schémas Y et Z représentant les foncteurs 
(9.8.4.10) sont de la forme V(.1/) et V(%), où .Il et% sont localement 
libres de rang fini (9.6.1), et Y xsZ s'identifie par suite à V(.UEB.k") 
(9.4.11); la projection canonique Y xsZ--+ Y correspond donc par suite 
à l'homomorphisme canonique S(.11)--+ S(.1/ EB.k"), qui fait de S(.UEB.k") 
une S(.1/)-Algèbre de type fini; cette projection est par suite un morphis­
me de type fini et affine (donc séparé), et comme un morphisme graphe 
Y-+ Y xsZ est une Y-section de cette projection, on conclut de (6.3.8, (v)) 
que cette Y-section est un morphisme de présentationfinie, ce qui achève 
de prouver (9.8.4). 

(9.8.5) Il résulte aussitôt de la définition du morphisme de Plücker 
qu'il est compatible avec les changements de base, autrement dit, pour 
tout S-schéma T, tu8 (T) se déduit de tu8 par le changement de base T--+ S. 
Considérons en particulier le cas où T = g}, spectre d'un corps K, 
l'image de ~ étant un point SES, de sorte que ~<T> est l'espace vectoriel 
E=~•®K<s>K sur K. La donnée d'une base (a) d'un sous-espace vec­
toriel V de rang n de E équivaut à celle d'une application linéaire u du 
dual ff dans Kn, et celle du n-vecteur a 1 A a2 A • • • A an à la donnée de 

n n 
l'application linéaire /\ u de /\ ff dans K; l'application tu8<T> se réduit 
donc bien dans ce cas à l'application de Plücker définie dans (9.8.1) pour 
le dual E de E. 

(9.8.6) Considérons maintenant un schéma S, deux 0s-Modules 
quasi-cohérents ~,ff et leur produit tensoriel ~®m

8
.'F. Nous allons 

définir un S-morphisme canonique 

(9.8.6.1) 

dit morphisme de Segre. Pour cela, considérons deux 0s-Modules inver­
sibles fi', .Il, quotients respectifs de~ et ff, et soient u: ~ -+fi', v: ff--+ .Il 
les homomorphismes canoniques. Alors fi'® ms .Il est inversible et 
u@v:~@ff--+fi'®.lt est surjectif, donc si l'on identifie fi'®.11 au 
conoyau de u ® v, on a défini une application canonique 

(9.8.6.2) 

faisant correspondre fi'®ms.11 au couple (.P,.U). 
Notons maintenant que pour tout morphisme T--+S, (~®msff)(T) 

s'identifie canoniquement à ~(T)®mTg;;T>; donc s8 (T),9'(T) fait corres­
pondre au couple (.P(T),.1/(T)) le 0T-Module inversible (.P®ms.U)(T), 
et on a donc défini un morphisme fonctoriel 

(9.8.6.3) s8 (T),F(T): Grass 1 (~(T)) x Grass 1 (g;;TJ) --+ Grass 1 ((~®m8 ff)(T)). 
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Les foncteurs des deux membres de (9.8.6.3) étant respectivement repré­
sentables par P(<&") x 8P(ff) (0, 1.2.2) et par P(<&"®<!1sff), il correspond à 
(9.8.6.3) le S-morphisme (9.8.6.1) cherché (qu'on notera simplement ç si 
aucune confusion n'en résulte). Il résulte de (3.3.3) et de la définition du 
morphisme fonctoriel (9.8.6.3) que si <#, :if et .% sont les Modules fonda­
mentaux (inversibles) sur P(<&"),P(ff) et P(<&"®<!1sff) respectivement, 
on a 

(9.8.6.4) 

Proposition (9.8.7) Pour tout couple d'épimorphismes g: <&"'---+<&", 
h: ff'---+ff de (!}8-Modules quasi-cohérents, le diagramme 

P(<&"') x 8 P(ff') 

P(<&") x 8P(ff) 

est commutatif. 

~ P(<&"'®<!1sff') 

l Grass 1(g®h) 

- P(<&"®<!1sff) ç,.,.F 

La démonstration est analogue à celle de (9.8.3). 

Proposition (9.8.8) Le morphisme de Segre ç8 ,F est une immersion 
fermée. Si <&" et ff sont de présentation finie, ç8 .9' est de présentation finie. 

La démonstration suivant exactement la même marche que celle de 
(9.8.4), nous nous bornerons à détailler les parties qui lui sont spéciales 
et ne se déduisent pas des parties correspondantes de la démonstration 
de (9.8.4) par une simple transposition. On peut d'abord supposer<&" et ff 
engendrés par leurs sections au-dessus de S. Utilisant (9.8.7) au lieu de 
(9.8.3), (9.7.8), (4.3.6, (iii)) et (4.2.2, (ii)), on se ramène au cas où <&" = 0r>, 
ff = 0t (1 et J étant finis si<&" et ff sont de type fini); pour iEI, jEJ, on 
note respectivement o';,~ les facteurs d'indice i et j dans les sommes 
directes précédentes. On a un recouvrement ouvert (Xi) (resp. (Y)) de 
X=P(<&") (resp. Y =P(ff)), où Xi (resp. Y) représente le foncteur Fi(T) 
(resp. Gj(T)) défini comme l'ensemble des 0r-Modules inversibles fi' 

quotients de <&"m pour lesquels 

(9.8.8.1) 

est un épimorphisme (resp. l'ensemble des 0r-Modules inversibles J!t 
quotients de g;;T> et pour lesquels 

(9.8.8.2) 

est un épimorphisme). Comme <&"®<!1s ff = (!)~IxJ>, on a un recouvrement 
ouvert (Z;) de Z=P(<&"®<!1sff), où Zii représente le foncteur Hij(T), 
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ensemble des 0T-Modules inversibles % quotients de <&"<T>®<!1Tg;;Tl et 
pour lesquels 

est surjectif. Le premier point consiste à prouver que l'ouvert X; x 8 Yi 
de X x 8 Y est l'image réciproque de Zii par le morphisme de Segre. Com­
me dans (9.8.3), on voit que cela revient à dire que pour que les homo­
morphismes u et v de (9.8.8.1) et (9.8.8.2) soient des épimorphismes (ou 
des isomorphismes, ce qui revient même (0, 5.5.7)), il faut et il suffit que 
u@v le soit. Mais comme il s'agit de Modules inversibles, on voit aussitôt 
que cela revient à remarquer que pour qu'un produit de deux éléments 
d'un anneau soit inversible, il faut et il suffit que chacun d'eux le soit. 

On est alors ramené par (4.2.4, (ii)), à montrer que la restriction 
X; x 8 Yr-+ Zii du morphisme de Segre est une immersion fermée. 

Changeant de notations, considérons, de façon plus générale, deux 
décompositions de <&" et ff en sommes directes 

(9.8.8.3) 

où <&"" et ff" sont quelconques, et désignons par X', Y' les ouverts de X 
et Y respectivement définis comme plus haut X; et Yj, mais à partir des 
injections canoniques 0 8 ---+ <&", 0 8 ---+ :ffe. Aux décompositions (9.8.8.3) 
correspond pour <&"®<!1s.'F la décomposition en somme directe 

(9.8.8.4) 

et on notera Z' l'ouvert de Z défini comme Zu mais à partir de l'injection 
canonique 0 8 ---+ <&"®<!1s.'F. On va expliciter le morphisme X' x 8 Y'---+ Z' 
restriction de ç8 ffe et montrer que c'est une immersion fermée. On voit 
comme dans (9.8.3) que r(X'/S) (resp. r(Y'/S)) s'identifie à l'ensemble 
A(S) = Hom<!1s(<&"", 0 8) (resp. B(S) = Hom<!1

8
(.'F", 0 8)), et r(Z'/S) à l'ensemble 

Hom<!1s(<&""EBff"EB(<&""®<!1sff"),08). En outre, la restriction de s8 ,ffe que 
nous considérons s'identifie à l'application qui, à tout couple d'homo­
morphismes u: <&"" ---+08, v: ff" ---+0s, fait correspondre l'homomorphisme 

W: <&""EBff"EB(<&""® <!1s ff")---+ 0s 

égal à u dans <&"", à v dans ff", à u@v dans <&""®<!1s.'F". Or, on a 
Hom<!1s(<&""EBff"EB(<&""® <!1sff"), 0 8) =A(S) x B(S) x C(S), en posant C(S) 
=Hom<!1s(<&""®<!1sff",08) et ce qui précède prouve que l'application 
r(X'/S) x r(Y'/S)---+ r(Z'/S) déduite du morphisme de Segre est injective 
et a pour image la partie de r(Z'/S) qui correspond à une partie de 
A(S) x B(S) x C(S) qui est le graphe d'une application A(S) x B(S)---+ C(S). 
La fin du raisonnement est alors la même que dans (9.8.3) et montre que 
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la restriction de ç à X' x s Y' s'identifie au morphisme graphe d'un 
S-moi;phisme 

(9.8.8.5) 

donc est une immersion fermée ((9.1.3) et (5.2.4)). 
Lorsque dans (9.8.8.3), ~ et ff sont localement libres de rang fini, 

il en est de même de ~" et ff", et le même raisonnement que dans (9.8.4) 
montre que le graphe d'un S-morphisme (9.8.8.5) est une immersion 
fermée de présentation finie, ce qui achève d'établir (9.8.8). 

(9.8.9) Le morphisme de Segre est compatible avec les change­
ments de base, autrement dit, pour tout S-schéma T, ç8 m.ffecT> se déduit 
de ç8 _F par le changement de base T -+S. Ceci donne une interpréta­
tion simple de ce morphisme restreint aux ensembles de points de S 
à valeurs dans une extension K de K(s), des S-schémas P(~) et P(ff) 
(pour un point SES): à tout couple de points dans les espaces projectifs 
P((~•®K<s>Kt) et P((ff•®K<s>Kr), c'est-à-dire à deux droites passant 
respectivement par un point fE(~·®K(s)Kr non nul et par un point 
gE(ff•®K(s)Kr non nul, le morphisme fait correspondre la droite 
passant par le point image de f® g dans l'espace dual 

((~ ®msff)' ®K(s) Kf. 

9.9. Fibrés en drapeaux 

(9.9.1) Soit E un espace vectoriel sur un corps K, et soit m=(m;) 1 ,;;i,;;p une 
suite croissante d'entiers ~ O. On appelle drapeau de type m dans E une suite 
décroissante de sous-espaces vectoriels V1 =, V2 =, ••· =, VP de E, de codimensions 
respectives m1,m2 , ••• ,mP dans E. Si l'on pose Ei=E/Vi, Ei est un espace vec­
toriel quotient de E de rang m;, et la donnée d'un drapeau de type m équivaut donc 
à celle de p espaces quotients Ei de E, tels que rgKE;=m; et d'une suite d'homo­
morphismes surjectifs Ei + 1-+ Ei tels que le composé de cet homomorphisme et 
de l'homomorphisme canonique E-+Ei+t soit l'homomorphisme canonique 
E-+ E; (ce qui le détermine entièrement); on dira pour abréger qu'une telle suite 
est une suite croissante d'espaces quotients de E, et on dit aussi que cette suite est 
un drapeau de type m. 

(9.9.2) On peut généraliser cette notion aux schémas comme on l'a fait pour 
les grassmanniennes (un élément d'une grassmannienne de E étant un drapeau 
de type réduit à un seul entier). Etant donnée une suite m=(m;) 1 ,;;;,;;p croissante 
d'entiers ~O, et un l!kModule quasi-cohérent tff, on appellera drapeau de type m 
dans tff une suite de Modules quotients localement libres tff1, ••• , ,ffP de tff, de rangs 
respectifs m1 , m2 , . .• , mp, tels que, si~ est le noyau de l'homomorphisme cano­
nique tff-+tff;, on ait ~+ 1 c~ pour l~i~p-1. Ondiraencore,pourabréger, 
que (,ffi) est une suite croissante de Modules quotients de tff. Notons Drapm(,ff) 
l'ensemble des drapeaux de type m dans tff. Alors 

(9.9.2.1) 
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peut être défini comme un foncteur contravariant de la catégorie des S-schémas 
dans celle des ensembles. Il suffit pour cela, comme dans (9.7.3), de montrer que 
pour tout S-morphisme g: T'---+T et tout drapeau de type m, (0';)1 ,;;;,;;p dans @'(T), 
les (DT,-Modules localement libres g*(@';) forment un drapeau de type m dans 
@'!T'>=g*(@'(T)). Or, si u;: th'm->0'; est l'homomorphisme canonique, et si l'on- a 
un homomorphisme surjectif vi: 0';+1---+@'i tel que le composé @'(T) !!.:4 th'i+t ~ @'i 
soit égal à ui, alors g*(u1) est l'homomorphisme canonique de 0'1n sur g*(@'i), 
l'homomorphisme g*(v;): g*(@'i + i)---+ g*(@'i) est surjectif et son composé avec 
g*(u;+ 1) est g*(ui), ce qui prouve notre assertion, et définit canoniquement une 
application Drapm(g); Drapm(@'(T))---+ Drapm(th'n·>) qui, à tout drapeau (@'i) dans 
@'(T), fait correspondre le drapeau (g*(th';)) dans @'!T'l; il est clair en outre que pour 
un second S-morphisme g': T"---+T', on a Drapm(gog') = Drapm(g')oDrapm(g). 

Par définition, il est clair que Drapm{@'(T)) est une partie de TI Grassm,(th'm); 
nous noterons 1-"'i-"'p 

(9.9.2.2) i3 (T) = i!,7~>: Drapm(@'(T)) ---+ 1:1 Grassm,(@'(T)) 
l~l~p 

l'injection canonique; il est immédiat par ce qui précède que c'est un morphisme 
fonctoriel. 

Proposition (9.9.3) Pour tout schéma S, et tout lDs-module quasi-cohérent @', 
le foncteur T>-+ Drapm(@'(T)) est représentable, et si on note Drapm(@') le S-schéma 
qui le représente, .il correspond à (9.9.2.2) un S-morphisme 

(9.9.3.1) i3 = i1>: Drapm(@')---+ 1:1s Grassm,(@') 
l~i~p 

qui est une immersion fermée. 
En vertu de (0, 1.7.7) cette proposition résulte du lemme suivant: 

Lemme (9.9.3.2) Soit (Jf'i)1 ,;;;,;;p une suite de lDs-Modules de @' tels que 
~EGrassm (@') pour 1 ~ i~p. Pour tout S-schéma T, considérons l'ensemble 
ii<!> (((Jf'i)(T))) image réciproque dans Drapm(@'(T)) du point ((Jf'i)n))1 ,;;;,;;p de 

1:1 Grassm,(@'(T)). Alors le foncteur contravariant de la catégorie des S-schémas 
l~i~p 
dans celle des ensembles 

(9.9.3.3) 

est représentable par un sous-schéma fermé S' de S. 
Il reste donc à démontrer le lemme (9 .9.3.2). Soient ui : 13'---+Jf'i l'homomorphisme 

canonique, Jfï son noyau, w;: .%;-+th' l'injection canonique. Le foncteur 13'>-+@'(T) 
étant exact à droite, la suite 

( ..u-) (Wil(T) ,. (uil(T) ( .a,) Q 
Jti(f) - "'(T)-'--'--> .?ii(T)----> 

est exacte {bien que (w;)(T) ne soit plus nécessairement injective); l'image de (Jfï+ 1)m 
par (wi+t)(T) dans @'(T) étant le noyau de (ui+i)(T), dire que les (Jf'i)(T) forment un 
drapeau équivaut à dire que chacun des homomorphismes composés (u1owi+ih> 
est nul pour 1 ~ i ~ p -1. Or, chacun des foncteurs 

T ..... Homl'IT((Jfï + 1)m, (~) 1Tl) 

est représentable par un S-schéma affine Y; (9.6.1). Aux éléments O et u;ow;+ 1 de 
Hom<'ls(Jfî+1,Jf' 1) correspondent donc canoniquement deux S-sections S;,S; de Yi 
( éléments de Homs(S, Y1)); pour un morphisme f: T---+S, dire que les éléments 0 
et (u1owi+ 1)m de Homl'IT((Jfï+1)(T),(Jf'1)(T)) sont égaux équivaut à dire que l'on 
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a s;oJ =s 1of, ou encore (0, 1.4.2) que f se factorise en f = jiog, oùj; est l'injection 
canonique dans S du noyau S; des deux S-morphismes s;, s1 de S dans Y1• Comme 
Y; est séparé sur S (9.1.3), S; est un sous-schéma fermé de S (5.25). Alors S' = iqf S; 

l~l~p 
(4.3.4) est un sous-schéma fermé de S, et en vertu de ce qui précède, dire que 
i.ic!

1
(((Jf'i)(T))) n'est pas vide signifie que f se factorise en f =jog, où j: S'--+S est 

l'inJection canonique (4.3.4). Cela achève la preuve du lemme (9.9.3.1) et par suite 
aussi celle de (9.9.3). 

(9.9.4) On dit que le S-schéma Drapm(@') représentant le foncteur (9.9.2.1) 
est le fibré en drapeaux de type m de @'. 

Il est clair (0, 1.3.10) que pour tout changement de base g: S'--+S, on a 

(9.9.4.1) Drapm(g*(th')) = Drapm(@') x 8 S' 

à un isomorphisme canonique près. 

Proposition (9.9.5) Si @' est un {!}8-M adule quasi-cohérent de type fini (resp. 
de présentation finie), Drapm(@') est un S-schéma de type fini (resp. de présentation 
finie) sur S. 

On sait en effet (9.7.7) que X=TI.Grassm,(13') est de type fini (resp. de présen­
tation finie) sur S. Lorsque@' est de type fini, cela entraîne déjà que X' =Drapm(@'), 
sous-schéma fermé dl! X, est de type fini sur S (6.3.4). Lorsque@' est de présentation 
finie, on raisonne comme dans (9.7.7) pour se ramener au cas où S est noethérien 
en utilisant (9.9.4.1). 

(9.9.6) Soit u: @'--+ @'' un épimorphisme de {!}8-Modules quasi-cohérents; 
on définit comme dans (9.7.7) une injection canonique 

(9.9.6.1) i"<T>: Drapm(0'1TJ--+ Drapm(th'm) 

correspondant à u, fonctorielle en T, et il lui correspond donc un S-morphisme 

(9.9.6.2) Drapm(u): Drapm(@'')--+ Drapm(@'). 

Proposition (9.9. 7) Pour tout épimorphisme u: 13'--+0'' de {!}8-M adules quasi­
cohérents, le S-morphisme (9.9.6.2) est une immersion fermée. 

En effet, on a le diagramme commutatif 

Drapm(0'1T)) TI Grassm,(0'1T)) 
1-'ii-'ip l 

Drapm(th'm) .......,---> TI Grassm,(th'm) 
'.rm l~i~p 

où la flèche verticale de droite se déduit des injections canoniques (9.7.7.1). On 
en déduit un diagramme commutatif 

Drapm(@'') 

Drapm(u)l 

Drapm(@') 

Ils Grassm,(13'') 
l~i~p l ~ Grass.,,(u) 

1:1s Grassm,(@') 
l~t.:Sp 

dans lequel i3 , i3 , et TI Grassm,(u) sont des immersions fermées en vertu de (9.9.3), 
i 

(9.7.9) et (4.3.6, (iii)). On en conclut que Drapm(u) est aussi une immersion fermée 
( 4.2.2, (ii)). 
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(9.9.8) Considérons une sous-suite croissante m' = (m1J 1,;; k-'i de m, où 
(ik)i,;;k,;;q est une suite strictement croissante d'entiers de l'intervaÎle [l,p]. On 
définit alors un morphisme fonctoriel canonique 

p<;;;>m>: Drapm(th'm)--+ Drapm.(th'm) 

en faisant correspondre à tout drapeau de type m de th'm, (0'i)1,;;;,;;p, le drapeau 
de type m', (th'i)t,;;k,;;q; il lui correspond par suite un S-morphisme canonique 

pf'.ml: Drapm(@')--+ Drapm.(13'). 

D'ailleurs, on a un diagramme commutatif 

P(m'.m)l 
81T) 

Drapm,(th'm) 

où la deuxième flèche verticale est la projection canonique. On en déduit un dia­
gramme commutatif de S-morphismes 

Drapm(@') 

p~m·.m11 

Ils Grassm,JtC) 
l~k~q 

où la seconde flèche verticale est le morphisme de projection canonique; on peut 
encore dire que le morphisme p';' .ml est la restriction de cette projection à Drapm(@'), 
considérée comme morphisme de ce schéma dans Drapm.(13'). 

(9.9.9) Supposons maintenant que @' soit un l!lg-Module localement libre. 
Alors le S-schéma en groupes GL(@') (9.6.4) opère canoniquement sur le S-schéma 
Drapm(@'). En effet, pour tout S-schéma T, tout élément du groupe Aut@/th'm) 
des automorphismes du <!\-Module localement libre th'm transforme un drapeau 
de type m dans th'm en un drapeau de même type, donc on a un morphisme fonctoriel 

Autl'IT(th'm) X Drapm(@'(T))--+ Drapm(th'm) 

qui est une loi externe de groupe opérant dans Drapm(th'm); on en conclut notre 
assertion. 

9.10. Fibrés en variétés de Stiefel 

(9.10.1) Soient S un schéma, @' un l!lg-Module localement libre de rang n, 
p=(p;) 1 ,;;i,;;, une suite d'entiers ~O tels que p1 +p 2 + ··· +p,=n. Une décompo­
sition de Stiefel de type p de@' est une suite (0'1) 1,;;i,;;, de sous-Modules de@' telle 
que 13'1 soit localement libre de rang Pi et que @' soit somme directe des @'1• 

Pour une telle décomposition, soit eieEndl'/
5
(@') la projection de@' sur 13'; qui 

lui correspond (l~i~r); on a donc 18 =e 1 +e 2 +···+e,, ef=ei, eie1=0 pour 
pt+l 

i#j; enfin, pour chaque i, /\ ei=O puisque Im(e) est de rang Pi· Inversement, 
supposons donnés dans End<%(@') une suite d'éléments e; (1 ~ i ~ r) vérifiant ces 
conditions, et montrons que les sous-Modules Im(e;)=@'i de @' forment une dé-
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composition de Stiefel de type p. La question étant locale sur S, on peut supposer 
S = Spec(A) affine; alors il est immédiat que ,ff est somme directe des tff;; ces der­
niers correspondant à des A-modules projectifs (Bourbaki, Alg., chap. Il, 3• éd., § 2, 
n° 2, prop. 4), sont localement libres (1.4.4); en outre, le rang de tff; en tout point est 
~Pi, car en se bornant à un voisinage affine assez petit du point considéré, on peut 

Pi+ 1 

supposer les tff; libres, et alors l'hypothèse /\ t'; = 0 entraîne qu'une base de tff; 
r 

a au plus p; éléments; mais comme ,ff est somme directe des tff; et !: P;= n, tff; est 
nécessairement de rang Pi· i = 

1 

Nous noterons Stief P(,ff) l'ensemble des décompositions de Stiefel de type p 
de tff, identifié à l'ensemble des suites (e;)1 .,s;.,s, de End<%(,!) ayant les propriétés 
précédentes. 

Proposition (9.10.2) Soient S un schéma, tff un {!}s-Module localement libre de 
rang constant n. Alors le foncteur contravariant 

(9.10.2.1) 

est représentable par un S-schéma Stiefp(,ff) affine sur S. 
Soit d la {!}s-Algèbre End<%(,!), qui est un {!}s-Module localement libre de 

rang n2 ; posons f!J=d', qui est localemvent libre de rang n2 r. Nous allons voir 
qu'il y a un Idéal quasi-cohérent/ de S(f!J) tel que le foncteur (9.10.2.1) s'identifie 
canoniquement au foncteur contravariant Al(f!J,/) (9.5.21); la conclusion résul­
tera alors de (9.5.3). 

Supposons d'abord S=Spec(R) affine, et tff=E, où E est .!:ln R-module libre 
de rang n, et choisissons une base (c;)1 .,s;.,sn de E. Alors d=A, où_ A=EndR(E) 
a une base canonique formé des unités matricielles Cik; on notera CW les éléments 
de la base correspondante du i-ème facteur de B=N (1 ~i~r, 1 ~j,k~n). Alors 
S(B) s'identifie (par le c~oix de la base (c;)) à l'algè~re de pglynômes L= R [(TW)l 
à n2 r indéterminées, (TW) étant la base duale de (CW) dans B. Cela étant, une suite 
de r éléments de A est donnée par les n2 r coordonnées de ces éléments e; = !: t; 1k Cib 

, , , j,k 
qu'on peut considerer comme les coordonnees d'un élement (e1, ••• , e,) de B par 
rapport à la base (CW). Or, les relations entre les e; qui expriment qu'ils forment 
une décomposition de Stiefel sont évidemment de la forme Pa(t;jk)=0, où (PJ 
est une famille finie de polynômes de L, les Pa(t;pJ étant les composantes (sur les 
bases déduites canoniquement de (c;) dans les divers R-modules libres concernés) 

1n+ t 
des élémJnts e1 +e 2 +··· +e,-IE, ef-ei, eii (i#j), /\ ei. Montrons que l'idéal 
3s de S(B) qui est engendré par les Pa est indépendant du choix de la base (c;) de E. 
En effet, p~r exemple les composantes de eiei sont les éléments de la matrice 
produit (T~l) (TWJ). Si on prend une autre base dans E, les nouveaux éléments de 
la base correspondante de B sont les éléments des matrices P(T~l) p- 1

, où P est 
une matrice inversible à éléments dans R; les composantes de e;e1 pour cette 
nouvelle base sont donc les éléments de la matrice P(T~lHTW) p-1, c'est-à-dire 
des combinaisons linéaires à coefficients dans R des polynômes correspondant à 
la base initiale; donc l'idéal engendré par les deux systèmes de polynômes est le 
même, et on raisonne de même pour les autres Pa. Si on pose /s=3s, il résulte 
en outre de la définition que pour tout ouvert affine U de S, /u est induit sur U 
par l'idéal /s-

ÜI!, peut alors passer au cas général où S est quelconque, et définir l'idéal / 
de S(f!J) comme induisant /u sur chaque ouvert affine U de S. Cette définition et 
la définition de Al(f!J,/) donnée dans (9.5.1) et (9.5.2) prouvent alors la propo­
sition. 
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On notera encore ici que le schéma en groupes GL(@') opère canoniquement 
sur le schéma Stiefp(@'), l'image par un automorphisme de th'm d'une décompo­
sition de Stiefel de th'm de type p étant une décomposition de même type. 

(9.10.3) Pour toute suite p=(p;) 1 _,,,;_,,,, telle que p 1 +p 2 + ··· +p,=n, posons 
m;=p 1 +p 2 +···+p; pour l~i~r et m=(m;). Il y a alors un S-morphisme 
canonique 

(9.10.3.1) 

En effet, il suffit pour cela de définit, dans la catégorie des S-schémas, un mor­
phisme fonctoriel 

(9.10.3.2) 

Or, si (g;;) 1 _,,;_,,,, est une décomposition de th'm en somme directe, où g;; est locale­
ment libre de rang P; (1 ~ i ~ r), il suffit de lui associer le drapeau (~1) de type m, 
où ~ 1=0'm/:F 1, :F; étant la somme directe :F;+i + •·· +.f,l;.. 

Proposition (9.10.4) Le S-morphisme canonique (9.10.3.1) est surjectif. 

Il suffit en effet de montrer que pour tout s ES, le morphisme déduit de (9.10.3.1) 
par changement de base Spec(K(s))-+S est surjectif; on est par suite ramené au 
cas où S=Spec(K) est le spectre d'un corps. Utilisant le fait que Stief (@') et 
Drapm(@') sont des S-schémas de type fini sur S, on peut appliquer (7.1.8) et on 
est donc ramené à prouver que l'application Stiefp(E)-+ Drapm(E) est surjective 
lorsque E est un espace vectoriel de rang n sur K. Or cela est immédiat, car si les 
E1=E/V 1 forment un drapeau de type m, et si F1 est un supplémentaire de V; dans 
V;_1 (en posant V0 =E), il est immédiat que l'image canonique de la décomposition 
de Stiefel (F;) est le drapeau (E;). 

Notons encore que le S-morphisme canonique (9.10.3.1) est compatible avec 
les actions de GL(@') définies dans (9.9.9) et (9.10.2); autrement dit, on a un dia­
gramme commutatif 

GL(@') xsStlefp(&') - Stiefp(&') 

l l 
où les flèches horizontales sont les lois d'action du schéma en groupes GL(@'). 

§ 10. Schémas formels 

10.1. Schémas formels affines 

(10.1.1) Soit A un anneau topologique admissible (0, 7.1.2); pour 
tout idéal de définition ~ de A, Spec(A/~) s'identifie au sous-espace 
fermé V(~) de Spec(A) (1.2.5), ensemble des idéaux premiers ouverts 
de A; cet espace topologique ne dépend pas de l'idéal de définition ~ 
considéré (0, 7.1.5); notons-le x. Soit (~1J un système fondamental de 
voisinages de O dans A, formé d'idéaux de définition, et pour tout À, 

soit l1\ le faisceau structural de Spec(A/~1J; ce faisceau est induit sur x 
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par À/ji. (lequel est nul hors de x). Pour ~µ c ~i., l'homomorphisme 
canonique A/~µ--+A/~i. définit donc un homomorphisme Ui.µ: l1\--+l1\ 
de faisceaux d'anneaux (1.6.5), et (l1\) est un système projectif de faisceaux 
d'anneaux pour ces homomorphismes. Comme la topologie de x admet 
une base formée d'ouverts quasi-compacts, on peut associer à tout (1\ 
un faisceau d'anneaux topologiques pseudo-discrets (0, 3.9.1) qui a (1\ 
comme faisceau d'anneaux (sans topologie) sous-jacent, et que nous 
noterons encore l1\; et les (1\ forment encore un système projectif de 
faisceaux d'anneaux topologiques (O, 3.9.2). Nous désignerons par 01: le 
faisceau d'anneaux topologiques sur x, limite projective du système (0i.); 
pour tout ouvert quasi-compact U de x, r(U, 01:) est donc l'anneau 
topologique limite projective du système d'anneaux discrets r(U, 0i.) 
(0, 3.2.6). 

Définition (10.1.2) Etant donné un anneau topologique admissible A, 
on appelle spectre formel de A et on note Spf(A) le sous-espace fermé x 
de Spec(A) formé des idéaux premiers ouverts de A. On dit qu'un espace 
topologiquement annelé est un schéma formel affine s'il est isomorphe à un 
spectre formel Spf(A) = x muni du faisceau d'anneaux topologiques 01: 
limite projective des faisceaux d'anneaux pseudo-discrets (À/~i.)lx, où 
~i. parcourt l'ensemble filtrant des idéaux de définition de A. 

Quand nous parlerons d'un spectre formel x = Spf(A)" comme d'un 
schéma formel affine, il s'agira toujours de l'espace topologiquement 
annelé (x, 01:) où 01: est défini comme ci-dessus. 

On notera que tout schéma affine X= Spec(A) peut être considéré 
comme un schéma formel affine d'une seule manière, en considérant A 
comme un anneau topologique discret: les anneaux topologiques 
r(U, 0x) sont alors discrets lorsque U est quasi-compact (mais non en 
général lorsque U est un ouvert quelconque de X). 

Proposition (10.1.3) Si x = Spf(A), où A est un anneau admissible, 
r(x, 01:) est topologiquement isomorphe à A. 

En effet, comme x est fermé dans Spec(A), il est quasi-compact, et 
par suite r(x, 01:) est topologiquement isomorphe à la limite projec­
tive des anneaux discrets r(x, 0i.); mais r(x, 0i.) est isomorphe à 
A/~i. (l.3.7); comme A est séparé et complet, il est topologiquement 
isomorphe à ~ A/~i. (0, 7.2.1), d'où la proposition. 

Proposition (10.1.4) Soient A un anneau admissible, x = Spf(A), et 
pour tout fEA, soit '.!l(f)=D(f)nx; l'espace topologiquement annelé 
('.!l(f), 01:l'.!l(f)) est isomorphe au spectre formel affine Spf(Aut) (0, 7.6.15). 

Pour tout idéal de définition ~ de A, l'anneau discret S-; 1 A/S-; 1 ~ 
s'identifie canoniquement à A(!V~Ul (0, 7.6.9), donc ((1.2.5) et (1.2.6)) 
l'espace topologique Spf(Au}) s'identifie canoniquement à '.!l(f). En 
outre, pour tout ouvert quasi-compact U de x contenu dans '.!l(f), 
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r(U, (1},_) s'identifie au module des sections du faisceau structural de 
Spec(S .r I A/S .r 1 ~i.) au-dessus de U (1.3.6), donc, si on pose 'D = Spf(A(n), 
r(U, 0%) s'identifie au module des sections r(U, 0'lJ), ce qui démontre 
la proposition. 

(10.1.5) En tant que faisceau d'anneaux sans topologie, le faisceau 
structural (9% de Spf(A) admet pour tout xEx une fibre qui, en vertu 
de (10.1.4), s'identifie à la limite inductive ~ A(fl pour les fff=Îx· Par 
suite ((0, 7.6.17) et (0, 7.6.18)): 

Proposition (10.1.6) Pour tout X Ex= Spf(A), la fibre 0x est un 
anneau local dont le corps résiduel est isomorphe à K(x)=AJixAx. Si en 
outre A est adique et noethérien, 0 x est un anneau noethérien. 

Comme K(x) n'est pas réduit à 0, on conclut de ce résultat que le 
support du faisceau d'anneaux 0% est égal à x. 

(10.1.7) On appelle schéma formel affine adique (resp. noethérien) 
un schéma formel affine isomorphe à un spectre formel Spf(A), où A est 
adique (resp. adique et noethérien). 

10.2. Morphismes de schémas formels affines 

(10.2.1) Soient A, B deux anneaux admissibles, et soit cp: B--+A un 
homomorphisme continu. L'application continue a<P: Spec(A)--+Spec(B) 
(1.2.1) applique alors x = Spf(A) dans 'D = Spf(B), car l'image récipro­
que par cp d'un idéal premier ouvert de A est un idéal premier ouvert 
de B. D'autre part, pour tout g EB, cp définit un homomorphisme continu 
r('.!l(g),0'D)--+r('.!l(cp(g)),0%) en vertu de (10.1.4), (10.1.3) et (0, 7.6.7); 
comme ces homomorphismes satisfont aux conditions de compatibilité 
pour les restrictions correspondant au passage de g à un multiple de g, 
et que '.!l( cp(g)) =acp - 1 ('.!l(g)), ils définissent un homomorphisme continu 
de faisceaux d'anneaux topologiques 0'D--+acp*(0%) (0, 3.2.5), que nous 
noterons encore êp; on a ainsi obtenu un morphisme <I> = (acp, êp) d'espaces 
topologiquement annelés x--+ '!). On notera qu'en tant qu'homomor­
phisme de faisceaux d'anneaux sans topologie, êp définit un homomor­
phisme ê/J!: 0aq,(x)--+0x sur les fibres, pour tout XEX. 

Proposition (10.2.2) Soient A, B deux anneaux topologiques ad­
missibles, et soient x = Spf(A), 'D = Spf(B). Pour qu'un morphisme 
u = ("1, 0): x--+ 'D d'espaces topologiquement annelés soit de la forme 
(acp, cp), où cp est un homomorphisme continu d'anneaux B--+A, il faut et il 
suffit que pour tout xEX, 0! soit un homomorphisme local 0,i,<x>--+0x. 

La condition est nécessaire: en effet, soit p =ixE Spf(A), et soit 
q=cp- 1(iJ; si gfj:q, on a donc cp(g)f/;p, et il est immédiat que l'homo­
morphisme B{g}--+A{q,(gl} déduit de cp (0, 7.6.7) transforme q{g} en une 
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partie de P{'l'(gl}; passant à la limite inductive, on voit donc (compte 
tenu de (10.1.5) et de (0, 7.6.17)) que <î>! est un homomorphisme local. 

Inversement, soit (\j,, 0) un morphisme vérifiant la condition de 
l'énoncé; en vertu de (10.1.3), 0 définit un homomorphisme continu 
d'anneaux 

cp = r(0) : B = r('!), 0'D) ---+ r(x, 0%) =A. 

En vertu de l'hypothèse sur 0, pour que la section cp(g) de 0% au-dessus 
de x ait un germe inversible au point x, il faut' et il suffit que g ait un 
germe inversible au point \j,(x). Mais en vertu de (0, 7.6.17), les sections 
de 0% (resp. 0'D) au-dessus de x (resp. 'D) dont le germe n'est pas in­
versible au point x (resp. \j,(x)) sont exactement les. éléments de ix (resp. 
Î,i,(xl); la remarque précédente montre donc que acp=\j,. Enfin, pour 
tout gEB, le diagramme 

'I' 

B(g} = r('.!l(g), 0'D) r(O:r,cgS r(:n( cp(g)), 0%) = A('l'(g)} 

est commutatif; d'après la propriété univêrselle des anneaux complets 
de fractions (0, 7.6.6), 0:o(gl est égale à <P:o(gl pour tout gEB, donc (0, 3.2.5) 
ona 0=cp. 

Nous dirons qu'un morphisme (\j,,0) d'espaces topologiquement 
annelés vérifiant la condition de (10.2.2) est un morphisme de schémas 
formels affines. On peut dire que les foncteurs A>--+ Spf(A) et x >--+ r(x, 0%) 
définissent une équivalence de la catégorie des anneaux admissibles et 
de la catégorie opposée de la catégorie des schémas formels affines 
(T, I, 1.2). 

(10.2.3) Comme cas particulier de (10.2.2), notons que, pour f EA, 
l'injection canonique du schéma formel affine induit par x sur '.!l(f) 
correspond à l'homomorphisme continu canonique A---+A(n· Sous les 
hypothèses de (10.2.2), soient h un élément de B, g un élément de A, 
multiple de cp(h); on a alors \j,('.!l(g)) c '.!l(h); la restriction de u à '.!l(g), 
considérée comme morphisme de '.!l(g) dans '.!l(h), est l'unique morphisme 
v rendant commutatif le diagramme 

'.!l(g) 

l 
V -

-u 

'.!l(h) 

l 
'D 
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Ce morphisme correspond à l'unique homomorphisme continu 
cp': B(hl--+A(g} (0, 7.6.7) rendant commutatif le diagramme 

A +-'L- B 

l l 

10.3. Idéaux de définition d'un schéma formel affine 
(10.3.1) Soient A un anneau admissible, ~ un idéal ouvert de A, 

x le schéma formel affine Spf(A). Soit (~J l'ensemble des idéaux de 
définition de A contenus dans ~; alors ~/ji. est un faisceau d'idéaux 
de À/~i.- Désignons par ~à la limite projective des faisceaux induits 
sur x par ~/~i., qui s'identifie à un Idéal de 01: (0, 3.2.6). Pour tout 
jEA, r('.!l(f),~à) est la limite projective de s;-1 ~/s;-1 ~i., autrement 
dit s'identifie à l'idéal ouvert ~(fl de l'anneau Aul (0, 7.6.9), et en parti­
culier r(x, ~)=~; on en conclut (les '.!l(f) formant une base de la 
topologie de x) que l'on a 

(10.3.1.1) ~àl'.!l(f) =(~(nt. 

(10.3.2) Avec les notations de (10.3.1), pour tout f EA, l'application 
canonique de A(n=r('.!l(f),01:) dans r('.!l(f),(À/~)lx)=SJ- 1A/SJ-1

~ 

est surjective et a pour noyau r('.!l(f),~à)=~ul (O, 7.6.9); ces applica­
tions définissent donc un épimorphisme continu, dit canonique, du 
faisceau d'anneaux topologiques 01: sur le faisceau d'anneaux discrets 
(À/~)lx, dont le noyau est ~à; cet homomorphisme n'est autre d'ailleurs 
que ép (10.2.1), où cp est l'homomorphisme continu A--+A/~; le mor­
phisme (acp, ép): Spec(A/~)--+x de schémas formels affines ( où a<P est 
d'ailleurs l'homéomorphisme identique de x sur lui-même) est encore 
dit canonique. On a donc, d'après ce qui précède, un isomorphisme 
canonique 

(10.3.2.1) 

Il est clair ( en vertu de r(x, ~à)=~) que l'application ~ >-+ ~ est 
strictement croissante; d'après ce qui précède, pour ~ c ~', le faisceau 
~•à;~à est canoniquement isomorphe à ~'/~ = (~'/~r. 

(10.3.3) Les hypothèses et notations étant toujours celles de (10.3.1), 
nous dirons qu'un Idéal/ de 01: est un Idéal de définition de x si, pour 
tout X Ex, il existe un voisinage ouvert de x de la forme '.!l(f), où f EA, 
tel que /l'.!l(!) soit de la forme ff, où test un idéal de définition de A(fl• 
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Proposition (10.3.4) Pour tout f EA, tout Idéal de définition de x 
induit un Idéal de définition de '.!l(f). 

Cela résulte de (10.3.1.1). 

Proposition (10.3.5) Si A est un anneau admissible, tout Idéal de 
définition de x = Spf(A) est de la forme 3'\ où 3 est un idéal de définition 
de A, uniquement déterminé. 

En effet, soit J un Idéal de définition de x; par hypothèse, et puis­
que x est quasi-compact, il y a un nombre fini d'éléments f;EA tels 
que les '.!l(f;) recouvrent x et que Jl'.!l(f;)=tt où t 1 est un idéal de 
définition de Au,i· Pour tout i, il existe donc un idéal ouvert Sl; de A 
tel que (Sl;)uil = t, (0, 7.6.9); soit 5\ un idéal de définition de A contenu 
dans tous les Sl;. L'image canonique de J /Stf dans le faisceau structural 
(A/5\f de Spec(A/5\) (10.3.2) est donc telle que sa restriction à '.!l(f;) 
soit égale à celle de (5\;/5\f; on en conclut que cette image canonique 
est un Idéal quasi-cohérent sur Spec(A/5\), donc de la forme (3/5\f, 
où 3 est un idéal de A contenant 5\ (1.4.1),d'où J =3à (10.3.2); en outre, 
comme pour tout i il existe un entier n; tel que t'? c 5\(Ji}, on aura, 
en désignant par n le plus grand des n;, (J/Stft=0, et par suite (10.3.2) 
((3/5\r t=0, d'où finalement (3/5\t=0 (1.3.13), ce qui prouve que 3 
est un idéal de définition de A (0, 7.1.4). • 

Proposition (10.3.6) Soient A un anneau adique, 3 un idéal de défini­
tion de A tel que 3/3 2 soit un A/3-module de type fini. Pour tout entier 
n > 0, on a alors (3àt = (3nf. 

En effet, pour tout f EA, on a (puisque 3n est un idéal ouvert) 

(r('.!l(f), 3à)t = (3(nt = (3n)(J} = r(:n(r), (3nt) 

en vertu de (10.3.1.1) et de (0, 7.6.12). Comme (3àt est associé au pré­
faisceau U >-+(r(U, 3à)t (0, 4.1.6), le corollaire en résulte, puisque les 
'.!l(f) forment une base de la topologie de X. 

(10.3.7) On dit qu'une famille (Ji.) d'idéaux de définition de x est 
un système fondamental d'idéaux de définition si tout Idéal de définition 
de x contient un des Ji.; comme Ji.= 3t il revient au même de dire 
que les 3i. forment un système fondamental de voisinages de O dans A. 
Soit (f J une famille d'éléments de A tels que les '.!l(f") recouvrent x. 
Si (Ji.) est une famille filtrante décroissarite d'idéaux de l1\: telle que 
pour tout a., la famille (Ji.l '.!l(f J) soit un système fondamental d'idéaux 
de définition de '.!l(f")' alors (Ji.) est un système fondamental d'idéaux 
de définition de x. En effet, pour tout Idéal de définition J de x, il y 
a un recouvrement fini de x par des '.!l(f;) tel que, pour tout i, Jtl'.!l(fi) 
soit un Idéal de définition de '.!l(f1) contenu dans Jl'.!l(f;). Si µ est un 
indice tel que Jµ c Ji.1 pour tout i, il résulte de (10.3.3) que Jµ est un 
Idéal de défir\ition de x, évidemment contenu dans J, d'où notre assertion. 
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10.4. Schémas formels et morphismes de schémas formels 

(10.4.1) Etant donné un espace topologiquement annelé x, on dit 
qu'un ouvert Uc x est un ouvert formel affine (resp. un ouvert formel 
affine adique, resp. un ouvert formel affine noethérien) si l'espace topo­
logiquement annelé induit par x sur U est un schéma formel affine 
(resp. un schéma formel affine adique, resp. un schéma formel affine 
noethérien (10.1.7)). 

Définition (10.4.2) On appelle schéma formel un espace topologique­
ment annelé x dont tout point admet un voisinage ouvert formel affine. 
On dit que le schéma formel x est adique (resp. localement noethérien) si 
tout point de x admet un voisinage ouvert formel affine adique (resp. 
noethérien) (10.1.7). On dit que x est noethérien s'il est localement noe­
thérien et si son espace sous-jacent est quasi-compact ( donc noethérien). 

Proposition (10.4.3) Si x est un schéma formel (resp. localement 
noethérien), les ensembles ouverts formels affines (resp. affines noethériens) 
forment une base de la topologie de x. 

Cela résulte de (10.4.2) et (10.1.4) en tenant compte de ce que si A 
est un anneau adique noethérien, il en est de même de A{fl pour tout 
f EA (0, 7.6.11). 

Corollaire (10.4.4) Si x est un schéma formel (resp. un schéma for­
mel localement noethérien, resp. noethérien), l'espace topologiquement 
annelé induit sur tout ouvert de x est encore un schéma formel (resp. un 
schéma formel localement noethérien, resp. noethérien). 

Définition (10.4.5) Etant donnés deux schémas formels x, 'D, on 
appelle morphisme (de schémas formels) de x dans 'D tout morphisme 
(\j,, 0) d'espaces topologiquement annelés tel que, pour tout X Ex, 0! soit 
un homomorphisme local 0,i,(xl-+( 1\. 

Il est immédiat que le composé de deux morphismes de schémas 
formels est encore un tel morphisme; les schémas formels forment donc 
une catégorie, et on notera Hom(x, 'D) l'ensemble des morphismes d'un 
schéma formel x dans un schéma formel '!). 

Si U est une partie ouverte de x, l'injection canonique dans x du 
schéma formel induit par x sur U est un morphisme de schémas for­
mels (et même un monomorphisme d'espaces topologiquement annelés 
(0, 4.1.1)). 

Proposition (10.4.6) Soient x un schéma formel, 'D = Spf(A) un 
schéma formel affine. Il existe une correspondance biunivoque canonique 
entre les morphismes du schéma formel x dans le schéma formel 'D et les 
homomorphismes continus de l'anneau A dans l'anneau topologique 
r(x, 0%). 
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Notons d'abord que, si (x, 0%) et ('!), 0'D) sont deux espaces topo­
logiquement annelés quelconques, un morphisme ("1, 0) de (x, 0%) dans 
('!), 0'D) définit canoniquement un homomorphisme continu d'anneaux 
r(0):r('!),0'D)---+r(x,0%) (0, 3.1.3). Dans le cas considéré, tout revient 
à voir qu'un homomorphisme continu quelconque cp: A---+r(x, 0%) est 
de la forme r(0) pour un morphisme (\j,, 0) et un seul. Or, il y a par hypo­
thèse un recouvrement (Va) de x par des ouverts formels affines; 
par composition de cp avec l'homomorphisme de restriction 
r(x, 0%) ---+ r(Vot, 0%1Va), on obtient un homomorphisme continu 
cpot:A---+r(V,,,0%1Vot), qui correspond à un morphisme unique ("1ot,0J 
du s.chéma (Vot, 0%1Vot) dans('!), 0'lJ), en vertu de (10.2.2). En outre, pour 
tout couple d'indices (ex,~), tout point de Vot n Vil admet un voisinage 
ouvert formel affine W contenu dans Votn Vil (10.4.3); il est clair qu'en 
composant <Pot et cpll avec les homomorphismes de restriction à W, on 
obtient un même homomorphisme continu r('!}, 0'D)---+ r(W, 0%IW), 
donc, en vertu des relations (0J! = ( <Pot)! pour tout x E Vot et tout ex 
(10.2.1), les restrictions à W des morphismes ('Vot, 0ot) et (\j,Jl, 0p) coïnci­
dent. On en conclut qu'il y a un morphisme d'espaces topologiquement 
annelés (\j,, 0): (x, 0%)---+ ('!), 0'D) et un seul dont la restriction à chaque 
Vot est (\j,ot, 0ot), et il est clair que ce morphisme est un morphisme de 
schémas formels et est tel que r(0) = cp. 

(10.4.7) Etant donné un schéma formel 6, on dit que la donnée 
d'un schéma formel x et d'un morphisme cp : x---+ 6 définit un schéma 
formel x au-dessus de 6 ou un 6-schéma formel, cp étant appelé le 
morphisme structural du 6-schéma x. Si 6 = Spf(A), où A est un an­
neau admissible, on dit aussi que le 6-schéma formel x est un A-schéma 
formel ou un schéma formel au-dessus de A. Un schéma formel quel­
conque peut toujours être considéré comme un schéma formel au-dessus 
de Z (muni de la topologie discrète). 

Si x, '!) sont deux 6-schémas formels, on dit qu'un morphisme 
u: x---+ '!> est un 6-morphisme si le diagramme 

6 

(où les flèches obliques sont les morphismes structuraux) est commuta­
tif (0, 1.1.10). Avec cette définition, les 6-schémas formels (pour 6 fixé) 
forment une catégorie. On désigne par Hom 6 (x, '!)) l'ensemble des 
6-morphismes du 6-schéma formel x dans le 6-schéma formel '!). 
Lorsque 6=Spf(A), on dit aussi A-morphisme au lieu de 6-morphisme. 
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(10.4.8) Comme tout schéma affine peut être considéré comme un 
schéma formel affine (10.1.2), tout schéma (usuel) peut être considéré 
comme un schéma formel. Il résulte en outre de (10.4.5) que pour les 
schémas usuels, les morphismes (resp. S-morphismes) de schémas for­
mels coïncident avec les morphismes (resp. S-morphismes) définis au §2. 

10.5. Idéaux de définition des schémas formels 

(10.5.1) Soit x un schéma formel; on dit qu'un (i:kldéal / est un 
Idéal de définition de x si tout X Ex possède un voisinage ouvert formel 
affine U tel que /IU soit un Idéal de définition du schéma formel 
affine induit par x sur U (10.3.3); en vertu de (10.3.1.1) et (10.4.3), pour 
tout ouvert V c x, /IV est alors un Idéal de définition du schéma 
formel induit par x sur V. 

On dit qu'une famille (/ 1.) d'idéaux de définition de x est un système 
fondamental d'idéaux de définition s'il existe un recouvrement (U") de 
x par des ouverts formels affines tel que, pour tout a., la famille des 
Ji.ID" soit un système fondamental d'idéaux de définition (10.3.6) du 
schéma formel affine induit par x sur U". Il résulte de la remarque 
finale de (10.3.7) que lorsque x est un schéma formel affine, cette défini­
tion coïncide avec la définition donnée dans (10.3.7). Pour tout ouvert 
V de x, les restrictions /i.l V forment alors i.m système fondamental 
d'idéaux de définition du schéma formel induit sur V, en vertu de (10.3.1.1). 
Si x est un schéma formel localement noethérien, et / un Idéal de défini­
tion de x, il résulte de (10.3.6) que les puissances /n forment un système 
fondamental d'idéaux de définition de x. 

(10.5.2) Soient x un schéma formel,/ un Idéal de définition de x. 
Alors l'espace annelé (x, 0.J /) est un schéma (usuel), qui est affine (resp. 
localement noethérien, resp. noethérien) losque x est un schéma formel 
affine (resp. un schéma formel localement noethérien, resp. noethérien); 
on est en effet aussitôt ramené au cas affine, et alors la proposition a 
déjà été démontrée dans (10.3.2). En outre, si 0: 0%--+0.J/ est l'homo­
morphisme canonique, u=(1%,0) est un morphisme (dit canonique) de 
schémas formels (x, 0.J /)--+(x, 0%), car ici encore, cela a été vu dans le 
cas affine (10.3.2), auquel on se ramène aussitôt. 

Proposition (10.5.3) Soient x un schéma formel, (/i.) un système 
fondamental d' Idéaux de définition de x. Alors le faisceau d'anneaux 
topologiques 0% est limite projective des faisceaux d'anneaux pseudo­
discrets (0, 3.8.l) 0.J Ji.-

Comme la topologie de x admet une base d'ouverts formels affines 
quasi-compacts (10.4.3), on est ramené au cas affine, où la proposition 
est conséquence de (10.3.5), (10.3.2) et de la définition (10.1.1 ). 
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Il n'est pas certain que tout schéma formel admette des Idéaux de 
définition. Toutefois: 

Proposition (10.5.4) Soit x un schéma formel localement noethérien. 
Il existe un plus grand Idéal de définition :T de x; c'est le seul Idéal de 
définition cf tel que le schéma (x, 0.J cf) soit réduit. Si cf est un Idéal de 
définition de x, :T est l'image réciproque par 0%--+0,J cf du Ni/radical 
de 0,J,I. 

Supposons d'abord que x = Spf(A), où A est un anneau adique 
noethérien. L'existence et les propriétés de :T résultent immédiatement 
de (10.3.5) et ( 4.5.l ), compte tenu de l'existence et des propriétés du plus 
grand id~al de définition de A ((0, 7.1.6) et (0, 7.1 .7)). 

Pour\prouver l'existence et les propriétés de :T dans le cas général, 
il suffit de montrer que si U :::, V sont deux ouverts formels affines 
noethériens de X, le plus grand Idéal de définition :Tu de U induit le 
plus grand Idéal de définition :Tv de V; mais comme (V,(0%IV)/(:TulV)) 
est réduit, cela résulte de ce qui précède. 

On désigne par xred le schéma (usuel) réduit (x, 0.J :T). 

Corollaire (10.5.5) Soient x un schéma formel localement noethérien, 
:T le plus grand Idéal de définition de x; pour tout ouvert V de x, :TI V 
est le plus grand Idéal de définition du schéma formel induit par x sur V. 

Proposition (10.5.6) Soient x, '!) deux schémas formels, cf (resp . .%) 
un Idéal de définition de x (resp. '!)), f: x--+'!} un morphisme de schémas 
formels. 

(i) Si f*(.%)0% c cf, il existe un unique morphisme 

de schémas usuels, rendant commutatif le diagramme 

(10.5.6.1) 

où les flèches verticales sont les morphismes canoniques. 
(ii) Supposons que x = Spf(A), '!) = Spf(B) soient des schémas formels 

affines, cf=~'\ .% = 5l'\ où ~ (resp. 5\) est un idéal de définition de A 
(resp. B), et f =(acp,êp), où cp: B--+A est un homomorphisme continu; pour 
que f*(.%)0% c /, il faut et il suffit que cp(S\) c ~' et f' est alors le 
morphisme (acp',êp'), où cp': B/5\--+A/~ est l'homomorphisme déduit de cp 
par passage aux quotients. 



§ 10. Schémas formels 411 

(i) Si f =("1, 0), l'hypothèse entraîne que l'image par 011: \j,- 1 (0'D)--+0% 
du faisceau d'idéaux \j,- 1 (Jn de \j,- 1 

( 0'D) est contenue dans,/ (0, 4.3.5). 
Par passage aux quotients, on déduit donc de 011 un homomorphisme de 
faisceaux d'anneaux 

(0: "'- 1 ( 0'D/ .%) = "'- 1 ( 0'D)/"1-1 (.%)--+ 0%/ ,I; 

en outre, comme pour tout xEx, 0! est un homomorphisme local, il en 
est de même de rox. Le morphisme d'espaces annelés (\j,, ro') est donc 
l'unique morphisme f' d'espaces annelés répondant à la question. 

(ii) La correspondance canonique fonctorielle entre morphismes de 
schémas formels affines et homomorphismes continus d'anneaux (10.2.2) 
montre que dans le cas considéré, la relation f*(.%)0% c ,I entraîne 
que l'on a f' =(acp', èp'), où cp': B/5\--+A/~ est l'unique homomorphisme 
rendant commutatif le diagramme 

B __ 'I'_➔ A 

(10.5.6.2) l l 
L'existence de cp' implique donc que cp(S\) c ~- Inversement, si cette 
condition est vérifiée, en désignant par cp' l'unique homomorphisme 
rendant commutatif le diagramme (10.5.6.2) et posant f' = (acp', èp'), il 
est clair que le diagramme (10.5.6.1) est commutatif; la considération 
des homomorphismes acp*(0'D)--+0% et acp'*(0J.%)--+0%/,I correspon­
dant à f et f' respectivement, montre alors que cela entraîne la relation 
j*(Jf")0% C ,/. 

Il est clair que la correspondance f >➔ f' définie ci-dessus est fonc­
torielle. 

10.6. Schémas formels comme limites inductives de schémas 

(10.6.1) Soient x un schéma formel, (,li.) un système fondamental 
d'idéaux de définition de x; pour tout À, soit Ji. le morphisme canonique 
(x,0%/,li.)--+x (10.5.2); pour ,/µ c Ji., l'homomorphisme canonique 
0%/ ,/µ--+ 0%/ ,I i. définit un morphisme canonique 

Jµi. : (x, 0%/ ,1 i.)--+(x, 0%/ /µ) 

de schémas (usuels) tel que l'on ait fi. =f,, ol,,i.-Les schémas Xi. =(xJ!i/ ,I i.) 
et les morphismes J,,i. constituent donc (en vertu de (10.4.8)) un système 
inductif dans la catégorie des schémas formels. 
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Proposition (10.6.2) Avec les notations de (10.6.1), le schéma formel 
x et les morphismes f,. constituent une limite inductive (T, I, 1.8) du système 
(X,.,f µ,.) dans la catégorie des schémas formels. 

Soit '!) un schéma formel, et pour chaque indice À, soit 

g,. =(\j,,.,0,.): X,.-+'!) 

un morphisme, tel que l'on ait g,. = gµoJµ,. pour /µ c /,.. Cette dernière 
condition et la définition des X,. entraînent d'abord que tous les \j,,. sont 
identiques à une même application continue \j,: x--+ '!) des espaces 
sous-jacents; en outre, les homomorphismes 0f: \j,- 1 (0'D)--+0xi-= 0.J /,. 
forment un système projectif d'homomorphismes de faisceaux d'anneaux. 
Par passage à la limite projective, on en déduit donc un homomorphisme 
ro: \j,- 1 (0'D)--+li!!! 0%/ /,. = 0%, et il est clair que le morphisme g = (\j,,ro') 
d'espaces annelés est le seul rendant commutatif les diagrammes 

X,. ~ '!) 

(10.6.2.l) 

Il reste donc à prouver que g est un morphisme de schémas formels; la 
question étant locale sur x et '!}, on peut donc supposer x = Spf(A), 
'!J=Spf(B), A et B étantdes anneaux admissibles, avec /,.=':f.., où 
(~,.) est un système fondamental d'idéaux de définition de A (10.3.5); 
comme A= lim A/~,., l'existence d'un morphisme de schémas formels -affines g rendant commutatifs les diagrammes (10.6.2.1) résulte alors de 
la correspondance biunivoque (10.2.2) entre morphismes de schémas 
formels affines et homomorphismes continus d'anneaux, et de la défini­
tion de la limite projective. Mais l'unicité de g en tant que morphisme 
d'espaces annelés montre qu'il coïncide avec le morphisme noté de 
même au début de la démonstration. 

La proposition suivante établit, sous certaines conditions supplé­
mentaires, l'existence de la limite inductive d'un système inductif donné 
de schémas (usuels) dans la catégorie des schémas formels: 

Proposition (10.6.3) Soient x un espace topologique, (0;, ui;) un 
système projectif de faisceaux d'anneaux sur x, ayant N pour ensemble 
d'indices. Soit A le noyau de u0 ;: 0;--+00 . On suppose que: 

a) L'espace annelé (x,0;) est un schéma X;. 
b) Pour tout xEx et tout i, il existe un voisinage ouvert U; de x 

dans x tel que la restriction /;ID; soit nilpotente. 
c) Les homomorphismes uii sont surjectifs. 
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Soit 01: le faisceau d'anneaux topologiques limite projective des fais­
ceaux d'anneaux pseudo-discrets 0;, et soit u;: 01:-► 0; fhomomorphisme 
canonique. Alors l'espace topologiquement annelé (x, 01:) est un schéma 
formel; les homomorphismes u; sont surjectifs; leurs noyaux /<0 forment 
un système fondamental d'idéaux de définition de x, et /< 0> est la limite 
projective des faisceaux d'idéaux Ji. 

Notons d'abord que sur chaque fibre, uii est un homomorphisme 
surjectif et a fortiori un homomorphisme local; donc Vu=01:,Uj;) est 
un morphisme de schémas Xi-+X; (ï~j). Supposons d'abord que cha­
que X; soit un schéma affine d'anneau A;. Il existe un homomorphisme 
d'anneaux <Pi;:A;-+Ai tel que ui;=<f)i; (1.6.5); par suite, le faisceau 0i 
est un 0;-Module quasi-cohérent sur X; (pour la loi externe définie par ui;), 
associé à Ai considéré comme A;-module à l'aide de <Pii• Pour tout 
f EA;, soit f' = <Pi;(f); par hypothèse, les ouverts D(f) et D(f') sont 
identiques dans x, et l'homomorphisme de r(D(f), 0;) =(A;)J dans 
r(D(f), 0)=(A)r correspondant à uii n'est autre que (<Pii)J. Mais 
lorsqu'on considère Ai comme A;-module, (Ai)J' est le (A;)rmodule 
(A)J, donc on a aussi ui;=<Pii' lorsque <Pi; est cette fois considéré 
comme homomorphisme de A;-modules. Alors, comme uii est surjectif, 
on en conclut que <Pi; l'est aussi (l.3.9) et si '.3ii est 1~ noyau de <Pi;; le 
noyau de uii est un 0;-Module quasi-cohérent égal à '.jii• En particulier, 
on a A=~t, où '.3; est le noyau de <Po;: A;-+A 0 . L'hypothèse b) entraîne 
que A est nilpotent: en effet, comme X est quasi-compact, on peut re­
couvrir X par un nombre fini d'ouverts uk tels que (AIUkr=o et en 
prenant pour n le plus grand des nk, on a /;"=O. On en conclut que '.3; 
est nilpotent (1.3.13). Alors l'anneau A =lim A; est admissible (0, 7.2.2), 

+--
l'homomorphisme canonique <P;: A-+A; est surjectif et son noyau :3<ïJ 
est égal à la limite projective des '.J;k pour k ç i; les :3<ïJ forment un système 
fondamental de voisinages de O dans A. Les assertions de (10.6.3) résultent 
dans ce cas de (10.1.1) et (10.3.2), (x,01:) n'étant autre que Spf(A). 

Toujours dans ce même cas particulier, notons que si f=(J;) est un 
élément de la limite projective A=lim A;, tous les ouverts D(J;) (ouvert -affine dans X;) s'identifient à l'ouvert '.I)(j) de x, le préschéma induit 
par X; sur '.I)(j) s'identifiant donc au schéma affine Spec((A;)JJ 

Dans le cas général, remarquons d'abord que pour tout ouvert 
quasi-compact U de x, chacun des AI U est nilpotent, comme le montre 
le raisonnement fait ci-dessus. Nous allons voir que pour tout xEx, 
il y a un voisinage ouvert U de x dans x qui est un ouvert affine pour 
tous les X;. En effet, prenons U ouvert affine pour X0 , et observons que 
0x 0 = 0x/ J;• Comme /d U est nilpotent en vertu de ce qui précède, 
U est ouvert affine aussi pour chaque X; en vertu de (2.3.6). Cela étant, 
pour tout U satisfaisant aux conditions précédentes, l'étude du cas 
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affine faite plus haut montre que (U, 01: 1 U) est un schéma formel dont 
les f(iJ I U forment un système fondamental d'idéaux de définition et 
/< 0> 1 U est limite projective des AI U; d'où la conclusion. 

Corollaire (10.6.4) Supposons que pour Ïç j, le noyau de u ii soit 
ft 1 et que / 1/ff. soit de type fini sur 0 0 =01// 1. Alors x est un 
schéma formel adique, et si flnJ est le noyau de 01:--+0., on a, en posant 
f = f< 0>, f<•> = f" + 

1 et f / / 2 est isomorphe à / 1 • Si en outre X 0 est 
localement noethérien (resp. noethérien), x est localement noethérien (resp. 
noethérien). 

Comme les espaces sous-jacents à x et X0 sont les mêmes, la question 
est locale et l'on peut supposer tous les X; affines; compte tenu des 
relations ~i =~ii (avec les notations de (10.6.3)), on est aussitôt ramené 
aux assertions correspondantes de Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, 
n° 11, prop. 12, en notant que 3 1/3f. est alors un A0-module de type 
fini (1.3.9). 

En particulier, tout schéma formel localement noethérien x est limite 
inductive d'une suite (X.) de schémas (usuels) localement noethériens 
vérifiant les conditions de (10.6.3) et (10.6.4): il suffit de considérer un 
Idéal de définition f de x (10.5.4) et de prendre x. = (x, 01:/ f" + 1) 
((10.5.1) et (10.6.2)). Plus généralement, on a les mêmes propriétés si x 
est un schéma formel adique ayant un Idéal de définition f tel que 
f// 2 soit un (01:/f)-Module de type fini. 

Corollaire (10.6.5) Soit A un anneau admissible. Pour que le schéma 
formel affine x = Spf(A) soit noethérien, il faut et il suffit que A soit 
adique et noethérien. 

La condition est évidemment suffisante. Inversement, supposons que 
x soit noethérien, et soient 3 un idéal de définition de A, f =c:f l'idéal 
de définition correspondant de x. Les schémas (usuels) x. =(x, 01:/ f" + 1) 
sont alors affines et noethériens, donc les anneaux A.=A/3"+ 1 sont 
noethériens (2.7.3), d'où on conclut que 3/3 2 est un A/3-module de 
type fini. Comme les f" forment un système fondamental d'idéaux de 
définition de x (10.5.1), on a 01:=lim(01:/f") (10.5.3); on en conclut -(10.1.3) que A est topologiquement isomorphe à lim A/3", donc est -adique et noethérien (Bourbaki, loc. cit.). 

Remarque (10.6.6) Avec les notations de (10.6.3), soit ff; un 0;­
Module, et supposons donné, pour ïçj, un vii-morphisme 0i1 : ff;--+~, 
de sorte que 0kio0i;=0ki pour k~j~i. Comme l'application continue 
sous-jacente à vii e.st l'identité, 0i; est un homomorphisme de faisceaux 
de groupes abéliens sur l'espace x; en outre, si :Fest la limite projective 
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du système projectif (ff;) de faisceaux de groupes abéliens, le fait que 
les 0ii sont des vii-morphismes permet de définir sur ff une structure 
de 0%-Module par passage à la limite projective; muni de cette structure, 
nous dirons que ff est la limite projective (pour les 0j;) du système de 
0;-Modules (ff;). Dans le cas particulier où v0(ff;)=ffej et où 0i; est 
l'identité, nous dirons pour abréger, que ff est la limite projective d'un 
système (ff;) tel que vû(ff;)=ffej pour j~i (sans mentionner les eii)-

(10.6.7) Soient x, '!) deux préschémas formels, / (resp . .%) un 
Idéal de définition de x (resp. '!}), f: x--+ '!) un morphisme tel que 
f*(.%)0% cf On a alors pour tout entier n>O, f*(.%")0% 
= (f* (.%) 0%)" c /"; on peut donc (10.5.6) déduire de f un morphisme 
de schémas (usuels) f.: X.-+ Y"' en posant x. = (x, 0%//" + 

1 
), 

Y.=('!}, 0'D/ .%" + 
1 

), et il résulte aussitôt des définitions que les dia-
grammes 

Xm 

(10.6.7.1) l l 
x. 

sont commutatifs pour m ~ n; autrement dit, (f.) est un système inductif 
de morphismes. 

(10.6.8) Inversement, soit (X.) (resp. (Y.)) un système inductif de 
schémas (usuels) satisfaisant aux conditions b) et c) de (10.6.3), et soit x 
(resp. '!)) sa limite inductive. Par définition des limites inductives, toute 
suite (f.) de morphismes X.-+ Y. formant un système inductif admet 
une limite inductive f: x--+'!>, qui est l'unique morphisme de schémas 
formels rendant commutatifs les diagrammes 

X fn y 
•- n 

l l 
x - '!) J 

Proposition (10.6.9) Soient x, '!> deux schémas formels adiques, cf 
(resp . .%) un Idéal de définition de x (resp. '!)); l'application f >-+(f.) 
défin.ie dans (10.6.7) est une bijection del' ensemble des morphismes f: x--+ '!> 
tels que f*(.%)0% c /, sur l'ensemble des suites (f.) de morphismes 
rendant commutatifs les diagrammes (10.6.7.1). 

Si f est la limite inductive d'une telle suite, il faut montrer que 
f*(.%)0% c cf. La question étant locale sur x et '!}, on peut se borner 
au cas où x = Spf(A), '!) = Spf(B) sont affines, A et B étant adiques, 
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cf=~'\ .% = 5l'\ où ~ (resp. 5\) est un idéal de définition de A (resp. B). 
On a alors X.=Spec(A.), Y.=Spec(B.), avec A.=A/~•+ 1 et 
B.= B/5\"+ 1, en vertu de (10.3.6) et (10.3.2); on af,,=(a<Pn, <î>.), où les homo­
morphismes <Pn: B.-+A" forment un système projectif, doncf =(acp, êp), où 
cp=limcp .. La commutativité du diagramme (10.6.7.1) pour m=0 donne -alors la condition cp.(Sl/5\" + 1 ) c ~/~" + 1 pour tout n, donc, en passant 
à la limite projective, cp(S\) c ,3, et cela entraîne f*(.%) 0% c cf (10.5.6,(ii)). 

Corollaire (10.6.10) Soient x, '!> deux schémas formels localement 
noethériens, :Y le plus grand Idéal de définition de x (10.5.4). 

(i) Pour tout Idéal de définition.% de'!> et tout morphisme J:x-+'!>, 
on a J*(.%)0%c:Y. 

(ii) Il y a correspondance biunivoque canonique entre Hom(x, '!)) 
et l'ensemble des suites (f.) de morphismes rendant commutatifs les dia­
grammes (10.6. 7.1 ), où x. = (x, 0%/ :Y"+ 1 

), Y.=('!}, 0'D/ .%" + 1 
). 

(ii) résulte aussitôt de (i) et de (10.6.9). Pour démontrer (i), on peut 
se borner au cas où x = Spf(A), '!) = Spf(B), A et B étant noethériens, 
:Y= '.l:'\ .% = 5\'\ où '.l: est le plus grand idéal de définition de A et 5\ 
un idéal de définition de B. Soit f =(acp, êp), où cp: B-+A est un homo­
morphisme continu; comme les éléments de 5\ sont topologiquement 
nilpotents (0, 7.1.4, (i)), il en est de même de ceux de cp(S\), donc cp(S\) c '.l: 
puisque '.l: est l'ensemble des éléments topologiquement nilpotents de A 
(0, 7.1.6); d'où la conclusion en vertu de (10.5.6,(ii)). 

Corollaire (10.6.11) Soient 6,x, '!) trois schémas formels adiques, 
f: x-+ 6, g : '!}-+ 6 des morphismes faisant de x et '!> des 6-schémas 
formels. Soit cf (resp . .%, 2) un Idéal de définition de 6 (resp. x, '!)), et 
supposons que f*(cf)0% c: .%, g*(cf)0'D=2; posons S.=(6,0 6 /cf"+ 1

), 

X.= (x, 0%/ .%" + 1 
), Y.=('!), 0'D/ 2" + 1 

). Il y a alors correspondance biuni­
voque canonique entre Hom 6 (x, '!)) et l'ensemble des suites (u.) de s.-mor­
phismes u.: X.-+ Y" rendant commutatifs les diagrammes (10.6.7.1). 

Pour tout 6-morphisme u: x-+'!}, on a par définition f =gou, donc 

u*(2)0% = u*(g*(cf)0'D) 0% = f*(cf)0% c .%; 

le corollaire découle donc de (10.6.9). 
On notera que, pour m~n, la donnée d'un morphisme f.: X.-+ Y,. 

détermine un morphisme et un seul fm: X"'-+ Y"' rendant commutatif 
le diagramme (10.6.7.1), comme on le voit aus&itôt en se ramenant au 
cas affine; on a ainsi défini une application 

<Pmn: Hom 8"(X.,Y.)-+Hom 8m(Xm, Ym) 

et les Hom 8 JX., Y,,) forment pour les <Pmn un système projectif d'ensembles; 
(10.6.11) s'énonce encore en distant qu'il existe une bijection canonique 

Hoffi(S(x, '!)) ~ ~ Hom 8JX., Y.). 
n 
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10.7. Produit de schémas formels 

(10.7.1) Soit 6 un schéma formel; les 6-schémas formels formant 
une catégorie, on peut définir la notion de produit de 6-schémas for­
mels (0, 1.2.1). 

Proposition (10.7.2) Soient x=Spf(B), 'D=Spf(C) deux schémas 
formels affines au-dessus d'un schéma formel affine 6 = Spf(A). Soient 
3=Spf(B@AC), p1,p 2 les 6-morphismes correspondant (10.2.2) aux 
A-homomorphismes canonique,\ ( continus) p et cr de B et C dans B@A C; 
alors (3,pi,p 2) est un produit des 6-schémas formels affines x et'!). 

En vertu de (10.4.6), tout revient à vérifier que si, à tout A-homo­
morphisme continu cp: B ®AC--+ D, où D est un anneau admissible qui 
est une A-algèbre topologique, on associe le couple (cpop, cpocr), on 
définit une bijection 

HomA(B®AC,D) ~ HomA(B,D)x HomA(C,D) 

ce qui n'est autre que la propriété universelle du produit tensoriel 
complété (0, 7.7.6). 

Proposition (10.7.3) Etant donnés deux 6-schémas formels x, 'D, le 
produit x x 6 'D existe. 

La démonstration est identique à celle de (3.2.1), en y remplaçant 
les schémas affines (resp. les ouverts affines) par les schémas formels 
affines (resp. les ouverts formels affines), et la prop. (3.2.1.3) par (10.7.2). 

Toutes les propriétés formelles du produit dans une catégorie sont 
bien entendu valables pour le produit de schémas formels. 

(10.7.4) Soient 6,x, 'D trois schémas formels et soient f: x--+6, 
g: 'D--+6 deux morphismes. Supposons qu'il existe dans 6,x, 'D res­
pectivement, trois systèmes fondamentaux d'idéaux de définition 
(JU, (.Jfi.), {!l'i.) respectivement, ayant même ensemble d'indices 1, tels que 
f * Cli.) (1\: c .Jfi. et g* Cli.) (l)'D c !l'i. pour tout À. Posons Si.= ( 6, 06 / ,A), 
Xi.= (x, (l)J .Yîi.), Yi.= ('D, (l)'D/ !l'i.); pour /µ c /i., Yîµ c .Yîi., It'µ c !l'i., no­
tons que Si. (resp. Xi., Yi.) est un sous-schéma fermé de Sµ (resp. Xµ, Yµ) 
ayant même espace sous-jacent (10.6.1 ). Comme Si. --+Sµ est un mono­
morphisme de schémas, on voit donc d'abord que les produits Xi. x si-Yi. 
et Xi. x 8 Yi. sont identiques (0, 1.2.14), puis que Xi. x 8 Yi. s'identifie à 

µ µ 

un sous-préschéma fermé de Xµ x Sµ Yµ ayant même espace sous-jacent 
(4.3.6). Cela étant, le produit x x 6 'D est la limite inductive des schémas 
usuels Xi. x 8 1-Yi.: en effet, on voit comme dans (10.6.2) qu'on peut se 
ramener au cas où 6, x et 'D sont des schémas formels affines. Compte 
tenu de (10.5.6, (ii)) et de l'hypothèse sur les systèmes fondamentaux 
d'idéaux de définition de 6, x et 'D, on voit aussitôt que notre assertion 
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résulte de la définition du produit tensoriel complété de deux algèbres 
(0, 7.7.1). 

En outre, soit 3 un 6-schéma formel, (.1/1.) un système fondamental 
d'idéaux de définition de 3 ayant I comme ensemble d'indices, u: 3-+x, 
v: 3-+'D deux 6-morphismes tels que u*(.Jf;.) 03 c.11,. et v*(!fî.)03 c.1/,.. 
Si l'on pose Z,. = (3, 03/.1/,.), et si u,.: Z,.-+ X,. et v,.: Z,.-+ Y,. sont les 
S,.-morphismes correspondant à u et v (10.5.6), on vérifie aussitôt que 
( u, v )6 est la limite inductive des S,. -morphismes ( u,., v,.)s . 

Les considérations de ce numéro s'appliquent en particulier lorsque 
6, x et 'D sont localement noethériens, en prenant comme systèmes 
fondamentaux d'idéaux de définition les systèmes formés des puissances 
d'un Idéal de définition (10.5.1). Mais on notera que x x 6 'D n'est pas 
nécessairement localement noethérien (voir toutefois (10.13.5)). 

10.8. Complété formel d'un schéma le long d'un sous-schéma 

(10.8.1) Soient. X un schéma (usuel), X' un sous-schéma de X, 
U un ouvert de X contenant X' et tel que X' soit un sous-schéma fermé 
du schéma induit par X sur l'ouvert U; X' est donc défini par un Idéal 
quasi-cohérent /u de 0u. Pour tout entier n>O, et tout 0x-Module 
quasi-cohérent ff, (fflU)®<!1

0
(0u/ /~) est un 0u-Module quasi-cohérent, 

de support contenu dans X', que nous identifierons le plus souvent à 
sa restriction à X'. Lorsque n parcourt l'ensemble des entiers ~ 1, ces 
faisceaux forment un système projectif de faisceaux de groupes commu­
tatifs. 

Définition (10.8.2) Etant donnés un sous-schéma X' d'un schéma 
(usuel) X et un 0x-Module quasi-cohérent ff, on appelle complété de ff 
le long de X' et on désigne par ~x' ou par ff (lorsqu'aucune confusion 
n'est possible) la restriction à X' du faisceau ¼!!((fflU)®<!1u(0u//~)); 

n 

on dit que ses sections au-dessus de X' sont les sections formelles de ff 
le long de X'. 

Cette définition est justifiée par le fait qu'elle ne dépend évidemment 
pas de l'ouvert U choisi, car en tout point de U -X', il y a un voisinage 
de ce point dans lequel 0u/ /~ est nul pour tout entier n. On pourra 
donc se borner au cas où X' est un sous-schéma fermé de X, et c'est ce 
que nous supposerons toujours par la suite. 

Il est immédiat que pour tout ouvert U c X, on a (ff1U)1<u,.-,x'J 
= (ff1x,)l(U nX'). 

Par passage à la limite projective, il est clair que (0x)ix' est un fais­
ceau d'anneaux, et que ff 1x, peut être considéré comme un (0x)1x,-Mo­
dule. En outre, comme il existe une base de la topologie de X' formée 
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d'ouverts quasi-compacts, on peut considérer (0x)1x, (resp. ff 1x,) comme 
un faisceau d'anneaux topologiques (resp. de groupes topologiques) limite 
projective des faisceaux d'anneaux (resp. groupes) pseudo-discrets 0x/ cf" 
(resp. ff®mx(0x/cf")=ff/cf"ff), et, par passag€ à la limite projective, 
ff;x, devient alors un ((!Jx)1x,-Module topologique ((0, 3.8.1) et (3.8.2)); rap­
pelons que pour tout ouvert quasi-compact U cX, r(U nX',(0x) 1x,) 
(resp. r(U nX',ff 1x-)) est alors limite projective des anneaux (resp. 
groupes) discrets r(U, 0x/ cf) (resp. r(U,ff / cf ff)). 

Si maintenant u: ff--+<§ est un homomorphisme de 0x-Modules, 
on en déduit canoniquement des homomorphismes 

U,1n: ff ®mx(0x/cf")--+<# ®mx(0x/cf") 

pour tout n, et ces homomorphismes forment un système projectif. 
Par passage à la limite projective et restriction à X', ils donnent donc 
un ( 0x);x,-homomorphisme continu ff;x, --+<#;x', noté u1x, ou û, et 
appelé le complété de l'homomorphisme u le long de X'. Il est clair 
que si v:<#--+.Yf est un second homomorphisme de 0x-Modules, on 
a (vou)1x, =(v 1x,)o(u1x,), donc ffrx, est un foncteur additif covariant 
en ff, de la catégorie des 0x-Modules quasi-cohérents, à valeurs dans 
la catégorie des (0x)1x,-Modules topologiques. 

Proposition (10.8.3) Soit X' un sous-schéma fermé de X, défini par 
un Idéal quasi-cohérent cf de type fini. Le support de ( 0x)1x, est X'; 
l'espace topologiquement annelé (X',(0x)1x,) est un schéma formel adique, 
et cf1x, est un Idéal de définition de ce schéma formel. Si X= Spec(A) 
est un schéma affine, cf =~3, oùJ e__stun id~al de A. et X'= V(~),(X',(0x) 1x,) 
s'identifie canoniquement à Spf(A), où A est le séparé complété de A 
pour la topologie ~-préadique. 

On peut évidemment se borner à prouver la dernière assertion. On 
sait (0, 7.2.7) que le séparé complété j de ~ pour la topologie ~-préa­
dique s'identifie à l'idéal ~Â de Â, et que Â est un anneau j-adique 
tel que Â/j" = A/~"- Cette dernière relation (pour n = 1) montre que 
les idéaux premiers ou verts de Â sont les idéaux p = p j, où p est un 
idéal premier de A contenant ~' d'où Spf(Â)=X'. Comme 0x/cf" 
= (A/~"f, la proposition découle aussitôt des définitions. 

On dit que le schéma formel ainsi défini est le complété de X le long 
de X' et on le note X1x, ou X si aucune confusion n'est à craindre. Lorsque 
l'on prend X'= X, on peut prendre cf= 0, et on a donc X 1x = X. 

Il est clair que si U est un sous-schéma induit sur un ouvert de X, 
U1<u,.-,x'J s'identifie canoniquement au sous-schéma formel induit par 
X1x, sur l'ouvert U nX' de X'. 

Corollaire (10.8.4) Sous les hypothèses de (10.8.3), le schéma (usuel) 
Xred est l'unique sous-schéma réduit de X ayant pour espace sous-jacent 
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X' (4.6.1). Pour que X soit noethérien, il faut et il suffit que Xred le soit, 
et il suffit que X le soit. 

La détermination de Xred étant locale (10.5.4), on peut encore sup­
poser que X est un schéma affine; avec les notations de (10.8.3), l'idéal 
'.l: des éléments topologiquement nilpotents de Â est l'image réciproque 
par l'application canonique Â--+Â/j =A/~ du nilradical de A/~ (0, 7.1.3), 
donc Â/'.l: est isomorphe au quotient de A/,3 par son nilradical. La 
première assertion résulte donc de (10.5.4) et (4.6.1). Si Xred est noethé­
rien, son espace sous-jacent X' l'est aussi, donc les X~= Spec( 0x/ ,/") 
sont noethériens (2.7.2) et il en est de même de X (10.6.4); la réciproque 
est immédiate, en vertu de (2.7.2). 

(10.8.5) Les homomorphismes canoniques 0x--+ 0x/ ,I" forment un 
système projectif et donnent donc, par passage à la limite projective, un 
homomorphisme de faisceaux d'anneaux 0:0x--+"1*((0xh·)=!i!!1(0x/,I") 
en désignant par \j, l'injection canonique X'--+X des espaces sous­
jacents. Nous désignerons par i (ou ix) le morphisme (dit canonique) 

(\j,,0): X1x,--+X 
d'espaces annelés. 

Par tensorisation, pour tout 0x-Module cohérent ff, les homo­
morphismes canoniques 0x--+0x/ ,I" donnent des homomorphismes 
ff--+ff®mx(0x/,I") de 0x-Modules qui forment encore un système 
projectif, et donnent donc, par passage à la limite projective, un homo­
morphisme canonique fonctoriel y: ff--+ \j,*(~x,) de 0x-Modules. 

(10.8.6) Soient X', X" deux sous-schémas fermés d'un schéma 
(usuel) X, définis par des Idéaux quasi-cohérents ,/', ,/" de 0x. Suppo­
sons que, pour tout ouvert affine U de X, les Idéaux ,l'IU,,l"IU de 0u 
soient tels qu'il existe un entier m>0 tel que (,l'IUrc/"IU et 
(,l"!Ur c ,l'IU. Il est clair que dans ces conditions, pour tout 
0x-Module quasi-cohérent ff, les faisceaux de groupes commutatifs 
lim(ff ®mx(0x/ ,/'")) et lim(ff ®mx(0x/ ,/''")) sont canoniquement iso-
+-- +--
morphes, autrement dit ~x' = ~x". On notera que cette condition 
sur X' et X" implique que ces deux sous-schémas fermés ont même 
espace sous-jacent, mais n'est pas en général équivalente à cette dernière 
propriété. 

(10.8.7) Toutefois, si les Idéaux quasi-cohérents ,/' et ,/" sont de 
type fini, alors il résulte de (6.8.4) que lorsque les sous-schémas X' et 
X" ont même espace sous-jacent, la condition de (10.8.6) est vérifiée. 
En particulier, lorsque X est localement noethérien, tous les Idéaux 
quasi-cohérents de 0x sont de type fini, donc, pour toute partie fermée 
(ou localement fermée) X' de X, on peut définir ~x' comme égal à ~v 
pour tout sous-schéma Y de X ayant X' pour espace sous-jacent (4.6.l). 
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Proposition (10.8.8) Supposons X localement noethérien, et soient X' 
une partie fermée de X, ff un 0x-Module cohérent. 

(i) Le foncteur ~x' (en ff) est exact. 
(ii) L'homomorphisme fonctoriel yri: i*(ff)--+~x' de (0x) 1x,-Modules 

est un isomorphisme. 
(i) Il suffit de prouver que si O--+ff' --+ff --+ff" --+Û est une suite 

exacte de 0x-Modules cohérents, et U un ouvert affine de X, d'anneau 
noethérien A, la suite 

0--+ r(U nX', ff 1x-)--+ r(U nX', ~x-)--+ r(U nX', ff'jx-)--+ 0 

est exacte. On a alors ff I U = M, ff' 1 U = M', ff" 1 U = M", où M, M', M" 
sont trois A-modules ,de type fini tels que la suite Û--+ M'--+ M--+ M" --+Û 
soit exacte (1.3.11 ); soit / un Idéal de 0u définissant un sous-schéma 
de U d'espace sous-jacent X' n U, et soit~ un idéal de A tel que / 1 U = ~­
On a alors 

r(U nX', ff®(l}x((!)x//"))=M ®A(A//") 

(1.3.12); donc, par définition de la limite projective, on a 

r(U nX',~x,) = ~ (M®A(A/~"))=M 
n 

séparé complété de M pour la topologie ~-préadique, et de même 

r(U nX' ff" )=M"· 
' /X' ' 

notre assertion résulte alors de ce que lorsque A est noethérien, le fonc­
teur Men M est exact dans la catégorie des A-modules de type fini (0, 7.3.l ). 

(ii) La question étant locale, on peut supposer que l'on a une suite 
exacte 0x--+0~--+ff --+Ü (0, 5.3.9); comme yl1 est fonctoriel, et que les 
foncteurs i*(ff) et ~x' sont exacts à droite (d'après (i) et (0, 4.3.1)), on 
a le diagramme commutatif 

i*( 0x) - i*((!)~) - i*(ff) -o 

(10.8.8.1) y•l y•l y•l 
((!}x)/X' - ((!}~)/X' - ~X' 0 

dont les lignes sont exactes. En outre, les deux foncteurs i*(ff) et ~x' 
commutent aux sommes directes finies ((0, 3.2.6) et (4.3.2)) et on est donc 
ramené à démontrer notre assertion pour ff = 0x. On a alors i*(0x) 
=(0x) 1x,=0:x (0,4.3.4), et yl1 est un homomorphisme de 0:x-Modules; 
il suffit donc de vérifier que yl1 transforme la section unité de 0:x au­
dessus d'un ouvert de X' en elle-même, ce qui est immédiat et montre 
donc que dans ce cas yl1 est l'identité. 
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Corollaire (10.8.9) Sous les hypothèses de (10.8.8), le morphisme 
d'espaces annelés i: X1x,--+X est plat. 

Cela résulte en ~ffet de (0, 5.7.3) et de (10.8.8, (i)). 

Corollaire (10.8.10) Soit X un schéma localement noethérien. Si :F 
et <§ sont des 0x-Modules cohérents, il existe des isomorphismes canoni­
ques fonctoriels (en :F et <#) 

( 10.8.10.l) 

(10.8.10.2) 

(ffeix,)® (<!1x);x· (<#1x}~(:F® <!1x <#h,, 

(Jlfom<!1J~<#))1x' ~Jlfom(<!1xl;x· (ffeix,, <#1x'). 

Cela résulte de l'identification canonique de i*(:F) et de ffeix,; 
l'existence du premier isomorphisme est alors un résultat valable pour 
tous les morphismes d'espaces annelés (0, 4.3.3.1) et celle du second est 
un résultat valable pour tous les morphismes plats (0, 5.7.6), donc 
découle de (10.8.9). 

Proposition (10.8.11) Soit X un schéma localement noethérien. Pour 
tout 0x-Module cohérent :F, le noyau de l'homomorphisme canonique 
r(X,:F)--+r{X',ffeix,) déduit de :F--+ffeix, est formé des sections nulles 
dans un voisinage de X'. 

Il résulte de la définition de ffeix, que l'image canonique d'une telle 
section est nulle. Réciproquement, si sEr(X,:F) a une image nulle dans 
r(X',ffeix-), il suffit de voir que tout xEX' admet un voisinage dans X 
dans lequel s est nulle, et on peut donc se ramener au cas où X= Spec(A) 
est affine, A noethérien, X'= V(~), où ~ est un idéal de A, et :F = M, 
où M est un A-module de type fini. Alors r(X',ffeix,) est le séparé com­
plété M de M pour la topologie ~-préadique, et l'homomorphisme 
r(X,:F)--+r{X',ffeix,) est l'homomorphisme canonique M--+M. On 
sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 2, cor. de la prop. 5) que le 
noyau de cet homomorphisme est l'ensemble des zEM annulés par un 
élément de 1 +~. On a donc (1 + f)s=0 pour un JE~; pour tout 
XEX' on en déduit (lx+ JJsx=0, et comme lx+ fx est inversible dans 
(9x (~x (!)x étant contenu dans l'idéal maximal de @J, on a sx = 0, ce qui 
démontre la proposition. 

Corollaire (10.8.12) Sous les hypothèses de (10.8.11 ), le support de 
ffeix, est égal à Supp(:F) n X'. En particulier, pour que ffeix· soit nul, il 
faut et il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U de X' tel que :FI U = O. 

Il est clair que ffeix· est un (0x)1x--Module de type fini ((10.8.8, (ii)) et 
(0, 5.2.4)), donc son support est fermé (0, 5.2.2) et évidemment contenu 
dans Supp(:F) n X'. Pour montrer qu'il est égal à ce dernier ensemble, 
on est aussitôt ramené à prouver que la relation r(X',ffeix,)=0 entraîne 
Supp(:F)nX' =0; or cela résulte de (10.8.11) et de (l.4.1). 
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Corollaire (10.8.13) Soient X un schéma localement noethérien, 
u: :F--+ <§ un homomorphisme de 0x-Modules cohérents. Pour que 
u1x, : ~x,--+ <§ /X' soit nul, il faut et il suffit que u soit nul dans un voisinage 
de X'. 

En effet, d'après (10.8.8, (ii)), u1x, s'identifie à i*(u), donc, si on con­
sidère u comme une section au-dessus de X du faisceau .Yf = .Yfommx (ffe, <#), 
u1x, est la section de i*(.Yf)=~x' au-dessus de X' qui lui correspond 
canoniquement ((10.8.lù.2) et (0, 4.4.6)). Il suffit donc d'appliquer (10.8.11) 
au 0x-Module cohérent .Yf. 

Corollaire (10.8.14) Soient X un schéma localement noethérien, 
u: :F --+<# un homomorphisme de 0x-Modules cohérents. Pour que u1x, 
soit un monomorphisme (resp. un épimorphisme), il faut et il suffit que u 
soit un monomorphisme (resp. un épimorphisme) dans un voisinage de X'. 

Soient f!J' et .K le conoyau et le noyau de u, de sorte qu'on a la suite 
exacte 

0 --, .K ~ :F ___.'.'..___, <§ ~ f!J' __, 0, 

d'où (10.8.8, (i)) la suite exacte 

U" V/X' o;; 
Û --> Jf/X' --, :!/'/X' 

w;x1 t1l'J 0 
--, ;:r/X'--, . 

Si u1x, est un monomorphisme (resp. un épimorphisme), on a v1x, =0 
(resp. w /X'= 0), donc il y a un voisinage de X' dans lequel v = 0 (resp. 
w=O) en vertu de (10.8.13). 

Corollaire (10.8.15) Soient X un schéma localement noethérien, :F 
un 0x-Module cohérent. Pour que ~x' soit localement libre (resp. locale­
ment libre de rang n), il faut et il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U 
de X' tel que :FI U soit localement libre (resp. localement libre de rang n). 

En effet, dire que ~x' est localement libre signifie que tout point 
xEX' possède un voisinage ouvert V dans X tel qu'il existe un isomor­
phisme v: (0~)1x,l(V n X')~~x' l(V nX'). On peut évidemment se bor­
ner au cas où V= X, et alors il résulte de (10.8.10.2) que v est de la 
forme u1x,, où u est un homomorphisme de (!)~ dans :F; en outre, en 
remplaçant au besoin X par un voisinage ouvert de X', on peut, en vertu 
de (10.8.14), supposer u bijectif, d'où le corollaire. 

10.9. Prolongement d'un morphisme aux complétés 

(10.9.1) Soient X, Y deux schémas (usuels), f: X-+ Y un morphisme, 
X' (resp. Y') un sous-schéma fermé de X (resp. Y), i : X'--+ X, j: Y'--+ Y les 
injections canoniques. Supposons que foi soit màjoré par j; si / 
(resp . .%) est l'idéal quasi-cohérent de 0x (resp. 0v) définissant X' 
(resp. Y'), il revient au même de dire que f*(.%)0x c / (4.3.2). On a 



424 I. Le langage des schémas 

donc, pour tout entier n>0, f*(.%")0x c /" (0,4.3.5); par suite (4.3.2), 
si l'on pose X~=(X',0x//"+ 1

), Y~=(Y',0v/.%"+ 1
), on déduit de fun 

morphisme f,,: X~-+ Y~, et il est immédiat que les f. forment un système 
inductif. Nous désignerons sa limite inductive (10.6.8) par J: X1x----+ Yrv·, 
et nous dirons (par abus de langage) que J est le prolongement de faux 
complétés de X et Y le long de X' et Y'. Lorsque X et Y sont des schémas 
affines d'anneaux respectifs A, B, on a / = ~' .% = 5l, où ~ (resp. 5\) 
est un idéal de A (resp. B), et f correspond à un homomorphisme d'an­
neaux cp: B---+A tel que cp(S\) c ~; J est alors le morphisme qui cor­
respond (10.2.2) à l'homomorphisme continu êp: B---+Â, où Â (resp. B) 
est le séparé complété de A (resp. B) pour la topologie ~-préadique 
(resp. 5\-préadique) (10.6.8). On notera que, d'après cette définition, 
l'application continue X'---+ Y' d~s espaces sous-jacents à X1x· et Y1v, 
respectivement, qui correspond àf, n'est autre que la restriction def à X'. 

(10.9.2) Il résulte aussitôt de la définition précédente que le dia­
gramme de morphismes d'espaces annelés 

X1x· 
j 

Yrv· -
ix l l iy 

X 
J 

y 

est commutatif, les flèches verticales étant les morphismes canoniques. 
Soient Z un troisième schéma, g: Y ---+Z un morphisme, Z' un sous­

schéma fermé de Z défini par un Idéal quasi-cohérent J!t de 02 , et 
supposons (avec les notations de (10.9.1)) que l'on ait g*(J!t}(!)y c .%. 
Alors, si g désigne le complété de g le long de Y' et Z', il résulte aussitôt 
de (10.9.1) que l'on a (goft=goj. 

(10.9.3) Supposons maintenant que X et Y soient des schémas lo­
calement noethériens, X', Y' des parties fermées de X et Y respectivement, 
et soit f: X-+ Y un morphisme tel que f(X') c Y'. Alors il existe un 
Idéal cohérent/ de 0x (resp . .% de 0v) tel que le support de 0x// 
(resp. 0v/.%) soit X' (resp. Y') et que f*(.%)0x c /: il suffit par exemple 
de prendre pour / l'idéal de 0x définissant le sous-schéma réduit de X 
ayant X' pour espace sous-jacent (4.6.1), pour .% un Idéal de 0v dé­
finissant un sous-schéma de Y ayant Y' pour espace sous-jacent, et la 
relation f*(.%)0x c / résulte alors de (4.6.4). On peut donc toujours 
définir le morphisme J: Xrx•---+ Yv·, et il résulte de (10.8.7) que cette 
définition ne dépend pas du choix des Idéaux / et .% vérifiant les 
conditions précédentes. 
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Proposition (10.9.4) Soient X, Y deux S-schémas localement noethé­
riens, Y étant de type fini sur S. Soient f, g, deux S-morphismes de X 
dans Y tels que f(X') c Y', g(X') c Y'. Pour que J =g, il faut et il suffit 
que f et g coïncident dans un voisinage de X'. 

La condition est évidemment suffisante (sans hypothèse de finitude 
sur Y). Pour voir qu'elle est nécessaire, remarquons d'abord que l'hypo­
thèse J =g implique f(x)=g(x) pour tout xEX'. D'autre part, la 
question étant locale, on peut supposer que X et Y sont des voisinages 
ouverts affines respectifs de x et de y= f(x)=g(x), d'anneaux noethé­
riens, que S est affine et que r(Y, 0v) est une r(S, 08)-algèbre de type 
fini (6.3.1). Alors f et g correspondent à deux r(S,0 8)-homomorphismes 
p, cr de r(Y,0v) dans r(X,0x) (1.6.3), et par hypothèse, les prolonge­
ments par continuité de ces homomorphismes au séparé complété de 
r(Y,0v) sont les mêmes. On conclut de (10.8.11) que pour toute section 
SEr{Y, 0v), les sections p(s) et cr(s) coïncident dans un voisinage de X' 
(dépendant de s); comme r(Y, 0v) est une algèbre de type fini sur 
r(S, 08), on en déduit aussitôt qu'il existe un voisinage V de X' tel que 
p(s) et cr(s) coïncident dans V pour toute section sEr(Y, 0v)- Si 
hEr(X, 0x) est tel que D(h) soit un voisinage de x contenu dans V, on 
conclut de ce qui précède et de (1.4.1) que f et g coïncident dans D(h). 

Proposition (10.9.5) Soient X, Y deux schémas localement noethé­
riens, f: X-+ Y un morphisme, X' une partie fermée de X, Y' une partie 
fermée de Y telles que f(X') c Y'. Alors, pour tout 0v-Module cohérent<#, 
il existe un isomorphisme canonique fonctoriel de (0xh,-Modules 

(f*(<#))1x' ~ Î*(<#rv,). 

Si on identifie canoniquement (f*(<#))1x, à i~(f*(<#)) et ]*(<#1v,) à 
]*(i~,(<#)) (10.8.8), la proposition résulte aussitôt de la commutativité du 
diagramme de (10.9.2). 

(10.9.6) Supposons vérifiées les hypothèses de (10.9.5), et soient ff 
un 0x-Module cohérent, <§ un 0v-Module cohérent. Si u: <#-+ff est 
un !-morphisme de <§ dans ff, il lui correspond un 0x-homomorphisme 
u11 :f*(<#)-+ff, donc par complétion un (0x)1x,-homomorphisme continu 
(u11h,: (f*(<#))1x,-+~x', et en vertu de (10.9.5) il existe un ]-morphisme 
v : <#1y, -+~x', et un seul, tel que v11 = (u11)1x,. Si on considère les triplets 
(ff,X,X') (ff étant un 0x-Module cohérent et X' une partie fermée de X) 
comme une catégorie, les morphismes (ff,X,X')-+(<#, Y, Y') consistant en 
un morphisme de schémas f: X-+ Y tel que f(X') c Y' et en un !-mor­
phisme u: <#-+ff, on peut donc dire que (X1x,, ~x-) est un foncteur en 
(ff,X,X'), prenant ses valeurs dans la catégorie des couples (3,Jlf) 
formés d'un schéma formel localement noethérien 3 et d'un @rModule 
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Jlf, les morphismes de cette dernière catégorie consistant en les couples 
formés d'un morphisme g de schémas formels et d'un g-morphisme. 

Proposition (10.9.7) Soient S, X, Y trois schémas, g: X-+S, h: Y -+S 
deux morphismes, S' un sous-schéma fermé de S, X' (resp. Y') un sous­
schéma fermé de X (resp. Y) tels que, si/, .%, fi! sont les Idéaux définis­
sant S', X', Y', on ait g*(,j")(!)x c .% et h*(,j")(!)y c fi!; soit Z=X x 8 Y 
et soit Z'=p- 1(X')nq- 1(Y'), où pet q sont les projections de XxsY. 
Dans ces conditions, le complété Z12, s'identifie au produit des S18,-schémas 
Jor__mels (X1x,) X815 ,(Y1v,), les morphismes structuraux s'identifiant à g 
eth, et les projections à p et q. 

Il est immédiat que la question est locale pour S, X et Y, et on est 
donc ramené au cas où S = Spec(A), X= Spec(B), Y= Spec(C), S' = V(~), 
X'= V(S\), Y'= V(E), où ~' 5\, E sont trois idéaux tels que cp(~) c 5\ et 
\j,(~) c E, en désignant par cp et \j, les homomorphismes A-+B et A-+C 
qui correspondent à g et h. Alors on sait que Z = Spec(B ®AC) et que 
Z'=V(Wl), où 9Jl est l'idéal lm(S\®AC)+Im(B®AE). La conclusion 
résulte (10.7.2) de ce que le produit tensoriel complété (B®Aêf (où 
Â, B, ê sont respectivement les séparés complétés de A, B, C pour les 
topologies ~-, 5\- et E-préadiques) est le séparé complété du produit 
tensoriel B ®AC pour la topologie Wl-préadique (0, 7.7.2). 

Ori notera en outre que si T est un S schéma, u: T-+X, v: T-+ Y 
deux S-morphismes, T' un sous-schéma fermé de T tel que, si J!t est 
ridéal de (!)T définissant T', on ait u*(:ff)(!)T cJ!t et v*(ft')(!)T c J!t, 
alors le prolongement aux complétés ((u, v)8)' s'identifie à (û, îi)s

15 
.. 

Corollaire (10.9.8) Soient X, Y deux S-schémas; soient S' un sous­
schéma fermé de S, X' (resp. Y') un sous-schéma fermé de X (resp. Y) 
vérifiant les hypothèses de (10.9.7). Pour tout S-morphisme f: X-+ Y tel 
que f * (fi!) 0x c .%, le morphisme graphe r Î s'identifie au prolongement 
(rJr du morphisme graphe de J. 

Corollaire (10.9.9) Soient X, Y deux schémas, f: X-+ Y un mor­
phisme, Y' un sous-schéma fermé de Y, X'= 1- 1 (Y'). Alors le schéma 
X1x, s'identifie par le diagramme commutatif 

au produit X x v(Y1v,) de schémas formels. 
Il suffit d'appliquer (10.9.7) en remplaçant Set S' par Y, X et X' par X. 
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Remarque (10.9.10) Si X est une somme X 11IX 2 de deux schémas 
(3.1), x; un sous-schéma fermé de Xi(i= 1,2), alors X' =X' 1 u X~ =X' 1 1IX~ 
est un sous-schéma fermé de X et on voit aussitôt que l'on a 
X1x•=X11x;ll X21x,· 

10.10. Modules de présentation finie sur les schémas formels 
affines adiques 

(10.10.1) Dans tout ce paragraphe, A désignera un anneau adique, 
~ un idéal de définition de A. Soit X= Spec(A), x = Spf(A), qui en tant 
qu'espace topologique s'identifie à la partie fermée V(~) de X (10.1.2). 
Si X'= Spec(A/~) est le sous-schéma fermé de X défini par j, il résulte 
des définitions ((10.1.2) et (10.8.2)) que x est identique à X1x,; pour tout 
A-module M, Mà = (Mh, est donc un {!}%-Module. En outre, si u: M--+ N 
est un A-homomorphisme de A-modules, il lui correspond un homo­
morphisme ù: M--+ N de 0x-Modules, et par suite aussi un homo­
morphisme continu de {!}%-Modules ii;x·: (~)ix·--+ (N)ix· (10.8.2), que 
nous noterons~- On a évidemment (vouf=ifo~; on a donc défini 
un foncteur additif covariant 

(10.10.1.1) 

de la catégorie des A-modules dans celle des {!}%-Modules. 
Comme A est un anneau adique, les~• sont ouverts dans A (0, 7.1.9), 

donc séparés et complets. L'idéal (~"f de 0%, suivant la définition pré­
cédente, est donc égal à l'idéal déjà désigné par cette notation dans 
(10.3.1), et si on pose / =~à, on a donc (~"f=f" lorsque 3/~2 est 
un A-module de type fini (10.3.6). Sous cette hypothèse, posons 
A.= A/~"+ 1, et soit x. le schéma affine Spec( A.) = (x, 0%/ /" + 

1 ). Si 
unm: X"'--+X" est le morphisme de schémas correspondant à l'homo­
morphisme canonique A.--+A"' pour m~n, le schéma formel x est 
limite inductive des X. pour les u""' (10.6.3). 

Théorème (10.10.2) Soient A un anneau adique noethérien. Alors le 

foncteur (10.10.1.1) est une équivalence de catégories, de la catégorie des 
A-modules de type fini sur celle des {!}%-Modules cohérents. 

En premier lieu, on a la proposition suivante: 

(10.10.2.1) Soit A un anneau adique noethérien. Dans la catégorie 
des A-modules de type fini, le foncteur (10.10.1.1) est exact et on a un 
isomorphisme canonique fonctoriel 

(10.10.2.2) 

L'exactitude de (10.10.1.l) résulte ,de l'exactitude des foncteurs 
M>-+M (1.3.5) et ff>-+ffix· (10.8.8). Par définition, r(x,Mà) est le 
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séparé complété du A-module r(X,M)=M pour la topologie ~-pré­
adique (~ étant un idéal de définition de A); mais comme A est complet 
et M de type fini, on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,§ 3, n° 4, th. 3) 
que M est séparé et complet, ce qui achève de prouver (10.10.2.1). 

Montrons ensuite que le foncteur (10.10.1.1) est pleinement fidèle; 
celà résultera de la proposition suivante: 

Proposition (10.10.2.3) Soit A un anneau adique noethérien. 
(i) Si Met N sont deux A-modules de type fini, il existe des isomorphis­

mes canoniques fonctoriels 

(10.10.2.4) 

(10.10.2.5) 

(M®ANf ~ Mà®(!)l'.Nà, 

(HomA(M,N)f ~ Jll'om<!1:t(Mà,Nà). 

(ii) I; application u >-+ ~ est un isomorphisme fonctoriel 

(10.10.2.6) 

En effet, l'isomorphisme (10.10.2.4) provient de la composition des 
isomorphismes (1.3.12,(i)) et (10.8.10.1); de même l'isomorphisme 
(10.10.2.5) provient de la composition des isomorphismes (1.3.12, (ii)) et 
(10.8.10.2). Comme HomA(M, N) est un A-module de type fini, on peut 
lui appliquer (10.10.2.1 ), qui identifie r(x,(HomA(M, N)f) à HomA(M, N) 
et utiliser (10.10.2.5), qui prouve que (10.10.2.6) est un isomorphisme. 

Notons que la propriété d'exactitude de Mà, appliquée à la suite 
exacte 0-+ ~-+A-+A/~-+O, montre que le faisceau d'idéaux de 01: désigné 
ici par '!;f coïncide avec celui qui avait été noté de la même façon en 
(10.3.1), en vertu de (10.3.2). 

Proposition (10.10.2.7) Si A est un anneau adique noethérien, 01: est 
un fais ce au cohérent d: anneaux. 

Si fE A. on sait que A1n est un anneau adique noethérien (0, 7.6.11) 
et comme la question est locale, on est ramené (10.1.4) à prouver que 
le noyau d'un homomorphisme v: 0;-+ 01: est un 0rModule de type 
fini. On a alors v =uà, où u est un A-homomorphisme A"-+A (10.10.2.3); 
comme A est noethérien, le noyau de u est de type fini, autrement dit 
on a un homomorphisme A"' ~ A" tel que la suite 

soit exacte. On en conclut (10.10.2.1) que la suite 

est exacte, ce qui prouve que le noyau de v est de type fini. 
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(10.10.2.8) Avec les notations précédentes, posons A,.=A/'J"+ 1
, 

et soit x. le schéma affine Spec(A.) = (x, 0%/ /" + 1 
), / = c;_f étant 

l'idéal de définition de (!}% correspondant à l'idéal 'J. Soit umn le mor­
phisme de schémas Xm--+X" correspondant à l'homomorphisme cano­
nique A.--+Am pour m~n; le schéma formel x est limite inductive des 
X. pour les umn (10.6.3). 

Il reste à prouver la proposition suivante: 

Proposition (10.10.2.9) Supposons A adique noethérien, et soit ff 
un {!}%-Module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes: 

a) ff est un {!}%-Module cohérent. 
b) Il existe un A-module M de type fini (déterminé à un isomorphisme 

unique près par (10.10.2.1 )) tel que ff soit isomorphe à Mà. 
Montrons d'abord que b) implique a): en effet, on a par définition 

(!}%=Aà; M étant conoyau d'un homomorphisme A"'--+A", il résulte 
de (10.10.2.l) que Mà est conoyau d"un homomorphisme 0i--+0i, et 
comme le faisceau d'anneaux (!}% est cohérent (10.10.2.7), il en est de 
même de Mà (0, 5.3.4). 

Prouvons maintenant que a) entraîne b). Considéré comme (!}%-Mo­
dule, on a 0xn=0%//"+ 1 =À.; ff,,=ff®(();.(!}Xn est un {!}%-Module co• 
hérent (0, 5.3.7), et comme c'est aussi un l'Dx" -Module et que /" + 1 est 
cohérent ('J étant de type fini), on en conclut que ff,, est un 0x -Module 
cohérent (0, 5.3.13). On a donc ff,,=M., où M,. est un A.-~odule de 
type fini; comme on a u!.(ff,,) = ff,,, pour m~n (l'application con­
tinue X,,,--+ x. des espaces sous-jacents étant l'identité de x), on a 
M.,=M,,®A"A"' (1.7.7). Les M. forment donc un système projectif 
pour les di-homomorphismes canoniques M.--+M., (m~n), et il résulte 
aussitôt de la définition des A,. que ce système projectif vérifie les con­
ditions de Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 11, prop. 14; sa limite 
projective M est par suite un A-module de type fini tel que M.= M ® AA,, 
pour tout n. On en déduit que ff,, est induit sur X. par M ® ((), ( (!}%/ /" + 1 

), 

donc, si <:§ = \i!!!ff.., on a <:§ = Mà par définition (10.8.2). Il reste à 
prouver que ff est isomorphe à<:§. Or les homomorphismes canoniques 
ff --+ff,, forment un système projectif qui, par passage à la limite, donne 
un homomorphisme canonique w : ff--+ <:§, et tout revient à démontrer 
que w est un isomorphisme. Mais la question étant maintenant locale, 
on peut (en vertu de (10.1.4) et (0, 7.6.11)), se borner au cas où ff est le 
conoyau d'un homomorphisme 0,--+01; cet homomorphisme est de 
la forme if, où v est un homomorphisme AP--+Aq de A-modules 
(10.10.2.6); donc ff est isomorphe à Mà, où M=Coker t'. CQFD. 

Remarque (10.10.3) Nous avons en fait prouvé que les conditions 
a) et b) de (10.10.2.9) équivalent aussi à la suivante: 
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a') :F est isomorphe à la limite projective (10.6.6) d'une suite (ffe,,) de 
0x"-Modules cohérents tels que u:m(ffe..)=:Fm pour m~n, et le système 
projectif (ffe,,) est alors isomorphe au système des :F® m;. 0x". 

(10.10.4) Considérons maintenant deux anneaux adiques A. B et 
un homomorphisme continu cp: B-+A, tel que, si ~ est un idéal de 
définition de A et 5\ un idéal de définition de B, on ait cp(S\) c ~; sup­
posons ~/~ 2 et 5\/5\2 de type fini. Posons X= Spec(A), Y= Spec(B), 
x = Spf(A), 'D = Spf(B). Soient f: X-+ Y le morphisme de schémas 
usuels correspondant à cp (1.6.3), J: x-+'D son prolongement aux com­
plétés (10.9.1), qui est aussi le morphisme de schémas formels corres­
pondant à cp (10.2.2). On a un diagramme commutatif (10.9.2) 

x ___L__, 'D 

(10.10.4.l) ixl liy 
X~Y 

Proposition (10.10.5) Avec les notations de (10.10.4), supposons A,et 
B noethériens. Alors, pour tout B-module de type fini N, il existe un iso­
morphisme canonique fonctoriel de 0rModules 

(10.10.5.1) 

En effet, en désignant par ix: x-+X et iv: 'D-+ Y les morphismes 
canoniques, on a (10.8.8), à des isomorphismes canoniques fonctoriels 
près, Nà = i{(N) et 

(N®BAf= i~((N®BAr)= i~(f*(N)) 

(i.7.7); la proposition résulte donc de la commutativité du diagramme 
de (10.9.2). 

Corollaire (10.10.6) Sous les hypothèses de (10.10.5), pour tout idéal 
b de B, on a 

( 10.10.6.1) 

En effet, soit j l'injection canonique b -+ B, à laquelle correspond 
l'injection canonique f: bà-+ (!)'D de (!}'Il-Modules; par définition, 
/*(bà)(!)% est l'image de l'homomorphisme f*(f):j*(bà)-+0%=/*((!)'D); 
mais cet homomorphisme s'identifie à (i®lf: (b®BAf-+ 0%=(B®BAf 
d'après (10.10.5). Comme l'image de j®l est l'idéal bA de A, l'image 
de (i®lf est donc (bAf en vertu de (10.10.2), d'où la conclusion. 

(10.10.7) On ignore si, lorsque A est un anneau ~-adique, avec 
~/~

2 de type fini, le théorème (10.10.2) s'étend aux A-modules de pré-
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sentation finie ( on ignore même si le foncteur (10.10.1 .1) est alors pJeine­
ment fidèle dans la catégorie des A-modules de présentation ,finie). 
Toutefois on a alors le résultat suivant: 

Proposition (10.10.8) Soient A un anneau :J-adique, :J/:J2 étant de 
type fini. Alors le foncteur (10.10.1.1) est une équivalence de la catégorie 
des A-modules projectifs de type fini sur celle des {!}%-Modules localement 
libres de type fini. 

Suivant la même marche que dans (10.10.2), démontrons d'abord la 

Proposition (10.10.8.1) Le foncteur (10.10.1.1) traneforme toute suite 
exacte de A-modules projectifs de type fini en une suite exacte, et on a 
un isomorphisme canonique fonctoriel de A-modules 

(10.10.8.2) 

Il s'agit ici de voir que le foncteur M >--+(M)1x, transforme toute suite 
exacte de A-modules projectifs de type fini en une suite exacte; or, on 
sait qu'un tel A-module M est séparé et complet pour la topologie 
:J-préadique (0, 7.2.10). Par suite M>--+r(X',(M)1x-) est un isomorphisme 
fonctoriel dans la catégorie des A-modules projectifs de type fini, ce 
qui n'est autre que (10.10.8.2); l'exactitude de M >--+(M)rx· se prouve 
alors comme dans (10.8.8). 

On montre ensuite que (10.10.1.1) est pleinement fidèle dans la caté­
gorie des A-modules projectifs de type fini: 

Proposition (10.10.8.3) Si M et N sont des A-modules projectifs de 
type fini, l'application u >--+ if est un isomorphisme fonctoriel 

(10.10.8.4) 

On sait qu'un A-module projectif de type fini est de présentation 
finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. I, §2, n°8, lemme 3). On a donc une 
suite exacte 

de A-modules projectifs de type fini, d'où, par (10.10.8.1), une suite exacte 

Considérons alors le diagramme commutatif 

0 -----;. HomA(M, N) 

l 
0 -----;. Hom(l?,/M'\ Nà) 
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où les lignes sont exactes et les flèches verticales sont les homomorphis­
mes de groupes additifs u>--+if. Ce diagramme s'écrit aussi, en vertu 
de (0, 5.1.1). 

0 ---;. HomA(M,N) - Nn 

l l l 
0 ---;. Hom(!)

1 
(M'\ Nà) ---;. r(X, Nàt ---;. r(X, Nàt 

et il résulte de (10.10.8.2) que les deux dernières flèches verticales sont 
bijectives, donc il en est de même de la première. 

Notons encore !"analogue de (10.8.8, (ii)): 

Proposition (lQ.10.8.5) Pour tout A-module projectif de type fini M, 
fhomomorphisme canonique yl1 : i*(M)-+Mà (10.8.5) est bijectif. 

Il suffit en effet de reproduire le raisonnement de (10.8.8, (ii)), qui 
n'utilise que l'hypothèse de présentation finie (mais aucune hypothèse 
noethérienne) et l'exactitude du foncteur M >--+ Mà prouvée en ( 10.10.8.1 ). 

On achève de démontrer (10.10.8) en établissant l'analogue de 
(10.10.2.9): 

Proposition (10.10.8.6) Sous les hypothèses de (10.10.8), et avec les 
notations de (10.10.2.8), soit ~ un (!}%-Module. Les conditions suivantes 
sont équivalentes: 

a) ~ est localement libre de type fini. 
b) ~ est isomorphe à la limite projective (10.6.6) d'une suite (~») de 

0x"-Modules localement libres de type fini tels que u:m(~n)=~m-
c) Il existe un A-module projectif de type fini P tel que ~ soit iso­

morphe à pà_ 
On peut reprendre pas à pas la démonstration de (10.10.2.9). 
Pour la démonstration de l'implication b) ~ c), on a ~11 = I\ où P,. 

est un A,.-module projectif de type fini (l.4.4), et on a Pm=Pn®A"Am 
pour m,;;;. n; P = lim P n est alors un A-module projectif de type fini en 

+--
vertu de (0, 7.2.10). 

Dans la démonstration de c) ~ b ), il suffit de remarquer que si P 
est un A-module projectif de type fini, P ® A An est un An-module pro­
jectif de type fini (Bourbaki, Alg., chap.11, 3• éd., § 5, n° 1, cor. de la 
prop. 4) et d'utiliser (1.4.4). 

Le fait que c) implique a) résulte de (10.10.8.5), :f> étant un 0x-Module 
localement libre de type fini (1.4.4), en utilisant (0, 5.4.5). 

Enfin, pour montrer que a) entraîne c), on note que ~n=~®<!1;.(!)x" 
est un (!)Xn-Module localement libre de type fini, puisque X et xn ont 
même espace topologique sous-jacent. Comme on sait déjà que b) en­
traîne a), ~ = lim ~11 est un {!}%-Module localement libre de type fini; 

+--
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on définit de façon naturelle un homomo·rphisme canonique w:~--+0°, 
et tout revient à voir que w est bijectif. Mais comme la question est lo­
cale, on peut supposer (en vertu de (10.1.4) et de (0, 7.6.11)) que <&°=0î, 
et alors <&" = (AP'f. 

Corollaire (10.10.9) (i) Si M et N sont deux A-modules projectifs de 
type fini, il existe des isomorphismes canoniques fonctoriels 

(10.10.9.1) 

(10.10.9.2) 

(M®ANf ~ Mà®(!)l'.Nà, 

(HomA(M,N)f ~ .Yfom<!1:t(Mà,Nà). 

Notons que M®AN et HomA(M,N) sont des A-modules projectifs 
de type fini (Bourbaki, Alg., chap. Il, 3• éd., § 2, n° 2, cor. 2 de la prop. 4 
et § 3, n° 7, cor. 7 de la prop. 7). La définition de l'homomorphisme 
(10.10.9.1) et la preuve qu'il est bijectif se font comme pour (10.10.2.4), 
en tenant compte de (10.10.8.5). Quant à la définition de l'homomor­
phisme (10.10.9.2), elle résulte de (0, 4.4.6) et de (10.10.8.5). Pour prouver 
que cet homomorphisme est bijectif, notons que l'on a une suite exacte 

Am--+ An--+ N--+ 0, 

d'où l'on déduit une suite exacte 

HomA(M,Am)--+ HomA(M,N)--+ HomA(M,N)--+ 0 

puis un diagramme commutatif 

.Yfom<9:t (Mà, 0;') ---;. .Yfom<9:t (Mà, 0i) ---;. .Yfom<9:t (Mà, Nà) ---;. 0 

où, en vertu de l'exactitude du foncteur (10.10.1.1) prouvée dans 
(10.10.8.1), les deux lignes sont exactes. On est donc ramené à prouver 
que (10.10.9.2) est bijectif lorsque M est projectif de type fini et N =A; 
mais alors il existe un A-module projectif de type fini P tel que M EB P =A'; 
comme les foncteurs M >-+ M et N >-+ Nà commutent aux sommes direc­
tes finies, on peut se borner au cas où M = A', et le résultat est alors 
évident. 

10.11. Modules de présentation finie sur les schémas formels 
adiques 

(10.11.1) Dans toute cette section, x désignera un schéma formel 
adique (10.4.2); nous supposerons qu'il existe un Idéal de dèfinition / 
de x, et que /// 2 est un ((!)%//)-Module de type fini; Xn désignera le 
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schéma (usuel) (x, 0%/ ,1n + 1 
), de sorte que x est limite inductive de la 

suite (Xn) pour les morphismes canoniques umn: Xm---+Xn (10.6.3); nous 
désignerons par un le morphisme canonique Xn---+x (10.5.2). 

Proposition (10.11.2) Si x est 7:ln schéma formel localement noethé­
rien, le fais ce au d'anneaux 0% est cohérent et tout Idéal de définition 
(10.5.1) de x est un 0%-Module cohérent. 

En effet, la question étant locale, on est ramené au cas d'un schéma 
formel affine noethérien, et la proposition résulte alors de (10.10.2.7) 
et de (10.10.2.9). 

Rappelons que lorsque x est un schéma formel localement noethé­
rien, l'existence d'un Idéal de définition ,/ de x vérifiant (10.11.1) a été 
prouvée en (10.5.4); les 0%-Modules de présentation finie sont en outre 
identiques aux 0%-Modules cohérents en vertu de (10.11.2) et (O, 5.3.9). 

Théorème (10.11.3) Soit X un schéma formel localement noethérien. 
Pour qu'un 0%-Module ff soit cohérent, il faut et il suffit qu'il soit iso­
morphe à une limite projective d'une suite (9';;), où 9';; est un 0x"-Module 
cohérent, tel que u!n(ffe,;)=9';; pour m~n (10.6.6). Le système projectif 
(9';;) est alors isomorphe au système des u: (ff) = ff ® <!1:t 0x", un étant le 
morphisme canonique Xn---+x. 

La question étant locale, on est ramené au cas où x est un schéma 
formel affine noethérien, et le théorème est alors conséquence de (10.10.3). 

On peut donc dire que la donnée d'un 0%-Module cohérent équivaut à 
celle d'un système projectif (ffe,;) de 0x"-Modules cohérents tels que 
u:m(,?,,) = ffm pour m ~ n. 

Corollaire (10.11.4) Sous les hypothèses de (10.11.3), si ff et <§ sont 
deux 0%-Modules cohérents, on peut (avec les notations de (10.11.3)) 
définir un isomorphisme canonique fonctoriel 

(10.11.4.1) 

La limite projective du second membre doit s'entendre pour les 
applications 0n>--+utm(0n) (m ~ n) de Hom<!1xJ9';;, <§n) dans HommxJ9';;,, <§m). 
L'homomorphisme (10.11.4.1) fait correspondre à un élément 
0EHom(!)i~<§) la suite (u:(0)); on voit aussitôt qu'on définit un 
homomorphisme réciproque du précédent en faisant correspondre au 
système projectif (0n) E lim Hom<!1x (9';;, <§n) sa limite projective dans +-- n 

n 

Hom<!1:t(ff,<§), compte tenu de (10.11.3). 

Corollaire (10.11.5) Sous les hypothèses de (10.11.4), pour qu'un 
homomorphisme 0: ff ---+<§ soit un épimorphisme, il faut et il suffit que 
l'homomorphisme correspondant 00 = uê'; ( 0) : ffo---+ <§ 0 le soit. 
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La question étant locale, on est ramené au cas où x = Spf(A), A 
étant adique noethérien, ff = M'\ ~ = Nà et 0 = it\ où M et N sont 
des A-modules de type fini et u un homomorphisme M---+ N; on a en 
outre alors 00 =u0 , où u0 est l'homomorphisme 

u ®1: M ®AA/~---+N ®AA/~; 

la conclusion résulte de ce que 0 et u (resp. 00 et u0 ) sont simultanément 
surjectifs ((1.3.9) et (10.10.1)) et de ce que u et u0 sont simultanément 
surjectifs (O, 7.1.14). 

(10.11.6) Le th. ( 10.11.3) montre qu'on peut considérer tout {!}%­
Module cohérent ff comme un {!}%-Module topologique, en le considérant 
comme limite projective des faisceaux de groupes pseudo-discrets ffe,; 
(O, 3.9.1). Il résulte alors de (10.11.4) que tout homomorphisme u: ff ---+~ 
de {!}%-Modules cohérents est automatiquement continu (O, 3.9.2). En 
outre, si .Yf est un sous-0%-Module cohérent d'un {!}%-Module cohérent ff, 
pour tout ouvert U c x, r(U,.Yf) est un sous-groupe fermé du groupe 
topologique r(U,ff), car le foncteur r étant exact à gauche, r(U,.Yf) 
est le noyau de l'homomorphisme r(U,ff)---+r(U,ff/.Yf), qui est 
continu d'après ce qui précède, puisque ff/.Yf est cohérent (O, 5.3.2); 
notre assertion résulte de ce que r(U, ff /.Yf) est un groupe topologique 
séparé. 

Proposition (10.11.7) Soient X un schéma formel localement noethé­
rien, ff et~ deux {!}%-Modules cohérents. On peut définir (avec les nota­
tions de (10.11.3)) des isomorphismes canoniques fonctoriels de 0r 
Modules topologiques (10.11.6) 

( 10.11. 7.1) 

(10.11.7.2) 

L'existence de l'isomorphisme (10.11.7.1) résulte de la formule 

g,; ®<!1x. ~n = (ff ®<!1:t 0xJ ®<!1x. (~ ®<!1:t 0xJ = (ff ®<!1:t ~) ®<!1:t 0x. 

et de (10.11.3). L'isomorphisme (10.11.7.2) où les deux membres sont 
considérés comme faisceaux de modules sans topologie, résulte de la 
définition des sections de .Yfom<!1:t (ff, ~) et .Yfom<!1x_(g,;, ~n) et de l'existence 
de l'isomorphisme ( 10.11.4.l ), appliqué au schéma formel induit sur un 
ouvert formel affine noethérien arbitraire de x. Reste à prouver que 
l'isomorphisme (10.11.7.2) est .bicontinu au-dessus d'un ensemble 
quasi-compact, et on est donc ramené au cas ou x = Spf(A), A étant 
adique noethérien, d'où (10.10.2) ff = Mà, ~ = Nà, M, N étant des 
A-modules de type fini; compte tenu de (10.10.2.1), (10.10.2.6) et 
(1.3.12, (ii)), on est ramené à montrer que l'isomorphisme canonique 
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HomA(M,N) ~ ~HomAJMn,Nn) (avec Mn=M ®A An, Nn=N ®AAn) 
n 

est continu, ce qui a été prouvé dans (O, 7.8.2). 

(10.11.8) Comme Ho~,/~~) est le groupe des sections du faisceau 
de groupes topologiques Jlfom<11;:/~ ~), il est muni d'une topologie de 
groupe. Six est noethérien, il résulte de (10.11.7.2) qu'un système fonda­
mental de voisinages de O dans ce groupe s'obtient en prenant les sous­
groupes Ho~,/~/n~) (n arbitraire). 

Proposition (10.11.9) Soient x un schéma formel noethérien,ff et~ 
deux {!}%-Modules cohérents. Dans le groupe topologique Ho~,/~~) 
les homomorphismes surjectifs (resp. injectifs, bijectifs) forment une 
partie ouverte. 

En vertu de (10.11.5), l'ensemble des homomorphismes surjectifs 
dans Hom(!),/~~) est l'image réciproque par l'application continue 
Hom(!):t(ff, ~)--+Hom(!)x. (ffo, ~0) d'une partie du groupe discret 
Hom(!)x (ffo, ~ 0 ), d'où la première assertion. Pour démontrer la se­
conde, 

0

recouvrons x par un nombre fini d'ouverts formels affines 
noethériens U;. Pour que 0E Hom(!):t(ff, ~) soit injectif, il faut et il 
suffit que toutes ses images par les applications (continues) de restriction 
Hom(!):t(ff, ~)--+ Hom(!):tlU, (ff!U;; ~IUi) le soient, on est donc ramené au 
cas affine, et alors cela a déjà été prouvé dans (0, 7.8.3). 

Proposition (10.11.10) Sous les hypothèses de (10.11.1), pour qu'un 
{!}%-Module ff soit localement libre de type fini, il faut et il suffit qu'il 
soit limite projective d'une suite ( <&"n), où <&"n est un 0x" -M adule localement 
libre de type fini et utm(<&"n)=<&"m pour m~n. 

Supposons ff localement libre de type fini, et posons ~=ut(ff) 
= ff ® (!):t 0x"· Les homomorphismes canoniques ff --+~ forment un 
système projectif, qui par passage à la limite donne un homomorphisme 
canonique ff--+ lim ~; pour prouver que cet homomorphisme est hi-

+--
jectif, on peut (puisque la question est locale) se borner au cas où 
x = Spf(A) et / = ~'\ A étant un anneau adique ayant ~ pour idéal de 
définition, et ~/~ 2 étant de type fini; l'assertion résulte alors de ce 
qu'on peut supposer dé plus que ff est isomorphe à 0;. 

Inversement, pour montrer que la limite projective de la suite (<&"n) 
est localement libre de type fini, la question est encore locale; on peut 
donc appliquer (10.10.8). 

10.12. Morphismes adiques de schémas formels 

(10.12.1) Soient x, 6 deux schémas formels localement noethériens; 
nous dirons qu'un morphisme f: x--+ 6 est adique s'il existe un Idéal 
de définition / de 6 tel que % = f * (/) (9% soit un Idéal de définition 
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de x; on dit aussi alors que x est un 6-schéma adique (pour f). Lorsqu'il 
en est ainsi, pour tout Idéal de définition / 1 de 6, :fti_ = f * (/ 1) (9% est 
un Idéal de définition de x. En effet, la question étant locale, on peut 
supposer x et 6 affines noethériens; il existe donc un entier n tel que 
/n c / 1 et/~ c / ((10.3.6) et (O, 7.1.4)), d'où .ffn c Yti_ et.%; c .%. La 
première de ces relations prouve que :fti_ = Slt où 5\1 est un idéal 
ouvert de A=r(x,0%), et la seconde prouve que 5\1 est un idéal de 
définition de A (O, 7.1.4), d'où notre assertion. 

Il résulte aussitôt de ce qui précède que six et'!) sont deux 6-schémas 
adiques, tout 6-morphisme u: x-+ '!) est adique: en effet, si f: x-+ 6, 
g: '!}-+6 sont les morphismes structuraux, et/ un Idéal de définition 
de 6, on a f =gou, donc u*(g*(/)0.;} (!)%= f*(/)0% est un Idéal de 
définition de x, et par hypothèse g* (/) (!)'D est un Idéal de définition de '!). 

(10.12.2) Dans ce qui suit, nous supposerons fixé un schéma formel 
localement noethérien 6 et un Idéal de définition/ de 6; nous poserons 
Sn= ( 6, 06 / /n + 1 

). Les 6-schémas adiques (localement noethériens) 
forment évidemment une catégorie. Nous dirons qu'un système inductif 
(Xn) de Sn-schémas (usuels) localement noethériens est un (Sn)-système 
inductif adique si les morphismes structuraux ln: Xn-+Sn sont tels que, 
pour m ~ n, les diagrammes · 

(10.12.2.1) 

soient des carrés cartésiens, de sorte (O, 1.2.4) que Xm est identifié au 
produit Xn x 8" Sm= (Xn)<s...>· Les systèmes inductifs adiques forment une 
catégorie: il suffit en effet de définir un morphisme (Xn)-+(Yn) de tels 
systèmes comme un système inductif de Sn-morphismes un: Xn-+ Y n tel 
que um s'identifie à (un)<s"'> pour m~n. Cela étant: 

Théorème (10.12.3) Sous les hypothèses de (10.12.1), il y a équivalence 
canonique entre la catégorie de 6-schémas adiques et la catégorie des 
(Sn)-systèmes inductifs adiques. 

L'équivalence en question s'obtient de la façon suivante: si x est un 
6-schéma adique, J:x-+6 le morphisme structural, .ff=f*(/)0% 
est un Idéal de définition de x et on fait correspondre à x le système 
inductif des Xn = (x, 0%/ .ffn + 1 

), le morphisme structural f,,: Xn-+Sn 
correspondant à f (10.5.6). Montrons d'abord que (Xn) est un système 
inductif adique: si f = (lj,,0), on a \j,- 1 (/)0%= .%, donc lj,- 1 (/n)0%= .ffn 
pour tout n, et (par l'exactitude du foncteur "1-1) .ffm + 1 

/ .ffn + 1 

=lj,- 1 (/m+ 1 ;c1n+ 1)(0%/.%n+1
) pour m~n; notre conclusion résulte 
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donc de (4.3.1). Il est immédiat en outre de vérifier qu'à un 6-morphisme 
u: x-+ '!) de 6-schémas adiques correspond (avec des notations évidentes) 
un système inductif de Sn-morphismes un: Xn-+ Yn tel que um s'identifie 
à (un)(s.,,J pour m ~ n. 

Le fait qu'on a bien défini ainsi une équivalence résultera de la pro­
position plus précise suivante: 

Proposition (10.12.3.1) Soit (Xn) un système inductif de Sn-schémas; 
on suppose que les morphismes structuraux fn: Xn-+Sn sont tels que les 
diagrammes (10.12.2.1) soient des carrés cartésiens. Alors le système 
inductif (Xn) vérifie les conditions a), b) etc) de (10.6.3); soient x sa limite 
inductive, f: x-+6 le morphisme limite inductive du système inductif Un). 
Si X0 est localement noethérien, x est localement noethérien et f est un 
morphisme adique. 

Comme l'idéal de 08" qui définit le sous-schéma Sm de Sn est nil­
potent, il'en est de même, en vertu de (4.3.1), de l'idéal de 0x" définissant 
le sous-schéma Xm de Xn, donc les conditions de (10.6.3) sont bien 
vérifiées. La question est par suite locale sur x et 6 et on peut supposer 
que 6 = Spf(A), / = ~'\ A étant un anneau ~-adique noethérien, et 
Xn = Spec(Bn); si An= A/~n+ 1, l'hypothèse entraîne que B0 est noethé­
rien et que si on pose ~n=~/~n+l, Bm=Bn/~~+l Bn. Le noyau de 
Bn-+B0 est donc Sln=~nBn et le noyau de Bn-+Bm est ~+ 1 pour 
m ~ n; en outre, comme A1 est noethérien, ~ 1 est de type fini sur A1 , 

donc 5\1 = Sli/5\i est de type fini sur Bi, et a fortiori sur B0 = Bi/5\ 1 ; 

le fait que x soit noethérien résulte alors de (10.6.4); si B = limBn, 
+--

ona x=Spf(B), etsiS\estlenoyaude B-+B 0 ,Bn=B/W+ 1
. Si 

Pn:A/~n+ 1 -+B/5\n+l est l'homomorphisme correspondant à fn, on 
a donc 

comme l'homomorphisme p: A-+B correspondant à f est égal à 
lim Pn, l'idéal ~B de B est dense dans 5\, et comme tout idéal de B est -fermé (O, 7.3.5), on a Sl=~B. Si .%=*, la relation f*(/)0%=.% 
résulte alors de (10.10.6) et achève la démonstration. 

(10.12.3.2) L'équivalence précédente fournit, pour deux 6-schémas 
adiques x, '!), une bijection canonique 

Hom6 (x, '!)) ~ ~ HomsJXn,Yn) 
n 

la limite projective étant relative aux applications un....+(un)(s.,,J pour 
m~n. 
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10.13. Morphismes de type fini 

Proposition (10.13.1) Soient '!> un schéma formel localement noethé­
rien,.% un Idéal de définition de'!>, J: x---+'!> un morphisme de schémas 
formels. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

a) x est localement noethérien, f est un morphisme adique (10.12.1) et 
si l'on pose cf= f*(.%)0%, le morphisme f 0 : (x,0%/ /)---+('!J,(!)'D/.%) 
déduit de f est de type fini. 

b) x est localement noethérien, et est limite inductive d'un (Yn)-système 
inductif adique (XJ tel que le morphisme X 0 ---+ Y0 soit de type fini. 

c) Tout point de '!> possède un voisinage ouvert formel affine noethé­
rien V ayant la propriété suivante: 

(Q) 1- 1 (V) est réunion d'une famille finie d'ouverts formels affines 
noethériens U; tels que l'anneau adique noethérien r(U;, 0%) soit topo­
logiquement isomorphe au quotient d'une algèbre de séries formelles 
restreintes (O, 7.5.1) sur r(V, (!)'lJ), par un idéal (nécessairement fermé). 

Il est immédiat que a) entraîne b) en vertu de (10.12.3). 
Pour montrer que b) entraîne c), on peut, puisque la question est 

locale sur '!}, supposer que '!) = Spf(B), où B est adique noethérien; 
soit .% = St\ S\ étant un idéal de définition de B. Comme, par hypothèse, 
X0 est de type fini sur Y0 , X0 est réunion finie d'ouverts affines U; tels 
que l'anneau Aio du schéma affine induit par X0 sur U; soit une algèbre 
de type fini sur l'anneau B/5\ de Y0 (6.3.1). En vertu de (2.3.6), U; est 
aussi un ouvert affine dans chacun des schémas noethériens Xn, et si 
A;n est l'anneau du schéma affine induit par Xn sur U;, l'hypothèse b) 
entraîne que pour m~n, A;m est isomorphe à A;n/~+ 1 A;n• Par suite, 
le schéma formel induit sur U; par x est isomorphe à Spf(A;), où 
A;= limAin (10.6.4); A; est un anneau S\A;-adique, et A;/5\A;, isomorphe 

+--n 

à A;0 , est une algèbre de type fini sur B/5\. On en conclut (O, 7.5.5) que 
A; est topologiquement isomorphe à un quotient d'une algèbre de séries 
formelles restreintes sur B (par un idéal nécessairement fermé, puisqu'une 
telle algèbre est noethérienne (O, 7.5.4)). 

Pour démontrer que c) entraîne a), on peut se limiter au cas où 
x = Spf(A) est aussi affine, A étant un anneau adique noethérien, i~o­
morphe au quotient d'une algèbre de séries formelles restreintes sur B 
par un idéal fermé. Alors (O, 7.5.5), A/5\A est une algèbre de type fini 
sur B/~ et S\A=~ est un idéal de définition de A, donc, en vertu de 
(10.10.6), les conditions de a) sont satisfaites. 

On notera que si les conditions de la prop. (10.13.1) sont remplies, 
la propriété a) est valable pour tout Idéal de définition .% de '!) (en 
vertu de c)), et par suite, dans la propriété b), tous les fn sont des mor­
phismes de type fini. 



440 1. Le langage des schémas 

Corollaire (10.13.2) Si les conditions de (10.13.1) sont vérifiées, tout 
ouvert formel affine noethérien V de '!) possède la propriété (Q), et si '!) 
est noethérien, il en est de même de x. 

Cela résulte aussitôt de (10.13.1) et de (6.3.1). 

Définition (10.13.3) Lorsque les propriétés équivalentes a), b), c) de 
(10.13.1) sont vérifiées, on dit que le morphisme f est de type fini, ou que 
x est un '!}-schéma formel de type fini, ou un schéma formel de type fini 
au-dessus de '!). 

Corollaire (10.13.4) Soient x = Spf(A), '!) = Spf(B) deux schémas 
formels affines noethériens; pour que x soit de type fini sur '!}, il faut et 
il suffit que l'anneau adique noethérien A soit isomorphe au quotient 
d'une algèbre de séries formelles restreintes sur B par un idéal fermé. 

En effet, avec les notations de (10.13.1), six est de type fini sur '!}, 
A/SlA est alors une (B/Sl)-algèbre de type fini en vertu de (6.2.5) et SlA 
est un idéal de définition de A (10.10.8). On conclut donc par (O, 7.5.5). 

Proposition (10.13.5) (i) Le composé de deux morphismes de schémas 
formels qui sont de type fini est de type fini. 

(ii) Soient x, 6, 6' trois schémas formels localement noethériens (resp. 
noethériens), f: x--+ 6, g: 6'--+ 6 deux morphismes. Si f est de type fini, 
x x 6 6' est localement noethérien (resp. noethérien) et est de type fini 
sur 6'. 

(iii) Soient 6 un schéma formel localement noethérien, x', '!)' deux 
6-schémas formels localement noethériens tels que x' x 6 '!)' soit locale­
ment noethérien. Si x, '!> sont des 6-schémas formels localement noethé­
riens, f: x--+x', g: '!}--+'!}' deux 6-morphismes de type fini, x x 6 '!) est 
localement noethérien et f x 6 g est un 6-morphisme de type fini. 

(iii) se déduit de (i) et (ii) par le raisonnement formel de (0, 1.3.9) 
et il suffit donc de prouver (i) et (ii). 

Soient x, '!), 3 trois schémas formels localement noethériens, 
f: x--+'!}, g: '!J--+3 deux morphismes de type fini. Si !l'est un Idéal de 
définition de 3, .% = g* (!l') (!}'D en est un pour '!) et / = f*(g* (!l')) (!}% 

en est un pour x. Posons X0 = (x, 0%//), Y0 = ('!), 0J .%), Z0 = (3, 03/ !l') 
et soient fo: X 0 --+ Y0 , g0 : Y0 --+Z0 les morphismes correspondant à f 
et g. Comme par hypothèse fo et g0 sont de type fini, il en est de même 
de g0 of 0 (6.3.4) qui correspond à gof; donc gof est de type fini par 
(10.13.1). 

Sous les conditions de (ii), 6 (resp. x, 6') est limite inductive d'une 
suite (Sn) (resp. (Xn), (S~)) de schémas localement noethériens et on peut 
supposer (10.13.1) que Xm=Xn XsnSm pour m~n. Le schéma formel 
x x 6 6' est alors limite inductive des schémas Xn Xs" S~ (10.7.4), et on a 

xm Xs.,, s~ = (Xn Xsn Sm) Xs.,, s~ = (Xn Xsn S~) Xs~ S~. 
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En outre, X0 Xs0 S~ est localement noethérien puisque X0 est de type 
fini sur S0 (6.2.4). On en conclut d'abord (10.12.3.1) que x x 6 6' est 
localement noethérien; en outre, comme X0 Xs

0
S~ est de type fini sur 

S~ (6.3.4), il résulte de (10.12.3.1) et de (10.13.1) que x x 6 6' est de type 
fini sur 6', ce qui achève de prouver (ii) (l'assertion relative aux sché­
mas noethériens étant conséquence immédiate de (6.2.4)). 

Corollaire (10.13.6) Sous les hypothèses de (10.9.9), si f est un mor­
phisme de type fini, il en est de même de son prolongement Jaux complétés. 

10.14. Sous-schémas fermés des schémas formels 

Proposition (10.14.1) Soient x un schéma formel localement noethé­
rien, d un Idéal cohérent de 01:. Si '!) est le support (fermé) de 0.Jd, 
l'espace topologiquement annelé ('!>, (01:/d)l'!l) est un schéma formel 
localement noethérien, qui est noethérien si x l'est. 

Notons que 01:/d est cohérent en vertu de (10.11.2) et (O, 5.3.4), donc 
son support '!) est fermé (0, 5.2.2). Soit / un Idéal de définition de x, 
et soit Xn=(x,0,J/n+i); le faisceau d'anneaux 01:/d est limite projec­
tive des faisceaux 01:/(d +/n+ 1

) = (01:/d) ®<!1:t(01://n+1
) (10.11.2), qui 

ont tous pour support '!). Le faisceau (d + /n + 1 )//n + 1 est un 01:-Mo­
dule cohérent, puisque /n+i est cohérent, donc (d+/n+ 1)//n+i est 
aussi un (01://n+ 1)-Module cohérent (0, 5.3.13); si Yn est le sous-schéma 
fermé de Xn défini par cet Idéal, il est immédiat que ('!>, (01:/d)I'!)) est 
le schéma formel limite inductive des Y"' et comme les conditions de 
(10.6.4) sont satisfaites, cela prouve que ce schéma formel est locale­
ment noethérien, et noethérien si x l'est (puisque alors Y0 l'est en vertu 
de (6.1.4)). 

Définition (10.14.2) On appelle sous-schéma fermé d'un schéma for­
mel localement noethérien x tout schéma formel ('!>, (01:/d)l'!l) où d 
est un Idéal cohérent de 01:; on dit que ce schéma est le sous-schéma fermé 
défini par d. 

Il est clair que la correspondance ainsi définie entre Idéaux cohérents 
de 01: et sous-schémas fermés de x est biunivoque. 

Le morphisme d'espaces topologiquement annelés j = ("1, 0): '!J--+x, 
où "1 est l'injection '!}--+x et 011 l'homomorphisme canonique 01:--+01:/d, 
est évidemment (10.4.5) un morphisme de schémas formels, qu'on appelle 
l'injection canonique de '!) dans x. On notera que si x = Spf(A), où A 
est adique noethérien, on a d = a!!., où a est un idéal de A (10.10.2.7), et 
il résulte aussitôt de ce qui précède que l'on a alors '!) = Spf(A/a) à un 
isomorphisme près, et que j correspond (10.2.2) à l'homomorphisme 
canonique A--+A/a. 
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On dit qu'un morphisme f: 3---+x de schémas formels localement 
noethériens est une immersion fermée si elle se factorise en 3 ..!4 '!) ~ x, 
où g est un isomorphisme de 3 sur un sous-schéma fermé '!) de x et j 
l'injection canonique. Comme j est un monomorphisme d'espaces anne­
lés, g et '!) sont nécessairement uniques. 

Proposition (10.14.3) Une immersion fermée est un morphisme de 
type fini. 

On se ramène aussitôt au cas où x est un schéma formel affine 
Spf(A) et '!) = Spf(A/a); la proposition résulte de (10.13.1, é)). 

Lemme (10.14.4) Soit f: '!}---+x un morphisme de schémas formels 
localement noethériens, et soit (UJ un recouvrement de f('!>) par des 
ouverts formels affines noethériens de x, tels que les f- 1 (UJ soient des 
ouverts formels affines noethériens de Y. Pour que f soit une immersion 
fermée, il faut et il suffit que f ('!)) soit une partie fermée de x et que, 
pour tout Cf.,, la restriction de f à f- 1 (UJ corresponde (10.4.6) à un homo­
morphisme surjectif r(U", 0%)---+ r(f- 1 (UJ, 0'D). 

Les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement, si elles sont 
remplies, et si on désigne par a" le noyau de r(U"' 0%)---+ r(f- 1 (UJ, 0'lJ), 
on définit un Idéal cohérent d de (17% en prenant dlU"=a!, et en 
prenant d nul dans le complémentaire de la réunion des U". En effet, 
puisque f('!)) est fermé et que le support de a! est U"nf('!)), tout 
revient à vérifier que a~ et ~ induisent le même faisceau sur un ouvert 
formel affine noethérien V c U"n UJl. Or, la restriction de f à f- 1 (U") 
étant une immersion fermée de ce schéma formel dans U", f- 1(V) est 
un ouvert formel affine noethérien dans f- 1 (UJ et la restriction de f 
à f- 1 (V) est une immersion fermée; si b est le noyau de l'homomor­
phisme surjectif r(V, 0%)---+ r(f- 1 (V), 0'D) correspondant à cette restric­
tion, il est immédiat (10.10.2.1) que a! induit bà sur V. L'idéal d étant 
ainsi défini, il est alors clair que f = go j, où j: 3---+x est l'injection 
canonique du sous-schéma fermé 3 de x défini par d, et g un isomor­
phisme de '!) sur 3-

Proposition (10.14.5) (i) Si f: 3---+ '!), g: '!}---+x sont des immersions 
fermées de schémas formels localement noethériens, gof est une immer­
sion fermée. 

(ii) Soient x, '!>, 6 trois schémas formels localement noethériens, 
f: x---+6 une immersion fermée, g: '!J---+6 un morphisme. Alors le mor­
phisme x x 6 '!}---+ '!) est une immersion fermée. 

(iii) Soient 6 un schéma formel localement noethérien, x', '!>' deux 
6-schémas formels localement noethériens tels que x' x 6 '!)' soit locale­
ment noethérien. Si x, '!> sont des 6-schémas formels localement noethé­
riens, f: x---+x', g: '!>---+ '!)' deux 6-morphismes qui sont des immersions 
fermées, alors f x 6 g est une immersion fermée. 
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En vertu de (0, 1.3.9), il suffit encore de prouver (i) et (ii). 
Pour démontrer (i), on peut supposer que '!) (resp. 3) est un sous­

schéma fermé de x (resp. '!)) défini par un Idéal cohérent / (resp . .%) 
de 01: (resp. 0'D); si \j, est l'injection '!}-+x des espaces sous-jacents, 
\j,*(.%) est un Idéal cohérent de \j,*(0'D)=01:// (0, 5.3.15), donc aussi 
un 01:-Module cohérent (0, 5.3.13); le noyau .ffi de 01:-+(0J/)/"1*(.%) 
est donc un Idéal cohérent de 01: (0, 5.3.4), et 0J .ffi_ est isomorphe à 
\j,*(0'D/.%), ce qui prouve que 3 est isomorphe à un sous-schéma fermé 
de x. 

Pour démontrer (ii), il est immédiat qu'on peut se limiter au cas où 
6=Spf(A), x=Spf(B), '!J=Spf(C), A étant un anneau ~-adique noe­
thérien, B =A/a, où a est un idéal de A, C une A-algèbre topologique 
adique et noethérienne. Tout revient à prouver que l'homomorphisme 

- 1 
C-+C ®A (A/a) est surjectif: or, A/a est un A-module de type fini, et sa 
topologie est la topologie ~-adique; il résulte alors de (0, 7.7.8) que 
C ®A(A/a) s'identifie à C ®A(A/a)= C/aC, d'où notre assertion. 

Corollaire (10.14.6) Sous les hypothèses de (10.14.5, (ii)), soient 
p: x x 6 '!J-+x, q: x x 6 '!}-+'!} les projections, de sorte que le diagramme 

est commutatif. Pour tout 01:-Module cohérent ff, on a alors un isomor­
phisme canonique de 0'D-Modules 

(10.14.6.1) 

Pour définir un homomorphisme g*(f*(ff))-+ q*(p*(ff)), on sait qu'il 
revient au même de définir un homomorphisme f*(ff)-+g*(q*(p*(ff))) 
=f*(p*(p*(ff))) (0, 4.4.3): nous prendrons u=f*(p), où p est l'homo­
morphisme canonique ff-+ p*(p*(:F)) (0, 4.4.3). Pour voir que u est un 
isomorphisme, on se ramène aussitôt au cas où 6, x, '!) sont des spectres 
formels d'anneaux adiques noethériens A, B, C, avec les conditions vues 
ci-dessus dans ( 10.14.5, (ii)); on a alors ff = M'\ où M est un (A/a)-mo­
dule de type fini (10.10.2.9), et les deux membres de (10.14.6.1) s'identifient 
respectivement, en vertu de (10.10.5), à (C ®AMf et à ((C/aC) ®A10Mf, 
d'où le corollaire, puisque (C/aC) ®A10M = (C ®A(A/a)) ®A10M s'iden­
tifie canoniquement à C ®AM. 

Corollaire (10.14.7) Soient X un schéma usuel localement noethérien, 
Y un sous-schéma fermé de X, j l'injection canonique Y-+X, X' une partie 
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fermée de X et Y'= Y n X'; alors j: Y1v,---+ X 1x, est une immersion fermée, 
et pour tout {!}y-Module cohérent ff, on a 

j*(ff 1v,) = U*(ff)h,. 

Comme Y'= r 1 (X'), il suffit d'utiliser (10.9.9) et d'appliquer 
(10.14.5) et (10.14.6). 

10.15. Schémas formels séparés 

Définition (10.15.1) Soient 6 un schéma formel, x un 6-schéma for­
mel, f: x---+ 6 le morphisme structural. On appelle morphisme diagonal 
Li%16 : x---+x x 6 x (noté aussi Li%) le morphisme (1%, 1%)6 . On dit que x 
est séparé sur 6, ou un 6-schéma formel séparé, ou que f est un mor­
phisme séparé, si l'image par Li% de l'espace sous-jacent l: est une partie 
fermée de l'espace sous-jacent à x x 6 x. On dit qu'un schéma formel x 
est séparé s'il est séparé sur Z. 

Proposition (10.15.2) Supposons que les schémas formels 6, x soient 
respectivement limites inductives de suites (Sn), (Xn) de schémas usuels, et 
que le morphisme f: x---+6 soit limite inductive d'une suite de morphismes 
ln: xn-sn. Pour que f soit séparé, il faut et il suffit que le morphisme 
f O : X 0 ---+S0 le soit. 

En effet, Li%16 est alors limite inductive de la suite de morphismes 
Llx"is" (10.7.4), et l'image par Li%16 de l'espace sous-jacent x (resp. l'espace 
sous-jacent x x 6 x) est identique à l'image par Llx0180 de l'espace sous­
jacent X 0 (resp. à l'espace sous-jacent X 0 x 80 X 0); d'où la conclusion. 

Proposition (10.15.3) On suppose dans ce qui suit que tous les schémas 
formels (resp. morphismes de schémas formels) considérés soient limites 
inductives de suites de schémas usuels (resp. de morphismes de schémas 
usuels). 

(i) Le composé de deux morphismes séparés est séparé. 
(ii) Si f: x---+x', g: 'D---+'J)' sont deux 6-morphismes séparés, f x 6 g 

est séparé. 
(iii) Si f: x---+'D est un 6-morphisme séparé, le 6'-morphisme J;_6 ,> 

est séparé pour toute extension 6'---+ 6 du préschéma formel de base. 
(iv) Si le composé gof de deux morphismes est séparé, f est séparé. 
(On sous-entend dans cet énoncé que si un même schéma formel 3 

intervient plusieurs fois dans une même proposition, on le considère 
comme limite inductive de la même suite (Zn) de schémas usuels partout 
où il figure, et les morphismes de 3 dans un schéma formel (resp. d'un 
schéma formel dans 3) comme limites inductives de morphismes des Zn 
dans des schémas usuels (resp. de schémas usuels dans les Zn)). 
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Avec les notations de (10.15.2), on a en effet (gof) 0 =g 0 of 0 , et 
(f x 6 g)0 = fo x 80 g0 ; les assertions de (10.15.3) sont alors conséquences 
immédiates de (10.15.2) et des assertions correspondantes de (5.3.1) 
pour les schémas usuels. 

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer pour la même espèce de 
schémas formels et de morphismes que dans (10.15.3) les propositions 
correspondant à (5.3.5), (5.3.9) et (5.3.10) (en y remplaçant «ouvert affine» 
par «ouvert formel affine vérifiant la condition b) de (10.6.3)»). 

Un raisonnement analogue montre aussi que tout schéma formel 
affine noethérien est séparé. 

Proposition (10.15.4) Soient 6 un schéma formel localement noethé­
rien, x, '!) deux 6-schémas formels localement noethériens, tels que x 
ou '!) soit de type fini sur 6 (de sorte que x x 6 '!) est localement noethé­
rien) et que'!) soit séparé sur 6. Soit f: x--+'!} un 6-morphisme; alors 
le morphisme graphe r1 =(1%,f) 6 : x--+x x 6 '!) est une immersion Jèrmée. 

On peut supposer que 6 est limite inductive d'une suite (Sn) de 
schémas localement noethériens, x (resp. '!)) limite inductive d'une suite 
(Xn) (resp. (Yn)) de Sn-schémas, f limite inductive d'une suite de Sn-mor­
phismes f,,: Xn--+ Yn; alors x x 6 '!) est limite inductive de la suite 
(Xn Xs" Yn) et r1 de la suite (rr,,l (10.7.4); par hypothèse, Y0 est séparé 
sur S0 (10.15.2), donc l'espace f;/X 0 ) est un sous-espace fermé de 
X0 x 80 Y0 ; comme les espaces sous-jacents de x x 6 '!) (resp. r1(x)) et 
X0 x 80 Y0 (resp. rr/X 0)) sont les mêmes, on voit déjà que rix) est 
un sous-espace jèrmé de x x 6 '!). Remarquons maintenant que lorsque 
(U, V) parcourt l'ensemble des couples formés d'un ouvert formel affine 
noethérien U (resp. V) de x (resp. Y) tels que f (U) c V, les ouverts 
U x 8 V forment un recouvrement de r1(x) dans x x 6 '!}, et si fu: U--+ V 
est la restriction de f à U, rr u: U--+ U x 6 V est la restriction de r1 à U. 
Si nous montrons que rJu est une immersion fermée, il en sera donc de 
même der, (10.14.4), autrement dit, on est ramené au cas où 6=Spf(A), 
x = Spf(B), '!) = Spf(C) sont affines (A, B, C adiques noethériens), f 
correspondant à un A-homomorphisme continu cp: C--+B; rr corres­
pond alors à l'unique homomorphisme continu ro : B ®AC~ B qui, 
composé avec les homomorphismes canoniques B--+ B ®AC et C--+ B ®AC, 
donne respectivement l'identité et cp. Or, il est clair que ro est surjectif, d'où 
notre assertion. 

Corollaire (10.15.5) Soient 6 un schéma formel localement noethé­
rien, x un 6-schéma de type fini; pour que x soit séparé sur 6, il faut et 
il suffit que le morphisme diagonal x--+x x 6 x soit une immersion fermée. 

Proposition (10.15.6) Une immersion fermée j: '!)--+x de schémas 
formels localement noethériens est un morphisme séparé. 
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Avec les notations de (10.14.2), j 0 : Y0 ---+X0 est une immersion 
fermée, donc un morphisme séparé, et il suffit d'appliquer (10.15.2). 

Proposition (10.15.7) Soient X un schéma (usuel) localement noethé­
rien, X' une partie fermée de X et X=Xix·• Pour que X soit séparé, il 
faut et il suffit que X,ed le soit, et il suffit que X le soit. 

En effet, avec les notations de (10.8.5), pour que X soit séparé, il 
faut et il suffit que X~ le soit ( 10.15.2), et comme X,cd = (X~)red, il est 
équivalent de dire que x,ed l'est (5.3.1, (vi)). 

10.16. Morphismes affines de schémas formels 

Définition (10.16.1) On dit qu'un morphisme de schémas formels 
f: x---+ 'D est ajjïne ( ou que x est affine sur '!)) si 'D est réunion d'ouverts 
formels affines Va. tels que, pour tout Cl, le schéma formel induit sur l'ouvert 
1- 1 (Va.) de x soit un schéma formel affine. 

Si x et 'D sont des schémas formels affines, tout morphisme f: x---+ 'D 
est donc affine. Le même raisonnement que dans (9.1.2), où l'on remplace 
D(g) par '.!l(g) et où l'on tient compte de (10.2.1), montre que si f: x---+'D 
est un morphisme affine de schémas formels, alors, pour tout ouvert 
U c 'D, le morphisme 1- 1 (U)---+ U, restriction de f, est affine. 

Proposition (10.16.2) Soient x, 'D deux schémas formels, limites in­
ductives de suites (Xn), (Yn) de schémas usuels vérifiant les conditions de 
(10.6.3). Soit f: x---+'D un morphisme de schémas formels limite inductive 
<lune suite de morphismes fn: Xn---+ Yn de schémas usuels. Alors, pour que 
f soit un morphisme affinè, il faut et il suffit que fo: X 0 ---+ Y0 soit un 
morphisme affine. 

Comme les ouverts formels affines de x (resp. 'D) sont exactement 
les ouverts affines de X 0 (resp. Y0 ) (10.6.3), la proposition résulte des 
définitions. 

Corollaire (10.16.3) Sous les hypothèses de (10.16.2), si f est un 
morphisme affine de schémas formels, il est séparé. 

Cela résulte de (1~.16.2), (10.15.2) et (9.1.3). 

Corollaire (10.16.4) Sous les hypothèses de (10.16.2), si f est un 
morphisme affine, alors, pour tout ouvert formel affine U de 'D, 1- 1 (U) 
est un ouvert formel affine de x. 

Cela résulte de (10.16.2) et (9.1.10). 

Proposition (10.16.5) On suppose que tous les schémas formels et 
tous les morphismes de schémas formels considérés dans ce qui suit véri­
fient les hypothèses générales de (10.16.2). 

(i) Le composé de deux morphismes affines est affine. 
(ii) Si f: x---+ 'D est un 6-morphisme affine, le 6' -morphisme f<<S'> est 

affine pour tout changement de base 6'---+ 6. 
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(iii) Si f: x--+ 'D et g : x'--+ 'D' sont deux 6-morphismes affines, le 
morphisme f x 6 g est affine. 

(iv) Si f: x--+'D et g: 'D--+3 sont deux morphismes tels que gof 
soit affine et g séparé, alors f est affine. 

Cela résulte aussitôt de (10.16.2) et des assertions correspondantes 
de (9.1.16), compte tenu de ce que (gof) 0 = g0 of 0 et (f x 6 g)0 = fo x 80 g0 . 

(10.16.6) Supposons toujours vérifiées les hypothèses de (10.16.2), et 
supposons que f: x--+ 'D soit un morphisme affine. Les ouverts affines 
étant les mêmes dans tous les schémas Xn (resp. Yn), il est clair que 
chacun des morphismes fn est affine. Posons Pin= Un)*(0xJ = \j,*(0xJ, 
\j, étant l'application continue sous-jacente à f et à tous les fn; Pin est 
une 0v"-Algèbre quasi-cohérente. En outre, pour tout ouvert formel 
affine V= Spf(A) de 'D, U = 1- 1 (V) est un ouvert formel affine Spf(B) 
de x, avec B=r(V, (!)%) = r(U,J*((!)%)); si l'on pose Bn=r(V,0xJ 
=r(U,Pln), on a P.in=Bn et Best limite projective du système projec­
tif des Bn; en outre, il résulte aussitôt des hypothèses faites que tout 
homomorphisme Bn--+Bm pour m~n est surjectif et a un noyau nil­
potent. Le système projectif (Pin) de faisceaux d'anneaux sur l'espace 
topologique 'D vérifie donc les conditions de (10.6.3), et a évidemment 
pour limite projective le faisceau d'anneaux topologiques Pi=!*((!)%). 

Inversement, supposons donne sur 'D un systéme projectif de fais­
ceaux d'anneaux (Pin) verifiant les conditions de (10.6.3)d tel que chaque 
Pin soit une C9y "-Algèbre quasi-coherénte, les homomorphismes struc­
turaux C9y"--+ Pin formant un système projectif d'homomorphismes de fais­
ceaux. Soit Xn= Spec(Pln), et soit fn :Xn--+ Yn le morphisme structural 
(9.18); l'hypothese b) de (10.6.3) permet d'identifier les espaces topolo­
giques sous-jacents aux Xn, au moyen des morphismes Xm--+Xn corres­
pondant aux homomorphismes P.in--+P.im pour m-::;n; il est clair alors 
que sur cet espace topologique, les faisceaux d'anneaux 0x" vérifient les 
conditions de ( 10.6.3), donc ont pour limite projective le faisceau structural 
(!)% d'un schéma formel x. On appelle encore spectre formel du faisceau 
d'anneaux topologiques Pl le schéma formel x, limite inductive de la 
suite (Xn) de schèmas, et on le note Spf(Pl); le morphisme f: x--+ 'D, limite 
inductive du système inductif Un), est affine en vertu de (10.16.2). 

(10.16.7) Soit x' un troisième schéma for~el, limite inductive de la 
suite (X~) de schémas usuels, vérifiant les conditions de (10.6.3), et soit 
f' : x'--+ 'D un morphisme de schémas formels, limite inductive d'une 
suite de morphismes f~: X~--+ Yn. Supposons que f soit un morphisme 
affine, et formons les 0v"-Algèbres quasi-cohérentes !!8',. = (f~)* (0xJ cor­
respondantes. Pour chaque n, il y a correspondance biunivoque cano­
nique entre les Yn-morphismes gn :Xn--+X~ et les 0v"-homomorphismes 
d'Algèbres quasi-cohérentes d(gn): !!8',.--+P.in (9.1.5), donc aussi entre 
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systèmes inductifs de Yn-morphismes Xn---+X~ et systèmes projectifs de 
0v" -homomorphismes !16',.---+ flln. 

On peut donc dire qu'il y a une équivalence canonique entre deux 
catégories; l'une a pour objets les '!)-schémas formels x affines sur 'D, 
limites inductives de suites de Yn-schémas Xn affines sur Yn et vérifiant 
les conditions de (10.6.3), et pour morphismes les systèmes inductifs de 
Yn-morphismes Xn---+X~; l'autre a pour objets les 0%-Algèbres topologi­
ques fll, limites projectives de systèmes projectifs de (!Jv" -Algèbres quasi­
cohérentes [Jin vérifiant les conditions de (10.6.3) et pour morphismes 
les systèmes projectifs de 0v"-homomorphismes d'Algèbres f?8~---+,'l/J11• 

(10.16.8) Bornons-nous maintenant aux schémas formels locale­
ment noethériens. Alors, si x et 'D sont deux tels schémas, .% (resp. /) 
le plus grand Idéal de définition de x (resp. 'D) (10.5.4), tout morphisme 
f: x---+'D est limite inductive d'une suite de morphismes fn: Xn---+ Yn, 
où Xn=(x,0%/.:ffn+l) et Yn=('D,0v//n+l) (10.6.10). Supposons! affine, 
et soit fll= f *(0x) et .Yf = f *(.%). Alors fJI est une 0'D-Algèbre topolo­
gique telle que: 1 ° fJI/.Yf soit une 0v

0
-Algèbre quasi-cohérente et 

Spec(fll/.Yf) un Y0 -schéma localement noethérien réduit; 2° .Yf/.Yf2 

soit de type fini sur fll/ .Yf; 3° [JI soit limite projective des [Jin= fll/ .Yfn + 1. 

En effet, on se ramène aussitôt au cas où 'D = Spf(A), x = Spf(B), A et 
B étant adiques et noethériens, et / = c;f, .% = 5\'\ ~ et 5\ étant les plus 
grands idéaux de définition de A et B respectivement, l'homomorphisme 
structural cp:A---+B étant continu (autrement dit cp(~)cS\). Comme 
alors fll=B, .Yf=Sl et flln=(B/5\n+lr sur l'espace topologique 'D, les 
propriétés énoncées ci-dessus sont immédiates. Réciproquement, elles 
caractérisent les '!)-schémas formels affines sur 'D et localement noe­
thériens, comme il résulte du raisonnement de (10.16.6) et de (10.6.4). 
En outre, avec les notations de (10.16.7), si x' est aussi un schéma formel 
affine sur 'D et localement noethérien et fll' = f~(0x-), il résulte de 
( 10.6.10, (ii)) qu'il y a correspondance biunivoque canonique entre 
Hom'D(x,x') et l'ensemble des 0v-homomorphismes continus !J11'---+fll; 
on le voit aussitôt en se ramenant au cas où 'D est affine. 

Proposition (10.16.9) Si 'D est un schéma formel localement noethé­
rien, toute immersion fermée (10.14.2) est un morphisme affine. 

Cela résulte aussitôt des définitions. 

Proposition (10.16.10) Si f: X-+ Y est un morphisme qffine de 
schémas (usuels) localement noethériens, Y' une partie fermée de Y et 
X' =f- 1(Y'), le prolongement J: X 1x,---+ Y 1y, aux complétés le long de X' 
et Y' est un morphisme affine de schémas formels. 

Cela résulte aussitôt de (10.16.2), de la définition de J (10.9.1) et de 
l'invariance de la notion de morphisme affine par changement de base 
(9.1.16, (iii)). 



APPENDICE 

Ultraschémas et espaces algébriques de Serre 

1. Spectres maximaux et ultraschémas 

(1.1) Soit X un schéma de Jacobson (6.4.1), et soit S(X) l'espace annelé dont 
l'espace sous-jacent est le sous-ensemble des points fermés de X, et le faisceau 
d'anneaux le faîsceau induit sur ce sous-espace par (!)x, autrement dit le faisceau 
d'anneaux \j,- 1((!.)x), en désignant par \j,: S(X)--+X l'injection canonique. Comme 
\j, est un quasi-homéomorphisme (0, 2.6.2), on a vu que si 0: (!)x--+"1*((!)8<x>) est 
l'homomorphisme de faisceaux d'anneaux tel que 0': \j,- 1((!)x)--+(!)8<x> soit l'iden­
tité, alors jx = ( \j,, 0) est un quasi-isomorphisme d'espaces annelés, et ff >-+ j{(ff) 
une équivalence de la catégorie des (!)x-Modules et de celle des (!)S(x)-Modules. Il 
est clair que dans cette équivalence, aux (!)x-Modules localement libres (resp. 
cohérents) correspondent les (!)S(x)-Modules localement libres (resp. cohérents); en 
outre, si 2 est un (!)x-Module localement libre et si U est un ouvert de X tel que 
2'1U soit isomorphe à ((!)x!U)",jl(!i') est tel que fü!i')l(U n S(X)) soit isomorphe 
à ((!)S(x>l(UnS(X)))". 

(1.2) Soient X, Y deux schémas de Jacobson et f =(p,À): X-+ Y un mor­
phisme localement de type fini. On a vu (6.4.7) que l'on a p(S(X)) c S(Y) et par 
restriction de p à S(X), on définit donc une application continue S(p): S(X)--+ S(Y). 
D'autre part, pour tout ouvert V de Y, on définit par composition un homomor­
phisme d'anneaux 

r(VnS(Y),(!)s(Y)) - r(V,(!)y) -2:_y, ru- 1(V),(!)x) - ,r(J-1(V)nS(X),(!)S(X)) 

où les deux isomorphismes extrêmes ont été définis dans (1.1); il est clair que cela 
définit un homomorphisme de faisceaux d'anneaux S(À): (!)S(Y)--+ p*( (!)s<x>) (en se 
rappelant que les ouverts de S(X) (resp. S(Y)) correspondent biunivoquement à 
ceux de X (resp. Y) (0, 2.6.1)); on obtient ainsi un morphisme d'espaces annelés 
S(J) = (S(p), S(À)): (S(X),(!)8<x>)--+ (S(Y),(!)S(Y)) tel que le diagramme 

X f 
y 

soit commutatif; en outre, si Z est un troisième schéma de Jacobson et g : Y--+ Z 
un morphisme localement de type fini, il est clair que S(gof) = S(g)oS(f). On a 
ainsi défini un foncteur covariant S: C--+C', où C' est la catégorie des espaces 
localement annelés et C la catégorie dont les objets sont les schémas de Jacobson 
et les morphismes sont les morphismes localement de type fini entre schémas de 
Jacobson. 
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(1.3) Proposons-nous de déterminer la sous-catégorie C" de C' formée des 
espaces annelés isomorphes aux S(X) et dont les morphismes proviennent des S(f). 
Supposons d'abord que X=Spec(A), où A est un anneau de Jacobson; alors S(X) 
est l'ensemble des idéaux maximaux de A, muni: 1 ° de la topologie induite par celle 
de X, de sorte qu'une base de cette topologie est formée des om(h)=D(h)nS(X) 
(ensemble des idéaux maximaux m de A tels que h<tm, où h parcourt A); 2° du 
faisceau d'anneaux (!)s<X> tel que r(Dm(h), (!)S(x))=A1 . Nous dirons que cet espace 
annelé est le spectre maximal de l'anneau de Jacobson A et nous le noterons Spm(A). 

On notera que si j: D(h)--+X est l'injection canonique, l'espace annelé induit 
sur om(h) par S(X) est S(D(h)) et l'injection canonique om(h)--+S(X) d'espaces 
annelés est égale à S(i). 

Soient Bun second anneau de Jacobson, Y= Spec(B), cp: B--+A un homomor­
phisme d'anneaux faissant de A une B-algèbre de type fini, f=(•cp,tp):X--+Y le 
morphisme correspondant de schémas, et 

S(f): Spm(A)--+Spm(B) 

le morphisme d'espaces annelés correspondant àf. Il est clair que S(f)=(\j,,0) est 
un morphisme d'espaces localement annelés, c'est-à-dire (0, 4.1.12) que pour tout 
xeSpm(A), 0! est un homomorphisme local. Réciproquement: 

Proposition (1.4) Soient A, B deux anneaux de Jacobson. Si 

u = (\jf, 0): Spm(A)--+ Spm(B) 

est un morphisme d'espaces localement annelés tel que r(0): B--+A fasse de A une 
B-algèbre de type fini, il existe un morphisme de schémas f: Spec(A)--+~pec(B) 
et un seul tel que u= S(f). 

L'unicité de f est évidente, puisque si f =(•cp,tp), on doit avoir <p= r(0); il 
reste à voir que S(f) est défini et qu'on a bien u= S(f). Or, la première assertion 
résulte de ce que <p est supposé faire de A une B-algèbre de type fin~ et par suite 
f(Spm(A)) c Spm(B); le fait que 0! est un homomorphisme local pour tout 
xeSpm(A) permet alors de répéter le raisonnement de (1.6.3) en se bornant aux 
points x de Spm(A): on montre ainsi successivement que \j,(x)=•cp(x) pour tout 
xeSpm(A), puis que 0!= <px: B+<x>--+A,, ce qui achève de prouver que u=S(f). 

(1.5) Considérons maintenant un espace annelé (X, (!)x); nous dirons qu'une 
partie ouverte U de X est ultra-affine si l'espace annelé induit (U, (!)xi U) est iso­
morphe à un spectre maximal Spm(A), où A est un anneau de Jacobson. Nous 
dirons que X est un ultra-schéma si tout point de X admet un voisinage ouvert 
ultra-affine. On montre, comme dans (2.1.3) et (2.1.4), que les ouverts ultra-affines 
forment une base de la topologie de X et que X est un espace de Kolmogoroff. Si Y 
est un second ultra-schéma, nous dirons qu'un morphisme d'espaces annelés 
f: X-+ Y est un morphisme d'ultra-schémas s'il vérifie les conditions suivantes: 
1° f est un morphisme d'espaces localement annelés; 2° pour tout xeX, il y a un 
voisinage ouvert ultra-affine V de f (x) dans Y et un voisinage ouvert ultra-affine U 
de x dans X tels que f(U)cV et que l'homomorphisme r(V, l!\)--+r(U,(!)x) 
correspondant à f fasse de r(U, (!)x) une r(V, ~v )-algèbre de type fini. 

Il est immédiat qu'on définit bien ainsi des morphismes, le composé de deux 
morphismes en étant un troisrème grâce à la remarque finale de (1.3). Il est clair 
que la catégorie Ct ainsi définie est une sous-catégorie de C' qui contient C"; 
nous nous proposons de montrer que C" = C0, autrement dit: 

Proposition (1.6) Le foncteur X>-+ S(X) de C dans C~ est une équivalence de 
catégories. 
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1 ° Montrons d'abord que le foncteur X>-+ S(X) est pleinement fidèle, autrement 
dit que pour X, Y dans C, l'application canonique 

Homc(X, Y)--+ Homc/S(X), S(Y)) 

est bijective. En premier lieu elle est injective: soient en effet f, g deux morphismes 
localement de type fini de X dans Y et supposons que S(f)= S(g). Cela entraîne 
d'abord que pour tout ouvert V de Y, on a 1- 1(V)nS(X)=g- 1(V)nS(X), donc 
((0, 2.7.1) et (0, 2.6.7)) 1- 1(V)= g- 1(V); il suffit donc de prouver que pour tout ouvert 
affine V de Y,f et g coïncident dans 1- 1 (V)= g- 1 (V), autrement dit, on est ramené 
au cas où Y =Spec(B) est le spectre d'un anneau de Jacobson B. Il suffit (2.3.2) 
de montrer que les homomorphismes d'anneaux B--+ r(X, (!\) correspondant à f 
et g sont alors les mêmes. Or, pour tout seB, les images des par ces homomor­
phismes sont deux sections de (!)x au-dessus de X qu~ par hypothèse, induisent la 
même section au-dessus de S(X); on sait donc (0, 3.8.1) que ces sections sont 
identiques, d'où notre assertion. Prouvons en second lieu que tout morphisme 
h: S(X)--+S(Y) (pour la catégorie C~) est de la forme S(f), où f: X-+ Y est un mor­
phisme localement de type fini. Par hypothèse, il existe un recouvrement ouvert 
ultra-affine (Uî) (resp. (V;J) de S(X) (resp. S(Y)) tel que, pour tout Â,, h(Uî) soit con­
tenu dans un V~ et qu'il corresponde au morphisme hi-: Uî--+ V~, restriction de h, 
un homomorphisme d'anneaux r(V~, (!)s(Y))--+ r(Uî, (!)s(X)) faisant du second anneau 
une algèbre de type fini sur le premier. On peut supposer que Uî_ = Ui-n S(X) et 
V~= Vµ n S(Y), où Ui-et Vµ sont des ouverts affines uniquement déterminés dans X 
et Y respectivement; si l'on prouve que, pour tout À, hi-= S(fi-), où A: Ui---+ Vµ 
est un morphisme de type fini, alors il résulte de la première partie du raisonne­
ment, appliquée aux restrictions de f. et f~ à u.n U~, que les fi- sont les restric­
tions d'un même morphisme f:X--+Y, et on aura évidemment h=S(f). On est 
ainsi ramené au cas où X et Y sont affines, et la conclusion résulte alors de (1.4). 

2° Il reste à prouver que tout ultra-schéma X' est de la forme S(X) pour un 
schéma de Jacobson X (qui sera nécessairement unique à isomorphisme près, en 
vertu de 1 °). Il y a un recouvrement (U~) de X' par des ouverts ultra-affines, dont 
chacun est de la forme S(U.), u. étant le spectre d'un anneau de Jacobson. Pour 
tout couple d'indices ex, ~' considérons l'unique ouvert u.~ de u. dont la trace 
sur U~ est U~n U~; en vertu de 1 °, l'automorphisme identique de U~n U~ est 
de la forme S(0.~), où e.~: U •~--+ U ~• est un isomorphisme de schémas. On constate 
aussitôt (eE vertu du 1 °J que la famille (0.iJ vérifie la condition de recollement 
(0, 4.1.7), et que cette famille définit donc un schéma X, tel que les u. s'identifient 
à des ouverts affines de X; il est clair alors que l'on a X'= S(X), ce qui achève la 
démonstration. 

2. Espaces algébriques de Serre 

(2.1) Le langage introduit par Serre dans (FAC) est parfois commode, notam­
ment dans les questions où l'intérêt majeur s'attache aux points rationnels sur le 
corps de base k (algébriquement clos par hypothèse) des «variétés algébriques» 
sur k que l'on considère. Nous allons esquisser ici ce langage en le rattachant aux 
considérations qui précèdent, pour permettre au lecteur de traduire les énoncés 
de Serre en langage des schémas. Il est d'ailleurs possible de développer le langage 
de Serre également pour des schémas sur un corps non algébriquement clos (et 
même sur un anneau artinien) (2.5); mais cela introduit des complications techni­
ques considérables, et d'ailleurs, sur un corps de base arbitraire, les avantages 
(surtout psychologiques) du point de vue de Serre disparaissent; aussi nous tien­
drons-nous dans le cadre fixé par Serre. Le présent numéro, tout comme le pré-



452 Ultraschémas et espaces algébriques de Serre 

cédent, ne sera d'ailleurs pas utilisé dans la suite de ce Traité, et nous nous bornerons 
donc à de brèves indications. 

(2.2) Étant donné un ultra-schéma fixe R, on peut naturellement (comme 
dans toute catégorie) définir la notion de R-ultra-schéma. Considérons en particulier 
un corps algébriquement clos k; Spm(k) est alors identique à Spec(k); nous dirons 
qu'un Spm(k)-ultra-schéma X' est un espace préalgébrique sur k: c'est donc un 
espace k-annelé en anneaux locaux dont tout point a un voisinage ouvert iso­
morphe au spectre maximal d'une k-algèbre de type fini; il revient au même de 
dire (par (1.6)) que X' =S(X), où X est un schéma localement de type fini sur k. 
Si X, Y, Z sont trois k-schémas localement de type fini, il en est de même de X x 2Y 
(6.2.3), donc en vertu de (10.9.6), la notion de produit existe dans la catégorie des 
espaces préalgébriques sur k (aussi bien le produit «sur k» X' xk Y' que le «produit 
fibré» X' x 2 ,Y', où X', Y', Z' sont trois espaces préalgébriques sur k). On peut donc 
définir le morphisme diagonal A~,: X'--+ X' xk X' (qui n'est autre d'ailleurs que S(Ax)); 
on dit que X' est un espace algébrique sur k si X est un schéma séparé, et il revient 
au même de dire que l'image de Ax, est une partie fermée de X' xkX'. 

(2.3) Les simplifications qui proviennent de l'hypothèse que k est algébrique­
ment clos tiennent d'abord à ce que, pour un k-schéma X, localement de type fini, 
il y a correspondance biunivoque entre points fermés de X, points de X à valeurs 
dans k (3.5.3) et points de X rationnels sur k (3.5.4), en vertu de (6.5.3). Cela montre 
en particulier (en vertu de (3.5.2.1)) que pour deux espaces k-préalgébriques X', Y', 
l'ensemble sous-jacent au produit X' xk Y' est identique à l'ensemble produit X' x Y' 
des ensembles sous-jacents (mais bien entendu la topologie de l'espace sous-jacent 
à X' xk Y' n'est pas la topologie produit des topologies des espaces sous-jacents à 
X' et Y', elle est en général strictement plus fine que cette dernière). 

D'autre part, les anneaux locaux (!)x aux points d'un espace préalgébrique X' 
sur k sont des k-algèbres dont on vient de voir que le corps résiduel est isomorphe 
à k; si A et B sont deux telles k:algèbres locales, tout k-homomorphisme <p: A--+B 
est nécessairement local: en effet, si un élément x de l'idéal maximal de A était tel 
que cp(x) soit inversible, il existerait Àek non nul tel que cp(x-À.1) appartienne 
à l'idéal maximal de B, ce qui est absurde puisque x-À.1 est inversible dans A. 
On conclut aussitôt de là que si X'=S(X), Y'=S(Y) sont deux espaces préalgébri­
ques sur k, tout morphisme X'--+ Y' d'espaces k-annelés est aussi un morphisme 
d'espaces localement k-annelés (0, 4.1.12). D'ailleurs, avec les notations précédentes, 
si A et B sont des k-algèbres de type fini, cp fait de B une A-algèbre de type fini; 
donc tout morphisme X'--+ Y' de k-espaces annelés est, en vertu de ( 1.6), de la 
forme S(f), où f: X-+ Y est un morphisme de k-schémas. 

Enfin, pour tout ouvert U de X', toute section ser(U, (!)x,), et tout xeU, s(x) 
(0, 4.1 .9) s'identifie à un élément de k, et l'on a ainsi associé à s une application 
s: x >-+ s(x) de U dans k, autrement dit une section au-dessus de U du faisceau 
d(X') des germes d'applications de X' dans k; comme l'application hu: s >-+ s est 
évidemment un homomorphisme d'anneaux r(U, (!)x,)--+r(U,d(X')) et commute 
aux restrictions à un ouvert V c U, les hu définissent un homomorphisme de 
faisceaux d'anneaux h: (!)x,--+d(X'). Si l'on prend pour U un ouvert ultra-affine 
Spm(A), où A est anneau de Jacobson, dire que s=O signifie que pour tout idéal 
maximal m de A, s appartient à m, ou encore que s est dans le radical de A; mais 
comme A est un anneau de.Jacobson, son radical est égal à son nilraoical: pour 
que hu soit injectif, il faut et il suffit par suite que A soit réduit. 

(2.4) On dit que l'espace k-préalgébrique X'= S(X) est réduit s'il en est ainsi 
de X; comme l'ensemble des points xeX où X est réduit est ouvert (0, 5.2.2), son 
complémentaire contient au moins un point fermé s'il est non vide (IV*, 5.1.11), et 
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il revient donc au même de dire que X' est réduit ou que chacun de ses anneaux 
locaux (!)x (pour xeX') est réduit. On vient de voir dans (2.3) que pour que l'homo­
morphisme h: (!)x,--+d(X') soit injectif, il faut et il suffit que X' soit réduit. Dans 
(FAC), Serre se borne en fait aux espaces préalgébriques réduits, ce qui lui permet 
de définir (!)x, comme un sous-faisceau de d(X'). On notera que si X' et Y' sont 
des k-espaces préalgébriques réduits, il en est de même de X' xk Y': en effet, tout 
revient à voir que si A et B sont deux k-algèbres de type fini réduites, il en est de 
même de A® k B; mais nous avons vu que les radicaux de A et B sont alors réduits 
à 0, et comme k est algébriquement clos, A et B sont des algèbres «séparables» 
sur k au sens de Bourbaki (Bourbakt Alg., chap. VIII, § 7, n° 5, prop, 5); donc 
A®kB est sans radical (loc. cit., n°6, cor. 3 du th. 3), et puisque c'est un anneau 
de Jacobson, il est réduit. Toutefois, si Z' est un troisième espace préalgébrique 
sur k, le «produit fibré» X' x 2 , Y' de deux espaces préalgébriques réduits sur Z' 
n'est pas réduit en général, ce qui implique que la catégorie de ces espaces est 
insuffisante dans de nombreuses questions (notamment dans la théorie des groupes 
algébriques). Mais comme on l'a vu ci-dessus, on peut garder le langage de Serre 
sans se limiter, comme ce dernier (qui en outre ne considère que des espaces pré­
algébriques quasi-compacts), au cas des espaces préalgébriques réduits. 

(2.5) Enfin, on peut aussi considérer des ultra-schémas sur un corps k quel­
conque en conservant un langage qui reste proche de celui de Serre, et en introdui­
sant, comme chez Weil, une extension algébriquement close fixe K de k (choisie 
assez grande, par exemple de degré de transcendance infini sur k, pour avoir 
suffisamment de «points génériques» au sens de Weil). A tout schéma X locale­
ment de type fini sur k, on associe alors l'ensemble SK(X)=S(X®kK) des points 
de X à valeurs dans K; on a une application canonique j: SK(X)--+X que l'on 
démontre être un quasi-homéomorphisme quand on munit SK(X) de la topologie 
image réciproque de celle de X par j; on munit SK(X) du faisceau de k-algèbres 
r 1((!)x), et on obtient ainsi une sous-catégorie de la catégorie c!es espaces locale­
ment k-annelés, que l'on pourrait appeler catégorie des (k, K)-espaces préalgébri­
ques. On peut montrer qu'on y peut encore définir des produits et généraliser les 
résultats de (2.3) et (2.4) {d(X') étant ici remplacé par le faisceau dK(X') des 
germes d'applications de X' dans K). Toutefois ce point de vue fait jouer un rôle 
artificiel à un surcorps arbitrairement choisi de k, et nous ne le signalons que 
pour le rejeter. 
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Index des notations 

Ens (catégorie des ensembles): 0, 1.1.1 
hx(Y), hx(u) (X, Y objets d'une catégorie C, u morphisme de C): 0, 1. 1.1 
Hom(C°,Ens) (catégorie des morphismes fonctoriels de C° dans Ens): 0, 1.1.2 
C/S (catégorie des S-objets de C): 0, 1.1.11 
r(X/S) (ensemble des S-sections de u: X---+S): 0, 1.1.11 
hx(Y), h~(u) (X, Y objets d'une catégorie C, u morphisme de C): 0, 1.1.12 
X x Y (produit dans une catégorie C): 0, 1.2.1 
X x 8 Y (produit fibré sur S des objets X, Y): 0, 1.2.2 
Hom 8(U, V) (ensemble des S-morphismes U---+ V): 0, 1.2.2 
(f,g)s,(f,g) (S-morphisme T---+XxsY correspondant à f:T---+X et g:T---+Y): 

0, 1.2.3 
ux 8v (S-morphisme X'xsY'---+XxsY correspondant à u:X'---+X et v:Y'---+Y): 

0, 1.2.4 
r1 (morphisme graphe de f): 0, 1.2.11 

X 1 x 8 X2 x 5 ... X 5 X., ITs X1 (produit fibré den objets): 0, 1.2.13 
1 ::s:;1::s;n 

fi x 8 f 2 x 8 • .. x 8 f., f1s f 1 (S-morphisme correspondant aux S-morphismes 
1 ::s:;1::s;n 

f 1 : Xi-+ Y1): 0, 1.2.13 
Xll 8 Y (somme amalgamée sur S des objets X, Y): 0, 1.2.16 
X<q,J• X<s·J (image réciproque du S-objet X par Je changement de base cp: S'---+S): 

0, 1.3.1 
f <S'> (image réciproque du S-morphisme f par le changement de base S'---+S): 

0, 1.3.1 
Ker(f 1,f 2) (noyau de deux morphismes X---+Y): 0, 1.4.2 

N y X ~ Y (diagramme de morphismes): 0, 1.4.2 

Axis, Aq,, Ax, A (morphisme diagonal X---+X x 8X): 0, 1.4.3 
Ker(u 1.u 2 ,u 3) (objet des coïncidences de trois morphismes): 0, 1.4.13 
utl (objet de HoI11c.(F(T),X') correspondant à ueHoI11c(T,F"d(X'))): 0, 1.5.2 
u'P (objet de HoI11c(T,F"d(X')) correspondant à u'eHoI11c.(F(T),x'))): 0, 1.5.2 
pad (foncteur adjoint à droite): 0, 1.5.2 v• (objet de HoI11c,(X',F(T)) correspondant à veHoillc("dF(X'),T)): 0, 1.5.3 
v'11 (objet de Hoillc("dF(X'), T) correspondant à ueHoI11c,(X',F(T))): 0, 1.5.3 
•dp (foncteur adjoint à gauche): 0, 1.5.3 
crx,, Px· (morphismes canoniques F(F"d(X'))---+X', X'-+ F("dF(X'))): 0, 1.5.1 et 0, 1.5.3 
.O(X), ij(X), i!f(X), (t(X), (vc(X), .Oc(X), <Pqc(X) (X espace topologique): 0, 2.6.1 
Top (catégorie des espaces topologiques): 0, 2.9.1 
Sob (catégorie des espaces sobres): 0, 2.9.1 
'X (espace sobre associé à un espace topologique X): 0, 2.9.2 
Ouvx (catégorie des ouverts d'un espace topologique X): 0, 3.1.1 
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.?FIU, u!U (préfaisceau induit par un préfaisceau .?F, morphisme induit par un 
morphisme u, sur un ouvert U): 0, 3.1.4 

.?F,. (fibre en x d'un préfaisceau .?F): 0, 3.1.5 
u" (morphisme .?F,_-+<§" correspondant en x à un morphisme de préfaisceaux 

u: .?F-+<§): 0, 3.1.5 
r(U,.?F) (ensemble des sections de .fF au-dessus de U): 0, 3.1.5 
s!V (restriction à V c U d'une section ser(U,.?F)): 0, 3.1.5 
s" (germe en x d'une sections): 0, 3.1.5 
u(s) (image d'une section par un morphisme): 0, 3.1.5 
Supp(.?F) (support d'un faisceau .?F): 0, 3.1.5 
\j,*(.?F) (image directe d'un pré faisceau .fF par une application continue \j,): 0, 3.4.1 
\jf*(u) (u morphisme de préfaisceaux): 0, 3.4.2 
"1x (morphisme (\j,*(ff)¼<x>-+.?F,_ en un point x): 0, 3.4.4 
Ho~(<§,.?F) (ensemble des \j,-morphismes <§-+\j,*(.?F)): 0, 3.5.1 
\j,- 1(<§) (image réciproque d'un préfaisceau <§): 0, 3.5.3 
v>-+v•, u>-+u# (isomorphisme de Homx("1- 1(<§),.?F)) sur Homy(<§, \j,*(ff)) et son 

réciproque: 0, 3.5.3 
\j,- 1(w) (w morphisme de préfaisceaux): 0, 3.5.4 
p(§, cr ffe (morphismes canoniques <§-+\j,*(\j,-1(<§)), \j,- 1(\j,*(ff))-+ff): 0, 3.5.3 et 

0, 3.5.4 
(!)x, (!)x.x, (!)" (faisceau structural d'un espace annelé X, fibre de ce faisceau en 

XEX): 0, 4.1.1 
1,e (section unité du faisceau structural): 0, 4.1.1 
#; N .fF (.?F {!}x-Module): 0, 4.1.5 
,/.?F (,/ {!}x-ldéal, .fF {!}x-Module): 0, 4.1.6 
(!)1 (sous-faisceau de groupes multiplicatifs de @x): 0, 4.1.8 
9'((!)x) (faisceau des germes de sections régulières de @x): 0, 4.1.8 
mx, K(x) (idéal maximal et corps résiduel de (!)x.x): 0, 4.1.9 
J(x) (valeur d'une section en x): 0, 4.1.9 
Yir (ensemble des xeX où J(x)#0): 0, 4.1.9 
'I' *(.?F), 'l'*(u), 'I' *(.?4) (image directe par 'I': X-+ Y d'un {!}x-Module, d'un @x-homo­

. morphisme, d'une <Px-Algèbre): 0, 4.2.1 et 0, 4.2.4 
d(X), d(.?F), d(.?4) (image directe par f: X-+S, morphisme structural, de (!)x, 

d'une <Px-Module .?F, d'une {!}x-Algèbre .?4): 0, 4.2.7 
d(h) (image d'un S-morphisme h : X-+ Y): 0, 4.2. 7 
d(u) (image d'un {!}y-homomorphisme u: <§-+h*(F)): 0, 4.2.7 
'l'*(f'§) (image réciproque d'un (!)y-Module): 0, 4.3.1 
'l'*(v) (image réciproque d'un @y-homomorphisme): 0, 4.3.1 
'l'*(,f) lDx, ,/ (!)x, ,I .fF (,/ (!)y-Idéal, .fF {!}x-Module): 0, 4.3.5 
vt, v•, uf, u# (v: 'l'*(f'§)-+ .fF (!)x-homomorphisme, u :<§-+ 'I' *(.?F) (!)y-homomor-

phisme): 0, 4.4.3 
p(jl, CT:;; (homomorphismes canoniques): 0, 4.4.3 
Esp. ann, Esp. ann/S (catégorie des espaces annelés, des S-espaces annelés): 0, 4.5.3 
FaisE,p. annis (catégorie des faisceaux d'ensembles sur la catégorie Esp, ann1s): 

0,4.5.6 
2- 1 (2 @x-Module localement libre de rang 1): 0, 5.4.3 
r*(X,2), r*(2), r*(2,.?F) (2 {!}x-Module localement libre de rang 1, .fF {!}x-Mo­

dule): 0, 5.4.6 
illl(X), Wl.(X) (ensemble de représentants de {!}x-Modules localement libres de 

rang n): 0, 5.6.1 
cl(@') (classe d'un <Px-Module localement libre): 0, 5.6.1 
Pic(X) (groupe de Picard de X): 0, 5.6.2 
Pic(u) (homomorphisme de groupes de Picard): 0, 5.6.4 
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A{T1, ••• , T,} (anneau de séries formelles restreintes): 0, 7.5.1 
A{s- 1} (anneau complet de fractions): 0, 7.6.1 
a{s- 1

} (a idéal ouvert de A): 0, 7.6.9 
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A 1n, a1n, A:si (f élément de A, a idéal ouvert de A, S ensemble multiplicatif 
d'éléments de A): 0, 7.6.15) 

(M @ANr, M @ÂN (produit tensoriel complété): 0, 7.7.l 
u@ v (produit tensoriel complété d'homomorphismes): 0, 7.7.3 
Spec(A),ix, mx, K'.(x) (A anneau, xeSpec(A)): 1, 1.1.1 
f(x), Mx (x eSpec(A),f eA, MA-module): 1, 1.1.1 
r (E) (radical de l'idéal engendré par E c A): 1, 1. 1.1 
V(E) (ensemble des xeSpec(A) tels que Ecix): 1, 1.1.1 
V(f), D(f), X1 (f eA): 1, 1.1.1 
•cp, <px (<p homomorphisme d'anneaux): 1, 1.2.1 
S1,Ar M1 (feA, MA-module): 1, 1.3.1 
P9 ,1 , rYx (D(f) :::,D(g), xeSpec(A): 1, 1.3.3 

À,(!\, M (A anneau, X= Spec(A), MA-module): 1, 1.3.4 
01 (feA): I, 1.3.4 
ü (u A-homomorphisme de A-modules): I, 1.3.5 
Idem(A) (ensemble des idempotents de A): I, 1.3.15 
A(X) (X schéma affine): I, 1.6.1 
Hom.

00
(X, Y), Hom 100 (X, Y) (X, Y espaces localement annelés): I, 1.6.2 

P1oc, •cp ( <p homomorphisme d'anneaux): 1, 1.6.3 
~/Y (Y partie fermée irréductible d'un schéma): 1, 2.1.6 
Sch (catégorie des schémas): 1, 2.3.1 
3 ,/ (3 idéal de A. X A-schéma, fF lDx-Module): 1, 2.3.2 
Sc_~s (catégorie des S-schémas): 1, 2.3.6 
AfJ (catégorie des schémas affines): 1, 2.3.6 
Fàis1sch• Fais/Aff (catégories des faisceaux d'ensembles sur Sch et Aff): 1, 2.3.6 
{y} (Spec{K(y)) par abus de langage): 1, 2.5.5 
{y}--+ Y, y--+Y (morphisme canonique pour yeY): 1, 2.5.5 
Homs(X, Y) ( ensemble des S-morphismes X--+ Y): 1, 2.6.2 
:gx., X 11IX2 ll···IIX. (somme de schémas): 1, 3.1 
X XsY, X xAY (produit de S-schémas, de A-schémas (A anneau)): 1, 3.2.2 
X ®sB, X ®AB (Spec(B) S-schéma, BA-algèbre): 1, 3.2.2 
(g,h)s (g:T--+X, h:T--+Y, S-morphismes): 1, 3.2.2 
u x sV (u:X'--+X, v:Y'--+X S-morphismes): I, 3.2.2 
(g,h)A, u xAv (g,h,u,v A-morphismes): 1, 3.2.2 
fF ®@• <§, fF @s'# (fF lDx-Module, <§ @y-Module): 1, 3.3.1 
1- 1(s), Xs (fibre en un point seS d'un morphisme f: X--+S): 1, 3.4.7 
fs (f:X--+ Y S-morphisme, seS): I, 3.4.8 
X(T) (X, T schémas): 1, 3.5.1 
X(T)s (X, T S-schémas): I, 3.5.2 
X(B), X(B)A (A,B anneaux): 1, 3.5.3 
1- 1(Y') (f: X--+ Y morphisme, Y' sous-schéma de Y): 1, 4.3.1 
Z~Y (Y,Z sous-schémas de X): 1, 4.3.8 
.Kx (nilradical du schéma X): I, 4.5.1 
x,ed (schéma réduit associé à X): 1, 4.5.3 
fred (f morphisme): 1, 4.5.10 
rg(X) (X schéma fini sur un corps K): I, 6.5.6 
n(X) (nombre géométrique de points d'un schéma X fini sur un corps K): 1, 6.5.9 
?ff (prolongement en un sous-faisceau de fF d'un sous-faisceau<§ de ff!U): 1,6.9.1 
§'

00
"' (topologie constructible sur un schéma): 1, 7.2.11 
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xcons (schéma X muni de la topologie constructible): 1, 7.2.11 
fcons (f morphisme): 1, 7.2.12 
JIU (restriction à un ouvert U d'une application rationnelle): 1, 8.1.2 
R(X) (anneau des fonctions rationnelles sur un schéma X): 1, 8.1.3 
codimyF (codimension d'une partie F d'un schéma Y): 1, 8.2.10 
.?l(X) (faisceau des fonctions rationnelles sur un schéma X): 1, 8.3.2 
Spec(.?4) (spectre d'une lDs-Algèbre quasi-cohérente .?4): 1, 9.1.8 
Aff(X/S), x0 (enveloppe affine d'un S-schéma X): 1, 9.1.21 
g0 (g S-morphisme): I, 9.1.21.5 
.A (.lt .?4-Module quasi-cohérent): 1, 9.2.4 
Daf(U/S) (défaut d'affinité d'un ouvert U de S): 1, 9.3.7 
S(E), SA(E) (algèbre symétrique d'un A-module E): 1, 9.4.1 
S(0'), SA(@') (Algèbre symétrique d'un d-Module @'): 1, 9.4.4 
S(u) (u homomorphisme de A-Modules): 1, 9.4.4 
V(@') (fibré vectoriel sur S défini par un lDs-Module quasi-cohérent@'): 1, 9.4.9 
Ai(@',,/) (foncteur ensembles algébriques défini par l'idéal,/ deS(th')): 1, 9.5.2 
Al(@',,/) (S-schéma en ensembles algébriques défini par,/): 1, 9.5.3 
Hom(@',.?) (@' lDs-Module quasi-cohérent,.? lDs-Module localement libre de rang 

fini): 1, 9.6.1 
End(@') (@' lDs-Module localement libre de rang fini): 1, 9.6.2 
GL (E) (groupe d'automorphismes d'un A-module E): 1, 9.6.3 
GL(n,A) (groupe d'automorphismes du A-module A"): 1, 9.6.3 
GL(@') (@' lDs-Module localement libre de rang fini): 1, 9.6.4 
G"(E) (grassmannienne d'un espace vectoriel E): 1, 9.7.1 
P(E) (espace projectif associé à l'espace vectoriel E): 1, 9.7.1 
Grass.(@') (foncteur grassmannienne d'un lDs-Module quasi-cohérent@'): 1, 9.7.3 
Grass.(g) (g S-morphisme): 1, 9.7.3 
Grass.(@') (grassmannienne d'un lDs-Module quasi-cohérent@'): 1, 9.7.5 
P(@') (fibré projectif défini par un lDs-Module quasi-cohérent@'): 1, 9.7.5 
Grass.(g) (g épimorphisme de lDs-Modules quasi-cohérents): 1, 9.7.8 
ro8 (morphisme de Plücker): 1, 9.8.1 
ç8_g;,ç (morphisme de Segre): 1, 9.8.6 
Drapm(E) (ensemble des drapeaux de type m d'un espace vectoriel E): 1, 9.9.1 
Drapm(@') (ensemble des drapeaux de type m dans un lDs-Module quasi-cohérent 

@'): 1, 9.9.2 
Drapm(g) (g S-morphisme): 1, 9.9.2 
i8 (immersion d'un fibré en drapeaux dans un produit de grassmanniennes): 

1, 9.9.3 
Drapm(@') (fibré en drapeaux de type m d'un lDs-Module quasi-cohérent@'): 

1, 9.9.4 
Drapm(u) (u épimorphisme de lDs-Modules quasi-cohérents): I, 9.9.6 
Stiefp(@') (ensemble des décompositions de Stiefel de type p d'un lDs-Module 

localement libre de rang fini@'): 1, 9.10.1 
Stie~1/0') (fibré en variétés de Stiefel d'un lDs-Module localement libre de rang fini 

@'J: 1, 9.10.2 
Spf(A) (spectre formel d'un anneau topologique admissible A): 1, 10.1.2 
(D~ (faisceau structural sur le spectre formel X= Spf(A)): 1, 10.1.2 
!>(f) (f eA, A anneau topologique admissible): 1, 10.1.4 
<p (cp: B--+A homomorphisme continu d'anneaux admissibles): 1, 10.2.1 
:r1 (J idéal ouvert d'un anneau admissible): 1, 10.3.1 
Hollle;(X, 'I)) (ensemble des 6-morphismes X--+'I) de 6-schémas formels): 1, 10.4.7 
x,ed (X schéma formel): 1, 10.5.4 
X x 6 'I) (produit de 6-schémas formels): 1, 10.7.3 
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:IF fX', # (fomplété d'un lDx-Module quasi-cohérent :IF le long d'un sous-schéma 
X' de X): 1, 10.8.2 

urx, û Ju homomorphisme de lDx-Modules quasi-cohérents): 1, 10.8.2 
Xrx,, X (X schéma, X' partie fermée de X): 1, 10.8.3 
ix (morphisme canonique Xrx,-+X): 1, 10.8.5 
y (homomorphisme canonique :!F-+\jf*(:JF rx,)): 1, 10.8.5 
J (f morphisme de schémas usuels): 1, 10.9.1 
M'\ ut. (MA-module, u A-homomorphisme de A-modules, A anneau adique): 

I, 10.10.1 
Al:16, Al! (~ schéma formel): 1, 10.15.1 
S(~) (espace annelé associé à un schéma de Jacobson): App., 1.1 
S(f) (f morphisme localement de type fini de schémas de Jacobson): App., 1.2 
Spm(A) (spectre maximal d'un anneau de Jacobson A): App., 1.3 
D"'(h) (h élément d'un anneau de Jacobson): App., 1.3 
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Adhérence schématique d'un sous-sché­
ma: 1, 6.10.2 

d-Algèbre (d faisceau d'anneaux com-
mutatifs): 0, 4.1.3 

A-algèbre topologique: 0, 7.1.1 
Anneau adique, J-adique: 0, 7.1.9 
- admissible: 0, 7.1 .2 
- complet de fractions d'un anneau 

linéairement topologisé: 0, 7-6-5 
- de Jacobson: 1, 6.4.1 
- des fonctions rationnelles sur un 

schéma irréductible: I, 2.1.6 
- de valuation: 0, 6.5.6 
- d'un schéma affine: 1, 1.6.1 
- formellement intègre: 0, 6.5.14 
- linéairement topologisé: 0, 7.1.1 
- local de dimension 1 : 0, 6.5.7 
- - d'une partie fermée irréductible 

Y dans un schéma X, anneau local 
de X le long de Y: 1, 2.1.6 

- - unibranche, géométriquement 
unibranche: 0, 6.5.10 

- normal: 0, 6.5.1 
- préadique, J-préadique: 0, 7.1 .9 
- préadmissible: 0, 7.1.2 
Annulateur d'un (!\-Module: 

0, 5.3.10 
Antifiltre: 0, 2.1.8 
Apparentés (sous-anneaux locaux -) : 

1,8.5.3 
Application constructible: 0, 2.5.1 
- de Plücker: 1, 9.8.1 
- dominante: 0, 2.1.12 
- globalement constructible: 0, 2.5.1 
- ouverte en un point: 0, 2.10.1 
- rationnelle, S-application ration-

nelle: 1, 8.1.2 
- - définie en un point: 1, 8.2.1 
- - induite sur un ouvert: 1, 8.1.2 
- - - sur Spec(lDx.x): 1, 8.2.8 
Associé (lDx-Module -) à un d(X)­

Module: 1, 9.2.4 

Calcul argument par argument: 0, 1 .1.13 
Carré cartésien: 0, 1.2.4 
Centre d'un schéma local: 1, 2.5.1 
- d'un trait: 1, 5.5.1 
Codimension d'une partie d'un schéma: 

1, 8.2.10 
Cohérent (lDx-Module -): 0, 5.3.1 
Cohérente (lDx-Algèbre -): 0, 5.3.9 
Complété d'un lDx-Module, d'un homo-

morphisme de lDx-Modules, le long 
d'une partie fermée: 1, 10.8.2 

- d'un schéma le long d'une partie 
fermée: 1, 10.8.3 

Composé d'un \j,-morphisme et d'un 
\j,'-morphisme de préfaisceaux: 
0,3.5.2 

- d'un '!'-morphisme et d'un '!''-mor­
phisme de Modules: 0, 4.4.2 

- de morphismes d'espaces annelés: 
0, 4.1.1 

Condition de recollement: 0, 3.3.1 et 
0,4.1.7 

Conoyau de deux morphismes: 
0, 1.4.14 

Corps de base d'un schéma algébrique 
ou localement algébrique: I, 6.5.1 

C-anneau, C -groupe, C-module, etc.: 
0, 1.6.3 

Décomposition de Stiefel de type p: 
1, 9.10.1 

Défaut d'affinité d'un ouvert dans un 
schéma: 1, 9.3.7 

Déterminant (section -): 1, 9-6.4 
Diagonale d'un schéma: 1, 5. 1.2 
Diagramme exact d'applications: 0, 1.4.1 
- - de morphismes: 0, 1 .4.2 
Di-homomorphisme de C-objets: 0, 1.6.2 
Domaine de définition d'une application 

rationnelle: 1, 8.2.1 
Drapeau de type m dans un espace vec­

toriel: 1, 9.9.1 
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Drapeau de type m dans un Module 
quasi-cohérent: 1, 9.9.2 

Dual d'un (!\-Module: 0,4.1.5 

Elément topologiquement nilpotent 
d'un anneau topologique: 0, 7.1.1 

Engendré par une famille de sections 
(lDx-Module -): 0, 5.1.1 

Endomorphisme universel; 1, 9.6.4 
Ensemble algébrique défini par un idéal 

J: 1, 9.5.1 
- - sur S défini par un Idéal ,/: 

1, 9.5.2 
- constructible: 0, 2.3.10 
- des coïncidences de deux applica-

tions: 0, 1.4.1 
- des coïncidences de plusieurs appli­

cations: 0, 1.4.13 
- globalement constructible, globale­

ment quasi-constructible: 0, 2.3.2 
- ind-constructible: I, 7.2.2 
- où s'annule une section d'un Mo-

dule: 0, 4.1.9 
- pro-constructible: 1, 72.2 
- quasi-constructible: 0, 2.3.10 
- rétrocompact: 0, 2.3.1 
- submersif sur son image, universel-

lement submersif sur son image: 
1, 3.10.2 

- très dense: 0, 2.6.3 
Enveloppe affine d'un S-schéma: 

1, 9.121 
Espace algébrique sur un corps algé­

briquement clos: App., 22 
- affine de dimension n sur un 

anneau: 1, 9.5.1 
- annelé: 0, 4.1.1 
- - induit sur une partie de l'espace 

sous-jacent: 0, 4.1.2 
- - intègre en un point, - normal 

en un point, - réduit en un point, 
- régulier en un point: 0, 4.1.4 

- - normal, - réduit, - régulier: 
0, 4.1.4 

- - obtenu par recollement: 0, 4.1.7 
- - plat sur un espace annelé Y, 

espace annelé Y-plat: 0, 5.7.l 
- commutativement annelé: 0, 4.1.1 
- de Jacobson: 0, 2.8.1 
- de Kolmogoroff: 0, 2.1.2 
- dominant un autre espace: 0, 2.1.12 
- localement annelé: 0, 4.1.9 
- - irréductible: 0, 2.1.6 

Espace localement noetherien: 0, 2.2.1 
- préalgébrique sur un corps algé­

briquement clos: App., 2.2 
- - réduit: App., 2.4 
- projectif d'un espace vectoriel: 

1,9.7-1 
- sobre: 0, 2.1.1 
- sous-jacent à un espace annelé: 

0,4.1.1 
- topologiquement annelé: 0, 4.1. 1 
Essentiellement de type fini 

(A-algèbre-): 0, 6.3.14 

Factorisation canonique d'une immer­
sion: 1, 4.2.1 

Faisceau associé à un préfaisceau: 
0,3.5.6 

- à valeurs dans une catégorie: 
0, 3.1.1 

- cohérent d'anneaux: 0, 5.3.9-
- d'anneaux intègre en un point, 

- normal en un point, - réduit en 
un point, - régulier en un point: 
0, 4.1.4 

- - normal, - réduit, - régulier: 
0, 4.1.4 

- - gradués: 0, 4.1.4 
- défini sur une base d'ouverts: 

0, 3.2.2 
- des fonctions rationnelles sur un 

schéma: 1, 8.3.2 
- de torsion d'un lDx-Module: 1, 8.4.1 
- d'idéaux: 0, 4.1.3 
- induit sur un sous-ensemble: 
- localement simple: 0, 3.6.1 
- obtenu par recollement: 0, 3.3.1 
- pseudo-discret: 0, 3.9.1 
- simple: 0, 3.6.1 
- structural d'un espace annelé: 

0, 4.1.1 
- - sur Spec(A): 1, 1.3.4 
- sur Spec(A) associé à un A-module: 

1,1.3.4 
- sur la catégorie Esp. ann/S: 0, 4.5.6 
Fibre d'un faisceau: 0, 3.1.5 
- d'un morphisme de schémas (en 

tant que schéma): 1, 3.4.7 
- rationnelle sur K du fibré V(@'), au­

dessus d'un points: 1, 9.4.10 
Fibré en drapeaux de type m d'un @8-

Module quasi-cohérent: 1, 9.9.4 
- en variétés de Stiefel de type p d'un 

@8-Module localement libre: 1, 9.10.2 
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Fibré projectif défini par un @8-Module 
quasi-cohérent: I, 9.7.5 

- vectoriel défini par un @8-Module 
quasi-cohérent: I, 9.4.9 

Filtration J-préadique: 0, 7-J.9 
Foncteur adjoint à droite: 0, 1.5.2 
- - à gauche: 0, l.S.3 
- pleinement fidèle: 0, 1.1.5 
- représentable: 0, 1.1.8 et 1.1.12 
- «ensemble algébrique défini par 

un Idéal»: 1, 9.5.2 
Fonction rationnelle sur un schéma: 

I, 8.1.2 
Fondamental (lDx-Module) sur une 

grassmannienne: I, 9.7.5 

Générisation d'un point: 0, 2.1.1 
Gradué (lDx-Module -): 0, 4.J.4 
Graphe d'un morphisme (en tant que 

schéma): I, 5.1.4 
Grassmannienne d'un espace vectoriel: 

I,9.7-1 
- d'un @8-Module quasi-cohérent: 

I, 9.7.5 
Groupe de Picard d'un espace annelé: 

0, 5.6.2 
- linéaire relatif à un A-module: 

I, 9.6.3 

Homéomorphisme universel de 
schémas: 1, 3.8.1 

Homomorphisme canonique 
<§'@ @s' g* (f * ( ff) )-> f ~ ( <§'@ @s ff) : 
I, 9.3.1 

- continu de faisceaux d'anneaux 
topologiques: 0, 3. 1.3 

- d'un @y-Module dans un lDx­
Module: 0,4.4.J 

- défini par une famille de sections 
d'un lDx-Module: 0, 5.1 .1 

- universellement injectif de lDx­
Modules libres: 0, 5.5.5 

Homomorphismes canoniques dans un 
produit tensoriel complété: 0, 7-7-6 

- d'objets d'une catégorie munis de 
lois de composition: 0, 1.6.2 

Idéal de définition d'un anneau admis­
sible: 0, 7.1.2 

- de définition d'un schéma formel: 
I, 10.5.J 

- de définition d'un schéma formel 
affine: I, 10.3.3 

ldeal d'un faisceau d'anneaux: 0, 4.1.3 
Image directe d'un lDx-Module: 0,4.2.1 
- - d'un préfaisceau: 0, 3.4.J 
- d'une S-section: I, 5. J .4 \ 
- réciproque d'un @y-Module: 0, 4.3.1 
- - d'un S-objet, d'un S-morphisme, 

par changement de base: 0, J.3.1 
- - d'un préfaisceau: 0, 3.S.3 · 
- - d'un sous-schéma par un 

morphisme: I, 4.3.1 
- réciproque d'une section d'un 

@y-Module: 0, 4.4.3 
Image schématique d'un sch~ma par un 

morphisme: I, 6.10.1 
Immersion canonique X x8Y->X xTY: 

I, 5.1-3 
Immersion, immersion fermée, immer­

sion ouverte de schémas: 1, 4.2.1 
-, immersion fermée d'espaces annelés 

1, 4.2.5 
- fermée de schémas formels: 

I, 10.14.2 
- locale en un point, immersion 

locale: I, 4.4. 1 
- ouverte d'espaces annelés: 0, 4.5.1 
Injection canonique d'un espace annelé 

induit sur un ouvert: 0, 4.1.2 
- - d'un sous-schéma: 1, 4.1.4 
- - d'un sous-schéma formel: 

I, 10.14.2 
Inverse d'un lDx-Module localement 

libre de rang 1: 0, 5.4.3 
Inversible (lDx-Module -): 0, 5.5.9 
Isomorphisme associé à une immer-

sion: I, 4.2.1 
- d'objets d'une catégorie munis de 
· lois de composition: 0, 1 .6.2 

- local en un point, isomorphisme 
local: I, 4.4.2 

Limite inductive dans une catégorie: 
0, 1.1.12 

- projective dans une catégorie: 
0, 1 .1 .9 

- - de lDx-Modules: I, 10.6.6 
Localement libre, localement libre de 

rang fini, localement libre de rang n 
(lDx-Module -): 0, 5.4.1 

Localité d'un point à valeurs dans un 
anneau local: I, 3.5.4 

Loi de composition interne, loi de 
composition externe sur un objet 
d'une catégorie: 0, 1 .6.1 



Index terminologique 463 

Module ((!)x -) sur un espace annelé: 
0,4.1.3 

A-module linéairement topologisé (A 
anneau linéairement topologisé): 
0, 7.1.1 

- quasi-fini (A anneau local): 0, 7.4.1 
S-morphisme dans une catégorie C/S: 

0, 1.1.11 
Morphisme codiagonal dans une 

catégorie: 0, 1-4.14 
- diagonal dans une catégorie: 

0, 1.4.3 
Morphisme fonctoriel représentable 

dans une catégorie: 0, 1.7.4 
- - - par un morphisme apparte­

nant à un ensemble f?i' de mor­
phismes d'une catégorie: 0, 1.7-7 

- graphe dans une catégorie: 0, 1.2.11 
- structural dans une catégorie C /S: 

0, 1.1.11 
\j,-morphisme de préfaisceaux: 0, 3.5.1 
Morphisme d'espaces annek~: 0,4.1.1 
- fidèlement plat d'espaces annelés: 

0, 5.7.7 
- plat en un point, morphisme plat 

au-dessus d'un point, morphisme 
plat d'espaces annelés: 0, 5.7.1 

- d'espaces localement annelés: 
0,4.1.12 

'!'-Morphisme de Modules: 0, 4.4.1 
Morphisme de préfaisceaux définis sur 

une base d'ouverts: 0, 3.2.3 
- de schémas affines: 1, 1.6.5 
- de schémas: 1, 2.3.1 
- de schémas au-dessus de S, S-mor-

phisme de S-schémas A-morphisme 
(pour S = Spec(A)): 1, 2.6.1 

- affine dè schémas: 1, 9.1.1 
- birationnel de schémas: 1, 2.3.4 
- canonique Spec((!)y/ay)-+Y (Y 

schéma, yeY): 1, 2.5.1 et 2.5.4 
- canonique 

Drapm(@')-+ TI 8Grassm,(0'): 
1, 9.9.3 1 ,;;;s;p 

- - Drapm(@')-+Drapm,(13'): 1, 9.9.8 
- - Stiefp(@')-+Drapm(@'): 1, 9.10.3 
- de Plücker: 1, 9.8.2 
- de Segre: 1,.9.8.6 
- (de schémas) de présentation finie 

en un point, localement de présenta­
tion finie: 1, 6.2. 1 

- (de schémas) de présentation finie: 
1, 6.3.7 

Morphisme (de schémas) de type fini en 
un point, localement de type fini: 
1, 6.2.1 

- (de schémas) de type fini: 1, 6.3.2 
- dominant de schémas: 1, 2.3.3 
- fermé de schémas: 1, 2.3.3 
- générisant en un point, morphisme 

générisant de schémas: 1, 3.9.2 
- injectif de schémas: 1, 2.3.3 
- (de schémas) majoré par une 

injection canonique: 1, 4.1.5 
- ouvert de schémas: 1, 2.3.3 
- (de schémas) ouvert en un point: 

1, 2.3.3 
- de schémas possédant la propriété 

P universelle: 1, 3.4.3 
- quasi-compact de schémas: 1, 6.1.1 
- (de schémas) quasi-fini en un point, 

localement quasi-fini, quasi-fini: 
1, 6.11.3 

- quasi-séparé de schémas: 1, 6.1.3 
- radiciel de schémas: 1, 3-7-2 
- (de schémas) radiciel en un point: 

I, 3.7.4 
- (de schémas) schématiquement 

dominant: 1, 5.4.2 
- séparé de schémas: 1, 5.2.1 
- structural d'un S-schéma: 1, 2.6.1 
- submersif de schémas: 1, 3.10.1 
- surjectif de schémas: 1, 2.3.3 
- (de schémas) universellement 

bicontinu: 1, 3.8.1 
- (de schémas) universellement 

fermé: 1, 3.8.1 
- (de schémas) universellement 

générisant en un point, universel­
lement générisant: 1, 3.9.2 

- (de schémas) universellement 
ouvert: 1, 3.8.1 

- (de schémas) universellement 
ouvert en un point: 1, 3.8.5 

- (de schémas) universellement 
submersif: 1, 3.10.1 

- de schémas formels affines: 1, 10.2.2 
- de schémas formels: 1, 10.4.5 
6-morphisme de 6-schémas formels, 

A-morphisme (pour 6= Spf(A)): 
1, 10.4.7 

Morphisme adique de schémas 
formels: 1, 10.12.1 

- affine de schémas formels: 1, 10.16.1 
- de type fini de schémas formels: 

1, 10.13.3 
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Morphisme séparé de schémas formels: 
1, 10.15.l 

- structural d'un 6-schéma formel: 
1, 10.4.7 

- d'ultraschéma: App., 1.5 

Nilidéal d'un faisceau d'anneaux: 
0, 4.1.3 

Nilimmersion, nilimmersion locale­
ment nilpotente, nilimmersion nil­
potente, nilimmersion nilpotente 
d'ordre n: 1, 4.5.16 

Nilradical d'une lDx-Algèbre: 1, 4.5.1 
Nombre géométrique de points d'un 

K-schéma fini (K corps): 1, 6.5.9 
Noyau de deux applications: 0, 1.4.1 
- de deux morphismes: 0, 1.4.2 

Objet associé à un objet X' relative-
ment à un foncteur F: 0, 1.5.1 

-· des coïncidences de deux mor­
phismes: 0, 1.4.2 

- des coïncidences de plusieurs 
morphismes: 0, 1.4.13 

- final: 0, 1.1.10 
- initial: 0, 1.1.12 
S-objet dans une catégorie C/S: 

0,1.1.11 
S'-objet déduit par changement de 

base d'un S-objet: 0, 1.3.1 
Ouvert affine: 1, 2.1.1 
- formel affine, ouvert formel affine 

adique, ouvert formel affine 
noethérien: 1, 10.4.1 

- ultra-affine: App., 1.5 

f-platen un point, Y-plat en un point, 
f-plat au-dessus. d'un point de Y, 
f-plat(lDx-Module -): 0, 5.7,l 

Point de X à valeurs dans un anneau 
local, localisé en un point x eX: 
1, 3.5.4 

- &un schéma à valeurs dans un 
anneau: 1, 3.5.3 

- d'un schéma à valeurs dans un 
schéma: 1, 3.5.1 

- (ou A-point) d'un A-schéma à 
valeurs dans une A-algèbre: 
1, 3.5.3 

- (ou S-point) d'un S-schéma à 
valeurs dans un S-schéma: 1, 3.5.2 

- d'un S-schéma au-dessus de seS: 
I, 2.6.1 

Point d'un S-schéma au-dessus d'un 
point s ES à valeurs dans un corps 
K: 1, 3.5.4 

- d'un S-schema au-dessus d'un point 
sES à valeurs dans un corps 
K:1, 3.5.4 

- fermé: 0, 2.1.12 
- générique: 0, 2.1.1 
- géométrique au-dessus d'un point 

de S: I. 3.5.4 
- maximal: 0, 2.1 .1 
- rationnel sur un corps: 1, 3.S.5 
Préfaisceau à valeurs dans une 

catégorie: 0, 3.1.1 
- constant: 0, 3.6.1 
- défini sur une base d'ouverts:0, 3.2.1 
Présentation finie (A-algèbre de -): 

0,6.3.5 
- - (lDx-Algèbre quasi-cohérente 

de-): 1, 2.2.5 
- - (lDx-Module de -): 0, 5.2.5 
Produit dans une catégorie: 0, 12.1 
- de S-schémas: 1, 3.2.2 
- de 6-schémas formels: 1, 10.7.3 
- fibré dans une catégorie: 0, 1.2.2 
- - de foncteurs: 0, 1.7.2 
- tensoriel de Modules sur des 

schémas différents: 1, 3.3.1 
- - complété d'algèbres: 0, 7.7.5 
- - - de modules: 0, 7.7.1 
- - de deux topologies de module: 

0,7.7.2 
Projections (première et seconde) d'un 

produit dans une catégorie: 0, 1.2.1 
et 1.2.2 

Prolongement d'un morphisme de 
schémas aux complétés le long de 
parties fermées: 1, 10.9.1 

- canonique d'un sous-faisceau de la 
restriction d'un faisceau à un 
ouvert: 1, 6.9.1 

Puissance extérieure p-ème d'un 
lDx-Module: 0, 4.1.5 

Quasi-cohérent (lDx-Module -): 
0, 5.1.3 

Quasi-cohérente (lDx•Algèbre -): 
0, 5.1.3 

Quasi-homéomorphisme: 0, 2.7.2 
Quasi-isomorphisme d'espaces 

annelés: 0,4.3.7 
Quasi-section d'un morphisme de 

schémas: I, 6.11.4 
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Rang d'un lDx-Module localement 
libre: 0, 5.4.1 

- d'un lDx-Module sans torsion: 
1, 8.4.2 

- d'un K-schéma fini (K corps): 
1,6.5.6 

- séparable d'une K-algèbre finie, 
d'un K-schéma fini (K corps): 
1,6.5.9 

Rendre un point rationnel: 1, 3.5.5 
Restriction d'un espace annelé à un 

ouvert: 0, 4.1.2 
- d'un morphisme d'espaces annelés 

à un ouvert: 0, 4.1.2 
- d'un schéma à un ouvert: 1, 2.1.7 
- d'un morphisme à l'image réci-

proque d'un sous-schéma: 1, 4.3.1 
- d'une application rationnelle à un 

ouvert: 1, 8.1.2 

Sans torsion (lDx•Module -): 1, 8.4.1 
Schéma: 1, 2.1.2 
- affine: 1, 1.6.1 
- artinien : 1, 2.8.1 
- connexe: 1, 2.1 .8 
- de base: 1, 2.6.1 
- de Jacobson: 1, 6.4.1 
- induit sur un ouvert: 1, 2.1.7 
- intègre: 1, 2.1.8 
- irréductible: 1, 2.1.8 
- local, schéma local complet, schéma 

local en un point d'un schéma: 
1, 2.5.1 

- localement intègre: 1, 2.1.8 
- - noethérien: 1, 2.7.1 
- noethérien: 1, 2.7,l 
- quasi-séparé: 1,6.1.3 
- réduit associé à un schéma: 1, 4.5.3 
- semi-local, schéma semi-local 

complet: 1, 2.5.1 
- séparé: 1, 5.2.1 
A-schéma, schéma au-dessus d'un 

anneau A: 1, 2.6.1 
K-schéma algébrique sur K, locale­

ment algébrique sur K (K corps): 
1, 6.5.1 

K-schéma fini sur K (K corps): 1, 6.5.6 
S-schéma, schéma au-dessus d'un 

schéma S: 1, 2.6.1 
- affine sur S, affine relativement 

à S: 1, 9.1.1 
- de présentation finie sur S: 1, 6.3.7 
- de type fini sur S: I, 6.3.2 

S-schéma dominant S: 1, 2.6.1 
- en ensembles algébriques défini par 

un Idéal: 1, 9.5.3 
- en espaces affines défini par un 

Module localement libre: 1, 9.5.3 
- en groupes linéaires: 1, 9.6.4 
- en groupes orthogonaux, en 

groupes symplectiques: 
1, 9.6.6 

--;- localement de presentation 
finie sur S: 1, 6.2.1 

- - de type fini sur S: 1, 6.2.1 
- quasi-compact sur S: 1, 6.1.1 
- quasi-fini sur S: 1, 6.11.3 
- quasi-séparé sur S: 1, 6.1.3 
- séparé sur S: 1, 5.2.1 
Schéma formel: 1, 10.4.2 
- - adique: 1, 10.4.2 
- - affine, schéma formel affine 

adique, schéma formel affine 
noethérien: 1, 10.1.2 et 10.1.7 

- - localement noethérien, schéma 
formel noethérien: 1, 10.4.2 

A-schéma formel, schéma formel au­
dessus d'un anneau admissible A: 
1, 10.4.7 

6-schéma formel, schéma formel au­
dessus d'un schéma formel S: 
1, 10.4.7 

- - adique: 1, 10.12.1 
- - affine sur 6: 1, 10.16.1 
- - de type fini sur 6: 1, 10.13.3 
- - séparé sur 6: 1, 10,15,1 
Schémas (catégorie des-): 1, 2.3.1 
- affines (catégorie des-): 1, 1.6.5 
- formels (catégorie des-): 1, 10.4.5 
Section d'un faisceau au-dessus d'un 

ouvert: 0, 3.1.5 
S-section d'un objet de C/S: 0, 1. 1.11 
- d'un S-schéma (en tant que sous­

schéma): 1, 5.1 .4 
Section formelle d'un Module au­

dessus d'une partie fermée: 1, 10.8.2 
S-secti6n rationnelle d'un S-schéma: 

1,8.1.2 
Section unité d'un faisceau d'anneaux: 

0, 4.1.1 
- universelle de tff<v<c>> sur V(tff): 

1, 9.4.9 
S-section universelle: 0, 1.4.9 
Somme amalgamée d'objets d'une 

catégorie: 0, 1.2.16 
- de schémas: I, 3.1 
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Sous-lDx-Algèbre engendrée par un 
sous-Module: 0, 4.1.3 

Sous-catégorie, sous-catégorie pleiné: 
0, 1.1.5 

Sous-foncteur: 0, 1.7.1 
Sous-espace annelé: 1, 4.2.5 
Sous-schéma: 1, 4.1.2 
- associé à une immersion: 1, 4.2.1 
- défini par un Idéal: 1, 4.1.1 
- des coïncidences de deux 

morphismes: 1, 5.1 .5 
- fermé: 1,4.1.2 
- schématiquement dense: 

1, 5.4.2 
- formel fermé d'un schéma formel: 

1, 10.14.2 
Spécialisation d'un point: 0, 2.1.1 
Spectre, spectre premier d'un anneau : 

1, 1.1.1 
- d'une @8-Algèbre quasi-cohérente: 

1, 9.1.8 
- formel d'un anneau admissible: 

1, 10.1 :2 
- maximal d'un anneau de Jacobson: 

App., 1.3 . 
Support d'un faisceau de groupes: 

0, 3.1.5 
- d'une section d'un faisceau de 

groupes, support fermé d'une 
section d'un faisceau de groupes: 
0, 3.1.5 

Symétrique (lDx-Algèbre - d'un 
Module): 1, 9.4.4 

Système fondamental d'idéaux ouverts, 
de sous-modules ouverts: 0, 7.1.1 

- - - de définition d'un schéma 
formel affine: 1, 10.3.7 

- - - de definition d'un schema 
formel: 1, 10.5.1 

Théorème de Chevalley: I, 7.1.4 
Théorème de Krull-Akizuki: 0, 6.4 
Topologie 3-adique sur un anneau 

admissible: 0, 7.1.9 
- canonique sur un anneau semi­

local noethérien: 0, 7.3.1 
- constructible sur un schéma: 

1, 7.2.11 " 
- déduite d'une topologie linéaire 

d'anneau sur un module: 0, 7.1.1 
- 3-préadique sur un anneau 

préadmissible: 0, 7.1.9 et 7.2.3 
- spectrale: 1, 1.1.2 
Trait: 1, 5.S.1 
Type fini (lDx-Algèbre quasi-cohérente 

de-): 1, 2.2.:'i 
- - (lDx•Module de-): 0, :'i.2.1 

Ultraschéma: App., 1.5 
R-ultraschéma: App., 2.2 

Valeur d'une section en un point: 
0, 4.1.9 

Voisinage infinitésimal, voisinage 
infinitésimal d'ordre n d'un sous­
schéma: 1, 4.5.16 




