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INTRODUCTION

Nous présentons ici, sous une forme revisée et complétée, une
réédition par photo-offset du deuxigme SEMINAIRE DE CEOMETRIE ALGEBRIQUE
de 1'INSTITUT des HAUTES ETUDES SCIENTIFIQUES tenu en 1962 (mim€ographié).
Le lecteur se reportera 2 1'Introduction au premier de ces Séminaires (cité
SCGA 1 par la suite) pour les buts que poursuivent ces séminaires, et leurs

relations avec les ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE.

Le texte des exposés I a XI a &té rédigé 2 mesure, d'aprds mes
exposés oraux et notes manuscrites, par un groupe d'auditeurs, comprenant
I. GIROGIUTTI, J. GIRAUD, Mlle M. JAFFE (devenue Mme M, HAKIM) et A. LAUDAL.
Ces notes 2 l'origine &taient considérées comme devant &tre provisoires et
2 circulation trés limitée, en attendant leur absorption par les EcA (absorp-
tion devenue maintenant pour le moins problématique, tout comme pour les
autres parties des SGA). Comme il é&tait dit dans 1'avertissement 2 1'édi-
tion primitive, ce caractére "confidentiel" des notes devait excuser certai-
nes "faiblesses de style", sans doute plus manifestes dans le présent
Séminaire SGA 2 que dans les autres. J'ai essayé dans la mesure du possible
d'y obvier dans la présente réédition, par une révision relativement serrée
du texte initial, J'ai notamment harmonisé les systémes de numérotation
des énoncés, employés dans les différents exposés, en introduisant partout
le méme systéme décimal, déj2 utilisé dans la plupart des exposés primitifs
du présent SGA 2, ainsi que dans toutes les autres parties des SGA, Cela

m'a amené en particulier & revoir entidrement la numérotation des énoncés



des exposés III & VIII, (et par conséquent, des références auxdits expo-
sés) (¥). J'ai essayé également d'extirper du texte primitif les princi-
pales erreurs de dactylographie ou de syntaxe (qui étaient nombreuses et
génantes). De plus, Mme M. HAKIM a bien wvoulu se charger de réécrire 1'ex-
posé IV dans un style moins télégraphique que 1'exposé initial. Comme dans
les autres rééditions des SGA, j'ai également ajouté un certain nombre de
notes de bas de page, soit pour donner des références supplémentaires, soit
pour signaler 1'état d'une question pour laquelle des progrés ont été faits
depuis la rédaction du texte primitif, Enfin, ce Séminaire a été augmenté
d'un nouval exposé, savoir 1'exposé XIV, rédigé par Mme, MICHELE RAYNAUD
en 1967, qui reprend et compli&te des suggestions contenues dans les "Com-
mentaires 2 1'Exposé XIII" (XIII 6) (rédigés en Mars 1963). Cet exposé
reprend les théorémes du type Lefschetz du point de vue de la cohomologie
étale, en utilisant les résultats sur la cohomologie étale exposés dans
SGA 4 et SGA 5 (2 paraitre dans cette méme collection SERIES IN PURE
MATHEMATICS) ; il est donc & ce titre de nature moins "&lémentaire" que

les autres exposés du présent volume, qui n'utilisent gudre plus que la

substance des chapitres I & III des EGA.

Voici une esquisse du contenu du présent volume. L'exposé I contient
le sorite de la '"cohomologie & support dans Y" H;(X,F), oli ¥ est un fermé
d'un espace X, cohomologie qui peut s'interpréter comme une cohomologie de X
module 1'ouvert X-Y, et qui est 1l'aboutissement d'une fort utile "suite spec-

trale de passage du local au global" I 2.6, faisant intervenir des faisceaux

de cohomologie "a support dans Y"_g;(F). Ce formalisme peut dans de nombreuses

(*) I1 va sans dire que toutes les références 3 SCA 2 qui figurent dans les
parties des SGA publides dans la SERIES IN PURE MATHEMATICS se rapporte-
ront au présent volume, et non a 1'édition primitive de SGA 2 !




questions jouer un rdle de "localisation" analogue 2 celui joué par la
considération de voisinages "tubulaires" de Y en géométrie différentielle.
L'exposé II étudie les notions précédentes dans le cas des faisceaux quasi-
cohérents sur les préschémas, 1'exposé III donne leur relation avec la

notion classique de profondeur (III 3.3).

Les exposés IV et V donnent des notions de dualité locale, qu'on

peut comparer au théor&me de dualité projective de Serre (XII 1.1) ; signa-
lons que ces deux types de théorémes de dualité sont généralisés de facgon
substantielle dans le Séminaire de HARTSHORNE (cité en note de bas de page

2 la fin de Exp. IV).

Les exposés VI et VII donnent des notions techniques faciles,

utiliséesdans 1'exposé VIII pour prouver le théoréme de finitude (VIII 2.3),

donnant des conditions nécessaires et suffisantes, pour un faisceau cohé-
rent F sur un schéma noethérien X, pour que les faisceaux de cohomologie
locale E;(F) soient cohérents pour i £ n (ou ce qui revient au méme, pour que
les faisceaux Rif*(F1 X-Y) soient ccohérents pour i < n-1, ol f: X-Y = X

est 1'inclusion). Ce théor&me est un des résultats techniques centraux du
Sémimaire, et nous montrons dans 1l'exposé IX comment un théor2me de cette
nature peut-&8tre utilisé, pour établir un "théor&éme de comparaison" et un
"théordme d'existence" en géométrie formelle, en calquant et généralisant
l'utilisation faite dans (EGA III §§ 4 et 5) du théoreme de finitude pour

un morphisme propre.

On applique ces derniers résultats dans X et XI, consacrés res-

pectivement & des théor@mes du type Lefschetz pour le groupe fondamental,



et pour le groupe Picard, Ces théor&émes consistent 2 comparer Sous certaines
conditions les invariants ( 71 ; ou Pic) attachés respectivement 2 un schéma
X et & un sous-schéma ¥ (jouant le réle d'une section hyperplane), et 2
donner notamment des conditions ofi ils sont isomorphes. Grosso modo, les
hypothéses faites servent & passer de Y au complété formel de X le long

de Y, et & pouvoir appliquer ensuite les résultats de IX pour passer de

12 2 un voisinage ouvert U de Y dans X. Pour pouvoir passer de U a X, il
faut disposer encore de renseignements (type "pureté" ou "parafactorialité")
pour les anneaux locaux de X en les points de Z = X-U, (qui est un ensemble
fini discret dans les cas envisagés). Ceci explique 1'interaction dans les

démonstrations des exposés X, XI, XII entre les résultats locaux et globaux,

notamment dans certaines récurrences, Les résultats principaux obtenus

dans X et XI sont les théorZmes de nature locale X 3,4 (théorgme de pureté)

et XI 3.14 (théoréme de parafactorialité). On notera que ces théorémes sont

démontrés par des technigques cohomologiques, de nature essentiellement
globale. Dans XII on obtient, en utilisant les résultats locaux précédents,
les variantes globales de ces résultats pour des schémas projectifs sur un
corps, ou plus généralement sur un schéma de base plus ou moins quelcon-

que ; parmi les é€noncés typiques, signalons XII 3.5 et XITI 3.7.

Dans XIII, nous passons en revue quelques uns des nombreux pro-
bleémes et conjectures suggérés par les résultats et méthodes du Séminaire.
Les plus intéressants peut-@tre concernent les théorgmes du type Lefschetz
cohomologiques et homotopiques pour les espaces analytiques complexes,

cf. XIII pages 26 et suivantes. Dans le contexte de la cohomologie étale




des schémas, les conjectures correspondantes sont prouvées dans XIV par
une technique de dualité qui devrait s'appliquer également dans le cas
analytique complexe (cf. commentaires XIII p. 25 et XIV 6.4). Mais les
énoncés homotopiques correspondants dans le cas des espaces analytiques
(et plus particuli&rement les énoncés faisant intervenir le groupe fonda-

mental) semblent exiger des techniques entidrement nouvelles (cf. XIV 6.4).

Je suis heureux de remercier tous ceux qui, & des titres divers,
ont aidé 2 la parution du présent volume, dont les collaborateurs déja
cités dans cette Introduction. Plus particuliérement, je tiens & remercier
Mlle CHARDON pour la bonne grace avec laquelle elle s'est acquittée de la
tache ingrate que constitue la préparation matérielle du manuscrit définicif

pour la photo-ocffset,

Bures-sur-Yvette, Avril 1948

A. Grothendieck,
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LES INVARTANTS COHOMOLOGCIQUES GLOBAUX ET LOCAUX

RELATIFS & UN SOUS-ESPACE FERME

1. les foncteurs r“z , _r_'z .
Soient X un espace topologique, EI la catégorie des faisceaux abéliens
sur X, Soient @ une famille de supports au sens de Cartan on définit le

foncteur l"é sur Q_x par :

(1) m (F) = sous-groupe de [ (F) formé des sections T telles que

¢ support f € § .
Si Z est une partie fermée de X , nous désignons per abus de langage par I_'Z
le fonecteur r‘i , ol § est 1'ensemble des parties fermées de X contenues dans
Z . Donc on a :

(2) r Z(F} = sous-groupe des I (F) formé des sections f telles que
suppert £ &£ Z .

Nous voulons généraliser cette définition au cas ol Z est une rartie
localement fermée de X , donc fermée dans une partie ouverte convenable V de X .

On pcseraz dans ce cas
(3)  My(F) = M (FIV) .

I1 faut vérifier que r'z(F) "ne dépend pas" de 1l'ouvert choisi. Il suffit de

montrer que si V' , Vo V' 2 Z est un ouvert, alors 1'application

f‘?;,: Mv) — #(v') applique F"Z(F | V) isomorphiguement sur r’Z(F Ivt) ., or
? v
(4) T ,(FIV) = ker £ vz

A . v v .
done si f €& f"z(F 1V) etsi f V‘(f) = fv_z(f) = 0 aloers f = 0 puisque
(ViV -2) est un recouvrement de V . De méme si f' € f"'z(FiV'), alors f' € F(V')

11



Exp.l,p. 2

et O€ F(V-2) aéfinitun £ eF(V) tel que P () =2, g6 rEv),

done ?2., induit un isomorphisme F"Z(FW} — P, EIVY) .

Notons que tout cuvert W de Z est induit par un ouvert U de X dans leouel

W est fermé. Il en résulte gque W M _(F) dsfinit un préfaiscesu sur 2
] P W J I
]
on vérifie que c'est un faisceau que l'en noters i’ !:F}, oi i: 2 =X est
l'immersion canonique. On trouve :

) m,® = re e,

1]
Le faisceau i'(F) est un sous-faisceau de i*(F); en effet 1 'nomemorphisme

canonigue :
Nn(Flu) = (0.F) —s P (UA2,i%F))

est injectif sur M. FIv)c rEF .

Un 32

En résumant, on 2 le résultat suivant :

1
Proposition 1.1. Il existe un sous-faisceau unigue i (F) de i*(F) +tel que

pour tout ouvert U de X tel gue UNZ soit fermé dans U ,

rEFE\D) = MUF) — MU N 2i*F))

induise un isomorphisme [ (F\0) — run Z,il(F))

Una

Notons que si Z est ouvert on aura simplement

i
(6) 1°(F) = ix(F) = Flz , F’Z(F) = (2,7 .
Suppeosons & nouveau Z gquelceongue. Alors pour un ouvert
U de X variable, cn voit jue

Unae T 0 2FI0) = (Unz,ilfF))

est un faisceau sur X , que nous noterons EZ(F); de fagon précise, d'aprés

1
1z formule précédente (exprimant gus 1i° commute & ls restrictisn aux ouverts)
on 2 un isomorphisme

Lh\' PZ[:F} =i {i

*

12



ar définition, on &, pour tout cuvert U de X,

=]

(Flu)

Notons ici une différence caractéristique entre le cas o Z est fermd, et
celui ot Z est ouvert. Dans le premier cas, la formule (8) nous montre que

E‘Z(F} peut &tre considéré comme sous-feisceau de F , et on a done une

immersicn cancnique
(8} r,Fles ¥
Dans le cas ol Z est ouvert, au contraire on voit sur {6) que le

deuxidme membre de (8) est [M(UNZ,F), donc regoit [M(U,F), donc on a

'un homomorphisme canonigue en sens inverse du précédent :

(8) F o, @),

qui n'est autre d'ailleurs gque 1'homomorphisme cancniqus

Py i, i*(F)
compte tenu de 1'isomorphisms
(6vis) D) ae 1, 1% (9)
déduit de (6) et (7).

]
Bien entendu, pour F variable, r'z(FJ, EZ(F), i*(F) peuvent 8tre
considérés comme des foncteurs en F , i valeurs respectivement dans la caté-
gorie des groupes sbdliens, des faisceaux abdliens sur X s des faisceaux

abéliens sur Z . Il est parfois commode d'interpréter le foncteur
1
i8> <,

comme le foncteur adjoint d'un foneteur bien connu

défini par la proposition suivante :

13
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Exp.L. p. 4 9

Proposition 1.2. Scit G un faisceau abélien sur 2 . Alors il existe un

sous—faisceau unigue de i,(CG), soit i!(G), tel gue pour tout ouvert U de

X, l'isomorphisme (identigue)

runz,e) = M(v,i.(6))
définisse un isomorphisme

l—'@ (unz,e) = T(U,i (6)),
Unz,Uu

ol i’Un 7.y Gesigne 1'ensemble des parties de UNZ gui sont fermées
?

dans U.
La wvérification se réduit & noter que le premier membre est un faisceszu
pour U variable, i.e. gue la propriété pour une section de i (G) sur U,

considérée comme section de G sur UNZ, d'étre &2 support fermé dans U

est de nature locale sur U. Le faisceau iI(G) qu'on vient de définir est

connu aussi sous le nom de : faisceau déduit de G en prolongeant par O

en dehors de Z, cf. Godement. En particulier, si Z est fermé, on a

(9) 1,(6) = i,(a) ;

mais dans le cas général, l'injection canonique 1i,(G) —i,(G) n'est

Pas un isomorrphisme, comme il est bien connu déji pour Z ouvert. FEvidem-—
ment , i,(G) dépend fonctoriellement de G (et c'est méme un foncteur.exact

en G). Ceci dit, on a :

Proposition 1.3. Il existe un isomorphisme de bifoncteurs en G, F

(G faisceau abélien sur 2, F faisceau abélien sur x) =

(10) Hom(i,(G),F) = Hom(e,i'(r)) .

Pour définir un tel isomorphisme, il revient au méme de d&finiT des

homomerrhismes fonctoriels

!
i i'{:F\—_"}F O« R

! Lr_; r
satisfaisant deux conditions de compatibilité bien connues lef. par
exemple 1l'exposé de Shih au Séminaire Cartan sur les opérations

cohomologiques).

14
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Se rappelant que iy est exact, donc transforme monomorphismes en monc-

morphismes, on en conclut :

- -

]
Corollaire 1.4. Si F est injectif, i’ (F) est injectif, done

-

FZ(F)-—-;i*i (F) est également injectif.

Remplagant X par un ouverti variable U de X, on conclut aussi

o1
i1}
-
-

L=

Corollaire 1.5. On a un iscmorphiasme fonctoriel en F, G :

(11) Hem(1y (@),F) = i*(@(ﬂ,i:(ﬂ)

Prenant pour G le faisceau constant sur Z défini par Z, soit ZZ,

1.3. et 1.5. se spécialisent en

Corollaire 1.6. On a des iscmorphismes fonctoriels en F :

Hem @z,x’ 7,

) |
T
g
I

Remarque 1.7. Supposcns que X soit un espace annelé, et munissons 2 du

faisceau d'anneaux 0, = 1 (g:{), enfin désignons par (. et 1a caté-

T "C"Z
gorie des Medules sur X resp. 2 . Alors les considérations précddentes
s'étendent mot i mot, en prenant pour F un Medule sur X et pour G un
Module sur 2 , et en interprétant en conséquence les énoncés 1.3. & 1.6.
Pour finir ces généralités, examinons ce qui se pesse quand on change la partie
localement fermée Z . Soit Z'CZ une autre partie loczlement ferméde, et

scient

Je 2= 3 , ' : '35 X, #r*=1j

15



Exp. 1, p. 6 11

les inclusions canonigues. Alors on 2 des isomorphismes fonctoriels :

1 1 [}
(13) (13)° =3 4% 13y =4y 3 -

Le premier isomorphisme (13) définit un isomorphisme fonctoriel
! s % T | .
(14) Mz @) = M@, (13)° ) @ MELy @ @) = M,,G6E @)
Supposons maintenant que Z' soit fermé dans Z, et soit
2" =2 - 2

son complémentaire dans 2 , qui est ouvert dens 2 donc loczlement fermé dans
\
X . L'inclusion canonigue (8') eppliquée 2 i* (F) sur Z omuni de Z' nous

définit, grfce 2 (14}, un homororphisme cancnigue injectif fonctoriel

(15) FF) — ()

Si on remplace dans (14) 2' par 2" et utilise (8"), on trouve un homomor—

phisme canonique fonctoriel :

(151) (B — (@) .

Proposition 1.8. Sous les conditions précédentes, la suite d'homomorphismes

fonctoriels 3

(16) o= [ — Ty ) —> M, (#)
est exacte. Si F est flasque,la suite reste exacte en mettant un 2éro & droite.

Démonstration. Remplagent X par un ouvert V dans lequel 2 soit fermé, on
est remené au cas o Z est fermé, done Z' fermé. Alors 2" est ferms dans

l'ouvert X-2', et on a une inclusion canonique

M) —s [ (x2,5)

et l'exactitude de (16) signifie simplement gue les sections de F & support

dans Z' sont celles dont la restriction & X=2Z' est nulle.

16
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Lorsgue F est flasque, tout €lément de lﬂz"kF), considéré comme

section de F sur X-Z', peut se prolonger en une section de F sur Z, et

0

cette derniére aura évidemment son support dans 2, ce gui prouve gu'alors

le dernier homomorphisme dans (16) est surjectif.

Corellaire 1.9, ©Cn a une suite exacte fonctoriells

(16 bis) 0@ — ME) — ry® ,

et si F est flasque,cette suite reste exacte er mettant un O 3 droite.

On peut interpréter (1.8) en termes de résultais sur les fonc-
teurs Hom et Hom via 1,.,6., de la fagon suivante. Notons d'abord gue
si G est un faisceau abélien sur 2, induisant les faisceaux j (G) et
k™(G) sur Z' resp. Z" (ol j 3+ Z'—3Z et k : Z"—> Z sont les injec-
tions cancnigues), on & une suite exacte canonique de faisceaux
sur X 3

(17) 0— k" (3) ;s G — i*(6)y — 0

oli pour simplifier les notations, 1'indice X désigne le faisceau sur X
obtenu en prolongeant par 0 dans le complémentaire de l'espace de définition
dv faisceau snvisagé. La suite exacte (17) généralise une suite exacte bien
connue lorsque Z = X (cf, Godement), et s'en déduit d'ailleurs en derivant

la suite exacte en question sur 2 , et appligquent le foncteur if{ « Prenant

.
G =_§z, on en conclut en particulier :

Froposition 1.10. Sous les conditions précédentes, on a une suite exacte de

faisceaux abéliens sur X :

{18 0
{18) -d-éznrx-—a EZ,X ﬁqréz,’x — 0 .

Ceci posé, les deux suites exactes 1.8. et 1.9. ne sont autres que les suites

sxactes déduites de (1€) par application du foncteur Hom(-,F) resp. Hom(-,F).

Cela redconne une démonstration évidente du fait que les suites (18)
et (16 bis) restent exactes en mettant un zéro & droite, pourvu gue F |
soit injectif.

17
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b

} .

2. Les foncteurs HZ(X,F) et B (

Définition 2.1. On déncte par H%(X,F) et EE{F} les foncteurs dérivés
en F des foncteurs r%{F) Tesp. EHZ(F).
Ce sont des foncteurs cohomologigues, & valeurs dans la catégorie des

groupes abéliens resp. dans la catégorie des faisceaux abéliens sur X .
Lorsque 2 est fermé, Hg(K,F) n'est autre par définition que EY(X,F)
ol désigne la famille des parties fermées de X contenues dans Z .
Lersgue Z est ouvert, on va voir gue HE(X,F) n'est autre gue

2%2z,F) = B%(2,Fl2), grace & 1a proposition suivante.

Proposition 2.2. (Théordme d'excision). Scit V une partie ouverte

de X contenant Z . Alors on a un isomorphisme de foncteurs cohomologigues

ea F oo
(19) Hy(X,F) — BE(V,F V) .

= - : s ; X VI
zn effet, on a un isomorphisme fonctoriel r’z QirE 3 y Ol
1
J ¢+ V—X est l'inclusion et oli j est donc le Ffoncteur restriction
(ef (14)). Ce dernier est exact, et transforme injectifs en injectifs

Lorsgue Z est ouvert, on peut prendre V = Z et on trouve :

Corcllaire 2.3. Supposons Z ouvert, alors on & un isomorphisme de

foncteurs cohomologiques:
=1

(20) HY(X,F) = B¥(2,F) .

=%
I

On conclut des isomorphismes 1.6. et des finitions (cf.Tohoku) :

18



14 Exp. 1. p.9

Proposition 2.3. ©Cn & des iscmorphismes de foncteurs cohomoclogigues :

(21) 28 e met™ (4 2, ,F)
(21 bis) EX(F) e Ext® (2, 2E)

-

Un peut domc appliguer les résultats de Tohoku sur les Ext dé Hodules.
Signelons d'sberd l'interprétation suivante des faisceaux EE‘(F} en terme
7 o
des groupes globaux H.(X,F) :
s

H * . " " s
Corcllazire 2.4. EZ{F'J est canoniguement isomorphe au faisceau associé

au préfaisceau

. * o
U A HZnU(u,FIU} .

En particulier, utilisant corollaire 2.3., on trouve :

Coroliaire 2.5. Supposons 2 ouvert, zlors on & un isomorphisme de foncteurs

cohomologigues @

R Y = ®. L%
(22) gz(r) = R"i_1i* (F)
(o 3:29X est 1l'inclusion).

La suite spectrale des Ext donne l'importante suite specirale :

Théoréme 2.6. On a2 une suite spsctrale fonctorielle en F , sboutissant &

H;(X,F}, ot de terme initial

(23) By’ Up) = 2P (x,E}(F)) .

Remargues 2.7. Il résulte aussitdt de 2.4. que les faisceaux __H_g (F) sont
nuls dans X-Z, et également nuls dans l'intérieur de Z pour g £ 0 (dome
pour un tel aq, E_i,Z‘(F) est mlme porté par la frontidre 2 de Z) .

Par suite, le deuxidme membre de (23) peut s'interpréter ccmme un groupe de

cohomologie caleculé sur Z . Nous utiliserons surtout 2.6. dans le cas ou 2

19
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est fermé dans X , et oh le deuxi®me membre de (23) peut s'interpréter comms

un groupe de cohomologie celeuld sur 2 :
(23) B’ (F) = BP(2,E}(F))

Notons aussi que lorsque Z est ouvert, la suite spectrale 2.6.
n'est autre gque la suite spectrale de Leray pour l'application continue
i ¢+ 2—>X, compte tenu de l'interprétation 2.5. dans ls calcul du terme

initizl de la suite spectrale de Leray.

Reprenons la suite exacte (1.10), elle donne naissance & une suite

exacte des Ext(cf. Tohoku) 3

Théordme 2.8, Soient 2 une partie localement fermée de X, Z2' une partie

fermée de Z et Z" = Z - Z', Alors on a une suite cxacte fonctorielle en F:
o - (o] 0 1 1
(24) 0-)HZ AX,F) -—,HZ(X,F) —=H,, (X,F)lr Hz,(x,F) - EZ(X,F} e
? _i+1

;:Z,(x,sj_,n%{x,F)__,nl"(x,F)_,H 816 <4 ) R .

Rappelons comment on peut obtenir cette suite exzcte, Soit C(F) une
résolution injective de F, alors la suite exacte (1.10) donne naissance 3

la suite exacte
(25) 0 — T, —FE) »,cE o |

(qui n'est sutre que celle définie dens 1.8.). On en conclut ume suite exacte
de cohomologis, qui n'est zutre que (24).

Le cas le plus important pour nous est celui ol % est fermé (et
on peut d'ailleurs toujours s'y ramener en remplagant X par un ouvert V

ermé dans 1l'ouvert

Iy

dans lequel Z est fermé). Alors &' est fermé, Z" est

K-Z', et on peut écrire
(26) Hy (5,F) = B, (e2/Flx-21)

ce qui nous permet d'éerire la suite exacte (24) en termes de cohomologies &

20
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[

support dans "r fermé denné. Le cas ls plus fréguent est celui ou 2 = X

Posant alors pour simplifier 4' = A, on trouve :

Corcllaire 2.9, Soit 4 une partie formé de X . Alors on 2 uns suite exacte

fonctorielle en F :

(27) o—-;Hi(K,F} — 8%(X,7) — B°(%-4,F -?-a 1-; 7). v

Hi (X,F) = 5> (%,F) —> 55 (3-a,7) —?-avsi“(x,F)
Cette suite exacte montire que le groupe de cohomologie Hi(X,F} joue
le rdle d'un groupe de cohomologie relative de X mod A=A, & coefficients
dans F. C'est & ce titre gu'elle s'introduit de fagon naturelle dans les
applications. En "faisceautisant" (24) et (27), ou en procédant directe—
ment, on trouve :
Corpllaire 2.10. Sous les conditions de 2.8., on a une suite exacte foncte—
rielle en F :

(24b1s) ... E,(®) —> E(F) - _E_Ké,,(F)l @) ...

Corellaire 2.11. Scit A une partie fermde de X y 2lors on 2 une suite exacte

fonctorielle en F :

(28) 0 =H/(F) — F — 1 (Flx-a) —Ea-g_;(F) -0,

et des iscmorphismes canoniques, pour i =22

(29) E(F) = E5,(7) = B e (Plx-a)

ot f:(X-A) — X est 1'inclusion.

Cela définit done g:(F) et éile respectivement comme Ker et Coker
de l1l'homomorphisme canonigue
F»f, £ (F) = £,(F)x-8)

.. 3 5 o =y
et les Ea(F) (i22) en terme des foncteurs dérivés de : S
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Corollaire 2.12. Secit F un faisceau sbélien sur X . Si F est flas W2lors

pour toute partie localement fermée Z de X et tout entier 1 £ 0, on a

5 (%,F) = O, E (F) = 0. Inversement, si pour toute pertie fermée Z ge X

on & H;(X,F) =0, alors F est flasque.

Supposons que F est flasque, a2lors F induit un faisceau
rlasque sur tout ouvert, donec pour prouver H%(X,F} =0 pour i > @, on
peut supposer Z fermé, et zlors l'assertion résulte de la suite exacte
2+9. On en conclut pour tout Z localement fermé, en "faisceautisant"
i.e. appliquant 2.4., que gé(F) = O powr i>0. Inversement, supposcns
H%{X,F) = 0 pour tout fermé Z, alors la suite exacte 2.9, prouve que
pour tout tel 2, H°(X,F)~>E°(X-2,F) est surjectif, ce qui signifie

gue F est flasqgue,.

Combinant 2.6. et 2.8., on va déduire :

Proposition 2.13. Scient F un faisceau abélien sur X sy & une partie fermée

de X, U=X-Z, ¥ un entier. Les conditions suivantes sont éaguivalentes :

(1) gé[s?} =0 pour igX¥.

(ii) Pour tout ouvert V de X , considérant 1 ‘'homomorphisme canonigue
2 (v,F) —> EX(vp U,F), cet homomorphisme est :

a) bijectif pour i< ¥ ,

b) injectif pour i =N .

(Lorsque N > (0}, on peut dans (ii) se borner 2 exiger a)).

Pour prouver (i) =—(ii), on est ramené, grfice & la nature

loczle des g%{F; & prouver le

Corcilaire 2.14. Si la condition 2.13. (i) est vérifide, alors
B (X,F) —E*U,F)

est bijectif pour 14N , injectif pour i =N

En effet, en vertu de la suite exacte (27), cela signifie zussi

H;(X,F =0 pour igx,

22
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et cette relation est une consdquence immédiate de 1z suite spectrale 2.6.

1

Récd

*ciproguement, 1'hypoth®se 2.13. (ii) signifie gue pour tout ouvert V de

1-15 nvﬁ',F{ﬂ = 0 pour 1g R,

ce gui impligue 2.13. (1) grace & 2.4. Si d'ailleurs N » 0 , on peut dire sussi
o G T ¢ » g & foiva
que (ii) a) implique (en passant aux faisceaux asscciés) que F—f (F\U) est

nt
; ; I ] .
un isomorphisme, et que EU(rj =0 pour 1 iy .
Coupte tenu de 2.11. cela prouve encore 2.13.(i)...

Remarque. Scit Y =3 X une immersion fermée, et supposons que loezlement elle
est de la forme fn} XYCcR  x Y . Supposons que F est un faisceau locale-

ment constant sur X, alors on trouve :

0 si i*ng

[

L

(30) (F) o

Iy

¥ - u A ; ~ T
Fal‘f,]{ si 1i=mn,; oh -I:Y,X = EY(ZX}

est un faisceau, extension & X d'un faiscesu sur Y localement isomorphe &

4, , oppelé "faisceau d'orientaticn normele de Y dans X .

Utilisant la suite spectrale 2.6. on trouve dans ce cas :
= i e
(31) H (X,F) 2 B (y,F@OT, ) ,
¥ =X
et on retrouve 1'"nomecmorphisme de Gysin" :

(32) B (y,FeT, ) —s 83™R(z,7) .
t 4

Y, X
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APPLICATION aux FAISCEAUX QUASI-COHERENTS SUR les PRESCHEMAS

Proposition 1. Scient ¥ un préschéma, 2 une partie localement fermde de la

forme Z = -V , os U et V sont deux perties ouvertes de X telles gue V< U

et gue les immersions cancnigues U -—X , V-—X soient guasi-compactes.

5 . ¢ : i
Alors pour ftout Module guasi-cohérent F sur X, les faisceaux EZ{F} sont

qussi-cohérents.

D'aprés (I, 24) il existe une suite exacte de cohomologie relative
= '.i.,r.q‘ 7-11 F i b .{;i-l'l F\
") EEV“"} 5‘—2‘() ,Eu() 5;7_-1"- (, r

D'aprés (E G &4 III, 1.4.17), pour gque les E_zl(F) soient gquasi-cohérents
il suffit donc que les g.:':(F] et les I_l,i;(‘:‘) le scient. On peut donc supposer
Z ouvert et l'immersion canonique J : Z—>X qussi-compacte.

Puisque Z est ouvert on a (I, 22) un isomorphisme cancnique :

() 2 rYj (v|2)

I?!EI

mais j est séparé (EG & I 5.5.1 ) et quasi—compact donc (E G & III 1.4.10 )

les R'5,(FIZ) = E

T
e

F) sent guasi-cohdrents, ce qui achdve la démonstration.

Corgllaire 2. Scit Z une partie fermée de X telle gue 1'immersion canonigue

X = Z—>f soit guasi-compects, alors les Modules fl_zl(i‘) sont qussi-cohdrents.

Corcllaire 3. Si X est localement noethérien, alors pour toute partie locale-
sont

pent fermée Z de X , gt tout Module F guasi-cohérent sur X , les H_(F)

hl
_ =7

ouasi-cohérents.

Résulte immédiatement du corollaire 2 =t de (E6 4 I 6.6.4) .
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Corollaire 4. Supposons gue X soit le spectre d'un anneau A et scient U un

cuvert gusgi-compact de X , ¥ = X = 7, F un Medule cquasi-cohérent sur X , il
existe un isomorphisme de foncteurs cohomologigues en F @

(4.1) EE®) = @)~

On 2 en cutre une suite exacte fonctorielle en F :

(4.2) 0 — Hy(x,F) — 8°(%,F) —> B°(U,F) —> EH(%,F) —> 0

et des isomcrphismes fonctoriels en F : i

- . H i=1 . -
(4.3) n;(,{,P} o B (U,F) %8,

D'aprss (1) les EYI(F} sont quasi-cohérents, puisque X est affine on & dons

HP(:{,_EL;(F')) =0 si p >0. La suite spectrale (I,23) dégéndre, donc
i, L
£ (x,5) = PELE)

EC AT 1.1.3.7T), (4.2) et (4.3) de 1a

L'égalité (4.1) résulte alors de (
(1(27)) et de ce que E*(X,F) = 0 si i > 0O,

suite exacte de cchomclogie
puisgue X est affine.

Avec les hypoth®ses de (4), U est réunion finie d'ouverts affines X on

f E ]
peut donc trouver un idéal I engendré par un nombre fini 4 'éléments fo, et

définissant Y, soit £ = (f,) . Avec les notations de (EG A IIT 1) ona:

Proposition 5. Supposons gue X soit le spectre d'un snneau A » Soient f = (f“)
une femille finje d'Sidments de A, Y la partie fermée de X gqu'ils définissent,

M un A-module, F le faisceau associé 2 M . On a alors des iscmorphismes de |

d-forcteurs en M : f

(5.1) (@), o H(XF)
{(Fous noterons aussi H}{I—l) = H;(K,F), si Y est la partie fermde de
X = Bpec 4 définie par un idéal J de A).
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Pour i =0 et i =1 , on utilise les suites exactes (4.2) et
(EG A IIT 1,4.3.2); si 1 %2, on utilise (4.3) et (B G &4 III 1.4.3.2)
Cela nous donne des isomorphismes fonctoriels en M . On vérifie qu'a un signe
prés ne dépendant que de i , ils sont compatibles avec 1'opérateur bord, d'ch

1'existence de 1'iscmorphisme de o —foncteurs(5.1).

Soient maintenant X un préschéma, Y une partie fermée de X et f: Y—> X
1'inclusion, I un idéal guasi-cohérent définissent ¥ dens X .
Soit F un faiscezu sur X .

On a vu qu'il existe des isomorphismes de b-foncteur en F

(%) Exté (K;f*f-l(gx},F) -—-ervi{X,F}
=X =
(#¢) _Zast_o (2,67, F) ——E ()

Soisnt n,m des entiers tels que m)ny0 , on désigne par i.r i 1'appli-
»

cation ecanonigue : O, = 0 fIm"'l—--Jf Gx/Imlz 0, , et par § 1l'application 3
s | =T == —-'fn n
-1
f L 9] i f 1 Eme j if le
- i (-Q-I} —_ Q-Y . es (iYn ’ln,m) orment un systéme projectif et s
j sont compatibles avec les i 5
n n,n
BEn appliquant le foncteur Extf; (X;+,F), on en déduit un morphisme
=X
T g ’ -1
P 3 :..mi x{x- & ) [ Extox(x, £t (_QKJ,F

on montre facilement gque c'est un morphisme de foncteurs cohomologiques en F .

le morphisme

9 : lim r..ft (.{,u JF) — Hj‘!(;{,F}
n &

composé de ' et de (%), est donc lui aussi un morphisme de foncteurs cohomologi-
)

ques en F .
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On definit de méme

P : _;;%Exti: (@, »F) *-eg_:i((r'} ]
A =X n

n

On 2 en vue le théorime suivant :

Thécréme 6. a) Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie fermée
de X définie par un Idéal cohérent I , F un Module gquasi-cchérsnt.

Alors f est un iscmorphisme.

b) Si X est noethérisn @ est un isomorphisme.

Le Théordme (6) résultera de (6.2) et du

Lemme 7. Si l'esoace topologigue sous-jacent A X est noethérien et si c‘f est

un isomorphisme, il er est de mdme de P .

Cn va d'abord prouver (7). On sait qu'il existe une suite spectrale
(7.1) E (X E(F) =—> B (X,F) .

On a 4'autre part un systéme inductif de suites spectrales

(7.2.) 2 (x,Ext? (0, ,F) == Ext® (%0, ,F) .
=0 T o
=X n =X n
I1 résulte de la définition de ¥ =t de @ que ces morphismes sont associds &
un homomorphisme § de suites spectrales de la limite inductive de

(T.En) dans (7.1). Si l'espace sous-jacent & X est ncethérien, par (God. 4.12.1)(%)

1 "p T T Qv ! P 3 q "
im B (x,g_x_pgxa.gyp,h") —  B(X, lig Ext; (gYn,*) ;

n =X

I
::j"

alors éz peut s'écrire comme un morphisme :

B2 (X, 1im Ext’ (0, ,F) — #°(x, ;E_%{F)}
- —-x n

qui n'est autre que celui qu'on déduit de P .

#) If. preniére rifdrence Lidlioorrrhisue. & 1o ©in de T=n. I
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81 est un isomorphisme il en eat donc de mBme de ?éz , donc de P

G4 O, 11.1.5), (7) est donc démontrs.

(TR )

d'aprés

On va maintenant prouver (5.a), c'est une question locale sur X . D'aprae
corollaire4 et (EGA I 1.3.9 et 1.3.12) on peut supposer que X est le
specire d'un amneau A . I1 suffit donc de démontrer gue sous les hypoth@ses

du théoréme (6.2), 1'homomorphisme canonique :
(7.3) lim Bxt}(4/17,8) —3 H-(X,M)
e ’ Y

est un isomorphisre.

Soient fg, un nombre fini d'éléments de A engendrant I , £ = (f) ;
alors la suite des idésux (£ ) est décroissante et cofinale & la suite des

n - 4 , <
I7, de sorte que (7.3) est éguivalent & un morphisme de Y- foncteurs en M :

(7.4) lim Exti(ﬂ/{_{n),ﬁ}—*—-ﬁﬁ;(ml‘d} .
n

On & d'sutre pert des isomorphismes cancnigues i

(a]

5 = f Xi: N o Il e =
(7.5) J;;L_zsﬂomﬂ(hj(; }oM) o lim (meM { (Em=0) = B°((£),n) .

n n
Comme 1lim Ext;(.ﬁgf{f‘],lﬁ) est un o -foncteur universsl en M,il existe un seul
morphiste de ©- foncteurs en M :

(7.6) 1im Exti(sﬂ;f_n},:-;) — 5 ((D),™) .,
n

qui coincide en degré zéro avec (7.5).

Comme le composé de (7.3) et da (5.1) est un morphisme de ? Forskeiive en
M qui coincide avec (7.6) en degré O , il coincide avec (7.8) en tout degrs.

are

Le théordme (6.2) est donc une consécuence immédiszte du

lemme 8., 3Sodent A un snnesu ncethérien, I un idéal engendré par un gystdme fini

¥ =(f_<’) d'éléments, M un A-module. Alors les homcmorvhismes (7.6) =zont des

isomorphismes.
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Lemme 9. Soient A un anneau, f = (£,) un systéme fini d'éléments de A , I

1'idéal engendré par £ , i un entier > 0. Les conditions suivantes sont équi-

valentes:
a) L'homomorphisme (7.6) est un isomorphisme pour tout M .

b) H'(£),M) = 0 pour M injectif

c) Le systéme projectif (Hi(fl,a)) = Hi o St essentiellement nul,

2
c'est-a-dire : pour tout n,il existe n' »n tel que H_ it —)Hi soit nul.
1 3

s
a) entraine b) trivialement.
b) entraine &), en effet b) entraine que MwHi((_f_),M) est un foncteur
cchomologique universel, (7.6) est alors un morphisme de foncteurs eochomologiques
universeis. C'est un iscmorphisme en degré zéro, donc en tout degré

¢) entraine b), en effet si M est injectif, on a pour tout n
Hl(_f‘n,}qj = Hcm(ﬂi(fn,;g),m} = Hm(Ei nTM) 5
bt |

c) entraine donc que pour tout i le systéme inductif (Hl(in’m}aez a8t
essentiellement nul, d'oh b) . B

b) entralne c) . Soit en effet n3»0 , et j un monomorphisme de Hi n dans i
’
un medule injectif M . Soit n'yn et soit dis éHom(Hi 0 M) le composé
4 t

de j et de 1l'homomorphisme de transition % $ = H, o I §
J o e sition n',n i,n! —_— i,n €3 Jn,

définissent un &lément de Eil((f_},i-}} qui est nmul par hypothdse. Il existe done

n_ tel que dge = 0 si n')no - Mais puisque j est un monomorphisme, dg=0

entraine tn' =0, d'oh la proposition.

Corollaire 10. Supposons que l'espace sous-jacent & X = Spec(A) soit noethérien, i

Pour que les conditions précédentes soient vérifiées pour toute famille finie

d'éléments de A et tout i 30 (ou encore : pour i = 1), il faut et il suffit

que pour tout A-module injectif M , le faisceau F associé 3 M soit flasque.

C'est nécessaire : soient en effst £ = () un systime fini 4'éléments de

&, T le fermé défini par f ot U = X-Y, on a zlors la suite exacte

E°(X,F) —> 8°(U,F) — 55((£),M) —> 0,

et gréce 2 (9.b) , E°(X,F) —» E°(U,F) est surjectir.
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C'est suffisent en vertu de (5.1) et de ce que pour toute partie fermde Y
de X et tout faisceau flasque F sur X , H;'.(X,F} =0pour 130,

Lemme 11. BSous les hypothises du lemme (9), pour tout A-mocdule noethérien N et
oo |
pour tout i » 0, le systime projectif (Hi n(I\T]}
r

cu H N) = H,| N
i,n{ ) _.11‘2 2F
est egsentiellement nul.

nez?u_

Preuve par récurrence sur nombre m d'éléments de .

Bim=1, £ est réduit & un seul élément, soit £ , Hi,n{l\*} est nul si
i»1 et Hl,n(m est canoniquement isomorphe & 1l'annulateur N(n) de a dans
¥, l'homcmorphisme de transition N(n') —aN(n) , n! > n, étant la multipli-
cation par #5 Les N(n) forment une suite croissante de sous-modules de N,
et puisque N est noethérien il existe n tel que N(n) = Zﬁ(no) sin) 2,

Donc tous les N(n) sont annulés par £ et les homomorphismes de transiticn
N(n') = N(n) sont tous nuls si n' »n+n . Le lemme est donc prouvé pour

0 =1 .

On suppose maintenant que m > 1 et que le lemme est prouvé pour les
entiers m'(m ; soit alors z = (fl ; ...,fm_l) eth=1_.

Pour tout n >0 , on2 (ECG &4 IIT 1.1.4.1) une suite exacte :

0 —E (g &"N) — 7 (€75 — B @hE @Y — o0 ,

et pour n variable un systdme projectif de suites exactes. I1 résulte des
hypothtses de récurrence gque pour i > 0 les Ei(gn,N) forment un systdme
projectif essentiellement nul, donc aussi les Hogn,ﬂi(gn,}}) qu'on identifie
2 des quotients de Hi(gn,N). Pour les termes de droite on va factoriser les
morphismes de trensition de n' & n per :
n' nt n' n n o e g

Hl(g rHi__-__;_(E 1)) — Hl(h * ﬂi—lfg »N)) ‘—‘,Hl(;";'):ﬂi_lg N)) .

Puisque Hi_ll:gn,l\?) est un module noethérien il résulte du cas m = 1 qu'il

existe, pour n donné, n' )n tel gue la seconde fliche soit nulle.
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On voit done que dans ce systime projevtif de suites exactes, les systdmes
projectifs extrémes sont essentiellement nuls, il sn est done de méme du

systéme projectif médian.

On a donc prouvé le lemme (11) donc lo lemme (8) et partant le

théortme (€).

Remargue. On peut aussi obtenir le théoréme (6) en démontrant la cordition
du Corollaire (10) & 1l'aide des théordmes de structure des modules injectifs

sur un anneau noethérien (Matlis, Gabriel).
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Exposé III

INVARIANTS CCHCHOLOGIGUES

pr

1. Rappels.
Nous énoncerons guelgues définitions et résultats gque le lecteur trouvera
ofessé par J.P. SEREE au Cellége de

par exemple dans le chapitre I du cours

r 1957-58. (*)
France en 1957-58.
1.1. Soit 4 un annsau, (commutstif & Slément unitd comme dans tout

suivra),

Définition
ce qui suivra) et soit M un A-medule (unitaire comme dans tout ce gui

@
'
#]
K
ot
o
(]
ot

tels gu

on appelle :
annulateur de M et on note AnnM 1'ensemble des 2 € 4

mEe M on ait am =0C .
support de ¥ et on note SuppM l'ensemble des idéaux premiers
a4 M" et en note

.
tels oue le localisé M soit non nul.
. "assassin de M" cu "ensemble des idéaux premisrs associéds
4ssM l'ensemble des idéaux premiers p de 4 tels qu'il existe un 41lément non mul

=

e ]

l'ensemble des déléments de 4 dont une

de M dont 1l'armmulateur soit p .,
i 2 est un idéal de A , nous noterons z(a) la racine de g dans A,i.e.
Les résultets suivants sont valables si 1'on suppose gue A est nosthérien

puissance est dans a .

et M de tvpe fini.

b

(1) AssM est un ensemblc fini.
(ii) Pour qu'un élément de A annule un lément non nul de M ,

o
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28 Exp. 1. p. 2

il suffit gu'il appsrtienne % 1'un des idéaux §aaociés &M,

(iii) Lz racine de 1'annulateur de M,r(ArmM), est 1'intersection des

idéaux associds & M gqui sont minimsux pour la relstion d'inclusion dans AssM).

Proposition 1.2-Soit p un idéal premier de &, les assertions suivantes sont

£quivalentes :
(i) »p €Suppk .

(i1) 11 existe g € AssM tel qQue g Cp .
(iii) p > AnnM .
(iii bis) ol _]_:'_{.-'mm\l} .

Proposition 1.3.So0it N un A-module de type fini, on & la formule :

AssHom, (N,#) = Supp¥ M AssM .
4%

2. Profondeur,

Dans tout ce paragraphe, A désizne un anneau cormmutatif, I un iddal de
A,M et N deux A-modules. On notera X le spectre premier de A (on ne se servira

pas de son faisceau structural dans ce paragraphe) et Y la varidté de I
Y = SHPP(A/T_) = {_‘Q_ E.X,_EDI} .

’

Lemme 2.1. Supposons que A soit noethérien et gue les modules M et N soient de

type fini. Supposons de plus que SuppN = Y . Alors les assertions suivantes
sont €auivalentes :

(1) Suppl N AssM = g
(iii) L'iddel I ntest pas diviseur de 0 dans M , ce qui signifie que pour

tout m&€ M, In =0 entratne m = 9]

(iv) 11 existe dens I un éldment M-régulisr. (Un élément a de A est dit

M-régulier si 1'homothétie de rapport e dans M est injective).

(v) Pour tout PEY , 1'iddal maximal m  de l'anneau local AD n'est
ocié 3 « y ile : . -
pas associd 3 Mn En formule EAR ¢_ AssMP-
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Démonstration

(i) &> (ii) car Asaﬁmﬁ(ﬂ,!‘:) =P est équivalent & (ii) d'asprés la
Prop- 1.3, et & (i) par une conséquence facile de la Prop. 1.2.

(1i1) =9 (ii) par 1'absurde :"il existe p & SuppN N AssM” entraine que
DI et gu'il existe m € ¥ dont 1'anmulateur est D, donc Imc pm = 0, ce gui
contredit (iii}.

(iv) = (iii) trivialement.

(ii) &> (iv) car SuppN = ¥, done (ii) signifie que I n'est contenu dans
aucun idéal associé & M ou encore, (car les idéaux associds & M sont premiers
et en nombre fini), que I n'est pas contenu deus la réunion des idészux associés
&M . Or, par la Prop. 1.1.(ii), cet ensemble est 1'ensemble des éléments de A

qui ne sont pas M-réguliers.

(i)==(¥); en effet, si Hom}(N,K) =0 et sipe€¥, on en déduit,

en vertu de la formule

(EOIBA{N.}E} jE = Hcman CNP.’M.E} ]

A

que Hom (N,0) = 0,donc, grhce 2 la proposition 1.3.,
o A

S =
uppNEﬁ ﬁssl"lE ol ”
M
or ‘EAE £ SuppNE, done p_&E ¢ ﬁ.sa.}l .
(+) wCiJ} en effet,si p & AssM, il existe m € M dont 1'asnnuleteur est
b, donc liimage canonigue de m dans M.E. est non nulle,donc son amnulateur est un
idéal qui contient p, donc pA_, donc lui est égal. L'idéal EAR est donc associé

Y MP.’ dome p & Y d'apreés (v), da'ou (i) .
C.Q.F.D-

Nous allons travailler sur ces conditions en remplagant le foncteur

Hom par ses dérivés.
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Théoréme 7.2. Soit 4 un snneau commutatif, I un idéal de A,M un A-module.

Seit n un entier.

a) 3 'il existe une suite f1, diwaigE, d'éléments de I qui forme une

n+1’

suite M-résulitre {i.e. =i f) est M-régulier et si f, . est régulier dens
E~Ex’(1_ £ Yy Rour i € n), peur tout A-module ¥ annulé par ume puissance de I,
Taiswase p0,, M=
on a : >
|
10 :
Ext,(N,M) =0 peur i &n.

S

b) Si de plus A est noethérien, si M est de type fini, et si il existe

(W,M) = pour

—_——

un A-module N de type fini tel gue SuppN = V(I) et tel que Ext

—_—— s

d'éléments de I qui est

i ¢ n, alers il existe une suite £ ,...,f

M-régulidre.

Démontrons d'abord a), par récurrence. Si n < 0 1'Snoncé est wide.

n+1’

Si n > 0, supposons que z) soit démontrsd pour n' < n. Par hypothise

; y o : s . R Wl = :
il existe :1 € 1 qui est M-régulier. Dégignons par f. la multiplication par f.
. - 4

T M o . .
dans Exth(ﬂ,rxh et par £ la multiplicaticn par f dans M.La suite |
- — -

M — M K/fi M — O

Y

est exacte, donc aussi la suite :

by 1

2 L s e
Bxt, (N,1/2, 10 )———s Ext (N,M) ——————> Ext (VM) .
3 A

e’}

= o =L, o ia i, .

Par hypoth&ése I'N = 0,donz fl st nilpotent; Ext é&tant un foncteur universel,

il en est de méme de T pour tout i. Par aillsurs, il existe une suite régulidre
-

dans M/‘fl}i qui a n éléments,done, par 1'hyvothése de récurrsnce,

Exty ‘(M) =0 si ignl.

N — » . pls w T " — "
Cn en déduit que si i £ n, I7 est & lz fois nilpotent et injectif done

1 %
ExtA(N,H} =0,

35




Exp. 11, p. 5 31

Démontrons b), égelsment par réourrence. Si n < 0, 1'énoncé est vide.
Sin =0, b) résulte de 1'assertion (i)=>(iv) de (2.1). .
Sin »0, d'aprés b) pour n = 0, il existe un &lément fl €1 qui est
M-régulier; de la suite exacte (2.1), on déduit la suite exacte :

e r - -
(2.2) BExt,” (N,H) —> Ext), To,m/r M) ——s Ext {N,1) -

On en conclut que les hypothises de b) sont vérifides mour le module
Iﬁ/i‘lﬁ-z et pour l'entier n-1. Par 1'hypoth®se de régurrence, il existe une suite
de n éléments de I qui est régulidve pour I-‘I/fl]!'[,ce qui entralne qu'il existe
une suite de n+l £1éments de I , commengant par f., et qui est M-régulirs.

Ce théortme ncus invite 2 généraliser de ia maniére suivante la défi-
nition classique de la profondeur 4 'un module de type fini sur un Annesu

noethérien :

Définition 2.3. Soit 4 un anreau commutatif 3 414ment unité, soit M um

A-module, soit I un idéal de A. On esppelle I-profondeur de M, et on nots

nroflM, la borne supérieure de 1'ensemble des entiers naturelis n, qui sont tels
I =2 JOIME SUPST1eurs o9& J ensemole des entisrs naturels jul sont tels

gue pour tout A-module de type fini N annulé par une puissance de I, on ait

t

ti(l\’,r-{) =0 pour tout i < n .

On déduit du théoréme précédent que si n est la borne supéricsure des lon—

gueurs des suites M-réguli®res d’8léments de I,on =z ng Frof .

Plus précisément :

Proposition 2.4. Soit A un annesu commutatif, I un idéal de A et soit M un

A-module, soit enfin n € N . Considérons les assertions :

(1) n g prof M.

(2) Pour tout A-module de type fini ¥ qui est annulé psar une puissance

de I, on a : i
Exta(ﬁ,ﬁ} = 0 peur i ¢ n .
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(3) Il existe un A-module de type fini N tel gue SuppN = V{I) et
I 1 . P
tel gue Ext, (IN,M) = 0 si i < n.
tel gue b si
(4 I1 existe une suite M-réguliére de lonzueur n formde d'éléments
i =) =3
de I.
Cn = les implications Jlogigues suivantes @
(‘]);}(2} :(4)
(3)
De plus, si A4 est noethérien et M de type Tini, ces conditions sont

égquivalentes.

Démonstration : (1)&=2) par définition et (2)=—=(3) en prenant
N = A/T « De plus (4) =>(2) par (2.2 ). Enfin, si & est noethérien et
I de type fini, (3) =—5(4) par(2.2 v) .

Ilous supposons A noethérien et U de tvpe fini jusgu'd la fin de

ce paragraphe.

Corollzire 2.5+ Secit £ € I un élément M-rézulier, on a :

prof M = prof I/l + 1 .

En effet, si n & prof /flM, il existe une suite d'éléments de I,
£1300esf 5, qui est (M/fi)-réguliére ; donc la suite £yfy5...,f est
M-régulidre, donc n+1 & prof M, done prof 1 ?,profll-i/ﬂ.i &1 .
Parlailleurs, d'aprés la suite exacte (2.2), si i < prof ll, on a
Ezti_l(ﬂ,ﬂffﬁj = 0, donc profIH - 1g profIMffH.

Corollaire 2.5« Toute suite IH-réguliére finie, formde d!'éléments de I,

peut €tre prolonsée en une suite li-réguliére maximale, dont la longueur

est nécessairement égale £ lz I-profondeur de 1i.

Remargue 2.7. On ne se retient qu'd grand peine de dire gu'un A-module

est d'autant plus beau que sa profondeur est plus grande. Un module dont
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le support ne rencontre pas V(I) est des plus beaux ; en effet, on peut
démontrer que pour que profIM soit fini, il est nécessaire et suffisant que
Supp MnV(I) # d.

Remargue 2.8. Si A est un =znnezu semi-loecal, soit E{A) son radiczl et

k = 4/2(4) son anneau résiduel. la notion de profondeur intéressante est
obtenue en prenant pour I le radical de L. Hous conviendrons donc de noter
simplement prof I 1&_3(5)-profondeur d'un A-module 1I. On retrouve dans

ce cas la notion de "codimension homologique", (ef. SIRRE, op.cit.), que
l'on notait codh;:; et qui est définie comme las borne inférieure des

entiers i tels gue Ext:(k,I) £ 0 3 en effet Supp It = T(x(a)) .

Proposition 2.9. Si 4 est noethérien et - de type fini, on a 1@

profII.z inf prof 1]
REV(I) =

Corollaire 2.10. Si & est un znneazu semi-local noe thérien, et si I

e
est un A-module de type fini, on a @

prof Il = 4inf prof Il
. I

od m parcourt l'ensemble des iddzux maximaux de A.

Ie corollaire résulte immédiatement de la proposition 2.9 3 en
effet les idéaux premiers qui contiennent le radical sont les iddsux
MaximauXe

Par ailleurs, socit £ € I 3 si T est -régulier, si p e X et si
D 2I, 1l'image g de f dans A_ appartient & m , idéal maxzimzl de Ly 3 de

- - - vk - - - - 3
plus g est ;Efreguller, comme il résulte de la suite exacte

ok » i
(2.3) O——— 1 —E >(11/£10) >0
od o' désigne l'homothétie de rapport dans ZD. Cette suite exzcte

o
{=-3
I/fl) _ est isomorphe 2 IEE/;::II : en zppliguant le

&
donne aussi gue
& » on en déduit, par récurrence, cue

3
W
- e - v
a i

et al

e
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prof Il & v(il}, od 1l'on 2 posé pour tout M 3
v(II) = inf prof LI .
= T
PEV(I)
Plus précisément

s toujours par récurrence, on sait, si f est M—régulier,

é
que v(1) = v(1/£1) + 1 3 il reste donc & démontrer gue si (i) = 1, il

in élément U-régulier dans I. Or, en appliguant (2.1) & iI ,
=3

o
&
[ R
]
S
i

% m, pour tout p € V(I), on voit que Ep_/é .l',ssi-:n, done, en
2 p

appliguant (2.1) 2 A, et I, on 2 1la conclusion.

-

Proposition 2.11. Soit u

A —35F un homomorphisme d'anneaux noe—

therienss. Soit I un idéal de A, un A-module de type fini. Fosons
I,=1I®,3 et i = S B . 81 B est A-plat, on &
;rof:h ::B 2 profl_l-;' %

de plus si B est fidélement plat sur 4, on a &gzlité.

En effet, soit N = A/I 3 par platitude on 2 :+ N®,B = B/I_ ,
. <t

posons KB = I®, B« Toujours par platitude et hypothéses noethériennes,

e

on &

Brtp(Ns,10) = Ext, (N,M)@,B ,

a2 IR T LTV P
donec Extﬁ(ﬂ,; = 0 entraine thB(JB,MB) = 0, et la réciprogue est

vraie si B est fidélement plat sur A.

3« Profondeur et propridtés topologigues.

lemme 2.1. Soit X un espace topologigue, Y un sous—espace fermé, soit

7

un faisceau de groupes abdéliens sur X. Pogsons U =X = Y . Si n est

un entier, les conditions suivantes sont éguivalentes :
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V]
L

(1) E(LF) =0 si 1<a .

(ii) Pour tout ouvert V de X, 1'homemorphisme de groupes

(v,r) —s Bivaup

est bijectif si i ¢ n=1l et injectif si i = n-1 .

(1ii) Peur tout ouvert V de X ,

a&fnv(v,mv)=o o &€

Démonstraticn.
(ii) & {iii);en effet, soit V un ouvert de X , posons X' =V,
'"=YNV, F'= Fpv,U" = X'-Y'; Y' est fermé dans X' on = donc ure suite

exacte :

Hy, (X',F1) —> 2t (x50 L B (0,50) —s :lC I D

§i les termes extrémes sont nuls, 1'homomorphisme ‘Pi est bijectif,et si 1le
terme de gauche est nul, P, est injectif. Donc (iii) =% (ii) . Réciproquement,

si i ¢ n, H;',,(X',F') est nul car fgi est injectif et 'Pi-ﬂ surjectif.

(1) = (iii); en effet la suite spectrale "de passage du local au globsl"
donne :

S,
B (LEH(X,F)) = EX(X,F) .
Or, par hypothise QYQ(X,F) =0 si g¢ n,denc (HTfX,F})p*‘q =0 si prq<&n .
(i11) => (i) ; en effet (iii) exprime que le préfaiscean

Vo Ty

. : s iz s fea = .
eat nul, donc aussi le faisceeu associé qui est ngX,.E), car ¥ est fermé.
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4

Bemargue 3.2. Sin p 2, on peut omettre la soit
il i

Pn-1

injectif, ear le

l'hypothdse (ii) pour i = n-2 ,

T i,
préfaisceatu V aweHE (V,F) dont

el
1]

Proposition «3« BSoit X un préschéma loczlement noethérien, Y

un sous-préschéma fermé de X, F un 0. -llodule cohérent. Les conditions -

de 3.7 sont éguivalentes & chacune des conditions suivantes : |

(iv) Pour tout y € Y , on prof F_ 3 n

o

(v) Pour tout O.-lodule cohérent G sur X , de support contenu

(¢,F) = 0 si i n

§

(vi) Il existe un QK-—I.Eorlule cohérent G dont le support est &gal

2 ¥ et tel gue

Exty; (G,F) = O si i< n . ,

Si X est 2ffine, on a fait tout ce gu'il faut pour démontrer
1'équivalence des trois conditions de lz proposition 3.3 , or elles |

sont locales, donc il suffit de prouver (i) —3(vi) et (v)=2(1i) .

Soit J 1'idéal de Y, c'est un faiscezu cohérent d'idéaux 3 I
. m+l " . =
seit O, = 0./ s c'est un QO,-module cohérent dont le support
A A — i

est égal & Y , et on szit gue

B
g { X,B

!
<

i

=

e
I
I
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done (v)==x(i). Par ailleurs, les morphismes de transition sont des

épimorphismes dans le systéme projectif des O, .

ta
Si le foncteur Ezil est exact 4 geuche en son premier arsument,

du moins lorsque celui-ci est dans la catégorie des DT-:oiules cohérents

de support contenu dans ¥, les morphismes de traznsition au systéme induc-—

tif obtenu en =ppliquant Exi = aux 0, seront injectifs, or (i)

£
j#11 pr -
que le limite est nulle, donc (i) entrafner= que les llodules Iix

sont nuls pour tout m. Raisonnons par récurrence. L'énoncsd

est trivizl pour n < 0. Supposons gue (i)::s(vi] pour n < a, alors

(i) =>(v), donc, par la suite exacte des Ext,Zxt? est exact 2 =auche

en son premier argument, donc les Liodules

11+

tout m. Donc (i)=>(vi) pour n £ q.

C.Q.F.D.

Zxemple 3.4. Soit A un anneau local noethérien, m son idéal maximal,

Tr

& un A-module de type fini, soit enfin n un entier. Posons
F - 3 3 i
X = Spec(é),f - i.EE-s U= F-Y . Soit F le faiscesau associé £ .

Ies conditions suivantes sont éguivalentes :

1} prof U 2zn 3
2) 1lthomomorphisme naturel
EY(X,F) ——> E™(U,F) injectif si i = n-1 ;
est bijeectif si i ¢ n-1

3) Exti(k,:} = 0

[
'_l
|-l
P4
.
o
C
i
Il
¥
~
=]
-

4) Hi(X,F) = 0 sii<n .

Corollaire 3.5. Seit I un préschéme localement noethérien, Y un sous-—

préschémz fermé de X, F un O.llodule cohdrent : les conditions suiventes

sont éguivalentes :

'l

1) pour tout x € Y , prof F_ 2 2
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2) pour tout cuvert V de X, l'homomorphisme naturel
Orer w =0/ w =
BNV, F) ——— 827 (Vv N (X-Y),F)
est bijectif .
Théoréme 3.6+ (ELARTSHORNE). Soit X un préschéma localement ncethérien,

un sous-préschémz fermé de X. Supposons gue, pour tout Tz € Y ,

prof Oy x>/2 5 alors l'zpplication naturelle
=y

% (X) — = (%)

&

est bijective.

Démonstration. Puiszque X est localement noethérien, X est localement
comnexe; il suffit done de prouver que pour gque X soit connexe il est nécessaire
et suffisant gque X-Y le soit. Or, pour gu'un espace annslé en anneaux locaux
(X,_Qx] soit connexe, il est nécessaire et suffisent que Eo(x,gx} ne soit pas
cempcsé direct de deux anmsaux non nuls. Mais 1l'hypoth2se implique, d'sprés le

corcllaire 3.5. appliqué a8 F = 0.

x» que 1 "homomorphiame

B°(%,0,) —> E°(%-1,0,)
est un isomorphisme, d'ou la conclusiocn.
Corollaire

3.
tel que dim Q_x

?
crinnexs en codimension d=1,i.e. si X' et X" sont deux composantes irréductibles

7. Soit X un préschéma loczlement noethérien. Soit 4 un entier

> d entraine prof O 9 2 . Alors, si X est comnexe, X est
x —X,x — —

de X, ‘il existe une suite de composantes irréductibles :

R s

telle que pour tout i,l\( i £ n, la codimension de Xi 1 0 Xi dans X soit

inférieurs ou €gale & d-1 .
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Remarquons 4 'sbord que si X est de COHEN-JMACAULAY, 4 = 2 jouira de 1la
propriété évoquée plus haut. A ce propes, rappelons gue l'on définit la codi-
mension de Y dans X comme la borne inférieurs des dimensions des anneaux locaux

dans X des points de Y .

Démonstration. Scit F 1l'ensemble des perties ferméss de X dont 1a
codimension dans X est supérieure ou égele 2 d . On notera gue F est un anti-
filtre de parties fermées de X . Par ailleurs, pour gu'un fermé Y de X soit £lé-
ment de F, il feut et il suffit que, pour tout ¥y &Y il existe un voisinage
cuvert V de X tel que Y MV soit de codimension > d dans V . Enfin, si X
est connexe et si Y € F,X-Y est connexe d'aprds le théordme de HARTSZORNE.

Le corollaire résulte done du lemme suivent, qui est de nature purement topo-
logique.

Lemme 8. Soit X un espace topologique connexe et localement noethérien,

3
et scit F un entifiltre de parties fermées de X . On suppose qus tout fermé

Y €X qui appartient localement 3 F, (i.e. pour tout pcint x &€ X il existe

un voisinage ouvert Vde x dans X et un Y' € F tel que VAY =vVNY,

appartient & F . Les conditions suivantes sont édquivalentes :

(1) pour tout Y & F,X-Y est connexe;

(i1) si X' et X" sont deux composantes irréductibles distinctes de X ,

il existe une suite de composantes irréductibles de X : KD,X]_,.. ...,XP , telle

gue : K‘=X0 P Al =In et. vour tout i, 1 g i -( n, xi-—-l N lili ¢ ’oa

(11) = (4). Soit Y € F , il faut prouver gue l'ouvert U = X-Y est
connexe. Or, si U' et U" sont deux composantes irréductibles de U , il existe
deux composantes irréductibles X' et X" de X +felles gue X" N U=1" et
XN U=10"; soit XO,....J{n une suite de composantes irréductibles de X
rossédant la propriété évoguée plus haut; si 1'on pose L?i = xin 0,0 ¢ i\{ n,
les Ui seront des composantes irréductibles de U , de plus U, N ?‘Ti+1

3
est non vide si 0gigdn , car sinon, 3=Iiﬂ .'-:i+-<.__'f serait € F

44



40 Exp. III, p. 14

ce gul est contraire zu choix de la suite des Z;e Ceci entraine que

J est connexes

(i) =>(ii). Soit Y = LJ X' X", o 1'on impose que X' et X"

i
soient deux composantes irrdductibles distinctes de X telles que X' N X" € F .
La famille des X' N X" est localesment finie car X est localement nosthérien, de
plus les X' N X" sont fermés, donc Y est fermé. Par ailleurs, Y =ppartient
locelement 2 F , donc YEF . Done U = X - Y est connexe. Scient X' st X"
dewx composantes irréductibles distinctes de X , soient U! gt U" leurs traces
sur U, qui sont non vides par constructiecn de Y., Ge sont des composantes irré-
ductibles de U, ~r U est connexe, donc U &tant localement noethdérien, il existe
une suite de composantes irrdéductibles Uo,...,Un de U, telle que UG = U’,Un= o
et ‘Ji n Bl £ 9 et #£ U,,0&ign . Seit X s+++sX 1la suite de couposantes
irréductibles de X qui est telle que J(iﬂ U= Ui; si xin Xi+1 € F, par

:fj ou Ui=U+

sonstruction de U n Ui i+1

s ce qui n'est pas possible d'aprés
Le choix des Ui .

Ce@aF.Ds

Corollaire 3.2. Soit A un anneau local noethérien. On supposse que pour tout

idéal premier p de 4 , on a :

(dim Ay 2) = (pref AB), 2) .

On

On suppose de plus gue A satisfait la condition des chaines (¥).

i o = .- x = ) .
slors, pour tout p , idéal premier minimal de A, dim A/p = dim A, ocu

encore, toutes ]:_e_s___qgrigg_s_an_’r_.gg irréductibles de Spec A ont méme dimen—

sion : celle de A.

Si X' et X" sont deux composantes irréductibles de X, on les
joint par une chafne ayant les propriétés énumérées dans 3.7 $ il suffit
alors de démontrer gue deux composantes successives ont méme dimension,

ce gui résulte de la deuxiéme hypothdse.

»
(*) cf. Ega 0y, 14.3.2,
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Exemple 3.10. Soit X la réunion de deux sous-espzces vectoriels supplémentaires
de dimensions respectives 2 et 3 dans 1'espace affine de dimension 5; plus
précisément, soit X = Spec A , avec A = B/pn g, ol B =k [Il.. . ..,}LB:[ s p est
1'idéal engendré par J&,Xe,.'% et g 1'idéal engendré par X4 et xs; X peut é&tre
disconnecté par le point d'intersection x des deux sous-espaces vectoriels,

donc lea profondeur de Q_x’x est égale & 1, car elle ne peut &tre > 2 en

vertu du théordme 3.6. Autre raison : la conclusion d'éguidimensionnalité du
corollaire précédent est en défaut .

Plus généralement, prenant une réunion X de deux espaces vectoriels
de dimension p,q » 2 dans un espace vectoriel de dimension p+q, pour
aucun plongement de X dans un schéma régulier, X n'est mfme ensemblistement
une intersection complite & l'origine, car (gquitte & le modifier sans changer
1l'espace topologique cous-jacent au voisinage de l'origine), X sersit Cohen-
Macaulay donc de profondeur 3 2 & l'origine, ce gui n'est pas le cas,

Remargue 3.11. Soit X un préschéma lccalement noethérien, Y un sous-préschéma
fermé de X, F un _qulﬁodule. La profondeur‘est une notion purement topologigue
qui s'exprime en termes de nullité des _E'%(J{,F) pour i ¢ n . On désire égale—
ment étudier ces faisceaux pour un i donng, ou pour i > n . On démontre & ce
propos le résultaet suivent :

Lemme 3.12. Soit m un entler, pour que g}(x,f') =0, i»>»mn pour tout F
cohérent, il faut et il suffit que ce soit vrei pour F = -QX i
Par limite inductive c'est elors vrai pour tout faisceau guasi cohérent.

Par exemple, si Y peut &tre décrit localement par m équations, ou, comme on dit,
8i Y est locelement ensemblistement une intersection compliéte (ce qui se pro-
duit par exemple si X et Y sont non singuliers) il résulte du calcul des
_EiY(X,F) par le complexe de KOSZUL que ces faiscesux sont nuls pour i» m .

On & d'ailleurs utilisé ce fait implicitement dans l'exemple 3.10. Cette

condition cohomologique n'est cependant pas suffisante, comme le prouve

1'exemple ci-aprés :
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Exemple 3.13. Seit X = Spec(A), ou A est un anneau local noethérien,
normal de dimension 2. Scit Y une courbe dans X. On peut démontrer gue
le complémentaire de la courbe est un ouvert affine donc

L i-1,.

iy F =
aka,gK)qg gykx,gﬁ} 5 ¢ gi-Y,gx} = 0 pour i » 1. Cependant on peut

construire une courbe gui n'est pas décrite par une éguation.

Nous chercherons (*) des conditions pour gque les g;(X,F} soient
cohérents pour un i donné, ce gqui n'est pas le cas en général, comme le
montrent des exemples évidents, par exemple HE(A} pour A un anneau [
local noethérien de dimension n > 0O 3 1orsque_far exemple A est un
anneau de valuation discréte de corps des fractions X, on trouve
Hi{A}:E.KfA + qui n'est pas un module de type fini sur A. Pour &clairer
lz lanterne du lecteur, disons que le probl®me posé est éguivalent au
suivant : Seit f : U—= X une immersion ouverte, soit G un faisceau
cohérent sur U, trouver des critédres pour gue les images directes supé-—
rieures le,G solent des faisceaux cohérents sur X pour un i donné.

Ces conditions sont nécessaires pour l'utilisation de la géométrie formel—

le que nous avens en vue dans Exp IX et suivants.

A P - T
(*) ¢f. Exp VIII.
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Exposé IV

MODULES ET FONCTEURS DUALISANTS

1. Généralités sur les foncteurs de modules.

Scient 4 un anneau noethérien commutatif,

C la catégorie des A-modules de type fini,
C' la catégorie des A-modules guelcongues,
4b la catégorie des groupes abéliens.

Le but de ce paragraphe est 1'étude de certaines propriétés des
= ' - - . "
foncteurs T : C —5 Ab (supposés additifs).

Remarguons que si M € 0b ¢, T(M) reut &tre muni de fagon canonigue

de M associdée & f € A, A opire sur TCM) Dar fT’T - En d'autres termes,
Wy

d'une structure de A-module gui est la suivante : si f,, est l'homothétie
d

a T
P 0
To\dcl/

ol C'—5A4b est le foncteur canocnigue.

Dans la suite, T(M) sera considéré comme muni de sa structure de
A-module.
En composant avec l'isomorphisme EIEQHomF(A,E) le morphisme
Hcmﬁ(ﬁ,m}-_ﬂ:ﬂemﬁ[T(m),T[A}} ; on obtient les morphismes suivants gqui
!

éduisent 1l'un de 1l'autre de maniére é&vidente :

-

¥ —sHom, {e{M),rfa)) ,

Mx T(K)—>T(4) ,

>.Homﬁ(M,T(A}),

H

ce qui nous définit un morphisme ¢T de foncteurs contravariants :

Wp @ @ >Hom, (M,T(4)) .
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-
11]
w
fof
®
b
b
H

opriétés suivantes sont &guivalentes

(i) P est un isomorphisme de foncteurs.

implication (i)=> (ii) est triviale.
a )]

[ )
[ .
=1
'
’_I
b

ication (ii)=aA (i) résulte de ce que pour un morphisme

vy

- v E ] < h "
u : F— F' de deux foncteurs exscts & gauche F ot ''de C dans 4Ab ,
si u(4) est un isomorphisme, u est un isomorphisme (on utilise le fait
Jue A est noethérien et donec gue tout A-module de t¥ype fini est de

rrésentation finie).

. . . L 5 °
Remargue 1.2. Ceci montre en particulier gque les foneteurs T : C'—5 Ab
gui sont représentables sont les foncteurs gui commutent zux limites
projectives jquelcongues (sur un ensemble préordonné non nécessairTement

filtrant).

5i HQJFC 2Ab) désigne la sous-— catégorie pleinre de HO"Lu +4b) dont

ot
'_ 1
®
[
by
8]
0
ot

les objets son eurs exacts & gauche, on a démontré 1'édguiva-—

lence des catdgories

C 1

> Hom(c° ,Q)

par les fencteurs quasi-inverses 1. un de l'autre

H ~nns Homﬁ[ »H)

et
TAA) . T
Scient maintenant J un idéal de A, Y = V(J) « Spec 4, et désignons

par %. la sous-—catégorie pleine de C dont les cbjets sont les A-modules
de typve fini M tels que Supp M Y. On & :

o = U cgln)

“y n

i W N . ’ " % S 4

oli C*7 est la sous—catégorie pleine de CY des modules M tels gque
Pu=0.
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Proposition 1.3. Avec les mémes notations gue précédemment, soit
T : C%——ﬂ'éh un foncteur. A H est associé un morphisme naturel
(PT : T——aHOTﬂA{ ’H) ’
et les conditions suivantes sont éyuivalentes :
(i) p €3t un isomorphisme.
(ii) Le foncteur T est exact & gauche.
Démonstration :
2) Définition de ¥j. Soit M € Ob C,. Il existe un entier n tel que
IK = 0. Alors M est un AfJn—module, et si Tn désigne la restriction
de T & C{n), on sait définir le morphisme
>Hom,( ,E ), ou H_ = T(a/J") P
H n 1 ’
>HomA(M,}}£LEh) = EHom, (M,H)

1
[ ar
(M) = Tn{h]
entier

: T —Hom, ( H)
)
done pour tout

ol
tFT *
Il est clair gque (i) entraine (ii). Supposons (ii) vérifié et soit
L]

a

= EEESTR{M}

et
b) Equivalence de (i) et (ii).
Cn a vu gue TP(M)ilkﬂomL(y,E )

¥ € 0b Cc'\?
n'>n on a
(M) = Tn(&} = T (M)
+ Y T T -
et (M) lim Homk[h,hn; .
Comme il s'agit ici de limites inductives filtrantes, on a aussi

l'isomorphisme

Foa 3 »- 4
Akh,Hnle_ OmA(M,llg Hn) = Eomﬂ(m,ﬂj
désigne la catégorie des A-modules, de support contenu dans

non nécessairement de type fini, on a encere 1'éguivalence
g

lim Hom
—
Si C&
T, mais
: 5 " Ay o
naturelle de catégories : Cy =, Hom (CI,Ab -

e —
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. el i +n
un O-foncteur exact. Pour tout ié& Z, on pose 5 = T(A/T) et
- . a
H = lim H_ .
— b 4§
S x e < . 5 ek
Théoréme 1.4. Secit n € &£ . 53'il existe i, € & tel gque T" =0

pour tout i £ i, » alors les trois conditions suivantes sont égquivalentes:

(i) T = 0 pour tout i < n .
(ii) B = O pour tout i ¢ n .

iii) Il existe un module M, de tel gue Supp M, =Y et
[ - R i e———s 2 A

M,
' (M,) = O pour tout i < n.

Démonstration : Il est &évident gue (i) entraine (ii) et (iii) (on

prend M, = A/J). Montrons par récurrence sur n gue (ii) entraine (i) 3
c'est vral pour n = i, , et on le suppose démontré Jusgu'au rang n.
Supposons aleors gque H = QO pour tout i< n + 1 ; par 1'hypothése de
récurrence on a T- = 0 pour i € n, mais 1 = 0 entraine que T est

un foncteur exact & gauche et
B =0 . !

Montrons alors que (iii) entraine (ii). C'est encore vrai pour n = i

Tn:iﬁﬂomﬂ(

supposons—le démontré jusgu'au rang n : soit M, un A-module de CY

tel que Supp M, = Y et gue Tl{Mg) = 0 pour tout i < n + 1 ; par
lthypoth&se de récurrence on a alors H = O pour tout 1< n 3 il
i n . i 5 g :
reste & montrer gque H© = 0 . Mais "HT = O pour tout i < n" impligue
que T"7' = 0 et donc gque Tn:E-HomA{ ,Hn) - On a alers :
Ass T%(M,) = Ass Hom(M,,H") = Supp M 0 4ss E" = Ass H®

car - n
Ass H C Supp H = ¥ = Supp ¥, .

D'ol Tn(MnJ = O&> Ass H® = ¢<;;>Hn =0 3 ce gui achéve la

démonstration.

o1



Exp.IV,p. 5 a7

tl
g
::‘.
@
W
[
:1“
i
[}
et
ot
Q
o
(o]
)
H
%
i)
b+
e
‘o
o
w
1119
o
(=]
1]
et
=3
(e
H
ke
o
fo
1]
ot
(8]
o]
=)
=
o
ot
]
(o
)
2]

..... Les nota-—

ol on suppose gue T est un foncteur exact & gauche, d'ou :

T(M) = Hom, (K,H) .

Propesition 2.1. Les propriéités suivantes sont Zguivalentes :

Lo

m

(i) Le foncteur T est exact,

(ii) H est injectif dans C'.

Démonstration : Il suffit évidemment de montrer gue (i) implique (ii),

c'est-a-dire de démontrer gue =i la restriction & O, du foncteur
Y
Hom,( ,H) est un foncteur exact, H est injectif. liais comme A est
E=9
noethérien, pour monirer que H est injectif, on peut se borner & prouver

que tout homomorphisme f : N.oH de source un A-module N de type fini,

sous—module d'un A-module M de type fini, se prolonge en un homomorphisme
T i M —sSH.

La définition de H et le fait gue N soit de type fini entrainent
qu'il existe un entier n tel gue Jn.f(N) = 0. Munissons alors
M et N de la topologie J-adigue. La topologie J-zdique de ¥ est &dgqui-
alente & la topologie induite par la topologie J-adigue de M (théoréme

de Krull). Il existe donc V = 7% tel gue

U= Vn NcJdw .

3

alors la factorisation :

vn a

. > N,/U

bl
u

H ,
r v N ar v - .y - . T - - —
/U et M/V sont dans G, L'hypothése permet donc de prolonger u en u

-
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MV
1:- —

Y] 1

H

o 3

= gy u = 5 2 s P o

et M —a MN/V >H donmele prolongement cherché f .
Corollaire 2.2, 3So0it K un A-module injectif, 2lors le sous-module
o R - - 5 e - . % §
zJ{K} de K formé des €léments annulds par une puissance convenable de

J est injectif.

monstration : Il suffit de vérifier gue la restrictior & C_ du
K)) est un foncteur exact. Or soit Me 'b C_ , il
N
e

s 2t 1'inclusion
- Y o LT’
ﬂomﬁ(M,HJ(K}) — Homﬁ(m,ﬂj

est alors un iscomorphisme. D'oli le rédsultat puisgue Homﬂi yK) est

exact.

3. Etude du cas ol T est exact & gauche et T(M) de type fini pour

tout M :

Soit comme plus haut

[+]
T : C —> Ab 5
on suppose désormais gue T est exact & gauche et qu'on a la factorisation

i

- .

v > Ab

\\\\ 2]

b3

On sait donc définir T(T(M)) = ToT(M) , et le morphisme canonigue

M ——> Hom, (Hom

X M,H),H)

,
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définit un morphisme

M—s TaT(M)

Proposition 3.1. L'anneau A &tant toujours supposé noethérien, si on

fait 1l'hypothé&se supplémentaire gue A/J est artinien, les conditions

suivantes sont éguivalentes :

(i) T ext exact & gauche et, pour tout M € Ob Cy , T(M) est de type

fini et M — ToT(M) est un isomorphisme.

(ii) T est exact et, pour tout corps résiduel k associé & un idéal

maximal contenant J, on a T{(k)2 k.

(iii) Ona T3 Homﬁ( +E) avec H injectif et, pour tout k comme
dans (ii), on a Eomﬂ(k,H):g.k 5

(iv) T est exact et, pour tout M € Ob Cy 5 on a longT(M) = longM .

Démonstration :
On a déj& montré 1l'équivalence de (ii) et (iii) (prop.2.1).
Montrons que (ii) entraine (iv) : d'abord si M ¢ Ob C; , comme
M est un 4/J"-module avec 4/J" artinien, long M est finie. Raisonnons
par récurrence sur la longueur de M. La condition [iv} est vraie si
long M = 1 , parce gu'alors ¥ est un k. Si long M > 1 s 1l existe un
sous-module M' de M tel gque M' ¥ O et que long M'< long M . Formons

alors la suite exacte
C— MN' — i —sN"— 0 .
Comme T est exact, on a la suite exacte
0— T(M") — T(M) -—>T(N'")—s O

et long T(M) = long T(M') + long T(M") = long N' + long ¥" = lons N .

(ii) entraine (i) : Conme (ii) entraine (iv), soit M un A-module

de C, , on a long T(K) = long M ; donc T(L) est de longueur finie et

par suite de type fini.
Il reste & montrer gue M —> ToT(M) est un isomorphisme 3 on raisonne

encere par récurrence sur long M. Pour M = k , ¢'est vrai. Dans le

cas général on écrit le diagramme commutatif dont les deux lignes sont
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&) M! > M > MM =~ 0

J

)
O —TeT(M') —>ToT(M) —=ToT(M") —0

oi M' est un scus-module de M tel gue M' # 0 et long M'« long M .
Par 1'hypothise de récurrence, les flaches extrémes sont des isomorphig-—
mes, donc

M —s TeT(M)

2st un isomorphisme.

(i) entraine (4i) : soit

O —MN'—sM —SM"— -0

une suite exacte de A-modules de CY’ et soit Q le conoyau de
T(M)—s T(M') . Appliquons T & la suite exacte
0 — T(M") —> T(M)
on obtient :
0—T(Q) —=TT(M') —>ToT(MH)
s Ts

MY M )

sT(M'") —= Q@ —s0 ’

donc T(Q) = 0 et Q=5 T(T(Q)) =0 .

D'autre part soit k un corps résiduel, k = 4/m , JTc m . I1 faut
montrer gue T(k) 2 k . Pour cela il suffit de remarguer que T(k) est

un k—-espace vectoriel. On en déduit

T(k) @ ke VvV ,

T(T(k)Z T(k) @ (V) 2 k8 V @ P(V) 2 k|,
d'oi V=0 .

Montrons enfin gque (iv) entraine (iii) : il suffit de montrer que
T(k) 2 k 3 or long T(k) = long ¥k = 1 , done T(k) = k' est un corps
résiduel et Supp k' = Supp HomA{k,H) & Supp k . Donec k = k'.
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Remarque 3.2. On peut montrer que la condition (iv) est équivalente

& la condition s

(iv)' Pour tout M & Ob Cys on a long T(H) = long M .

4. Module dualisant. Poncteur dualisant.

Définition 4.1. ©Soient A un anneau local ncethérien et m son idéal

maximal. On appelle foncteur duzlisant pour A tout foncteur

PO AL
- T
o on note € au lieu de G pour y = V(m) , qui satisfait aux
conditions équivalentes de la proposition 3.1. On 4 gu'un A-module

it
I est dualisant pour 4 si le foncteur H-muqumﬂ(M,I) est dualisant.

On peut généraliser la définition 4.1. 2u cas oli on ne suppose

plus qQue A soit un anneau loecal.

Définition 4.2. Soit 4 un anneau nosthérien et soit C la sous—catégorie

pleine de C formée des A-modules de longueur finie; on appelle foncteur

PRy e —0 — . .
dualisant tout foncteur T, A linéaire, de C dans C , gui esi exact

et tel que le morphisme de foncteurs

id > ToT

80it un isomorphisme.

On va démontrer un théoréme d'existence et zussi gue le module
I qui représente un tel foncteur est localement artinien. On montrera
aussi gue, pour tout idéal meximal m de A4, la composante m-primsire
du socle de I est de longuewr 1.

Proposition 4.3, Scient A €t B deux annezux locaux noethériens

d'idéaux maximaux m, et my , tels gque B soit une A-a2lgébre finie.

Alors, si I est un module dualisant pour 4, iamA(E,i} est un module

dualisant pour B.
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m

le foncteur restriction des scalaires : il est exacti. Soit T un
: |

> Ao

I . i

il est exact et, pour tout ii € Ob © le morphisme naturel
¥ X m 2 S

- 3 1 . 3 £ Y -_ £
H s TeT(wl) est un isowmorphisme ; done ToR est un fonctieur

qualisant pour B, i I représente T, d'aprés la formule classigque

Hom, (i, I) = EomB{ﬂ,HomhLB,I)), valable pour tout B-module i, on en
-
i em {
sk

it gue H B,I) est un wmodule dualisant pour B.

Corellaire 4.4. Socient 4 un anneau loeal noethérien et a2 un idéal
s

it B = Afa ., 5i I est un module dualisant pour A, l'annulateur

A
B
2 dans I est un module duslisant pour B.

Lemme 4.5. BSoient 4 un annreau local noethérien et I un A-nodule

localement artinien. Il existe un isomoro isme canonique

Tes S a. 4 .

Démonstration : Soit I, l'annulateur de m dans I, ol m est 1'idéal

maximal de a4, Dire uyue I est localeuent artinien, c'est dire que I

est limite inductive des Ip et que ceux-ci sont ue longueur finie,

Or le produit tensoriel coummute aux limites induetives, on est ramené
au cas o. 1l est artindein, Dans cg cus L est aunulé Dar une puissance

E > k, INI@ 4i/m?,

de i'ideal waximal, soit u § doncy pour p
— s
done IXSI ®A £ car 4 est noethnérien et I est de type Tini.
Lio el gorniclut qwue le fohicteld resiriciion des scalaires de A

& & et le foncteur extonsion des sczlaires induisent des éguivalences

quasi-inverses l'une de l'autre de la catégorie des A-modules localement
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artiniens et de la catédyorie des A—modules localeuent artiniens.

4.6. BSoient A& un anneau local noethérien, A4 son complété,

I un module dualisant pour a (resp. pour L) et J le compldtié ds I
(resp. le A-module obtenu par restriction des scalaires). alors J

est un module dualisant pour & (resp. pour 4). De plus les groupes
abéliens sous-jacents &2 I et J sont isomorphes.

Démonstration : On remargue simplement gue l'éguivalence entre la

catégoris des A-wodules localement artiniens et la catégorie des
A-modules localement artiniens induit un isomorphisme entre les
bifoncteurs }Eu;.'.‘_l(.,., et Hoiiz(ege)s €% vue le carusctérisdtion @'un
foneteur ou d'un wodule duslisant ne fait cegt Lircncteurs.

4.7. Bolt & un anneau local necthérien.

a) I1 existe toujours un wodule duslisant I.

o)

b) Deux modules isomorphes (par un isomorphisue

non cancuigue),

¢) Four qu'un module I soit dualisant, il faut et il suffit

[N

(=¥
gu'il soif une enveloyrpe injective du corps résidusl k de 4.

Remarque 4.%. La proposition 4.8 peruet de se ramener au cas d'un
anneau local noethérien complet. D'apris un théoreme de structure

de CUHEl, un ®l anneau est

proposition 4.3. omme nous le

e
o]
4
=
141
et
)
=
0
H
n
[+t
w
o

o

!
0
7]
111}
H
b
H
(11
o
=
o
it}
H
-
C
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Happels :
st <6 shof o 8

avant de démontrer le théoréme, nous faisons guelgques rappels

sur la notion d'enveloppe injeciive. Cf, P, GaBRIEL, Thése

Des Catégories Abéliennes, ch II § 5.

Soit & une catégorie abélienne dans laguelle les lim existent et
=2
sont exactes {ex.‘fg = catégorie des modules). Tout objet M se plonge
dans un cbjet injectif et on appelle enveloppe injective de I tout

cbjet injectif, contenant M, minimal, On a2 les propriéités suivantes :

(i) Tout objet M a une enveloppe injective I.

(ii) Si I et J sont deux enveloppes injectives de M, il existe
entre I et J un isomorphisme (en général non unigue) gqui induit 1'iden—
tité sur M.

(iii) I est une extension sssentielle de M, c'est-&-dire que
PcI et P0 K={0}]) implique (P =§0}) . De plus si I est injectif

et extension essentielle de I, I &5t enveloppe injective de M.

Ces résuliats admis, pour démontrer le théoréme 4,7, il suffit

évidemment de prouver c).

Démonstration : Seoit I un module dualisant pour 4. aslors I est injectif

et Eomﬁ(k,lj est isomorphe & k. En composant 1l'isomorphisme

x.ﬁ'ﬂomh{k,I) avec l'inclusicn
Homh(k,I} o Homﬂ.(ﬂ.,l) L
on obtient l'inclusion
kes I .
Hontrons que I est enveloppe injective de k. Soit J un module injectif
tel cue ke Jg e I .

Comme J est injectif, il existe un sous A-module injectif J' de I

s
tel que I =J @ J', lontrons gue Hom,(k,J') = 0. On a

Hom, (k,I) 2 Homﬂ(k,&'} @ Homil'\lc,J'j 3
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Homﬂ(k,Jj est un sous-—espace vectoriel de Hom, (k,I) 2 k non réduit
& zéro (puisqu'il contient 1'inclusion k J), done Hom, (k,J) = k

et par suite Hom,(k,J') = 0 .

En raisonnant par récurrence sur la longueur on en déduit que
Ecm&(M,J') = 0 pour tout A-module ¥ de longueur finie j; donc J' est
1'objet gqui représente le foncteur O : C;._b Ab , et par suite
Jt = 0,

Réciproquement, soit I une enveloppe injective de k. Pour voir
que I est un module dualisant, il suffit de montrer gue V = Hom, (k,I)

est isomorphe & k. Or on 2z la double inclusion
ke VoIl H

V est un espace vectoriel sur k gui se décompose en la somme directe
de k et d'un socus-—-espace vectoriel V' de I tel gque V'N k=0 , O

I est une extension essentielle de ky, d'lot V! = 0 et V =k .,

Corollaire 4.9. Soit A un anneau local noethérien § tout module

dualisant pour A est localement artinien.

Démonstration : Scit I un module duzslisant ;3 c'est une enveloppe

injective de k. Utilisons les notations et le résultat du corollaire
2,2. On a

>

k < H; (T)& &

et H; (I) est injectif. On en déduit que I = H°(I) et donc que I

est localement ariinien.
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5. Conséguences de la théorie des modules dualisants i

Le foncteur

T = Hom,( ,I) QE___a ;E

est une anti-éguivalence., En effet ToT est isomorphe au foncteur

identigue et l'argument est formel & partir de la.

On en déduit les propriétés habituelles de la notion d'orthogonalité

Soit M* = Hom,(M,I) = T(l) et soit N < M un sous—module. On

appelle orthogonzal de N le socus-module N' de LI* formé des éléments

de [ nuls sur N. On obtient ainsi une bijection entre l'ensemble
des sous-modules de I et 1'ensemble des sous-modules de I s Qui renverse
la notion d'tordre.

Cn 2 en particulier :

2

- long,. N = colong,., N' .
e e

— 4Aux modules lM monogénes, i.e. tels gue i/m Il soit de dimension 0 ou 1,
correspondent dans la dualité des modules dont le socle est de longueur
O ou 1.

— 81 A est artinien, les idecaux de A correspondent aux sous-modules de

5 B
ECltess

Scient A un anneau local noethérien, DA la catégorie des A-modules

=An) _ .., n+il

i tels gue, pour tout n ¢ N M/m M soit de longueur finie

et tels gue i = é%g Hkn{ et soit 4 le complété de A. Le foncteur
restriction des scalaires et le foncteur complétion sont des equivalences
quasi-inverses entre DA <% DA, qui comuutent 2 iscomorphisme priés & la
formation des groupes abéliens sous—jecents aux modules considérés.
liotons CA la catégorie des 4-modules localement artiniens & socle de

dimensicn Tinie.
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Proposition 5.1. Soit A un anneau local noethérien et soit I un

module dualisant pour A, Les [foncteurs

Hom,( ,I) (ea)y® - Db

Homg( ,I) : DA — (ca)®

sont des éguivalences de catégories, guasi-inverses l'une de l1l'autre.

De plus, si l'on transporte ces foncteurs par les éguivalences

de catégories entre DA et DL d'une part, et CA et CA d'autre part,

on trouve le foncteur Eomﬁ( o

Démonstration ¢ Soit X € 0b (A . Par définition on & 3

k1
’

X)

X= lin X_ , X = Hom, (&/m
Kem

donec

Hom, (X,I) = lim EomA(Xk,I) s

Done ¥ = Jim X, est un A-module de type fini comme il résulte de EGA

Al
OI T«2.9., On remarque & ce propos gue LA est aussi la catégorie des

A-modules de itype fini ou, si 1l'on veut, gue DA esi la caitégorie des
A-modules complets et de type fini sur A. Soit alors Y un tel module,
seit f : ¥ — I un ;—homomorphisme. L'image de f est un sous-module
de type fini, donc est annulée par E& pour un certain k ;3 en effet
tout x € I est annulé par une puissance de m. Donc £ se factorise par

yﬂgFY , d'olt il résulte que

Homﬁ{Y,I} = 1im Homa(Y(kgI) avec Y{k) = Yfgk+1 ¥
=
*
- ug %))
bd

appartient &2 Ob CA., D'olr il résulte immédiatement gque les deux foncteurs

de l'énoncé sont guasi-inverses l'un de l'autre.

I1 résulte des considérations précédentes que l'on ne change rien
aux catégories ou aux foncteurs considérés, non plus qu'aux groupes

abéliens sous-jacents aux modules considérés; en remplagant 4 par A 3
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la proposition 5.1. s'énonce alors alnsi :

La restriction du foncteur Homg( ,I) & la catégorie des A- modules !
de type fini prend ses valeurs dans la catégorie des i—modules locale—
ment artiniens & socle de dimension finie, et admet un foncteur quasi-
inverse, qui est la restriction du foncteur Homi( sI) . Sur 1l'inter—
Section de ces deux catégories, ces deux foncteurs coincident (évi-
demment !) et Stablissent une auto—dualité de la catégorie des |

A—modules de longueur finie.

Exemple 5.2, (MACAULAY). Soit A un anneau loeal de corps résiduel k. l
Soit k  un sous-—corps de 4 tel que k soit fini sur k i [k: kf] =d .

Tout A—modula de longueur finie peut &tre considéré comme un k o—espace

vectoriel de dimension finie et égale & d.long(M) . Le foncteur T :

M emume— Homk (I'!I’ko:]
o

est alors exact et conserve la longueur, donc est dualisant pour A,
Le module dualisant associé est done :

n
A = 1_?, Hom, (4/m"k ) ,
Q

ctest le dual topologigue de A muni de la topologie m-adique.

Exemple 5.3. Soit A4 un anneau local nosthérien régulier de dimension n.

S0it m son idéal maximal, scit k¥ son corps résiduel. Il existe un
systéme régulier de paramétres, {x1,x2...,xn), gui engendre m, et qui i

est une suite A-régulidre. On peut donec calculer les Exti(k,i} par

le complexe de KOSZUL 5 on trouve

Exty(k,4) = 0 siifn

) I

sz(k,aj ~ k.
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La profondeur de A4 étant n, pour tout M annulé par une puissance
de m , Ext,(M,A) = 0 si 1 < n ; de plus Ext,(M,A) = 0 si i> n , car
la dimension cohomologique globale de 4 est égale & n . Donc Extz( s4)

est exact et de plus Exti(k,ajan k 3 il en résulte que 3

Froposition 5.4. Si A est un anneau local noethérien régulier de

dimension n, le foncteur

M A Ext), (M, 4)

est dugalisant. Le module dualisant associé est

I = g Exty(4/z’,a) ,
r

il est isomorphe & E;(A) (Exposé II, th.8) (¥*) .

Remargue 5.5. ©Si 4 vérifie & la fois les hypothises des deux exemples
précédents, les deux modules dualisants trouvés sont isomorphes.
Supposons par exsmple gue A soit régulier de dimension n, complet

et d'égales caractéristiques. Il existe alors un corps des représen—
tants, soit K. Si l'on choisit un systéme de paramdires (x1,...,xn}

de A, on peul construire un isomorphisme enire A et l'anneau des séries
formelles : K [[T1,...,TJ] ; d'oli, comme nous allons le voir, un

isomorphlisme exXplicite entre les deux modules dualisants

v s BO(4) —5 A .

On peut trouver une interprétation intrinsdgue de cet isomorphisme &

l'aide du module fln(A/K) des différentielles relatives complété de
degré maximum. En effet, l'on sait gque Ilp{AjK} admet une base formée

dx_ .

de 1l'élément dx1,\dx2 cee A8E
D'oli un isomorphisme
u s B OLP(A/K)) O (A)

Un fait remarguable est alors gque le composé

(*) Soient A un anneau, J un idéal de A, M un A-module, i€Z ; on posera
alors HE{M) = H;(X,F), ot X = Spec(A), Y = V(J) et F = M.
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60 Exp. IV, p. 18 |

s ns 5
VL = W oz _‘:‘:nl) 5 A1 |

ne dépend plus du choix du systéme de paramstres et commute au change—

— " 5 I1 3 3 i
Four construire v on calcule H (4) grice au complexe de KOSZUL

associé aux x., oh trouve :
L

i _— L e T - S
E'(4) = lim “f(xl""’xn 5
I
ol les morphismes de transition sont définis comme suit :
v T T . o z

posons I = 4/(x7,.00yX,) 3 soit e 1'image de
- T 1 1 a.“,...,av1

24 a2 ar T )

] ! Y - -

{ = con dans 1_. e our s £ g, < 1
(xq) (=) Teeulx) pe Les L a; < 1,

forment une base de I“.

Ceci dit, si s est un entier, le morphisme de transition :

t:,r+s % Ir 2 Ir+s

o+ 5 2 - 5 _8 = o
est la multiplication par x1x2...zh s donec :

X I+s

u (e _ e
TyT+S ' Bypeeasd 2 +8s.0058 45

n
Notons que la donnée d'un A-homomorphisme w d'un A-module i dans

4' éauivaut & la donnée d'une forme K-lindaire w' : I —> K qui soit

continue sur les sous-modules de type fini. Dans le cas I = EQ"), 1a

définition de w éguivaui done & celle d'une Torme linédaire
N n _
p: = ") - x ,

appelée forme résidu (*). Four construire P » il suffit de définir des

formes P 3 Ir———gK qui se rscollent, et on prendra

f i1sia, =r-1 powwr 1 £i¢n
e 5 o

, i
Fr \Ey a =
: AR A 0 sinon =

la notion de résidu, Cf, H.

cture Notes in liath. n°® 20, (1966),
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Exposé V

DUALITE LOCALE ET STRUCTURE DES H' ()

1. Complexes d'homomorphismes.
1.1. Soient F' et G° deux modules graduds, alors on note :
(1) Hom" (F*,G")

le module gradué des homomorphismes de modules gradués de F° dans G* .,

Ainsi on a :
(2) Hou®(F*,6") = TV Hon(F<,c%*®) |

Soit P (resp. G°) un complexe, et soit d, (resp. dz) sa différentielle,
alors pour h € Eom“(F*,G") on posers

(3) a(h) = hod, + (-t )Sa2 oh .

On vérifie trivialement que dod = O, donc gque Hom"(F',¢") muni de 4 est
un complexe. Le groupe de cohomologie de ce complexe se note
(4) 2 (r,c) .
~t
51 G" est injectif en chaque degré, alors
F'aey HE(F,G")
est un O —foncteur exact. De méme, pour F° guelconque 3
G.’\-ﬁ-} E.(F.,G.}
est un S ~foncteur exact sur la catégorie des complezes G° injectifs en
chaque degré.

Remaraue 1.2, Les cycles de Hom'(F",G" sont les homomorphismes de F*
dans G° gqui commutent ou anticommutent, suivant le degré, avec les différen-
tielles. Les bords de Hom'(F",3") sont les homemorphismes de F* dans G
homotopes & zéro.

66



62 Exp.V,.p. 2 |

Soit A un anneau et soient M(resp. N) un A-module, R(M) (resp.R(N))
une résolution injective de M (resp. N), alors il existe un isomorphis-

me canonigque
(1.3) Es(a(r-n,ﬂ(n}) & ExtS(M,N)
En effet, soit i: M — R(M) 1'augmentation canonique, et soit

n & Hom®(R(M),R(N)) alors on notera t, l'spplicatien

b A, o i
de Hom®(R(M),R(N)) dans Hom(¥,R(N)®) . La famille ((-1)5%}3»0
définit un homomorphisme de complexes (ordinaires)

t: Hom" (R(M),R(N)) —» Hom(M,R(N)) ,

i.e. on a (dh)on i=(-1) dyeh, 0i .

On vérifie facilement que, passant 2 la cohomologie, t donne un

isomorphisme. En particulier il en résulte que

£ (R(M),R(N))

ne "dspend pas" de la résolution injective R(M) (resp. R(N)) de M (resp. N)

cheoisgie.
A toute suite exacte de A-modules

(5) Qa9 M ey M 3 M ey O

on falt correspordre une suite exacte de résolutions injectives

() 0 —R(M') —5 R(M) — R(M") —30

On vérifie que l'isomorphisme (5.3.) commute avec les homomorphismes :
(8) E°(RO),R(N)) —> 8% (R(M") ,R(W) ,

(9) Ext®(M',N) —s Bxt™ ' (u,N) ,

déduits de (6) =t (5).
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Scient P un troisi2me A-module, R(P) une résolution injective

de P , alors la composition de morphismes gradués donne un accouplement
(10) Hom™ (R(N),R(M)) X Hom® (R(M),R(P)) —» Hom "I (R(N),R(®)) ,

qui définit un accouplement:

(1) E®R®,R0M) % B R0),RE) — EI M) ,RE) ,

donc un homomorphisme de foncteurs en M !

(1.4) Eitﬂtri),ﬁ(:-:)) —~>aom{z~:'j (R(r-I},R(P}),Hi’“j(R(N),R(r—})) ;

Cn va voir que (5.4.) est un homomorphisme de 5---f‘c:nctteu‘.'"s en M.

Les suites exactes (5) et (6) donrent un diagramme commutatif :

Hom " (R(N) ,R(")) —> Hom(Hom’ (R(1'),R(P)),Hou ™ (R(¥),R(2)))
‘ J 1 Ham(_q, id) _
Hom™ (R(N) ,R(M)) —3 Hom(Hou" (R(M),R(P)), H " @R@),R(E)))
dr

Hom™ (R(N) ,R(M")) —> Hom (Hom" (R (") ,R(P)) ,Hom™"3 (R(™),R(2)))

Soit h & Hom (R(N),R(M")) (resp. g € Ham’(R(M'),R(P))) un eycle, et soit
h' € Hom™ (R(X),R(M)) (resp. g' € EomI(R(M),R(P)) tel que p(n') = b (resp.
alg') = g), alors dire que (1.4) est un homomorphisme de & ~foncteurs en M,

c'est dire gque

(12) godh' = dg'esh

est un cobord dans Hom' (R(N),R(P)).
Or on a 3

dh'

] i i '\1 a 1
h'od, +4 {=1) d, h
dg!' =g'ad2 - (-!}Jd_jog'

avec les notations évidentes. Done (12) a'derit :

68
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gnh'od1 - (—1)lgad20 B

- b - - j ]
godzch (-1) d3agah .

= (N0

[
o
23
n
|

Dlautre part, puisque h et g sont des cycles on a : ’
|

a,0n = (-)""hoa, |

donc, finalement, (12) s'decrit :
d(gon' + (-1)*g'on) ,

ce qui termine la démenstratiecn.

(1.3) et (1.4) donnent ainsi un homomorphisme de §-foncteurs en M :

(1.5) Ext® (N,M) —s Hom(BxtJ(M,P),Ext "I (¥,P))

2. Le théordme de dualité locale pour un anneau local régulier.

Soient A un anneau local régulier de dimension r,m 1'idéal maximal
de A et M un A-module de type fini. On pose Hi(M} = H:;(M) (done

(M) = ].._'JEExtl(A/g_k,H)}.On a vu (IV 5.4) que I = H'(A) est un module

dualisant pour A, désignons par D le foncteur dualisant associé. Dans

(1.5 ) posons N A,fgk,P = A =&lors on obtient un homomorphisme de

S-foncteurs en M
(13) Q. Bxt’(a/m",M) — Hom(Ext™" (i, 4), Bxt™ (a/2", 4))

Passant & la limite inductive suivant k, on trouve un homcmorphisme de

5 -foneteurs

(14) ®: 5t(M) — D(Ext™10y,4)) .

Théorgme 2.1. (Th. de dualité locale). L'homomorphisme fonctoriel e

précédent est un ilsomorphisme.
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Démonstration. Si i) r , le deuxilme membre de (14) est trivizlement mul,

et le premier membre est nul car E (M) = lim Ext™ (N’Ek,M), et c'est vrai
i k P .
pour chague Ext (&/m ,M) (Théorime des syzygies).
Si i = r, d'aprés ce qui précéde, les deux foncteurs en M, H' (M) et
D(Hom(M,A)) sont exacts & droite ; puisque A est noethérien, et M de type fini,

il suffit de vérifier 1'isomorphisme pour M = A, ce qui est immédiat.

Pour montrer que g est isomorphisme fonctoriel, il suffit maintenant,
en procédant par récurrence descendante par rapport 2 i, de remarquer que
tout module de type fini admet une présentation finie, et que pour i < r les
deux membres de (14) sont zéro si M est librs de type fini. Cela est svident
pour le deuxiZme membre, et puisque Hi comrute avec les sommes finies il
suffit, quant au premier, de montrer gque Hi(ﬂ}zo pour i £ r ., Or ceci résulte,

puisque prof.A =1 , de (III 3.4),

3. Application & la structure des H(M).

Théorsme =1, Soient A un anneau local noethérien, D un foncteur dus-

lisant pour 4 , M un A-module de type firi #£0, et de dimension n, alers

on a :

(1) E'M) =0 si 1<0 ousi iyn

(ii) D(8*(M))”™ est un module de type fini sur A, de dimension &1 .

(114) (M) £ 0, et si A=A,D(E%(¥) est de dimension n et
Ass(D(E"(M))) = {ap€ass() | :‘.im.ﬂ,/rfa =5 }

Démonstration. Soit I 1le module duzlisant associé & D . On sait que E

est un medule duslisent pour A. D'autre part, on a :
B () "= 2 ()
D(E* ()" = Hom(u>(M),T) et

.
dim.M = dim.M
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donc on peut supposer A complet. Or, d'aprés un théordme de Cohen, tout

annesu local complet est quotient d'un anneau local régulier. Pour se ramener

4 ce cas on 2 besoin du lemme suivent :

Lemme 3.2, Scient X (resp. Y) un espace anneld, X' (resp. ¥') un

sous—-sspace fermé de X (resg. de ¥) , et ©:X =Y un morphisme d'espaces

annelés tel que f_l(‘z’J =X', Soit F un _QX-Hodu.le et désignons par A
(resp. B) 1l'anneau l"@x) (resp. F(QY)) et par £:B —3 A 1 'homomorphisme

d'anneaux correspendant & f . Il existe une suite spectrale de B-modules,

de terme initial

(15) E =, (L )

aboutissant au B-module H.;c,(:{,F)

#7] -

Démonstration. Soit _Q_Y ¥ le faisceau grl\." prolongé par O en dehors [
]

de Y' (voir Exp.I). Orn a un isomorphisme de B-modules :

e TT -P*
(16:} Hm@‘Y,Y”f*{F}) ...Ezom(- (QY,Y')’F:J{?]
Or, on a :
*
(17) £ yi) =%
et de plus si G est un Oy-Module injectif,alors f£,(6) est un 9, -Module

injectif, du moins si f est plat, cas auguel on peut se ramener aisdment

en remplagant QX etc par les faisceaux d'anneaux constants Z . Donc la

suite spectrale du foncteur composé

F - Hm:u'(gY £.(FPY)

,Yr,
de terme initial

i
ES s = &x‘tp(f;gy’yr’ﬁqf*{}?}) !

aboutit, compte tenu de (16) et (17) , & :
Ext (X:QX,X,,F)[?]
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Le lemme résulte alors de ( I 2.3).

Soit maintenant f:B — A un homomorphisme d'anneaux locaux surjectif,

()]
o

[
o

f: Speec (L) —» Spec (B)

le morphisme de schémas affines correspondant. Posons X=Spec (4) (resp.

-

v ) Y= a.(B) i X o vient M u —module e ¥

X "{EA}” Y=Spec.(B) (resp. ¥ -i_msp p it soient M un A-module et M
0

o PO % i
le 0O.~Module correspondant. Puisque R'E‘;{;-'.} =0 pour g >0 , la suite

spectrale (15) dégéndre, et on obtient d'aprds (3.2) un isomorphisme de

B modules :

(18) B (e, M) = B2 (60, .
£ S {Zat £)

cdonc un isomorphisme de B-modules :

19) g5 (M) 2 B (b
(19) :1(3' )’ ﬁtE&(ﬂ) (£) -
L'autre part si D, (resp. DB) est un foncteur duslisant pour A4 (resp. B)
on a :
(20 D, (i ) (M :
(20) X }[f] 2000 )

Enfin, puisque on a un iscmorphisme d 'anneaux
(21) B/Q.rm,I-i[f] o A/ Ann M .

on voit gue le changement d'anneanx de base envisagé ne change rien.
Suppcsons donc que A est régulier de dimension r .

D'aprés (2.1 ) ona :

(22) D(E (M) = Ext™*(m,A)
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On va démontrer l'équivsalence entre les propridétés suiventes

(a) 'ii:"—..ExtJ [I“I,A} £ 3 H

(b) pour tout p € X = Spec (4) tel que dim.A, 4j,
!

on a Ext‘](}i,ﬂ.}? =8 s

Edy

(e) codim (supp(ExtY(M,4)),X) >
Pour démontrer (z) = ? (b), scit b € X,dim A p <], alors dim ﬁ/jb)v- -3,
donc par (a) Ann(Ext? (M, A))¢ », ce qui entraine Extd (\{ A) B = F

Soit ?éauub(E‘ttJ( ,4))  alors Ext"(M,.—‘-.)jb £ 0 donc par (b) dim ApYyd -
onc codim {aupn(_xuj( 1,4),X) = inf {dina AfleﬁPGSupp(Ex'bj‘:}i,A)}} o

4

'lest-3~dire (b) = (c). Enfin (c) impligue (2) erivialement.

Démontrons maintenant le théorame.

(i) Seit x:{xj,...:-:r} un systime de paramdtres pour A tsl que
x5 € AirmM pour i=1,...r-n. Soit K'((gk),}i) le complexe
de Koszul.On voit facilement que 1'application Ki((xk),M) - Ki((xk‘),M)
pour k { k' est zéro, si i >»n . Il en résulte aque
]:Ij'(.’-t) = Eg.ﬂi{{xk),n} = p si iy»n. D'autre part, il est trivial cue
/
L

E'(M) =0 si i< 0, donc (i) est ddmontré.

(1) Puisque 4 est régulier, dim A,, ¢ j entraine d4im gl.,ﬁ.?(;‘! done

hp

(1) résulte alors Ge (22) et de (a).

Ext? (M, A) p = Bxt’

(1ii) Il existe un 4» € Supp(M) tel que dim bp=T -1 et tel que
Supp (M, )

?\
prof A,P = r=n donc

](E.A,f,i.. Puisque A;P est régulier si 4 1'est, on trouve

™(M,A). =E

Tl
A 7‘.! .thﬁ.?J (

\MF :ﬂ,y;} ?é 8

(23) Ext
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69
Ceci impligue, tenant compte & (22), gue d'une part :
() £ o,
d'autre part
|
| dim . D(E (M) »n
donc d'aprés (ii)
aim.D(E*()) = n.
Soit maintenant Y=Supp(M). D'apras (i) on sait que D(H™(M')) = Ext’ “(M',A)

est un fonecteur en M'", exact & gauche, sur la catégorie C,)® . Donc il
= ] = Y

existe un A-module H et un iscmorphisme de foncteurs sn M!' :

Ext™ 7(

M',4) = Hom(M',H) .
Soient Yi, i=l,.ssk les composantes irréductibles de Y de dimension
maximum. On va wvoir que l'assertion Extr_n(ﬁ',ﬁ) # 0 est équivalente 2
l'assertion : il existe un i tel que SuppM'sSY. . En effet si

1

SuppM':;Yi alors dim.M' = n done Ext’ “(M',A) # O.

5i SuppM*:in pour tout i=l,...k, alers dim.M'{n

DE"(M")) = ExtT P(M',4) = O

Puisque Ass(Ext” (M,4)) = SuppM N AssH on voit que la dernidre asserticn

de (iii) résulte du lemme suivant

Lemme 3, 3. Soit ¥=Spec (4), et soient Y une partie fermde de X

T:(CY)O__} Ab un foncteur exact & gauche, st Yi ; i=1l,...k, une famille

de composantes irréductibles de Y +tels gque l'assertion : T(M)=0 est dqui-

valente & 1l'assertion : Y i SuppM '.P'fi y Alors T est représentable par un

k
module H tel que A4ss.E = U {7V, } y Ot ¥, est le point géndrique de
—— sthoua. iy 3=1 L 1 —_— 1 -

T dalyeaik

_ ‘
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Démonstration. Seit y €Y , on fabrique un A-module M(y) tel que
Supp(M(7)) = :;} + Supposons que y ¥ ¥; pour tout i=l,...k, alors
Yi [ Supp(M(y)) pour tout i=1, ., .k; done T(M)(y))=0, Il en

résulte :

Ass(T(M(y))) = supp(M(y)) M AssH = 9,
done ¥y ¢ AssH, 8i y:yi , alors YiC_ Supp(ﬂ(y}), donc T(H(y)),—f 0, done
Ass(T(M(y))) = Supp(M) N assH £ 6 .

D'aprés la premilre partie de la démonstration, ceci implique y &€ AssH ,

d'ol 1¢ lemme, Q.E.D.

Exemple 3.4 . Scit A un anneau noethérien, soient X:Spe:(ﬂ] et Y une
partie fermée de X, tel gue X - ¥ =soit affine, alors pour toutecomposante

<1 .

irréductible Yo de ¥ on a co:lim.(‘fu{,J{} £

En effet, considérons X comme préschéma au-dessus de X. Soit v EY
O¢
un point générique, et considérons le morphisme Spec@x 1,“} —x X .
t

Le schéma affine obtenu par extension du schéma de base de X & Spec(gx v )
1 leg
est canoniquement iscmorphe & Specﬂgx o
y 2o

¢

D'aprés (EGA I 3.2.7 ) on voit que si ¥, est l'unique point fermé de

Y =Spec ("QZ{ ”1'«..} alors ¥ -y est affine. Par (EGA III 1.3.1 ) on trouve :
. 4 5 c
o . "
3{1'9—?0:9.,)=0 si i% o0,
o

done par (I.2.11 )

Hr & i

H {0, ) =H Y ,0 = si i>»2.

(—‘{, e {yc} ( 0’—20) o “

Tenant compte de (5.7.) il vient :

im0, &1

ol

£

onc codim. (Y ,X) = inf.dim.0, ; 1
X,
¥y € ‘fq

Q.E.D.
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Seient A un amneau local noethérien, m 1'idéal maximal et M un A-module de
type fini. Supposons que A est guotient d'un anneau local régulier. Posons

X=Spec(A), et pour tout x €X , m =mA .
= K
Proposition 3.5. Les deux conditions suivantes sont €guivalentes :
a) Hl(iﬁ) est de longeur finie .
. o3 ,'_.i-—dim x] 2 _
b) ‘?’x(_.&-{_m_._i'} ,_E‘t { {.—-ix)._o.

Démonstration. Compte temu de (3.3) nous pouvons supposer A4 régulier. D'apres
la formule (1,3) nous avons
i TN .y S
a [::'i} = D{_-tlxt {i'-:ﬂ)) "
oi r=dim.A. D'aprés (IV 4.7), a) est équivalent i
(24) Ext™ “(M,A) est de longeur finie.
Or (24) est équivalent & :
(25) Vizx &X'« 0k ,aha Extr_i(M,A)x =0,

D'autre part J:'.x est régulier de dimension r—dimﬁc-} s donc d'aprés (2.1 )

(26:‘ Hl;dm{x}(Mx} _ D{?‘xtir—dlm Ix})—(i-—dlm ixi) (i‘ix,é.x)) =
= X
fn =i . Ny
n\zxtAx (I‘Ix,ﬁ.x, VA

Puisque M est de type fini on =2 :
r-i T-i
Ext), (M,A)x - ExtAx (1-1x,ax)
d'oli 1a proposition.
Corollsire 3,6. ©Pour gue H (M) soit de longeur finie pour i ¢ n, il
faut et il suffit que

prof.Mx % n—dim ng
pour tout x € X - [EE

Démonstration. Résulte de (3.5 ) et de (III 3.1).
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LES FONCTEURS Exté(X;F,G) et Ext

1. Généralités.

1.1. Soient (.‘{,_Q_X) un espace aunelé et Z une partie loca’ement fermse de X.

Soient F et G des _QX—Modules, on désignera par Ext;(.'(;?,(}} (resp.

Ext (F,G)) le i-8me foncteur dérivé du foncteur & ~~y T, (Hon, (7,G)) (resp.
. =x

EZ(Hnm_: _{(F, G .

Lemme 1.2, Le faisceau Extlz(F,G) est canoniguement isomorphe au faisceau
associé zu préfaisceau
i 3 " ,
Cela résulte de (T, 3.7.2.) et de ce que I ('u';fz Hom. (F,6)) est canoni-
i
quement iscmorphe & rz A UﬁHcm“:xw(?'iU,G] TY)

Théordme 1.3, (Théordme d'excision). Soit V un ouvert de X contensnt 2 M

on a alors un iscmorphisme de foncteurs cohemologiques
T Z1d

(.31 ) Ext,

z(x.;S',G) ~ Ext_; (V;F|V,G|V)

En effet, si G' est une résolution injective de G, alors G'|V est une

résolution injective de G|V . Le théortme en résulte immédiatement.
1.4. Soit 0. . 1le OyModule défini par les conditions suivantes (G, 2.9.2.):
s 2
0, %2 = 2 = . . . i .
-*X,Z" 0 et gX,Z‘ g1z On 2 vu que pour tout Oy-Module H , il existe

un isomorphisme fonctoriel : r?(H} = Hom, (_Q_x Z,H) - On en déduit done des iso-
o -"'X ¥

morphismes fonctorielsen F et G :

(1.4.1) F'Z(Hom_:x (F6) = Homgx(gx’z,Hm_Dx(F,G}) .

7
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(1.4.2 ) rz(Hamucx(F,G) Homgx(gxsz sgxP,G) "

(1.4.3 ) . (Hom. (F,6) Hom, (F,Hom3 @K’Z,G)) = Hom, (F,_I‘Z(G)] :
=X =X =X =X
I1 résulte en particulier de (1.4.2 ) qu'il existe un iscmorphisme 9 fonctoriel
en F et G entre Ext (X;F,G) et Ext: (0. » F,G6) .
z 0. “x,z%
e X
1.5. Par définition le foncteur G MG!‘HW_:K(F’G)) est le composé du fone-
teur G ~>Hom, (F,¢) et du foncteur Ty + Comme I, est exect 2 gauche (I, 1.9)

=X

et comme Hom, (F,G) est flasque si G est injectif,et que [, est exact sur

les flasques (I, 2.12), il résulte de (T, 2.4.1 ) qu'il existe un foncteur spec—
. g 5 Drv vonl
tral aboutissant & Extz(x,F,G) et dont le terme initial est HZ{A’Ext_X{F,G)} )

D'autre part, il résulte de (1.4.3 ) que {'zﬁﬁom: (F,6) est le composs
ek

[ ayH F -
[, et du foncteur H -;_omgx(_,H}

Puisque le foncteur [, transforme les injectifs en injectifs (T, 1.4.),
il résulte de (T, 2.4.1 ) qu'il existe un foncteur spectral aboutissant &

Ex't-‘,;_l(K;F,G-) et dont le terme initial est Extié (I;F,E;‘(G}} .
=X

I1 résulte enfin, de (1.4.2 ) et de la suite spectrale des Ext, gqu'il existe
un foncteur spectral aboutissant 2 Exté(X;F,G) et dont le terme initisl est
HP(X;ExtE'(F,G)) . D'oh le

Théordme 1.6. 11 existe trois foncteurs spectraux aboutissant & Exté{X;E‘.G)

et dont les termes initiaux sont respectivement ;

D q
(1.6.1) HZ(K,Ext_X(F,G:})
D q
(1.6.2) H (X,Extz(F,G-))
y P fy.m gl
(1.6.3) Extox(K,F,Hd(G}) .
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1«7+ OSocit maintenant Z' une partie fermée de Z et soit 2Z" =2-2' . On a

une suite exacts.

Y ~
66 T 0 — Sy gn —> "Q'K,Z_)'Q'K,Z' — 0

qui généralise la suite exacte de (G, 2.9.3 ). Cette suite exacte splitte loca-

lement, on a donc, peour tout gx--l"lodule F , une autre suite exacte :

(1.7.2) o_gpxgxgx,z,,__,f‘mgxgx’z sy Fxgxgx’z, iy (s

Soit maintenant G un O.-Module; si on appligue le foncteur Hom, (-,6) a
=X

la suite exacte (1.7.2 ), on déduit de (1.4.2 ) et de la suite exacte des Ext

le théorime suivant :

Théordme 1.8. Soient 2 une partie localement fermée de X , 2' une partie
fermée de Z et 2" =2 -2' . On a alors une suite exacte fonctorielle en F

—— |
et G : {

1
0 — Hom,, (F,6) — Hon, (F,6) — Hom,, (F,6) —s Ext, ,(F,0) — ....

i i e P
Ext;(F,G)—) Ext, (F,8) —s mxt;- (.6 vewiss

Corollasire 1.9. Soit Y une partie fermde de X et soit U= XY . On a2 salors

une suite exacte fonctorielle en F et G:

1
0 — HomY(F,c;) ——> Hom, (F,G) —— Hom U(FIU,GIU) —‘,-Exty(F,G)-:,....

0, 0,1 |
|
ceves Ext® (F,6) —y Bxts (FIU,GIU) ——3 Bxt>’ | (F,G) —>eursn.

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théordme (1.3 ) et du

théordme (1.8 ).
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2. Applications aux faisceaux quasi-cohérents sur les préschémas.

Proposition 2.1. Soit X un préschéma localement noethérien; pour toute partie

o

localement fermée Z de X, pour tout Module cohérent F et tout Mocdule guasi-

cohérent G sur X, les Ext;(F.G} sont guasi-cohérents.

- i S 5
On montre, comme pour (1.6.3 que les Modules ZExt,(F,C sont 1'aboutis-
b ] ? 1 __z r

sement d'une suite spectrale de terme initial t (F,EX(G)) . D'aprds
_X =

¥

(I1, corol. 3), les _I_:fg'(f}) sont quasi-cohérents, et donc aussi les Bxt’ (F,QE{G}),
X

puisgue F est cohdrent. La proposition en découle alors immédiatement.

2.2. Soient maintenant Y wun sous-préschéma fermé de X =t I un idéal de

définition de Y . Soient m et n des entiers tels que m >n 30 ; on dé-

~ 1 1 -

: : . : ; _ .

signe per i 1'spplication cancnique -QYm = Q'FZ/I s Q_X/i. = QYP

t ! i i “ i ) form n systiéme
et par jn l'application Q_LY—-—; _QYn Les @qn, 1n,m' forment un systime
projectif et les _jn sont compatibles avec les in .

r

En appliquant le forcteur Ext; (Fe ., G , onen déduit un morphicme
=X
®':  lim Ext: (X;Fm O, ,G) Bxt: (X;Fa O, o ,G) ;
: Ot g g S A VT B Ly a0
— 0 = o]

n X X

c'est un morphisme de foncteurs cchomologiques en G . Le morvhisme
E—  E
P : lim Ext (X;F » 9, 46) — ExtY(X;:,G)
n ==X n
composé de P et de & (er. 1.4,) est donc lui aussi un morphisme de fonec-
teurs cohomologiques en G ,

Cn d4finit de méme

, p =5 54
P lim Ext, Eap ; & ey .c.xt;fF,G} :
=X n
n
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Théoréme 2.3. Soient X wun préschéma localement noethérien, Y une partie fermée
_""_—__

de X définie par un iddal conérent I » T un Module cohdrent, ¢ un Mecdule

gquasi-ccohérent. Alors,

a) @ est un isomorphisme.
b) S$i X est noethérien, ¢ est un isomorphisme.

La démonstration de b) é&tant presque mot & mot eelle de (11,

h

%)), gréce & la suite spectrale 1.6.2 , nous ne la reproduirons pas.

Four la démonstration de =a), on peut, d'aprds (2.1 ), supposer X affine
dlanneau 4 , F (resp. @) défini par un A-module M (resp. N) et I par un
idéal i . I1 suffit de prouver que 1'homomorphisme

= e

(2.3.1.) lim Ext

(M/i%M,8) —— ExtYi(X;F,G)
="

=

déduit de @ est un isomorphisme.

En effet, on peut, pour i = 0 , identifier canoniquement les deux membres
de (2.3.1 ) au sous-module de HoqA{M,HJ défini par les éléments de Homi(M,ﬁ}
annulés par une puissance de i. Un voit alors gque 1' homomorphisme (2.3.1 )

n'est autre gqus 1l'application identigue.

Le foncteur N a3 lim Exti(l\'i/:i_._nh, N) est un O =foncteur universel.
n

Cn va montrer qu'il en est de méme du foncteur Nay Ebcti,(}l s N} . En effet
si N est un module injectif, d'aprés (II, lemme 9 et lemme 11 ), g(h") =0
si q#0; et d'aprds (IV 2.3) HO(N) est injectif.

I1 en résulte alors gue Extg

< =X
donc,d'aprés (1.6.3 ), Ext;'.(l"l N ) =0 pour i £0 et N injectif. Ce qui

achéve la démonstration.

(X;M,_i_?,%{ﬂ)=0 si p+g#0;ona

BIBLIOGRAPHIE
Mémes références que celles listées a la fin de 1'Exp. I, citées

respectivement T et G,
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Exposé VII

CRITERES DE NULLITE, CONDITIONS DE COHERENCE DES FAISCEAUX Ext:‘,(F,G)

i - Etude pour i < n .

Démontrons un lemme :

Lemme 1.1. Spient X un préschéms localement noethérien, Y une partie

fermée de X et G un g_i—‘;"iedule quasi-cohérent. Suppesons que pour tout

Q,{-I-Eodule cohérent F de support contenu dans ¥ , on ait :

T o
Ext F,G) =0 .

Alors pour tout _Q,{—I-‘Iodule cohérent F et tout fermé Z de X tels que

Y>SSupp FMN2z, ona

Ext, (F,6) 2 Hon(F,E,(6)) .

On remaraque 4'zbord gus

o iftg =2 i o]
Ext*(F,q) = Bxts A — F{F,u, =

(trivial, eof BExposé VI). On fait d'sbord la démonstration pour Z = X don

supp F € ¥ . Le foncteur
) 4 3o
Fany Bxt (7,6) ,

défini sur la catégorie des gx—biodules cohérents de support contenu dans Y, est

exact & gauche, En vertu de (IV 1.2), il est représentable par

I =1lim Extn{gf"‘i SR
x

oh M est 1'idésl de définition de ¥ . Or, d'apres (II, 6),
on seit que :
£ G) 2 lig Ext“(gx{‘j B @) .
k
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o o s/, K+
BExt, (7,G) ~ lig Ext (?,f“‘af F,G)
k
. M T e . + R < 2 2
ol '} est 1l'idesl de définition de Z . Le support de :‘j?‘ ¥ est contenu dans
Y si 2N3Supp FC Y, d'aprés ce que nous venons de démontrer, on = done @

Exty (7,6) % lig Hom(F/4 "'r,E(0)) .
K

¥

a4 faire voir gue 1'homomorphisme naturel :

-t
1 )
H
o
]
of
i

Lin Bon(F/4*'7,51(6)) —— Hem(®,EX()) ,

—>
k
est un isomorphisme lorsque Z N Supp F& Y . Or X peut 8tre recouvert par des

cuverts affines neethériens; on est ainsi ramené au cas oh X est affins noethérien;
i . oy n
glors F(X) est un _gx(x)-mcdula de type fini et Supp _T;._Y(GJ c Y . Donc tout

homemorphism

D

wF(I) — E?(G}(K} est annulé par une puissance de ’I done par

une puissance de } s C.Q.F.D,

Proposition 1.2. Soient X un préschémz loczlement noethdrien, Y une partis

fermée de X,G un gx-I~Iodula quasi-cochérent et n un entier. Quslles que soient

Z et S, parties fermdes de X telles gue ZMN S =Y , les conditions suivantes

sont éguivalentes :

(1) E;(G) = 0siig¢n:

(i1) 321 existe un O,-Module cohérent F , de support S , tel que :

£ (F,6) =0 si i<n;

w

|

(1ii) pour tout ._Q}_,-I"[cxl'ﬂe F cohérent de support contenu dans S

[:]_.E Supp FN 2 = Supp F N Y), on a :
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Ext (F,G) =0 si i« n ;

(iv) pour tout 0O.-Module cohérent F , on a @
B X

Bxt (F,G) =0 ei i<n.

De plus, si elles sont vérifides, azlors pour tout 0. -Module cohdrent F st toute

partie fermde 2' de X telle gue Z' N Supp F = Y N Sure ° °n 2 des iscmor-
phismes :

Ext,,(F,6) % Ext (F,6) o Hom(F,H)(s)) .

Démonstraticn Raisonnons par récurrence. La proposition est triviale
pour n € O . Supposons la démontrée pour n &£ 9 . Si l'une des conditions est
vérifiée pour n = q , et pour deux parties 2 et S comme dit, par 1'hypothdse de
récurrence on a, pour tout fermé Z' de X et tout gx—b{odule cohérent F tels
que 4' N Supp F =T N Supp F , des isomorphismes :

(1.1) Ext;'-l'{?,s} ~ Hcm(F,grq-1(G)) 2 Ex‘tq-1{F,G) .

Lone 3

I

(1) => (iv), car on prend Z' = Y dans (1.1) ;

i

(iv) =>(iii), car on prend Z' = Z dans (1.1) ;
(iii) = (4i), cer on prend T = QS 3
ii) =% (i), car on prend %' = 2 dans (1.1) ; d'ch

Hom(F,H> (G)) = O; on remarque alors que :
=1
Supp EX '(B) €Y =2NSeES = Supp F,
Lemme 1.3, Soit X un préschéma, soit P un 0 -Module cohérent, et soit H

X

Alors H =0 .
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11 suffit de démontrer le lemme quand X est affine, car les ouverts |
affines forment une base de la topologie de X et les hypothéses se conservent
par restriction & un ouvert. Or, dens ce cas, on est ramend & un problime sur

A

les A -modules, oh X = Spec(4) . Om spplique la formule (valable sous la seule

hypothése que M est de type fini)
Ass HomA(P,H) = Supp PN Ass H ;

On sait que Ass HC Supp HC Supp P et que Ass HmA(P,H} = P ; donc
Lss H=f, done H=0 .
Pour terminer la démonstration de la proposition, il reste & remarguer que

(iv) permet d'appliquer (1.1).

Coreollaire 1.4, Soit G E_QX-Hodule cohérent et de COHEN-MACAULAY, soit

n g Z . Les conditions de (1.2) é&quivalent 2

(v) codim(¥ N\ Supp G , Supp G} 3 n .

Rappelons d'abord qu'un _(_)_X-Mcdule est dit de CCHER-MACAULAY si, pour
tout x € X , la fibre Gy est un Q_x x—modu_le de COEEN-MACAULAY, i.e. on a,
- : ]

pour tout x £ 5 = Supp G :

(1.2) prof Gx = dim Gx = dim 'O'S,x .

D'apregs la (III 3.3), la condition (i) de (1.2) est &quivalente 2 :

- .
(1.3) prch G inf prof Gx > n,

-
x&e¥Y
donc aussi & 3
pron G = inf prof Gx > n g
xe&eY¥YnNSs

car la profondeur d'un medule nul est infinie.
Or, par définition :

codim(Y A 5,5) = inf dim O, _,
se3NnY TR

d'olt la conclusion, en appliquant la formule (1.2).
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Nous allons maintenant démontrer un résultat permettant de déduire les

conditions de cohérence que nous avons en vus de certains critdres de nullits.

+
Lemme 1.5, Seit X un préschéma localement noethérien. Soit T un

3-foncteur contravariant exact, défini sur la catégorie des QK-Modules

cohérents, & valeurs dans la catégorie des Qx-Hodules. Spoit Y une

partie fermée de X. Soit i ¢ Z. Supposons que, pour tout QX-Wodule

- — = )
cohérent de support contenu dans Y,TlF et T 7'F soient cohérents. Soit

F un O, -Module cohérent. Pour que T'F soit cohérent, il faut et il

suffit que T'F" le soit, oli 1'on a posé

=T/ L7 .

En effet, F' = [;(F) est cohérent car X est localement nosthérien; la
; . =i -
suite exacte de cohomologie de T donne zlors :
i

et — plee 5 iy, g

oli les termes extrimes sont cohérents, d'oh la conclusion.

Lemme 1.6,  SiT et G sont cohérents, et si Supp F €Y, Ext (F,G) est
cohérent.

- ) e ’ g 2P i
BEn effet, Ext (F,G) est isomorvhe & Ext (F,G) ; ceci est valable sur

tout espace annelé X , d'ailleurs: si Z est un fermé qui contient

Y N\ SuppF,Ext, (F,G) est iscmorphe & Ext,(F,G) (cf. Exposé VI).

Proposition 1.7. Supposcns ¥ et G cohérents et posons Supp F = 3,3' = SN(X%-Y)
Supposons gue, pour tout x € Y MS', on ait prof Gx 3> n, alors Ext; F,G) est

cohérent pour i ¢ n .

En effet, (1.6) permet d'appliquer (1.5) a T*(F) = Ext;(F,G}. En

posant F" = F{EYEF), on voit que Supp F" = 8', donc TiF" = 0 pour i < n,
gréace & (1.2) et & (III 3.1), d'or 1a conclusion.
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2. Etude pour i > n .

Soit X un préschéma localement noethérien rdsulier, clest-3-dire dont

tous les anneaux locaux sont réguliers. Scit Y une partie fermde de X . Soient

F et G deux g_(—}iw‘a:les cohérents. Posons S = SuppF,S!' = 3 0 (X-Y). Posons :
m = Ssup dim O, s
x€¥YNS A%
n = sup dim 0. . 2
x €Y NS! S

Proposition 2,1, Dans la situation décrite ci-dessus, on a :
( SR g -y
1) h{(ty\r,w} =0 sii>m,

(2) BExt>(F,6) est cohérent si i o T

Remarquons d'abord que %ﬁ:(?,ﬂ) est cohérent pour tout i lorsque
SuppF € Y . De plus, en posant S I asaEE B - F/L'I(F), on voit que
Supp F" = S' , donc (2) résulte de (1) et de (1.3).

Pour démontrer (1), on remarque d'abord aus

Ext (F,0) & 1 mxt (/4 F5,0)
ic

o J est 1'idéal de définition de Y . Par ailleurs, il résulte du théordme 4.2.2.
de (4. GROTHERDIECK, Sur quelques points d'algbbre homologique, Tohoku
Mathematical Journal 1957) que les Ext commutent & la formation des fivres,
du moins lorsque X est un préschéma localement noethérien et lorsque le pre-
mier argument est cohérent; comme il en est de mfme des limites inductives, on
trouve des isomorphismes :

i '
E F A 14 I
{n.xtY( ,G})x 1]:|{.m Extgxx ( (=% F,x,ux]
¥

pour tout x € X . Comme Supp Ext (F,6) € sQ Y, il suffit, pour conclure, de
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remarquer que x € ¥ (1S entraine dim O

X, x Lm, donc :

Ext ((r/S k.r}y,ax) =0 8 i3m,

K, X

O

car la dimension cohomologique globsle d'un ammeau local régulier est Sgale &

; *
sa dimension ().

Soit X un préschéma loc. noethérien; pour toute partie P de X, posons :
D(P) = {dimgxh | per | .
1

Lemme 2,2, S3i F est 1l'espace scus-jacent d'un sous-préschémas connexe de
A,D(P) est un intervalle.

En effet, soient a et b appartenant & D(P), correspondant & des points
p et g de P. Montrons qu'il existe une suite de points de P: (p = ByreeesD = q)

telle ques, pour 1 i ¢ n, cnait [QimQ _ - dim O | =2 ilen
Py #Pia

résultera que D(P) contient 1'intervalie Ep,q} - Pour cels, on remarque que p
et g peuvent &tre joints par une suite de composantes irréductibles de P, telle
que deux composantes successives se coupent. On est ramend au cas ol p est le
point générique d'une composante irrdductible Q de P, et ol g &€ Q et done

@ > P , en tant gu'idéaux gde _O_G » ot c'est trivial sur la définition de 1la

dimension.

Proposition 2.3, Scient X un préschéma locelement noethérien régulier, Y une

partie fermde de X ot F un O,-Module cohérent. Soit P = Y ) Supp F N (X-¥).

Soit n €2, et supposons que n¢ D(F) . Alors Ext;:(F,_O_xj est cohérent.

La ccnclusion est loczle et les hypothises se conservent par restriction
4 un ocuvert. Or P est fermé done localement noethérien, donc localement connexe;
on peut donc supposer X affine et noethérien, =t P connexe, Posons D{P) = [a,bE,
ce qui est licite d'aprts le lemme précédent;si n » b , on conclut par
(2.1) ; si n< a, on a n < dim -O—X,x = prof Qx,x pour tout x £ P,
et on conclut par (1.7).

(* c£. Eca 6.0 19 301,
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LE THECREME DE FINITULE

1. Une suite spectrale de bidualité (7).

Encncens le résultat zuguel nous désirons parvenir :
Propositicn 1.1. Soit A un anneau noethérien et soit I un idéal

de 4 . Posons X = Spec(4) et ¥ = v(I). Soit M un A-module de type fini

et de dimension projective finie. Soit F = M le O -Module associé 2 M.

1) Il existe ure suite spectrale :

=

E(XF) &= E:(u.f{Ext_q{k'I,A),ﬁ) ;

2) Il existe une suite spectrale :

E(G) & Extg{Ext‘q(F,gx},gx) .

Bien entendu, 2) se ddduit de 1) en remarquant que, si M et N sont
deux A-modules de type fini et si l'on pose F = MY et G = H‘: on a des
iscmorphismes

e
E ) 2= (5,(x,F)) g
]

t,(F,6) 2 (Bxt (F,G))"

Ext, (7,6) 2= (Bxt,(4,N))™.

Seit € 1la catézorie des A-modules, et Ab celle des groupes
abéliens. Soit F le foncteur :
F:C— Ab défini par
Mo Co(m™) .

{*) Le lecteur au courant du langage des catégories dérivées de Verdier
reconnaitra la suite spectrale associé & un isomorphisme de
bidualité. Cf. SGA 6 I.
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On sait depuis 1'exposé II qu'il existe un isomorphisme de & -foncteurs :

G NY ) o B*E(M) .

De plus, solent Ext§ les foncteurs dérivés droits en le deuxiime argument de

FoHom : C° x ¢ —> ab

On salt depuis l'exposé VI gque l'on & un isomorphisme de _b ~foncteurs
Ext:;,(z-i,nj = Ext{;{%-!"’,ﬁ“"]

Retenons enfin le résultat suivant de l'exposé VI : si C est un L-module

injectif et si N est un A-module de type fini, le faisceau

o

Hom(N™,c™) A4 Hom(N,c)™ est flasque, donc RiF(Hom{ﬁ,C)) =0 .

Il nous reste & démontrer le résultat suivant :

Lemme g Soit 4 wun anneau noethérien et soit C 1la catégerie des

A-modules. Secit F : C —s Ab un foneteur 2dditif exset & gauche tel gue,

- Y - . 1 - £ 5
pour tout A-module N et tout A-module injectif C , on ait R F(Hem(W,C)) =0,

Soit M un A-module de type fini et de dimension projective finie. Il existe

une suite spectrzle :

R E(M) &= Ext?{‘ﬂxt_qﬁﬁ,&},.&j %

ou Exi:!?, désigne le p=-i2me foncteur dérivé droit de F » Hom .

lNous ne considdrerons cus des complexes dent 1a différentielle est de

degré + 1 . D'laprés 1'hypothdse faite sur M , il existe une résolution libre

de M de longeur finie :

uitlh —s M,
oli, de plus, les ¥ sent des modules de type fini et -0 &i

p ¢ {-—n,O ]. Soit par ailleurs v : M ——> 1" une résclution injective de M
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-

{1.1) veut L' ——— T1°
est une résolution injective de L'. Il convient de préciser ce gue cela

signifie.

Definition 1.3. Soit X° un complexe de A-modules; on appelle résolu-—

tion injective de X" un homomorphisme de complexes

x X' — > CX',

tel que cF  soit injectif pour tout pg Z , et gue x dinduise un isomor-

phisme en homologie.

Proposition 1.4. Tout ccmplexe 1limité & gauche, i.e. tel gqu'il existe

qa £2 avec Z =0 Pour p (£ q , admet une résolution injective. De plus,

si u: X —~——> ¥' sst un homomorphisme de complexes (limités & gauche)

et si x: ¥¥ —»CX" et y : Y —=> CY' sont des résolutions injectives
de X'

—_ —

(3

Y" , il existe un homomorphisme de complexes :

Cu : CX° —>» CY° ,

unique 3 homotopie prés, tel que le diagramme :

R e, S
u J’ Cu
~
SN AN .

soit commutetif & homotopie prés.

- » 3 *
La démonstration est laissée au lecteur ( ).

Rappelons une notation introduite dans 1'exposé V .

#*
(') Cf. aussi H. Cartan - S. Eilenberg, Homological Algebra, Princeton
University Press, 19
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Notation. Soient X' et Y' deux complexes. On note Hom'(X",Y") 1le
complexe simple dont la composante de degré n est

(B (X, ¥ )%= | [ =ea(®,¥9 ,
-p+g=n

notée aussi Hom (X*,Y°), et dont la différentielle est donnde par :

Pz Hom (X',Y") s ™ ")

D g LAy e
n

ci d' et 4" sont les différentielles (de degré + 1) induites par celles
de X' etde Y .

Soit alors A" le complexe défini par A° =0 si p £ 0 et

AD = A , BScit

B3 A e, CA®
une résolution injective de A" . Considérons le double complexe :
€1.%) ®’? - Hom(Hom(LY,4),cAP) .

La premiére suite spectrale du bicomplexe FQ"® donnera la conclusion du

lemme 1.2,

Posons
(1.3) L' = Hom"(L’,2°) ,
et '
(1.4) P* = Hom"(L'",CA") .

On voit facilement que P° est le cemplexe simple associé &8 Q°° .
Calculons 1'aboutissement de la suite spectrale i.e. 1'homologie de FP' .
Pour cela, utilisant le fait que L° est libre de type fini en toute dimen-

sion, on prouve que L° est isomorphe & Hom'(L'',A") . De 1'homomorphisme
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y on déduit un homomorphisme :

b: Hom"(L'",4") ——3 Hom"(L'",CA")

]

nu encere, un homomorphisme

(1.5) c: L' — P"

Ceci dit, il est facile de voir, en utilisant le fait que L'° est libre
de type fini en toute dimension et limité & gauche, gque (1.5) est une
résolution injective de L . Utilisant la propositien 1.4., on en
conclut que P" est homotopiguement éguivalent & I° , o I est la réso—
lution injective de M introduite plus haut (1,1). On en déduit que

1'aboutissement de la premidre suite spectrale du double complexe FQ'" , qui

- - * -
est H (FP'), est isomorphe 2 R F(M) .

le terme initizl de la premi®re suite spectrale du bicomplexe FQ'" est :

s i mPragQieat oy
E, _'n(ﬂ(F_qr, );.

Pour teut p ég, caAP st injectif. D'aprés 1'hypothése faite sur

F , le foncteur :
N Aary FHom(N,CaP)
est exact. D'oh 1'on déduit des iscmorphismes :

"BY(FHom(L'*,CaP)) 2 FHom(EY(L'"),CAP) .
D'aprés 1z définition de Ext®

=

comme foncteur dérivé de F'Hem, on en déduit
des isomorphismes :

P Q 1 =9 »

LE’ p—,E.ctgl:n (Lr),4) =
Or L' = Hem"(L",A'), oi L° est une résolution libre de M 4d'ou des iso—
morphismes :

q

- = A e
Ext™ *(M,4) == E*(1L'") ,
ce qui donne la conclusion.

C.Q.F.D.
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2. Le théoréme de finitude .

Théoréme 2.1. Soient X un préschémz loczlement nosthidrien, Y une

partie fermée de X et F un _Q_X-Module cohérent. Suppossons que X soit

*
localement immergeable dans un préschéma régulier ( ).

Sgit i € Z . Supposons que :

&) pour tout x €U =3%Y, on a
1 )
Li-c(x) N
= {:Fx) =0,

ou l'on a posé :

(2.1) o(x) = eoain( {X} N ¥, {x}) .
Alors :

b) E; F) est cohérent .

Corollaire 2,2, Sous les hypoth&ses du théordme précédent, la condition

a) est équivalente 2 :

i
¢) pour tout x € U tel que c(x) =1, on a2 H™ {:x) =0.
Corcllaire 2.3, Soient X un préschéms localement noethérien et locale-

ment immergeable dens un préschéma régulier, Y une partie fermée de

X, F ng—Mcdule cohérent, n un entier. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) pour fout x €U, on a prof F_) n-c(x) ;

(i1) pour tout x €U tel que c(x) = 1, on = Prof F_,n ;
(

iii) pour tout i € Z, ﬂYi(F) est cohérent si i ¢n .

Supposons ces résultats acquis lorsque X est le spectre d'un anneau
noethérien régulier A et lorsque F est le faisceau associé & un A-module

de dimension projective finie.

¥*
(") Cette condition peut se généraliser en 1'hypoth&se d'existence localement
sur X, d'un "complexe dualisant", au sens défini dans R. Hartshorne,

Residues and duality (cité dans FExp. IV p.23).
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Remarguens 4 'abord que, si (};__)__ &7 est un recouvrement ouvert de
of o
X s chacune des conditicons ci-dessus est Sguivalente & la conjonction des

conditions analogues obtenues =n remplagant X par .'ij,‘.-.’ par ¥, = YN X, et
o
F par FIX, . BEn effet, seules les conditions faisant intervenir c(x) peuvent
L5
faire une difficulté. Scit x€ U . Si =x EK;] , posons
) = codim(X x) LN §xy)
oj(x) cod (Ajf'# {x} n I,.Kj {x} Y
on a nécessairement cj(x) Se(x) . soit y& E?} MY , qui "donns la
codimension", i.e. tel gque eo(x) = dim QE} . soit X, un ouvert du re-
]
couvrement tel que y & XJ_ y 8lcTa x & "é_j’ done :J_{x):c(x}, ce gui permet
de conclurs.

Cn choisit un recouvrement de X par des ocuverts immergeatlz2s dans un

préschéma régulier. Appliquant ce gui préedde, on voit qu'lon peut supposer X

fermé dans un X' régulier. La réduction 3 X' est alors immédiate.

On peut donc supposer X régulier,et mfme affine en reccuvrant X par
" ~ - . ' ~ .
des ouverts affines. Que 1'cn puisse supposer que F =M, oi M est de dimern

sion projective finie résultera du lemms suivant :

Lemme 2.4, Soit X un préschéma noethérien régulier. Scit F un

_(_}x-!'!cdule cohérent. La fonction qui & tout x€ X associe la dimension projec-

tive de Fz est bornée supérisurement.

Scit en effet x € X et soit U un voisinage ouvert affine de x .

- - . a 4 & . of = 1
Soit L une résolution projective du medule F(U), ou les L sont de type

|

fini. Par hypothdse, l'annean “O_:‘g . °st régulier, donc la dimension projec- |
27

tive de F_ est finie; soit d cet entier. Soit |

o= Bt el 152y |

Le module Kx est libre, car 4 est lz dimension projectiva de

F, ([M),ch.VI.Prop. 2.1.), D'sprés (EGaA 0, 5.4.1 Errata), on en déduit que
le O-Module K% est libre sur un voisinage U' de x,U'C U . Choisissant
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f e _QX(U) tel que D(f) C U', on & done une réselution projective de
M, (M = F(U)) -

= 'ﬂ—‘!)

0 —» K. —> (L —> ... —M_—0 ,

£ = 4
ce qui prouve cue la fonotion étudide est seri-continue supérieurement. Or

X est guasi-compact, d'ol la conclusion.

Nous supposong désormais X affine noethérien régulier et nous suppo-
sons que F = MY, ol M est un A-module de type fini, nécessairement de dimen-
sion projective finie., Nous procdderons en plusieurs 4tapes. Tout d'sbord,
nous trouvons une cordition d) , éguivalente & a), et prouvons qu'slle égui-
veut également & c¢) . Puis, & l'aide de la suite spectrale du numéro précé-
dent, nous prouvons d) —=b). Il reste alors 2 prouver gque
(i11) ==> (i1); en effet, (i)<&=—=>(ii) == (iii) résulte immédiatement
de a)&=>c) =—3b) .

Soit €U , par hypothtse gx’x est un annsau local régulier; en
désignant par D 1le foncteur duzalisant relatif & 1'annesu local 2.‘{,::’ il rée-
sulte de (V 2.1) que

Ji-e(x) d(x)-i
DH =) #Extgx : (F 00y ) s
¥

o 1'~n a posé 3

(2.2) d(x) = dim O

= im -+ im
oz T elx) = dim By 4 coda.mf{x} ax, {x}) "

iy
Or X est noethérien et F cohérent, donc :

i-g(x)

(2:3) DH (F:r} 2 (Bxt

- _'x
De plus, pour gqu'un module soit nul, il faut et il suffit gue son dual le soit.

Pour tout q € Z, posons :
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N
0
=)
Il

0
i

[a]

€]

b

ot
5,0
—

&l

O
—

o
B -

C2.4) {

L

=]

e la formule (2.3), il résulte que a) et c) sont respectivement

équivalentes &
al) pour tout q & E et tout x & Srl.l’ on a g+i ;é d(x} .
c!') pour tout g& Z et tout x €8!, si e{x) =1, on a
ori £ alx). -
Veoiei la condition d) promise plus hezut :
d) pour tout g €% et tout ye& Zq, on a2 ofi £dim O
Ces conditions sont gquivalentes :

a') =>¢') pour mémoire.

d) == a') . En effet, soit q €2 et soit x €8
vV e {x} N ¥ qui "donne la codimension", i.e. tel gue :

(2.5) dim O = cotim(fx} N7, {x}) =elx) ,

Xy ¥
Ru fait que X est régulier en y, on déduit

(2.6) dim Oy o = da(x) (cf, (2.2)).

Mais ye& {z}, done ¥ ezq, d'ct: 12 conclusion.

') =>4} . Spit g €2 et soit y & ZG . Admettons provisocirement

gu'il existe x & Sc’l tel que :

dim O =13
TIEE LV

~
(on dit aussi que x suit ¥). Il en résulte que c(x) = 1, cer "donne la
St @ E

codimension de {x}ﬂr dans {x} ", puisque x &Y . D'aprds c') on en tire
1S '

g+i £ d(x)
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D'olt 1z conclusion, si l'en remargue gue df(x) = dim o . (2.6).
y

Le résultat admis s'exprime dans le lemme suiwvant :

Lemme 2.5, Soit X un préschéma localement noethérien et soit Y une

partie fermée de X . Posons U = X%-Y &t supposons que U est dense dans X .

Pour tout y &Y , il existe x €U "qui le suit", i.e. tel que :

€ {x! et dim 0 =1,
TE AR Sl o =

=——e

Nous avons appligué le lemme en prenant pour X 1le préschéma S&

pour Y 1la partie YN §! .
q

et

Démonstration de 2.5. Il existe xeU tel que ye{x} ; choisissons donc un xcU
tel que e fx) et tel gue dim O = r goit minimal, Il faut prouver

g & N G ey
que r =1 . Puisque 1l'on & choisi x de telle sorte gue tout z € §x}, z £ x,

soit dans ¥, {x} est ouvert dans Spec @.[;} :,r:]' D'oh la conclusion.
r

La deuxidme étape consiste & déduire b) de d).
Fosons D(Zr_} = {dim Q}; 3 gy & ZU} . D'aprets d), on sait que, pour tout
-1 L -4
q 6_5 , on a q+i ¢ D(Zq). On applique alors 2.2, et l'on voit gue

est cohdrent.

Le terme initial de la suite spectrale du rmuméro précédent est denné par :

By % = Ext%j_fE}xt_c'fF,gx) 1)

On en déduit gque Eg’g' est cohérent pour tout p &£ 2 et tout g &2 tels
que p+g = 1 . Or il n'y & gu'un nombre fini de cocuples (p,3) tels gue p+q = i,

*
et cette suite spectrale converge vers E_Y(F}, d'oll 1la conclusion.

11 nous reste 2 prouver gue (iii)} =—=3(ii). Notons :

it U —— s X
l'immersion canonigue de U dans X . Compte tenu de la suite exacte d'homo-

logie du fermé Y (I, 2.11) on voit que (iii) &quivaut 2 :

(iv) =®r* i (FIU) est cohdrent pour i< n .
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En effet, on 2 uns suite exacte :
1
0 —> E(F) — F —> 1 (FIV) —> B (F) —>-0.

i ; ; " ; 2

Cr gi(r) est un sous~-faisesau quasi-cohérent de F qui est cchérent, done
est cohdrent. Done g%.(?} est cohérent si et seulement si i (FIU) 1'est.
Par sillsurs, si p »0 , la suite exacte de cohomologie du fermé Y se ré-

duit & des isomorphismes :
P, < p+1
R4 (FIU) _*;)gy () .

Nous allons démontrer gue (iv) ===p (ii). Pour cela, rappelons (ii) :
(ii) pour tout x €U tel aue ¢f(x) =1, on a prof P, 3.

Raisonnons par récurrence sur I .

Si n

O, les deux conditions sont vides.
Si n =1, on suppose gue i*fFIU) est cohérent. Raisonnons par

l'absurde et supposons qu'il existe x € U tel que cfx) = 1 et

rof F_ = 0,i.e. F_ . Soit yefxlNY tel dim O =

prof F_ yisee x & Ass F, + Soi je-{x} el que _ﬁ}ﬂ’

Posons :

A=0 et X' = Spec(A) .
=X,y L

Effectuons le changement de base v : X'—> i, qui est plat.

V'
, S n T
U _.XxxLl —_.._)llj
(2.7 it J, i
I, SRS

Le morphisme i est séparé (car c'est une immersion), et de type fini (car
c'est une immersion ouverte et X est localement noethérien), le changement de

bese est plat donc (EGA III 1.4.15) on a un isomorphisme

(2.8) v (1,(FI0) & 1" (v (F|1)) .
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Notons x (resp. y) 1'idéal de A correspondant 3 x (resp. v).

3
Posons G = v' EF[U) 5 G est cohérent et x € Ass G, done il existe un mono-
morphisme 0 % —> G , ot par suite i (o ;BIU'} est cohérent. D'apris

le choix de y, dim 4/x = 1, et par suite le support de Op est réduit 2

{5} = i;l ) ix}, car Eg} = Spec(4/x) en tant gque schéma. Il en résulte
que

(gﬂw'}iu') = Frac (/%) ,

anneau des fractions de 4/x, et

:‘.’*[_Q-— 1 U (X') = Frae (&/x) .

{x}
Mais Frac (A/g___} n'est pas un A-module de type fini car x est différent de

1'id€al maximel de A . D'ol une contradiction.

Supposons n > 1 et le résultat acgquis pour les n! ( n . Par 1'hypo-
thése de récurrence, pour tout x €U tel que c(x) =1, on & x & Ass Fx :
Soit un tel x, et soit y& fx[»ﬁ‘:’ tel que x suive ¥y, i.e. dmgx} _—
On effectue le changement de bass v : Spec @‘3{ y) ——3 X en conservant les

r

1.

notations du diagramme (2,7). On trouve, en appliquant (EGA ITI 1.%.E5),
des isomorphismes :

v (R (FID) = RPi (o (RID)), p g

On ss raméne 2insi au cas o X est le spectre d'un anneau local A dans le-

guel x pgest un iddal premier de dimension 1, i.e. dim A/x = 1. Posons alors
FY.o Q(F) et F" - F/F!

On voit que E‘z ne F; et que y£ Ass F". Par ailleurs F!'|U = 0 d'cl, par la
suite exacte des Rpi* s des isomorphismes :

RPi (FIV) = RP1 (F"|V), p e 2

Puisgue n > 1, on en déduit que ri x ni ¥ n'sppsrtiennent & Ass F" . Or

ce sont les seuls idéaux premiers de A gqui contisnnent x; il en résulte

100




96 Exp. VIIIL. p. 13
(III, 2.1) qu'il existe un élément g € x qui est M-régulier, [

ar_ . . .
M = F(X). D'oli une suite exscte :

! wr
L7

ot l'on a pogéd F = ¥
L ]
Q3P —8 5 M—3N—30 ,

dans laguelle g' désigne 1'homothétie de rapport g dans M. Par la suits

exacte d'homologie, on voit gus :
D. “ ; .
Ri (N ]U) est cohdérent pour p £ n-1 ,

e
donc, par l'hypothise de rdcurrence, prof (N }x 2 =1, done prof F‘x 2n,

QED

3. Applications.

On d£duit de ces résultats une condition de cohérence pour lss images

directes supérieures d'un fzisceau cohérent par un morphisme gui n'sst pas
PTODYE . |

Théoréme 3.1, Seit £ : X ——>Y un morphisme de préschémas. Supposons

gue Y est localement noethérien et que f est propre. Supposcns gue X soit

localement immergesble dans un préschéma régulier. Soit n & Z . Soit U un

cuvert de X et soit F un QU—Modu_'Le cohérent. Suppcosons que, pour tout

x €U tel que codim( {x} N(X-U) {‘E}) = 1, on ait prof F_) n . Alors les

Oy-Modules Rp(fag)*(F} sont cehérents pour p ¢ n, ou g est 1'immersion

cancnigue de U dans ¥ .

En effet, il existe une suite spectrale de LERAY dont 1'aboutissement

-*
est R (fog), (F) ot dont le terme initial est domné par i
7] Q
B2’ % = s, (R%, () .

Par ailleurs, il existe un gx—Mcdule cohérent G tel gue G|UaF ,

(EGAa T 9.4.3). I1 résulte eglors du paragraphe précddent que la condition (iv)
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est vérifide, i.e. que R: (alu est cohérent pour n « On applique slors
1 'y £ D q pLld

le théordme de finitude de EGA III 3.2.1 & £ et aux faisceaux R%,(F), et

< Js

on trouve que Eg'q est cohérent pour q ¢ n , d'ol la conclusion.
Proposition 3.2. Soit X un préschéma localement noethérien et loca—

lement immergeable dans un préschéma régulier. Scit U un ouvert de X et soit

i: U—>X 1l'immersion canonique. Scit n & Z . Soit enfin F un gl,—r-ioiule

cohdrent et de COHEN-MACAULAY (sur U !). Les conditions suivantes sont équiva~

lentes :

(=) Rpi*{F) est cohdrent pour p < 1

(b) pour toute composante irréductible S' de 1'adhérence S du

support S de F, on a :

codim(S' N (X-U),8") > n

Soit G un Q.-Module cohérent tel que G|U=F (EGA I 9.4.3).

Appliquant le corollaire 2.3, & G, on trouve que la condition (a)

éguivaut & (c) :
{c) pour tout x €S, on a prof Fx >n - c{x), avec
elx) = codim{{;{.ﬂ"f, {_x}} 5
(a) = (v). En effet, soit S' une composante irréductible de S

et soit s son point générigue. Puisque F est de COHEN-MACAULAY, on =

prof FB = dim Q‘S,s =0 . De plus {';j =8', d'ol 12 conclusion.

(b) == (a). Soit % & S et scit S' une composante irrdductible

de S5 telle que x €3'. Seit s le point générique de S', Puisque F ast

de COHEN-MACAULAY, on sait que :

profo=:iim0-—- G
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(=]

Si e(x) = + *2, il n'y a rien & démontrer. Sinon, il existe y & YN ?xg , te

que
clx) = dim Q0 ——
: TiEP Y
Cr gx - est quotient d'un annesu local régulier par hypothdse, done
»
im O =— = dim Q — + dim Q N .
=1y {5} o B v’

C.Q.F.D
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GEQMETRIE AIGEBRIQUE ET GECMETRIE FORMELLE

Le but de cet exposé est de généraliser au cas d'un morphisme gui n'est pas
propre les théordmes 3.4.2 et 4.1.5 de EGA III

- -

4. 1le thdordme de comparaison ,

Soit ;X ——X' un morphisme de préschémas, séparé et de type fini.
Supposons que X' ws0it localement noethgrien. Soit Y' une partie fermée de

X' et soit YC.f-1{Y'). Soient X et X' 1les complétés formels de X et de

X' le long de Y et de Y', Scit ? le morphisme déduit de f par passage aux

complétés.
-~ Ij
Xe——_ ¥ X — 3 X
(1.1) e | s : (B
] 1 Al i 1
o ¥ 3 X 5 X z
On désigne par j (resp. i) 1'homomorphisme de X dans X (resp. de X'

dans X'). On sait que 1 et j sont plats.

=
Soit J' un idéal de définition de Y' et soit J = { (J

™

=X

de définition de Y . On 2 donc :

- . k+1 2 : k+1
(jod :] X' = (YI, %].m gX' j’j' ok ) 3 X = (Y, mg{& a :'1 .
keN kel
Pour tout k € N , poscns :
le+ ray ket
(1.3 ) Y= (IO Sy, Y, = (Lo /g ") .

Seit F un Qx—Module cohérent. Pour tout k € N, on pose :

(1.4 ) F, = F/3k+1_'-" ) F = §*(F) & 1im 3 .

—
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Si 1'on pose :

(1.5 ) we (P = pim(riz () 0 L&
1.5 Pt = J—:_:E‘ o '®L , =__; r + o
on a un homomorphisme natursl :
T i ~
(1.6 ) r;s i (R2,(F)) ——— RE,(F)",

qui est un isomorphisme lorsque le*(F) est cohérent .

Ainsi qu'il est expliqué dans Eua III 4.7.1 on a un diagramme
ql ) y

commutetif :

Pk T i 3%
i (R£,(F) = > R'f_(F)
(1.7 ) £ L Yi
Rif (F)~ L. > 1lim REf {7::)
T = %*371 :
keN

: : ; Z i
Dans loc. cit. on trouve un disgramme commutatif, car on sait que R f*(F}
est cohérentje‘t 1l'on identifie la source et le but de (1.6 ). Dans notre cas,

i # s .
R f*(F} ne sera cohkérent gue pour certaines valeurs de i , pour lesquelles on
étudiera (1.7 ).

Considérons 1'anneau gradué :

I
(1.8 ) f: L | jk,
keX
et le j-Module gradué :

(1.9 ) et -1 1 g%, 1e

keN

(]

dont la structure de :f-Module est définie comme suit .
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F i . .
Le faisceau R f*(gk?) est associé au préfaisceau qui, & tout ouvert

affine U de X', associe :
o] -1
(1.10 ) (£ (U},gkf‘lf ) .
Soit donc U' un ouvert affine de X' , posons
- ~1
U=<£ (u),

et soit xe [J ®(U') . Soit x' 1'imege de x dans F F(U) . L'homothétie de
rapport x' damns FlU' applique JEFJU' dans 3_}: F|U', d'ol, par fonctoria-

1ité, un morphisme :
i i, i i<
(1.11 ) ’I.J.x1.ﬁ;t-,7 B (Ur, a'kE‘jU') — (U, & Trjur) ,

défini pour tout 1 € Z et tout k €N , gui donne, par passage au faisceau
assccié, lz structure de D’-Module gradué de 381 .

Théordéme 1.1, Soit n un entier. Supposcns que le SJ-!'Eodule gradus ’aﬁl

scit de type fini pour i=n-1 et i=n, alors :

: a a~
T sont des isomorphismes et P_lf*{'r‘) est cohérent pour

o r -

n

Irl‘

i=n=11%
)

(1) pour i =n-t, ?i" L'Fi et Lfi sont des isomorphismes topologigues

(en particulier la filtration définie sur Rn_1f (®) ar les noysux des homomor—
“ bl
phismes
D=1 =1
(1.12) i £ () ——y R f*(Fk)

]
est ﬁ -bonne) ;

(2) pour i=m, Fi’ LFi et Wi sont des monomorphismes, de plus la

¥
filtration de ?;nf*(F} est ‘J—bonne et '\-fn gst un isomorphisme;
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*

i N g S ST . )
(3) Le syst®me projsctif des R {:'k} vérifie pour i = n-2,n-1, la
(]

(0]
K
n
2
j..la
o
H
w
\¥4
ey
£
e
ot
il
=

condition de Mittag-Leffler uniforme, i.e. il exist

o m———
que, pour tocut p » 0 et tout p° > ptk , on ait ;
- o | f 3 ik 3\ - f A\ ...,i_‘. e Y
[ &Ye (F _LL{“F,'l—_-IIE[:‘."kF ) =>RYe (F )
[ x pTJ - J'*( 1 - P""k * P -
EGA III 4.1.28 , il est facile de se ramener au cas

En procédant comme dans

oi X' est le spectre d'un annesu noethérien A . Dans ce cas, on sait que

y g i i RE
(1.13 ) RE (F) = [-E. (:(,F}] (o (190 ))

~r
Soit I 1'idéal de A tel que I = J' et soit

(1.4 ) s=1 | Ik,

keX

(1.15 ) B o | | #(x¢T |, 1€z,
LEN =

on H est muni de la structure de S-Mcdule gradué définie par (1.11 }, ol

La démonstration est calgude sur celle de ECGA III 4.1.5 , donncns un
Tésume.
On travaille sur (.Fi et kf)i y auxguels correspondent des homomorphismes
de modules :
- -~
B (X, F)

L8

(1.18 )

i

I
5, %m H (X,Fk) a
k

(a) On suppose seulement gue ' est un S-module gradus de type fini. On
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en déduit que la filtration définie sur H (X,F) par les modules :

(1.17 ) R =Ker( B (LF) — 5 E'(XF))
est I-bonne. On utilise pour cela la suite exacte de cohomologie :

\ i k1 oL ¢ e T Ky snmn—
(1.18 ) B (X, ¢ F) —=E(4F) —s F(XF) ,

gui prouve que le S-module gradué R,i est guotient du sous-S-module

] |
gradug k E

<
| 1 #(x, ¢5'F)

kel

de Hl, donc est de type fini, car S est ncethérien. D'oli ce premier point.

Pogons

(1.19 ) wt _ BN, F) ; H; = Hi(J{,Fk) i

On 2 un disgramme commutatif :

B (X, F) S ;im(ﬁi/ﬁi)

k

(1.20 )

¥y :

dans legquel s, est un isomorphisme; en effet la filtration de H (X,F) est
I-bonne. De plus, ti est un monomorphisme; en effet, le foncteur lim est exact
& gauche, et, pour tout k » 0 , le morphisme naturel I‘Il/Ri e Tii est un

mcnomorphisme, par définition de H{'[ i

Pour étudier la surjectivité de ti on introduit :

o

(1.21 ) Q = ccker(ﬂi(x,F) e Hi(x,'fk)} 5
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d'oh un systdme projectif de suites exactes :

(1,22 ) 0 > 5;;‘[ y M > E_ N Q.:; 5 D

En utiligzant la suite execte de cohomologis :

= = 5 i+ T+l
BHET) —5 B(XE) —a® (X, 35 B)
e voit que le S-module gradué

(1.24 ) Qb = | q}lc

. |
est un sous-S-mecdule gradué de H . De plus, pour tout k>0, ona:

car Q.k est 1'image de E

4 it-1 : —
(b) On suppose seulement que B est de type fini et 1l'on s'intéresse &

t. (en ocubliant si}. Puisque S est ncethérien, Q est de type fini; en

-

appliquant un lemme classigque, on trouve qu'il existe un entier r >0 et un
al ok » i “

entier ko} 0 tels que

r.i 4
(1.26 ) g =0 pour X k.

Il en résulte gue le ggstéma projectif "Q‘k)k EN est egssentiellement m.,u done

que le systdme prujectif (“k:]k €N vérifie la condition de Mitteg-Leffler uni-

forme. De la suite sxacte (r.22.]= on déduit la suite exacte
i,.i . § i

Te I » H =

(127 ) 0—3 N /Bk H e, Qo

d'eli 12 suite exacte :

. S i i i
1.28 0 — 1im M7 i im Q@ .
( ) l;m / — lim B — lin Q
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Or le sgystéme projectif ( l) . est essentiellement nul, donc t. est un
k EN i

isomorphisme.

() Prouvons que, =i B est de type fini, (_I,); est un isomorphisme. Il
suffit d'aprliquer =Ga -._“_I_ T3 3w en prenent pour base d'ouverts de X 1les
i 5
ouverts affines. Ceci est licite; en effet, d'aprds {b), le systéme projectif
i—h

{Hk 'ke€x vérifie la condition de Mittag-Leffler.

Le théoréme résulte formellement de (a), (b) et (c¢). On remarquera qu'en
fait 1z démonstration n'utilise, & chague pas, la finitude de " que pour une

ssule wvaleur de i .

Donnons guelques exemples ou Ll'hypothi&se du théoréme 1.1 est vérifide,

Corollaire 1.2. Supposons gue S s0it engendré par une section t! d_e_gx, et

notons t 1la section correspondante de QX' Soit F gn_gx-biodule cohérent et

seit n un entier.

Supposons gque :

(1) t soit F-régulier (i.e. 1'homothétie Xa. tX dans F est un
mcnomo&hisme) .

(i) R (F) soit cohérent pour i =n-1 et i=mn.
* —

Alors 1'hypothese du théordme 1.1. est vérifide.

En effet, on remarque que ijst et on en déduit que

(1.29 ) ®'x e, @, o,(r),
_-.x'

oi T est une irdéterminde. D'oh l2 conclusion.
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Corollaire 1.3. Supposons gue X' = Spec(4i), ot 4 est un anneau noethsrien

séparé et complet pour la topologie I-adique. Supposons gque le S-module H© soit

de type fini pour i==n-1 et i=n. (ef. (1.14.) et (1.15.) ). Alors les

hypothéses du théordme 1.1. sont vérifides et on trouve un diagramme commutatif

d'isomerphismes :

B (x,F) €3 5 HE,F)
(1.30 ) L?i\ /“t)i
*:I-__'J.EHi(X.,Fk)

pour i = n-1

On note simplement que H (X,F) est de type fini donc isomorphe & son complété.
On obtient (1.30 ) en transcrivant dans la catégorie des A-modules le diagramme de

Modules (1.7 ), et en remplacant la verticale de gauche par H-(X,F) .

Proposition 1.4. Soit 4 un amnmeau noethérien. Scit t€ A et supposons gue

4 soit séparéd et complet pour la topologie (tA)-adique. Posons :

(1.31 ) X' = Spec(4) , Y = v(t), I= (ta).

Soit T wune partie fermée de X', posons

(1.32 ) X=X-T , Y=Y'NX=Y"-(Y"NT) .

-

Scit F un 0O -Module cohérent. Soit enfin

e

(1.33 ) v Lx e ' codim({x}n?, {x}) = 1 } :

3upposons gue
a) t scit PF-régulier,
b) prr:.fTI (7) > o+l
3
i

e A soit guotient d'un anneau noethdérien régulier.

slors, dans le diagramme (1.30 ), 1les morphismes F:'_, ‘-f:'_ et ‘f’i sont des iso-
morphismes pour i { n et des monomorphismes pour i =n . De plus (.yn est un

isomorphisme.
il el

111




Exp. IX, p. 9 107

En vertu de 1.3 et 1.2 y il suffit de prouwver que le*(F) est cchérent

pour i n, ce qui résulte du théordme de finitude VIII 2.1 .
En particulier

Exemple 1.5. On appliquera 1.4. lorsgque A est un anneau locel et que t
appartient au radical r(4) de A . On prendra alors T = {_'_I:(A)S. Dans ce cas,
pour n = 71 on trouve 1l'énoncé suivant :

4

Si A est séparé et complet pour la topologie +t-adique et guotient d'un

anneau rézulier (par exemple si A est mlet}, si de plus t est F-régulier

et si prof Fx )} 2 pour tout =x & Spec(A) tel gue dim A,/x = 1, =alors 1'homo-—

morphisme naturel

F(x,F) ————— 1 (1,F)

est un isomorphispe.

En effet, conservent les notations de 1.4 , ona T = EE(AH et la formule
(1.33 ) ait que

T = {x especu-.)l am.a/x=1} .

2. Théoréme d'existence.

Enongons d'abord EGA III 3.4.2 sous une forme un peu plus générale.

Soit £f: ¥ —> X' un morphisme adique (¥)de préschémas formels,avec I'
J
noethérien. Soit 3 un idéal de définition de I ! 7 puisgue f est adique,

'
(1) = F est un iaéal de aéfinition s *.

Pour tout n € N , posons

(2-1 ) x_n = (}_,QI /31}{-1) ¥

c'est un préschéma ordinaire qui a mlme espace topologique sous-jacent que .1 .
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Scit E un 0O_ -Module cohérent. Pour tout kx €N, les 0O  -Modules

x i

—
—

[}
.
4%

1 - k-1
=K E

sont cochérents. PFPour tout i , on a un homomorphisme

-~ . i ™ . i =
(2.3 ) Yt @ > lUm R (R)
k

déduit par fonctorialité de 1'homomorphisme naturel :

. ¥ —_— -
(2.4 ) E P

Posons

= e, yie+1

(2.5 ) S=er,0. ., =11 573
’j X kegN i)

(2.6 ) gr

(2.7 ) £ =rr (e, ®) =11 e (F¥y'D.
& keEN

I1 est clair que El est muni d'une structurs de GS-Module gradué.

Théordme 2.1, Supposons gue E-" soit un S-Module gradué de type fini pour

i= n—1,i = Il,i =mn+1, 2lors :

(1) Rnf*(g) est cohdrent |,

(ii) L' homomorphisme !f)n (2.3.} est un isomorphisme topologigue.
La filtration naturelle du deuxidme membre de (2.3.) est ’E)‘-g nne.

(iii) Le syst®me projectif des Rnf*(Fk} vérifie la condition de Mittag-

Leffler uniforme.

La démonstration est tr®s facile A partir de EGi 0

SITE

13« 7T+7T (ef.
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EG4 III 3.4.2), & condition de rectifier comme suit le texte page 78 (™) -

Supprimer
ligne & L (RnHTu'k))kE,g Ll
ligne 13 " et p+tg =11 "
ligne 23 " et pour mn+1 " .

Théoréme 2.2. Soit A un anneasu adique ncoethérien et soit I un idéal de dé-

finition de A4 . Soit T une partie fermée de X' = Spec(4) . Supposons que
I soit engendré par un t € A . Reprenons les notations (1.31}‘, (1.32) et (1.33).

Soit F un QK-Module cchérent. Poscns

| (2.8 ) FO=§/3§‘_,

3

ol o Ci est un idéal de définition de X. Suvrosons aue A soit

Juotient d'un annezu noethérien régulier et que :

(1) % scit F-régulier,

(2) profy, F_ ‘?’2 ”

| Alors il existe un gx-l"lodule cchérent F tel gue F=F .,

Il suffit de prouver que £ _(E) est un Q3-Module cohérent, ol

f1X —s Xt est le morphisme de préschémas formels déduit de

X dans X' par complétion par rapport & t . En effet, A est séparé et complet

| pour la itopologie t—adigue, il existera donc un A-module F' dont le compléié
sera iscmorphe & ;"‘*(__F_'J + Puisgue X est un ouvert de X', on pourra prendre
P=Fr|X.

I1 reste & montrer que 2.1. est applicable =u merphisme ds préschémas for-

mels f et 2 F . Or, dlaprés 1'hypothdse (1), pour tout % &£N on a un iso-

morphisme @

1/35 s — /3E,

(™) comme indiqué dans (EGA, ErrIIIZL).

*
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d'oll il résulte que 1'hypothése de 2.1. sera vdrifide si 1'on sait que
i 5 X
R f*(Fo) est cohérent pour i 1.

Or ceci résulte de (2) et du théordme de finitude Y¥III 2.1. D'oh la conclusion.

I1 reste & spécialiser cet énoncé en supposant que A est un anneau local.

Ceorollaire 2.3. Soit A un anneau local nosthérien et soit t € r(4), un 14~

ment du radicel de A. Supposens que A soit séparé et complet pour la topo-

logie t—adigque, et, de plus, quotient d'un =snnesu résulier (&r exemple,

supposons gue & so0it un anneau locsal noethérien complet). Fosons

£a _ E row N

&) . T = l£\*—g1 ]
3
v

e
t reprencns les notations (1.31) , (1.3

e ) (1.32 et (1.33) . Seit F un
2;,—“003.«16 . Supposons gue i

(1) t scit F-régulier,

A » o 1=} - ™= o ) ™ _ o

(2) profy, Fy /\/2, avec Fy = F, F et = t0s.

Alors il existe un HK—‘-.e-iu e cohérent F +tel gue FouF .

Remargquens gu'ici T' est l'ensemble des iddaux premiers n de A
tels gue dim Afp =1 .
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Exposé X

APPLICATION AU GROUPE FONDAMENTAL

Dans tout cet exposé,on désignera par X un préschéma localement
noethérien, par ¥ une partie fermée de X , par U un voisinage ouvert variable de Y
dans X et par X le complété formel de X le long de ¥ (EGA I 10.8). Pour tout

préschéma Z , on désignera par Et(2) la catégorie des revBtements étales de Z,et

par LL(Z) 1la catégorie des Modules cohérents localement libres sur 2 .

1 + Comparaison de Et(X) et de Et(Y).

Soit J un Tdéel de définition de Y dans X . Posons, pour tout

n€l, ¥ = (Y,(gx/ﬂm'"} 1Y) . Les Y forment un systime inductif de
préschémas usuels, ou sussi de préschémas formels,en munissant les faisceaux

structuraux de la topologie discrdte. On sait (EG& I 10.6.2) que T est limite
imductive,dans la catégorie des préschémas formels,du systéme inductif des Yh_ .

On sait eussi (EGCA I 10.13) que se donner un Ax—prémhéma formel de type fini R p
c'est se donrer un systime inductif de Yn-préschémas usuels R“ de type fini tels

{ it 1 m éta 3
que Rn_{P.m1)x(Yn+1)(Yn) « De plus, pour que R soit un rev@tement £tale de
X , il est nécessaire ot suffisant que pour tout n,Rn soit un revétement étale de
¥ . Ceci dit, il est facile de voir gue les éléments nilpotents ns comptent pas

pour les revétements étales (304 I 6.3) ,c'est-d-dire que le foncteur changement

de base :

i.F"'-t-(Yz:-+1) —Z E—t(Yn)

est une équivalence de catégories pour tout n € N . Donc :

Proposition 1.1. Avec les notations introduites plus haut, le foncteur naturel

Et(X) —> Et(Y) est une équivalence de catégories (ef. 3G4 I H.4)
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1=

2 . Comparzison de Et(Y) et E+(U), pour U variable.

Hous allons introduire deux conditions desguslles le théoréme de comparsison
annoncé résultera facilement. Soit X un préschéma localement noethérien et soit Y
une partie fermée de X . On dit gue le couple (X,Y) vérifie la condition de
LEFSCHETZ, oe gu'on écrit Lef(X,Y), si, pour tout ouvert U de X contenant Y et
tout faisceau cohérent localement libre E sur U, 1'homomorphisme naturel

-~ n

r (L) — 1 (%LE)
est un isomorphisme.

On dit que le couple (X,Y) vérifie la condition de LEFSCHETZ effective,

ce gu'on dcrit Leff(X,Y), si on a Lef(X,Y) et si de plus, pour tout faisceau
cohérent localement libre % sur X , il existe un voisinage ouvert U de T et un

-

faisceau cohérent localement libre E sur U et un isomorphisme E ’:g
Ces cenditions sont vérifides dans deux exemples importants:

Exemple 2.1. Soit A4 un anneau local noethérien et soit t € r{A) un £1ément

A-régulier appartenant au radical r(4) de A . Supposons que A soit guotient d'un

anneau local régulier et que A soit complet pour la topologie t-adique (par

exemple A complet pour la topologie r(A)-adique) Posons X' = Spec(a) et
¥' = V{t), par ailleurs posons x = r(a) t X = X‘-El}.’f = 'f‘-{(}- Done
ST ouvert dans A' et Y = X M Y'. Alors:

i) $i, pour tout idéal premier p de 4 tel que dim 4/p =1 (i.e. pour

tout point fermé de X) on a prof AE; 2, alors on a Lef(X,Y);

(ii) si de plus, pour tout idéal premier p de 4 tel gque te p

et dim A/p = 1 (i.e. pour tout point fermé de Y), on a prof 4 %3, =lors on
a Leff(X,¥). -

Montrons d'sbord gue pour tout voisinage ouvert U de Y dans X, le
complémentaire de U dans X est rdunion d'un nombre fini de points fermés (dans X).

Remarguons que U est ouvert dans X, donc dans X', donec 2" = X' - U est fermé.
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Soit I wun idéal de définition de Z' 3 il suffit de prouver que .&/I est de
dimension 1. Or 2Z'MN 1! ={x} donc 4/(I+(t)) est artinien, d'ou la conclusion

gréce au " Hauptidealsatz "

La premidre hypothdse équivaut & : Mpour tout idéal premier p de
LA, p £ zr(a), on a prof ﬁp_ 33 - dim 4/p". En effet A est quotient d'un anneau

régulier, on peut donc appliguer VIII 2.2 au présck

éma X', & la partie

fermée {}} et au faisceau cohérent 9;* .
Soit alors U un voisinage ouvert de Y dans X et E un 0 -Module

localement libre. Posons Z =X - U et soit w U— X 1'immersion cancnique.

On va d'abord prouver que  u (E) est un QX-Modu_'Le cohérent, ou, ce qui revient

au m@me, que _P_I;(E') est cohdérent pour i = 0,1, o E' est un prolongement cohdrent

de E 2 X . Pour cela on applique le théoréme VIII 2.1 au préschéma X , & la

partie fermée Z et au faiscesu cohérent E'., Il suffit de vérifier gque pour

tout point p €U tel que c(p) = 1, on a prof El; 21, o 1'on a posé

o(p) = coain( {p} N 2, {5} ) .

Or si p €U et si c(p) =1, notant p 1'idéal de A correspondant & p , on
voit que dim A/p = 2, car le complémentaire de U est réunion d'un nombre fini

de points fermés et A est quotient d'un annsau régulier. De plus, E o=t Teeca-

lement 1libre, donc, pour tout p & Supp E, on 2 prof E_ = prof L+ Enfin, si
- 2k
pPEU et si c{p) = 1, on a
prof E'p = prof Ep = prof O—"L",p = prof J-Z;D »3=2 =1

Il nous faut maintenant prouver gue 1'homomorphisme naturel
(1) F(ue)— T (x5)

est un isomorphisme. Posant alors E = u*(E‘.}, on note gque E est cohérent et de
profondeur » 2 en tous les points fermés de X . Il en résulte que le*(f) est
cohérent pour i =0,1, o f:X — X' désigne 1l'immersion canonique de X dans

X' = Spec(4) (Exp.VIII). On applique alors (IX 1.5 ) , et 1l'on
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conclut que
— a A
(2) ™ (%,E) —> I (%,E)

est un isomorphisme, car A est complet pour la topologie t~adigue.

On 2 un diagramme commutatif :

FiEs) —= 5 riws

d'oli la conclusion.

Soit maintenant § un faisceau cohérent localement libre sur X .
i 1'on a prouvé que E est algébrisable, i.e. st isomorphe au complété formel
d'un QX—Module cohérent E , il est facile de wvoir que E est localement libre
au voisinage de Y , donc de prouver Leff(.’(,‘f} . Soit %' 16 spectre formel
de A pour la topolegie t-adigue, qui s'identifie au complété formel de X'
le long de Y'. Désignons par f 1'immersion cenonigue de X dans X', par £
l'immersion canonique de Y dans Y et par 2 1e morphisme déduit par passsge
aux complétés. Pour que O soit algébrisable il suffit que 2.(B) soit un
Q_;I-Module cohérent,car A est complet pour la topologie t-adigue. Soit
= t0y » c'est un idéel de définition de X .

Pour tout n > 0 , posons En = E,/Jn+i « En tout point fermé y &Y,

la profondeur de Ep est i en effet t est un élément A-régulier donc

22
prof Q_Y ¥ = prof 0. -1 22 . On en conclut gque f*('é) est cohérent ( IX 2.3 }
s

8 Xy

CeQ.F.D.
Exemple 2.2. (Pemettra de comparer le groupe fondamental d 'une variété projec—
tive et d'une section hyperplane). Soit K un corps et soit X un EK-préschéma

propre. Soit L un Qp-Module inversible ample. Soit t € F(X,L) un élément
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gx—-régulier, ce gui signifie que, pour tout ouvert U et tout isomorphisme

us: LU-——50., , ult) est non diviseur de zéro dans 0. (condition qui ne

A
dépend pas dju.). Soit ¥ = V(%) le sous-schéma de 'E: d'équation 1t = O.
Alors:

(i) si, pour tout point x fermé dans X, on a prof _Qx,x 3 2 ;60
a Lef(X,Y);

(ii) si de plus, pour tout point fermé y &€ Y, on a2

prof O g23sona Leff(X,Y).
)

Cet exemple sera traite en détail dans Exp.XII.

_ Soit S un préschéma, on sait (EGA II 6.1.2 ) que le foncteur qui,
[ a tout rev8tement fini et plat =R — s S, associe la _Q_X-Algébre r*@ﬁ),
induit ure équivalence entre la catégorie des rev8tements finis et plats de

S et la catégorie des QX-AJ.@bres cohérentes et localement libres. Soit U un
voisinage ouvert de Y , et socit r:R ——>U un revBtement fini et plat de U .

Soit R 1e revétement fini et plat de X qui s'en déduit par changement de base.

| On = ;*g) ~ r*(gﬁ) .

Supposons slors Lef(X,Y) . Ceci entratne que, pour tout U, le

forcteur image inverse :
LL(U) —— LL(X)

est pleinement fiddtle. En effet soient E et F deux O-Modules cohérents
localement libres; Hom(E,F) est aussi cohérent et localement libre. Par
hypothése 1'application naturelle

.—-"d"-\'\
o &om(E,¥)) — 5 (Hou (B, F))

est un isomorphisme, d'ol la conclusion, car Hom commute au " puisque tout est

localement libre. Or le * commute au produit tensoriel, on en déduit que le

forncteur gqui i toute QU—Algébre cohérente et localement libre 4 associe la
_0_‘1‘( ~Al gBbre ;l. yest pleinement fiddle. Miesux, =i E est un QU-}iodule cohérent
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localement libre, il y a2 correspordance biunivoque entre les structures de

Qc-id_gébre commutative sur E et les structures de _Qi -Algztbre commutative

td

ur

in

Proposition 2.3. Soit X un préschéma localement nocethérien et soit ¥ une

partie fermée de X . Soit £ 1le complété formel de X 1le lonz de Y . Pour

T

tout ouvert U de X,U DY , dé€signons par Ly (resp. PU’ TESD. EU) le foncteur
qui & tout Qﬂ—l-lodule cohérent locslement libre (resp. & tout revitement fini

et plat de U, vresp. & tout revlitement étale de U) associe son image inverse

par 3(__))[.

(i) Si on a Lef(X,Y), alors pour tout voisinage ouvert U de Y, les

fonteurs LU’PU et E

U sont pleinement fideles.

(ii) Si on a Leff(X,Y), alors pour tout Qﬁ -Module cohérent localement

libre E ['.r‘e@.....:})I il existe un ouvert U et un _O_U—-Module cohérent locale-

tel aque LU(Ejﬁ £ (respe..).

ment libre E (resp....)J

(i) A été vu.

(ii) Résulte de (i) et de l'hypotrfese, du moins pour L; et P .
De plus si R est un revBtement gtale de X , il existe un voisinage ouvert
Ude Y dans X et un revBtement fini et plat R' de U tel gque /R\T:xs. .
Cn en déduit un revBtement R" de ¥ qui est étale d'sprds 1.1 , donc

R' est étale dans un voisinage U' de Y .

CQQUF‘D.

Corollaire 2.4. Si on a Lef(X,¥), pour gqu'un revltement fini et plat R d'un

voisinage ouvert U de Y soit connexe, il faut et il suffit que Rxb;{ le soit.

En particulier, pour que Y soit connexe, il faut et i1 suffit que le wvoisinage

ouvert U de ¥ le soit, ou encore que X le soit .

En effet, pour qu'un espace ammelé en anneaux locaux (X,g:{) soit

connexe, il faut et il suffit que r‘(x,gx) ne soit pas composé direct
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de deux anneaux non nuls. Or on a
r@U, () a2 r(Xr(e)

par Lef(X,Y) .

Corollaire 2.5. Si on a Lef(X,Y), alors pour tout U, le foncteur

Et(U)— Es(Y)
est pleinement fiddle. Si on a Leff(X,Y), alors pour tout revétement

2tale R de Y, il existe un voisinage ouvert U de Y et un revétement

R' de U tel gue R’IUT'SEEI.

Corollaire 2.6. 5i on a Lef(X,Y) et si Y est conrexe, tout voisinsge ouvert

U de ¥ est connexe et 1'homomorphisme naturel -rrl{‘.f) =" -rrl(Z.T} est_surjectif.

Si de plus on a Leff(X,Y), 1'homomorphisme naturel

M (Y) —— Linw (U) |

est un isomorphisme., (N.B., On suppose choisi un "point-base”dans Y , qu'on prend

aussi pour point-base dans X , pour la définition des groupes fondamentaux.)

Tout ceci résulte trivialement de la prop. 1.1. et de la prop. 2.3.

3. Comparsison de '[Tl(}{) et de Tl'l(“u‘} "

Définition 3.1. Soit X un préschémz et 2 une partie fermde de X . Posons

U=%%2 .0ndit gue le couple(X,Z) est pur gi, pour tout ouvert V de X , le
foncteur

Et(V) — E&(V N V)
V' Ay Vixg (VN D)

est ure équivalence de catégories (“j.

(H) Pour une notion plus satisfaisante 2 certains égards,cf., le commentaire
XIVv 1.6 4).
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Définition 3.2. Soit 4 wun anneau lpcal noethérien., Posons X = Spec{4) .

Scit z(A) le radical de A et soit x = r(4) 1le point fermé de X . On dit

gue A est pur si le couple (K{)}) 1l'est.

Nous laissons au lecteur le =oin de ne pas démontrer la propeosition

suivante :

Proposition %.3. Soit X un préschéma localement noethérien et soit Z une

partie fermée d2 X . Pour que le couple (X,2) soit pur il est nécessaire et

. . k-3
suffisant que, pour tout z € Z, 1l'annsau Qﬁ,z soit pur (™),

Ceci dit le théortme suivant est le résultat essentiel de ce numéro :

Théorgdme 3.4. (Théorzme de pureté).

(i) Un anneau local noethérien régulier de dimension » 2 est pur

( théorime de pureté de Zariski-Nagata).

(i1) Un eanneau local noethérien de dimension >3 qui est une inter-

section compléte est pur.

Rappelons qu'on dit gqu'un anneau local est une intersection complite

s'il existe un anneau local noethérien pégulier B et une suite (tl,...,tk)
B-régulidre d'éléments du radical x(B) de B tels que

Anre B/(tl’lc o,tk) .

4 ce propos remargquons gqu'il serait moins ambigu de dire que A est
une intersection compléte absolue,par opposition & la situation, que nous avons
déj& rencontrée, oi X est un préschéma localement noethérien (gui n'a pas besoin
d'8tre régulier) et o Y est une partie fermée de X, dont on dit qu'elle est

"localement ensemblistement une intersection compléte dans X “

Prouvone d'abord guelques lemmes.

£
(") Comparer le cas non commutatif de XIV 1.8, dont la démonstration est
essentiellement la m&me que celle de 3.3,
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Lemme 3.5. Soit X un préschéma localement noethérien et soit U une partie

ouverte de X . Posons Z = XU, Soit i:U — = X 1'immersion canoniaque de

Udans X . Les conditions suivantes sont daouivalentes ;

(i) Pour tout ouvert Vde X, si onpoge V'=VAU , le foncteur

F ~~> F|V' de la catéporie des _Qv-l-icdu.‘l.es cohérents localement libres dans

la catégorie des Q?,-Modules cohérents localement libres est pleinement fidéle;

(ii) 1'homomorphisme naturel gx T i*(gj)

est un isomorphisme;

(1ii) pour tout z €Z, on a prof 'Q'X," 22,

<

On a déja vu (III 3.3) 1'équivelence de (ii) et (iii). Montrons
que (ii) entrsine (i). Soient 7 et @ deux O,~Modules cohérents localement
libres, Hom(F,G) 1'est aussi, donc Hom(F,G) — i (HEa(FIV!,GIVY)) est un
isomorphisme donec Hom(F,G) ~gHom(FIV',GIV') . Inversement on prend F =G =0
et on applique (i) & tout ocuvert V de X .

Voici un "lemme de descente" utile

Lemme 3.6. Soit X un préschéma localement noethdrien et soit 2 ume partie

fermée de X . Posons U = X-Z . Supposons gue 1'hcmomorphisme o —>1i(0)

§0it un isomorphisme. Soit f:}(l-——;.x un morphisme fidélement plat et quasi-

-1 ;
compact. Posons Z; =t "(Z). 8i le couple (X1:27) est pur, il en est de méme
de (X,2).

Remarquons que 1'hypoth2se —OK -__,“"i“(gu) se conserve par extension plate
de la base, car i est un morphisme quasi compact et, dans ce cas, l'image di-

recte commute & l'image inverse. Or cette hypoth&se entrafne que le foncteur

Et(V) — > EBt(unNvw)
défini par v ey levtvn [j:]

est pleinement fid&le,comme le montre 1'interprétation d'un revBtement dtale en
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termes d'Algtbre cohérente localement libre. Il reste & prouver 1l'effectivits.
On peut par exemple introduire le carré XE et le cube X, de X1 sur X et on
remarque qu'un morphisme fid&lement plat et guasi compact est un morphisme de

descente effective universelle pour la catdgorie fibrée des reviitements gtales,

au-dessus de lz catégorie des préschémas. La conclusion est formelle & partir

de 13 (™).

Remarque 3.7. Cn a prouvé chemin faisant que si QX—&:}.*(QU) est un isomor-
phisme, X est connexe sss U 1'est, et alors ‘]Tl(U} —_— TR(X) est

surjectif.

Corollaire 5.8. Soit A un anneau local noethérien. Supposons que prof 4 % 2.

Alors =i E est pur, A4 est pur.

Résulte du lemme 3.5. et du lemme 3.6.

Le lemme suivant est le point essentiel de la démonstration du

théorgme de pureté

Lemme 3.9, Soit A un anneau local ncethérien et soit t € r(4) un élément
A-régulier. Supposons que A soit complet pour la topologie t-adique et de plus
AftA .

(1) si pour tout idéal premier p de & tel gue dim Afo =1, ona

I

quotient d'un annsau local régulier (par exemple A complet). Fosons B

prof kc » 2, zlors B pur entraine A pur.

]

(ii) 5i pour tout iddal premier p de 4 +tel que dim A/

prof -, 32 yed 4 ‘'eur lorsgue tef:arg_tprofag;B lorsque t€ p,
alors A& pur entraine B pur.

l, on a

Soit X' = Spec(4) et soit ¥ = V(t), que 1'on identifie au spectre de B.
Soit x = r(4) , et posons X = X' —{x} et Y =71 —{x = XN Y' . Désignons par
£' le spectre formel de A pour la topologie t-adique,gui s'identifie au compléts

formel de X' le long de Y!' .

Puisque A est complet pour la topologie t-adique, on remargue que

(™ ct. J.Giraud, Méthode de la descente, Mémoire n°® 2 du Bulletin de la
Société Mathématique de France (1964).
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Et(X') —> Bt(X') est une équivalence de catégories. De méme Et(X') — 5 Ef(Y?")

per la prop. 1.1, donc Et(X') — Et(Y') est une équivalence de catégories.
b FULTE

Montrons (i). Considérons les diagrammes

T e, X Et(X') —— Et(X)
i ! o b
o 3 Et(Y') ——> E&(Y)

On vient de voir que c est une 2quivalence, d 1l'est zussi d'apris 1'hypothdse

gue B est pur et enfin b est pleinement fidile comme on 1l'a wvu dans 1'sxem—
le 2.1,, cf. 2.3. (i) .

k=)

Montrone (ii). Cette fois on suppose que A est pur donc a est une
équivalence; de méme c . Voyons que b est une éguivalence. D'aprés 1l'exemple 2.1,
on sait que 1'on a Leff(X,¥),donc b est d4jk pleinement fiddle, prouvons gqu'il
est essentiellement surjectif. On utilise 2.3. (ii) en notant que, si U est un
voisinage owert de Y dans X , le complémentaire de U dans X est réunion d'un
nombre fini de points fermés; le couple (X,X-U) est donc pur d'sprds la prop.3.3 ,

car en un tel point p, Q’X 5 = 4 est pur par hIypothése. D'ol la conclusion.
] o -

Démonstration du théordme de purets.

Montrons d'abord (i) par récurrence sur la dimension.

Seit A4 un annsau local noethérien régulier de dimension 2. Posons

X' = Spec(a), x= zx(a) , X=X } On a prof A = 2 . On peut donc appliguer
le lemme 3.5. au couple (K’,E(}} et donc BEt(X') — Et(X) est pleinement
fidéle. Soit maintenant r: RL—ﬁ X un revétement étale défini par une
O,~Algdbre cohérente localement libre et étale A = r*(gﬁ} . Désignons par

i:X —— X' 1'immersion canonique de X dans X'. Je dis que i (&) =B est une
QXI—Algébre cohérente. En effet, il suffit d'appliquer le "théordme de finitude"

VIII 2.3. Je dis que cette algébre est de profondeur 3 2 en x. En effet.
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cleat 1l'image directe d'un Q_K—Mod‘dle, avec X = X! —{Jl: . Puisgque A est un anneau
régulicr de dimension 2 ona : dp B + prof B = dim & = 2, ol dp B dégigne la
dimension projective de B . Done dp B = 0 , done B est projectif, donec libre.

I1 en résulte gue B définit un rev@tement fini et plat de X' = Spec(4). L'en-
semble des points de X' oli ce revBtement n'est pas étale est une partis fermée
de X' dont 1'Squation est un idéal principal : 1'idésl discriminant de B/A .

Cr, par construction, ce fermé est conteru dans = = ;(k] donc est wvide

car dim A =2 .

n i

Soit 4 un anneau local noethérien régulier, dim 4 = n >3 |
Supposons (i) démontré pour les anneaux de dimension T . Pour prouver que A
est pur, on peut supposer A complet per 3.8. Scit t & r(A) dont 1'image dans
E(A)/(_J_:'_(A}}Z soit non nulle. Alors B = A/tA est un anneau local noethérien
régulier de dimension n~1 donc est pur, car n-1 3 2 . On conclut par le

lemme 3.9.(i), qui est applicable car A est complet.

Montrons (ii). Soit A un anmeau loecal nosthérien de dimension >3 .
Supposons qu'il existe un anneau local noethérien résulier B et une B-suite f

(tl,...,t ) tels que AL~3B/(t ..,tk) . Prouvons que A est pur, par

k P
récurrence sur k . Si k = 0, on le sait par (i). Supposons k >1 et le |
résultat acguis pour k! < k . D'aprés le corollairs 3.9. on peut supposer gue

4 (donc sussi B) est complet. Posons C = B/(tl’“'“’tk—l)’ done AzC/tkC

et tk est C-régulier., Par 1'hypoth®se de récurrence on sait que C est pur,
il suffit de prouver que le lemme 3,9. (ii) est applicable. Notation: 4 et B
du lemme devienrent C et &4 . On a dim C % 4 , donc pour tout idéal premier
D de C tel que dim C/p_ =1, on a pref CE>, 3 . De plus, 'C!j est une inter-

section compléte avec k' & k-1, done est pur par l'hypoth®se de récurrence.

C.Q.F.D.
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Théoreme 3.10. Soit X un préschéma localement noethérien et soit ¥ une

partie fermée de X . Supposons gque 1'on ait Leff(X,Y) (cf.Exemples 2.1. et

2.2 ). Supposons de plus gue, pour tout voisinage ouvert U de Y et tout

x & X-U, 1'anneau local _Qy - soit régulier de dimension » 2 ou bien une
bt |

intersection compléte de dimension > 3 . Alors

(X)) — 5 (%)

est une bijection, et si X eat conneze

@ — 5 T ()

est un isomorphisme.

Il n'y a plus rien & démontrer. On remarquera gue, dans les deux
exemples cités 2.1, et 2.2 , le complémentaire de U est rfdunion 4'un nombre
fini de points fermés,d'olr il résulte que 1'hypothdse sur la dimension de

L:
Qx’x n'est pas canularesqus.
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Expose XTI

APPLICATION AU GROUPE DE PICARD

Cet exposé est calqué sur le précédent, mais cette fois le résultat du
n® 1 est moina fort.

Dans tout cet expesé, X désignera un préschéma localement noethérien,
M un idéal quasi-cohdrent de ol (¥=v(3) est donc une partic fermée de X), U !
un voisinage ouvert variable de Y dans X et X le compléte formel de X le long de Y. ‘
Pour tout espace ammelé (Z,_QZ) on désigne par P(2) la catégorie des O -Modules
inversibles, autrement dit localement libres de rang 1, et par Pic(Z) le groupe |

des classes & isomorphisme pres de Modules inversibles sur Z .

1 . Comparsisen de Pic¢(X) et de Pic (¥) .

1+ 1 .
Pour tout n &N, posons X = (Y,QX/J ntly ot Pn='.]r+ i i
La suite de faisceaux de groupes abéliens sur Y
b

u * i *
(1.1 ) 0 —=¥ B ——> D3 - _c_}_xn 1 ‘

eat exacte. Précisons que la structure de groupe de Pn est la structure addi- |
tive, que ufx) = 1+x pour tout x ¢ P s et que v est 1'homomorphisme déduit i
de 1l'injection [ -2 =39 1 On voit que v est surjectif en remarquant

que, pour tout y &£ ¥,0. est un anneau loceal, guotient de O par un
Xn:y —x_rH_-] 2 ¥ |
idéal nilpotent; le reste est tout sussi trivial. On ddduit de (1.1 ) une suite ‘

exacte de cohomologie :

¢ 1 ul 1 * vl Hl * d 5 3
() E(LP) —— E(L,0 ) —— E(L,0;) — E(L,P) . |
n+1 n

*
Par ailleurs, pour tout n € N , on sait identifier Pic(xﬂ} et Hl(lf,gz‘g )
= T .
de plus, si E est un QX -Mecdule inversible, correspondant & une classe de

1
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(]
L

cohomologie c(E), la classe de cohomologie correspordant i 1'image inverse de

5
E sur X est égale & v (c(E)). D'oh 1a proposition suivante :

Proposition 1.1. Conservons les notations introduites ci-dessus.

Soit p € N . L'application Pic(%X) —> Pic(Y ) :

(1) est injective pour =n >p, si Hl(Y,Pn} = 0 pour n > p;

(ii) est un isomorphisme pour n % p , si Hl(Y,Pn =0 pour
n )‘, P t i= 1.2 .

—

Bien entendu, lz suite exacte (*) contient plus d'information que la
proposition ci-dessus. Le lecteur aura remargué gque l'on n'a rien dit du fonc=-
teur P(%X) — P(Y). Etant donnés deux Os-Modules inversibles, H = Hom(E,F)
est aussi inversible. Si 1'on indique par un indice n la réduction medulo jn-”,

on trouve une suite exacte :

Hom( ) .
0 —> H ®P — Hom( F 1) —> Hoa(E ,F ) — 0

E
nti? e

D'chh une suite exacte de cohomologie que nous n'éerirons pas et dont 1'interpréta-

tion est évidente; on peut utiliser cette remarque pour d&tudier le foncteur P .

2 « Comparaison de Pic(X) et Pic(X) .

Le lecteur trouvera dans l'exposé X , n® 2, la démonstration de ce qui

suit :

Propesition 2.1. Supposons gue l'en ait Lef(X,Y); alors pour tout voisinage

cuvert U de ¥ dans X , le foncteur

(2.1) 2(0) — P(®)

est pleinement fiddle, 1'application

(2.2 ) Pic(U) — Pic(X)
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est donc injective. 8i l'on a Leff(X,Y) 1'application (2.3.) est un isomorphisme :

(2.3 ) lim Pic(U) — o Pic(X) . |

U

Corollaire 2.2. Supposons gue l'on ait ILef(X,Y) et gue pour tout entier n 2D

on it El{‘f,Pn) = 0; glors pour tout ouvert UD Y , les application

Pic(X) —» Pic(U) —— Pic(l’n)

sont injectives si n ) p . S5il'om a Leff(X,Y) et si de plus, pour tout entier

nyp,ona Hl(':E,Pn) =Q0pour i=1et i=2, alors 1l'epplication

l:ifrm Pic(U) — o Pic(Yn) '

est un isomorphisme pour n 2P .

3 . Comparaison de P(X) et de P(U) .

Une définition :

Définition 3.1. (*)Scit X un préschéma et soit Z une partie fermée de X .
Posons U = X=2. On dit que X est parafactoriel aux points de Z si, pour

tout ouvert V de X, le foncteur PB(V) —— P(VNU) est une équivalence de
catégories. On dit aussi que le couple (X,Z) est parafactoriel.

Reppelons que 2(2) désigne la catégorie des Mcodules locslement libres
de rang 1 sur Z.
Définition 3.2. Un anneau local noethérien est dit parafactoriel si le couple

(Spec(A), {E(A)-l) est parafactoriel.
L J

On démontre la proposition suivante qui prouve gque la notion est

"ponctuelle" :

{*} Pour une étude plus détaillée de la notion de parafactorialiteé,
et la démonstration de 3.3 ,cf. EGA IV 21.13, 21.14.
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Proposition 3.3. Supposens X localement noethérien. Pour que le couple (X,3)

goit parafactoriel, il faut et il suffit que pour tout =z €Z , 1'annean leoeal
Q le soit.

=X,z

Hemargueons gque dans parafactoriel il Yy & "pleinement fidé&le"™.
On démontre comme le lemme 3.5. de l'exposé X le :

Lemme 3.4, Si X est un préschéma localement noethérien et si % = I -1

est une partie fermde de X , les conditions suivantes sont gguivalentes

(i) our tout ouvert V de X, le fonctsur P(V) — 5 P(VNU) est
bej ie 2 L

pleinement fidble;

(1i) 1'homomorphisme QX — i*@u) est un isomorphisme;

(ii1) pour tout z €2 , on a prof O , %2 .
DoUT SRS g2 1

Donc "parafactoriel" signifie que les conditions de 3.4. sont vérifides
et que, pour tout owert V de X , 1'homomorphisme Pic(V) —y Pic(VNU), est
surjectif. En particulier, si X est le spectre d'un annesu local noethérien,

on trouve :

Provosition 3.5. Scit A un annesu local noethérien; pour gu'il soit para-

factoriel il est nécessaire et suffisant que prof 4 ) 2 et Pic(xhi%})z 0, ou

l'on 2 posé X' = Spec(4) et o x est 1'unique point fermé de X'.

On notera qu'un anneau local de dimensionQ( 1 n'est jemais parafac-

toriel car sa profondeur est & 1 . Done factoriel n'entratne pas parafactoriel;

c'est cependant vrai pour les annesux locaux neethériens de dimension > 2,

comme nous le wverrons plus bas.

Lemme 3.6. Scit X un préschéma localement noethdrien et soit 2 une partie

fermée de X . BSoit £ Xl —> X un morphisme fidélement plat et cuasi compact.
(
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On remarque d'aberd que, si i:(¥#Z) —» X dé€signe 1'immersion cancni-
gue de U = X-Z dans X , la formetion de 1'image directe par i d'un 0, ~Module
quasi-cohdrent commute au changement de base f, cer celui-ci est plat. I1 est
donc équivalent de supposer les conditiens dquivalentes du lemme 3.5. pour
(X,Z) ou pour {K_L’Zl:]’ car f est un morphisme de descente pour la catdgorie
des faisceaux guasi-cohérents. Il reste & prouver que, pour tout ouvert V de X ,
Pie(V) —> PiC(VFIU) est surjectif. On fait le chengement de base V —s X,
qui ne change rien (sic), et on est ramené &4 V = X . On remarque alors gue, si

L est un ~Module inversible et si L admet un prolongement localement libre,

9
ce prolongement est isomorphe & i*(;._), & cause de ce gqui vient d'dtre wvu.

Reste & prouver que i, L) est inversible. Utilisant & nouveau le fait gqus 1'i-
mage directe par i commute au changement de base plat, et gque "localement libre

de rang 1" est une propriété gui se descend par morphisme fidélement plat et

quasi-compact, on a gagné.

Coreollaire 3.7. Soit A un anneau local noethérien; si i est parafactoriel
A 1lest.
2 Ne pas croire que, si A est parafactoriel, 4 1test.

Avant d'aborder 1'énoncé du théordme principal de ce n®, faisons le

lien avec la théorie des diviseurs et la notion d'amnesu factoriel ().

Soit X un préschéma noethérien et normal. Soit ZI(X) le groupe
abélien libre engendrs par les x € X tels que dim Qx,x =1 . L'anneau local
d'un tel point est un anneau de valuation discrdte. Cn notera v, la valuation
normée correspordante, Soit K(X) l'annesu des fractions rationnelles de X et
soit

*

pK(X) — zh o

1l'zpplication qui & tout f € K(K}* associe le cycle l-codimensionnel

)
xex,dimg x:l Vx(f.rlx.

{¥) Pour les généralités qui suivent, cf. aussi EGA IV 21.
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L'image de p est notée P(X) et on appelle ses éléments diviseurs prinsipaux (¥).

On pose :

CL(X) = zN(x) /P(x) .

1 S .
Soit Zl(x) le sous-groupe de Z (X) dont les éléments sont les diviseurs

localement principaux. On sait que

Pic(x)xz'l(x)m(x) ,

et par suite Pic(X) s'identifie & un sous-groupe de C1(X) .

Remarquons que si U est un cuvert dense de X ,K(X) —s K(U) est un

isomorphisme,et que si codim(X-U,X) > 2 , i.e. si tout x € X tel que

| dim _C_JX 5 €1 =appartient & U , 1'homomorphisme Zl(x) — ZI(U) et par suite
i ¢ 3
C1(X) —>C1(U) est aussi un isomorphisme. Enfin, si tout x €U est factoriel,
1
i.e. O 1l'est, dlors Z (U) = Z'I(U) done Pic(Da-c1(U) .

=l X

)

Propesition 3.7.1.80it X un préschéma noethérien et normal. Soit fUi

i€ I
une famille d'ouverts de X tells que :

a) les Ui forment une base de filtre;

b) si on poss Y = XU, on a codim(Yi,J{) > 2 pour tout i,
e) 8i x e LT:.L pour tout i &I , alors _{_}X . est factoriel.
pour tout alors 2 St Tactoriel

| Alors on a un isomorphisme :

| lim Pic(U,) &5 C1(X) .
— i
i€l
Remarquons gue b) entraine que tout x & X tel que dim Oy €1
¢
eppartient & U*i pour tout i . Donc les Ui sont denses et de plus 1'homo-
1 1 oy 8 2
morphisme Z (Ui)—-—)z (X) est un iscmorphisme,de méme que E{(ui; — K(X),
done Pic(U) ¢ Cl(Ui} ~sC1(X) . Pour prouver ce que 1'cn désire, il suffit donc
de montrer gque tout D g 21(1{) appartient 2 Z‘I(Ui) pour un i convenable.

I1 suffit de le faire pour les diviseurs' irréductibles et positifs. Scit done

(™) Conformément 2 la terminologie de EGA IV 21, nous préferons maintenant
réserver le nom de "diviseur" aux "diviseurs localement principaux" ou

"diviseurs de Cartier".

.,
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x € X tel que dim 9-}[ % = 1 . Il suffit de prouver gu'il existe un i€ I tel
|

Jue 1.{ soit logalement principal en les peints 3 U, . Soit ':3 le plus grand

idézl de définition du fermé ix} « L'ensemble des points au voisinage dssquels
’J est libre est wnm ouvert U, Or U D M 'Ji d'apr®s ¢) . S5i on poss
igel
Y=X-U, ona Y L J s
i€1 =

4

y or Y est fermé, donc admet un nombre fini de

o

points générigues, donc est contenu dans la réunion d'un nembre fini ds 5 00

donc dans l'j pour un j € I, car les L'i forment une base de filtre. Donc

Corollaire 3.8. Seit X un préschéma noethdrien et normal et soit Y une partie

fermée de codimension » 2 . Supposons gue, pour tout p € %Y, Q\{ 5 soit facteriel,

Ll

zlors

Fic(X-Y) —— CL{X=Y) = CL(X)

sont des isamorphismes.

Corollaire 3.9. Soit A un anneau local noethérien et normal. Posons

X' = Spec(4) et x = x(A) . Pour que A soit factoriel il faut et il suffit

que Pic(X'—.E—:}J: O et que p &K'-E(} impligue que Ap est factoriel.

En effet, pour que A soit factoriel il est nécessaire et suffisant
que CL(X') =0 .

Corollaire %.10. Soit A un anneau local noethérien de dimension 2 2 .

Posons X' = Spec(4) et soit x = r(4) . Posons X= X'qgc . Les conditions sui-

vantes sont dguivalientes :

(i) A& est factoriel;

(i1) 2) pour tout y € X, O pest factoriel y et

b) A est parafactoriel, i.e. prof A » 2 et Pic(X)=0.
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Avant de démontrer ce corollaire, énongens le

: . e — I , L
Critére de normalité de SERRE 3.,11.(" ) Soit 4 un aznneau local noethérien. Pour

que 4 soit normal il est nécessaire et suffisant aue

(1) pour tout idéal premier p de A tel gque dim A &1, AE soit

normsal,
(ii) pour tout idéal premier p de & tel gue dim .&n > 2, en ait
prof AD 2 -

Prouvons 3.10.

(i) = (ii). Sachant qu'un localisé de factoriel 1'est aussi, on a
(ii) a). De plus A est normel donc prof 4 % 2 car dim 4 > 2 (3.11 (ii)). Enfin
A est parafactorieljen effet Pic(X) a0 C1(X') =0 (ef. 3.9 ).

(1i) == (i). Prouvens d'sbord que A est normal en sppliguant le
critére de SERRE. Puisque dim A > 2, la cordition (i) du eritdre est dans les
hypothéses. De plus, pour tout p € X, AE est factoriel, deonc normal, donc de
profondeur » 2 , du moins si dim A » 2 . Enfinprof 4 ) 2 d'sprés (ii) D).

I1 reste & appliquer 3.9.

Résumons ce gui précide :

Proposition 3.12. Scit X un préschéma localement noethérien et soit J un

idéal guasi-—cohérent de X. Soit Y = V(J) . Soit p€ N. Supposons que :

1) On a Leff(X,¥) (Exp. X) ;

g Bl a e @ i

1
3) pour tout voisinage otvert U de ¥ dans X et tout x €X-U,

ou 2 et gi n3p ;

1'annsau 0, scit parafactoriel.
—_— &’I

Alors, pour tout ngp , et tout voisinage ouvert U de Y, les homomor.
phismes

Pie(X) ——— 5 Pic(Xx)

Pic(U)

O
Hy
t=
&
b

N
Pee)
(31
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sont des isomorphismes.

On connalt des annsaux parafactoriels :

Théordme 3.13.

(i) (Auslander-Buchsbaum). Un annesu loecal nosthérien régulier est

factoriel (donc parafactoriel si sz dimension est > 2).

(ii) Un anneau local noethérien de dimension > 4 et qui est uns

intersection compléte esti parafactoriel.

Corolleire 3.14. (Conjecture de SAMUEL). Un anneau local noethérien 4 qui est une

<5

~

intersection compldte et gui est factoriel en codimension £3 (i.e. dim Aﬁ

entraine que AR est factoriel) est factoriel.

Prouvons le corcllaire

On raisonme par récurrence sur la dimension de A .

S5i dim A ¢ 3, Aest factoriel par hypothise.

Si dim & » 3, par 1l'nypothése de récurrence, en remarguant qu'un
localisé d'une intersection compldte 1'est aussi, tous les localisds de A autres
que A sont factoriels. Par le théor2me 3.13 (ii) A est parafactoriel, done

factoriel par 3.10.

.
Démontrons 3.13. (i) (suiwvant KAPLANSKY) ( ).

Soit A un anneau local noethérien régulier, posons dim A =n .
Si n=0oul, le rdsultat est connu. Supposons n » 2, raisonnons par récur-
rence sur n et supposons n 2.2 et le théordme démontré pour les anneaux de
dimension ¢ n . Posons X' = Spec(d) et X = X{.ﬂ%, oh x= zx(4) . Les localisés
de A autres que A sont réguliers et de dimension ¢ n , donc factoriels.
De plus prof A = dim A 32, Il suffit donc de prouver que Pic(X) =0
(eor. 3.10 ). Soit done L un 0,~Module inversible, on sait qu'on peut le
proloiger en un QX,-Module cohérent L' . Il existe une résolution de L!
par des QX-Modules libres :

(®) C'est la démonstration reproduite dans EGA IV 21.11.1,

137




Exp. XL, p. 10 133

O¢— L' é— L] ¢—...&— L' 0,

car la dimension cohomologique de A est finie. Par restriction & X' on cbtient

une résolution libre finie. I1 suffit de prouver le lemme suivant

Lemme 3.15. Soit (X,QX} un espace annelé et soit L un O .-Module localement

libre qui admet une résolution finie par des modules libres de type fini.
Alors dét(lL) == 9 -

Reppelons que l'on définit dét(lL) comme le puissance extérieure maximum
de L . Dans le cas envisagé, dét@ ot L car L est inversible, donc le lemme

permet de conclure. Démontrons ce lemme. Soit

Oe_-_l-lo( Ll\‘. _I_J.E\ CICIU I =

la suite exacte annoncée, of -1=0 = L . Puisque tout est loczlement libre, on & :

R s ) o o :
Ligdn

e]

or tous les 1 >0, sont libres, donc asussi leurs déterminants,donc aussi

L.
=i

celui de _I_JO L.

C.Q.F.D.

I1 nous faut encore démontrer le (ii) du théordme. Auparavant,

prouvons un lemme qui permettra de procéder par récurrence:

Lemme 3.16. Soit A un snnesu local noethérien quotient d'un régulier. Soit

t e ;[.&) un élément A-régulier. Supposons gue 4 soit complet pourla topologie
t-zdique. Posons X' = Spec(4), Y' = V(t) 2z Spec(E),B = A/t4,X = xu@;f = Y'ﬁ,x -
r(A). Supposons que

a) pour tout y € X fermé dans X on ait prof O _J ;}/ 2,
.
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b) prof A/tA 33,
- - - s a s & F - s B .
alers ]'applicetion Pic(X) — Pic(Y) est injective. En particulier, si 3B
est parafactorisl, A l'est sussi.

On sait que a) entrains Lef(X,¥) gréice & X 2.1.
5i on prouve que E*(Y,P“_} =0 pour tout n » 0, on saura (2.2) sue
Pic(X) «—>3 Pic(Y) est injectif. Si, de plus, B est parafactoriel, on saura
gue Pic(Y) = 0 (3.5.) done Pic(X) = 0, or prof (A) = 3+13» 2 car t est

A-régulier, donc A sera parafactoriel par 3.5.

-
Seit J = (ta) 1e Oy -Module sssocié 2 1'idéal th . Aun® l,ona
(
AN

posé Pn= ! mT/j 1'}'LE}‘IY » pour tout n >0 . Or t est A-régulier done

angy + I1 nous reste donc & prouver gue H"'(Y,gr) =0, Or Y= Y'—E{} est un

ouvert de Y', on a done une suite exacte (I (27))

1 2
Hl(l’.'!.@.«p) — B (,0) — Hx(Y'!.Qgp) '

dont le terme de droite est nul en wertu de 1'hypothise b), et ecelui de gauche
parce ques f' est affine.

C.0.F.D.

Lemme 3.17. Consservant les hypothéses de 3.16 , supposons de plus gue :

¢) pour tout y fermé dans Y, on prof gxy_}, 3y
¥y

d) prof FVETN 24y (Elus fort que ‘n),
e) pour tout y fermé de X,y€ ¥ , 1'annesan g{ 5 ast parafactoriel.
i

Llors 1'application Pic(X) —>Pic(¥) est un isomorphisme, en parti-

culier pour que A soit parafactoriel, il faut et il suffit que B le soit .

On sait (X 2.1) que a) et ¢) entrainent Leff

Ta

o - -
3 {X,¥). De plus,par le
aisonnement qui vient d'étre fait, d) entraine que H (Y

sFP ) = 0 opour
tout n3» 0 et i=1 ou i=2. De plus, pour tout voisinage ocuvert Ude Y
dans X, le complémentaire de U dans X est formé€ d'un nombre fini de points
fermés. Grce & e) et au théordme 3..c , on en déduit que Pic(X) — Pic(Y)

est un isomorphisme. D'autre part prof 4 3 prof B 22 ; par le critére 3.5 on

139




Exp. XL, p. 12 1

fad
Ln

en déduit que A est parafactoriel si et seulement si 2 1'est.

Démontrons maintenant 3.13. (ii). Soit R un ammesu loeal noethérien
régulier. Soit [tl,...,tk] une R-suite. Posons B = R,f(tl,...,tk) et supposons
que dim B 3 4 . I1 faut prouver que B est parafactoriel. Raisconnons par récur-
rence sur k , 5i k = 0,B est régulier, donc factoriel par 3.13.(i), donc para-
factoriel par 3.10. Supposons k > 1 et le théorime ddmontre pour k' { k.
Posons A = R/(tl,...,tk_l) done Bﬂ.&/tkA . On peut supposer B complet
d'aprés 3.7. Par 1'hypothdse de récurrence, A est parafactoriel. Prouvons gue

1'on peut appliquer le lemme 3.17. On a supposé B complet donc sussi A , et

(19

dene A est complet pour la topologie t-adique. Si x & X y et 51 x est femm
dane .‘{,.&x est une intersection compléte de dimension >4, avec kX'¢ k . D'apris
1'hypothése de récurrence Ax est parafactoriel,et par ailleurs de prefondeur > 4.
Ce qui dorme &), c) et e). De plus dim A > 5,d%h 4).

C.Q.F.D.

Théordéme 3.18. Soit X un préschéma localement noethérien st soit J un fais

ceau cohdrent d'idéaux de X . Posons T = V() . Soit n un entier. Supposons

e

(i) on ait leff(X,¥) (cf. exemples X 2.1 et X 2.2 p 47

5 i T | L

(1i) pour Tout p yn, onait E (Y, 4% )/972) _0 pouwr 1 = et
= 2,

(iii) pour teut suvert UD Y et tout x & XU, 1llenneau 0 . Soit
régulier de dimension 2 2 _ou une intersection complite de dimension > :+

4dlers, pour tout ouvert UD Y et tout entier P >n, les homo—
morphismes

Pic{X) ——> Pic(U) —> Pic(YD)

- s Py . - P ;—e—l\

scnt des isomorphismes, o l’D désigne le préschéms (Y,Q_.J/'S ) .

11 suffit de conjuguer 3.12 et 3.13
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APPLICATION AUX SCHEMAS ALCEBRIQUES PROJECTIFS (*)

1. Théordme de dusiité projesctive et théordme de finitude

Le théortme puivant, essentiellement contenu dans FAC (®™%) (i cela prés
dans le temps, Serre ne disposait pas du langage des Ext de faiscezux de

Modules), est 1l’analogue global du théor2me de duzlité locale (Exposé IV),

qui 2 ét4 calgud sur lui.

i 3 < r . i . ‘o B .
Théoréme 1.1. Secient k un cerps, X:Pk le schéma projectif type de di-

mension r sur k , F un Medule cohérent variable sur X ; alcrs on a un

isemorphisme de O -foncteursen F :

(1) B &mt O (GF, R,
ol on pese

=4 r N |

l::.) @-K/k e %,i{ r=1) .

Pemarque , Bien entendu, ce Merdule est aussi le Medule des différentielles re-
latives de degré r de X sur k . Scus cette forme, le théorime reste vrai
81 X est un schéma preopre et lisse sur k, (pour le cas projectif, wveir

4. Grothendieck, "Théarimes de dualité pour les faisceaux algébrigues crhé-

rents", Séminaire Bourbaki Mai 1957) (¥%%), Lorsque F est localement libre, on
/ q

r=i N

retrouve le théordme de dualité de Serre H (X,F)' ~¢H ~(X,Hom. (F,5,.)) .
‘_p“K —

Xk

Le théorime 1.1 (qui redonne d'ailleurs le cas d'un X projectif sur k , comme
en montre dans loc.cit) suffira pour notre propos.

(R) Le présent exposé, rédigé en Janvier 1963, est nettement plus détaillé que

n'était 1'exposé oral, en Juin 1962.

"™y 1.2 Serre, Faisceaux Algébriques Cohérents, Ann. of Math. t.61 (1955)
197-278.
(HHH}Pour un théor2me de dualité plus général, cf. le Séminaire Hartshorne

cité a2 la fin de Exp. 1IV.
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L'homomorphisme (1) se déduit de 1'accouplement de Yoneda

~—
L
—

B (XFxExt” (KF,0]) 5 B (5,07 ,),
=x —‘A/EC s
et d'un isemorphisme bien connu (cf FAC, ou B3A III 2.1.12.) :

(4) 5505 ,) = 'r{P;,gP]i(-r-ﬂJ ok &

Pour montrer que (1) est un iscmorphisme, on procdde comme dans le cas du
théoréme de duzlité locale, en notant que Hr{K,F) comme foncteur en T est
exact & droite (puisque En{X,F)=ﬁ pour n > r), et que tout Module cohdrent est
isomorphe & un quotient d'une somme directe de Modules de la forme 0{-m) ,

avec m grand . Cela nous reméne par récurrence descendante sur i & faire

la vérification pour un fzisceau de la forme .g(—m) , o cela est contenu dans
les calculs explicites bien connus (FAC ou EGA IIT 2.1.12 }« On peut dtail-

leurs supposer -m £ -r=-1, sauquel cas Hl(ngjmm)j =0pour i1 £7r.

Corcllaire 1.2. Pour F cohérent donné, et m grand, on a un iscmorphisme

anonique

(5) B (X,F(-m))' S B°(XExt, (F,27) (@) ,
=X i

(oir le ' désigne le vectoriel dual).

En effet, sur un schéma projectif X , on a pour tout couple de fais-

ceaux cohérents F,G et pour m grend un isomorphisme canonigue :

(8) Ext"(X;F(-m),0) =2 Bxt"(X;F,6(n)) =2 B°(X, Ext® (F,C)(n))

27

(1'isomorphisme des deux premiers membres &tant trivialement vrai pour tout
) , comme il résulte de la suite spectrale des Ext globaux
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qui dégénére pour m grand grice zu fait que
Ext 2 (7,6(x)) =~ Ext2 (F 3 (m)
_-Qq.:(: ""_-'-3-}:\ : !
et que les Ex‘tq'c (F,G) sont des Modules cohdrents. Dore (5) vésulte de (€)
; T nc \z) rasulte e \C)
et (1) .
Corollzire 1.3. Conditions équivalentes, pour i,F domnnés :
X i w .
(4) B (X,F(-m))=0 vbo n grand .
e T ) 4 ;
(i bis) H(%LF()) = EELZ. H(X,F(-m)) est un S-module de type fini,
e B=k [ E. e ¥
o [tgreeent,]
£ r-i T
(1) EBxt. (782, . ) =0 -
2. ik
—X
i & . r—i,
(i1 bis) Ext, '\:,Qqﬂ =0 .
X
(111) Hi"’"" \ - . s
iii) UNE O pour tout point fermé x de X .

. =T e 4 . .
(iv) B (:'x) = O pour tout point fermé x du c¢Bne projetant époints

X = Spec(S) - Spec(k) de X, o F désizne l'image inverse de F par le

= = et
morphisme canonigque X — X .

Démonstration.
(i)¢&=(ibis) puisque le sous-module de Hi(X,F(.)) somme des compo-
santes homogénes de degré >{".J est de type fini sur § (en fait, pour
i # 0, il est méme de type fini sur k) , (cf FAC, ou EGA III 2.2.1 et
7 SO W
(i)@(ii) en vertu de corollaire 1.2,
(ii)¢=2(ii bis) car f;r est localement isomorphe a O

X/k X
(ii bis)¢&=>(iii) en vertu du théorgme de dualité locale pour Oy (qui
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est un anneau local régulier de dlre nsion r

139

y
/

5

» d'aprés lequel le "duzl" de

Extr ’“(-,o ), s'identifie & B (F) (v 2.1).
=0y x T X
(ii bis) équivaut & la relation analogue
sxtr:"*{f,gw,. =0
(grtice au fait que b3 — X est fiddlement p

lfﬁ . " r—i s
Ex?;X \—,GX est isomorphe & Exﬁi_ (F,E%@

équivaut & (iv) par le théortme de duslité 1

qui est régulier de dimension 1+

En particulier, appliquant ceci & tous

lat,
)

par suite l'imege inverse de

2t cette derniire relation

ocale pour l'annsau local Qﬁ g @
¥

les i n, on trouve

Corellzire 1.4. Conditions équivalentes pour n,F donnds :
i "
(1) X, F(-m)) pour i¢n et m grand .
(1 bis) E(X,F(.)) sst un S-module de type fini pour i n .
(44) prof(?x} » n  pour tout point fermé x de X .
- —
(1i1) prcf(Fx) > n+1 pecur tout point fermé x de X .

L'intér&t des corollaires 1.3. et 1.4.

(i) ou (i tis) en termes de conditions local

riants locaux comme i(? ) cu Hi(g') ou
g x
Sous cette forme, ces résultats restent triv
projectif gquelceongue X , et un faisceau inw
ccome on voit en induisant ce dermier & 1'ai
x_;gi rorvenzble . (Bien enterdu, les cond
ne sont plus €quivalentes aux autres dans ce
gue X est régulier par exemple). On peut 4
morphisme jectif A 55 de la fagon suiv

144

est d'exprimer une condition globale
es, saveoir l'snnulation 4‘'inva-

Ta
+8 Pro

une inégalité sur fondeur .
ialement valables pour un schéma

ersible tr&s ample
de d'une immersion “ﬁcwect_ve
iticns

cas
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6]

Propesgition 1.5. Scient £:X 58 un morphisme projectif, avec noethérien,

o B (B

EX‘ un Module inversible sur X trés arple relativement & S, F un Module

18]

cohérent sur X , plat par rzpport & sy & un élément de S, Xs iz fibre de
x FEr T g . - o ¢ - = . s
Xen s (considérd comme schéma projectif sur k(s) ) F_ le faiscesu induit

(=1

sur XB par F , enfin i un entier. Supposons gque pour tout point fermé

x de X_, on ait E {F_ )=0 (par exemple pref (F_ _) > i) . Alors il existe
= 8! —m— "TxVg,x S,%
ie

un voisinage cuvert U d

s , tel cue la meme condition scit vérifide peour les

s'"€ U . De plus, pour un tel U , on a

RE (F(-m)) =0 pour m grand ,

" . 3 * s # 1
et si S5 est une bre gradude gquasi-cohérente sur S , engendrée par S ,

et nui définit X avec QX(‘!) comme X=Proj(§), _QX(‘I) = Proj(s(1)) , slors

le S-Module

4]
’.4
Hy
T
b
—
-
S
S
Il
o
&
Fy
*FJ-J
T
=]
o

eat de type fini sur U . |

Plongeons X dans un K‘:P; de facon gue gx(ﬂ soit induit par gP(ﬂ

(c'est possible 2 condition de remplacer S5 par un voisinage ouvert affine

de =s). Posons pour tout entier j, et tout t&3 :

(7 B(8) = Exty (Fy, Op (-x-1)) S
—Kt t

Done EY(t) est un Module cohérent sur X,

famille de ces Modules est "constructible" au serns suivant : il existe pour

Je dis que pour + variable, la

tout t €S um ouvert non vide V de 1'adhérence t y qu'on munit de la struc-

ture réduite induite, et un Module cohérent E°(V) sur XFKx V , plat relati-

o s

vement & V , tel que pour tout t' € V , EY(t) soit iscmorphe au Module induit
par QJ{V) sur Xt . Pour vérifier cette assertion, posant Z= t muni de la

structure réduite induite, on considére les Modules cchérents

(™) La premidre assertion de 1.5. peut s'obtenir aussit®8t en appliquant

1'énoncé purement local EGA IV 12.3.4 aux E‘] précédents, ce qui court-circuite
la plus grande partie de la démonstration qui suit,
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EJ(Z) = ExtY (7, , 0, ,(=x=1)) (oh 1'indice 2 signifie encore gqu'on s'induit
= S 27 =% T
su-dessus de 2) y et on prend peur V un suvert non vide de 2 tel que les
Medules E‘:(Z} soient plats szu-dessus de Y : c'sst possible, car on vérifie tout
de suite gue _E_E%Z)-.-O pour J non cempris dans 1tintervall [O,r] s 8%t on
peut appliquer SGA 1 IV 6.11. On prend alers E'(V) =2°(2) | X, st on

vérifie facilement qu'il répond & la question .

De la remargque précédente résulte qu'il existe une partition finie de
5 formés par des ensembles V¢ de la forme V=V(t) comme dessus, (récurrence
noethérienne), et appliquant le thdordme de Serre EGA III 2.2.1. aux §‘j{‘fi} s
on voit qu'il existe un entier m tel que

i ] < F
Rf,%(*(g‘](\?*))zo pour i£0 , mym , tout j,

d'oy il résulte, utilisant le platitude de 5‘7(?0( ) par reppert & YV, et des
relations & la Kunneth faciles (cf.EGA III par.7), que

e

1 3 .
H {Xt’—'d (t)(m)) = © pour i£0 , P tout ;

pour tout t & VQ( » dene pour tout t puisque les Vo recouvrent S .

Te ceci et de la suite spectrale des Ext glcbaux résulte, gréce & 1.1

y comme
dans la démonstration de 1.2 , un isomorphisme
soik fing 3 =0y _r=i N .
(g) H \;.t,Ft{—m),a' & H (X' E (£) (m)) pour mjy m_,
tout entier i , et tout t €S
Utilisons maintenant 1'hypothise faite sur Fs y gui s'éorit
r—i
{9} B {3:'=0 ¥
et gréce & (8) <Jquiveut &
*1.—\, --i(}- = L o
10 0 il et | ] = r m
V10 Lt gl pour 2B, e
Comme F done Fl(-m) est plat par rapport &2 3, il s'ensuit per les relations

2 la Kinneth d€ji imvoquées, que (pour m Acnné) 1z mBme relatien (10) vaut en
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remplagant s par un t voisin de s , en particulier pour toute générisation
tde s . Envertude (8), on aurz done, pour une telle geénérisation

fiaad I=1i,

L11) = l‘rv} o,

or l'ensemble des t € S5 pour lesquels cette relaticn est vraie est svidemment
un ensemble constructible (zar il induit sur chaque ﬂx un ouvert) ; comme il
contient les géndrisations de s , il contient un voisinage ocuvert Ude s .

Cela prouve la premi®re assertion de 1.5. De plus, pour © &€ U

de (1) et (8) que

» on conclut

(12) Hltxt,ivt{-m)}zo pour mym ,t€U

ce qui en vertu des relations & la Kinneth, implique (en fait, est bien plus
fort que)

o i
(13) R f*(F(-m}) =0 sar U, pour msy m_ .

Cela prouve la deuxi®me assertion de 1.5. Enfin la dernitre en résulte aussi-

t&t, en procédant comme au début de la démonstraticn de 1435

Remarque 1.6, (“). La démonstration se simplifie notablement (en é€liminant
toute considération de constructibilité) lorsqu'on suppose déj2 que 1'hypo-
these faite pour s €S est vérifiée en tous les s'€ S. En fait, lorsqu'on fait
1'hypothgése gue FS est de profondeur > i aux points fermés de x, on dispose

d'un énoncé général, de nature locale sur X, qui dit que la m8me condition

est vérifiée pour les Xt’ 2 condition de remplacer X par un voisinage ou-
vert convenable de la fibre XS (en d'autres termes, une certaine partie de
X, définie par des conditions sur les Modules induits par F sur les fibres,
est ouverte, cf. EGA IV). Comme f est ici propre, on pourra donc prendre
ce volisinage de la forme E_I(U), ce qul redonne la premigre assertion de
1.5 sans pénible dévissage. Dans le cas géméral, on peut encore prouver
par la méthode de loc. cit. que la premidre assertion de 1.5. (démontrée
ici par voie globale, en utilisant que X est projectif sur S) résulte en-
core d'un énoncé purement local sur X (que le lecteur explicitera s'il le

juge utile).

(™ cette remarque se précise par la note du bas de la page 5.
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2. Ihéorie de Lefschetz pour un morphisme projectif : théortme de comparaison

de Grauert.

Clest le théortme suivant :

Théoréme 2.1. Scient f:X 35 un morphisme projectif, evec S noethérien,

0.(1) un Module inversible sur X ample relativement & 5, ¥ le pré—schéma
_._}L 4 P

des zéros d'une section t de g_xh) » L 1'Iddal définissant Y, X_ 1le
-~ R -
sous-préschéma de X d4éfini par J™1 , X 1le complété formel de X le leng

-~ = -
de Y, £: X 5 S ls morphisme cemposé X—+X— 5, F un Module cohérent

5

sur X , plat relativement & 5. On suppose de plus gue pour tout s &3 , le

Medule FS induit sur la fibre Xs est de profondeur » n en les peints

fermés de ladite fibre, et que t est F-rdgulier . Sous ces conditiens :

L'hcmemorphisme canonigue

H.J »

.o ia
R f*{_“}._,. REEe

)

est un isomorphisme pour i ¢ n , un moncmorphisme pour di=n .

(11) L'hemomorphisme canonigue

est un isemorphisme peur i 4 n .

m*

Démenstration. On se ramdne zussitdt au cas ot S est affine, et

prouver alers le

L]

orollaire 2.2. BSous les ceonditions de 2.1. supposons de plus S affine.

Llnrs @

(i) L 'nomemorphisme canonigue

HY(X,F) — B (X, F)
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gst un isomorphisme pour i ¢ rn ; un monmomorxphisgme pour i=n .

(ii)

L'homomerphisme canconigue

1

x| »

(K:. ‘I ——}j

i '[L:
ty
a
-
i
|l'J
g

est un isomerphisme pour i4 n .

Quitte 2 remplacer QX{'I} par une puissance tensorielle, et t par une
puissance de t , on peut supposer 'QXU) trés ample relativement &2 S .

. n ., " i . 5 n
Dtautre part, t donec t étent PF-régulier, la multirlicatinn par t ,

11

eonsidérée comme homomorphisme de F(-m) dans F , est injectif, donc on =
prur tout m 3 0 ure suite exacte :
m

(4 t
(14) 0 »>F(-mp) —3 F=spF —s0,
m

d'ell une suite exacte de cohomelogie

. P " i Li+1
H(F(-m)) B (X,F) 3 H (x,Fm} — B (X, F(-m))

Or en vertu de 1.5, on a2 H (XL,F(-m)) = 0 pour ign, et m grand, ce qui

prouve le

Lemme 2.3. Pour m grend, l'homomorphisme canonique

i i \
E(4LF) -8 (X, F )

est bijectif si 1 ¢ n, injectif si i=n .

Cela montre que pour i £ n , le systime projectif (E (X ,F )) est
m' m'‘m> 0

essentiellement constant, 2 fortiori satisfait la cendition de Mittag-Meffler,
denc (compte tenu que F = lim E‘m) on conclut (ii) par EGA Or;; 13.3. D'autre
part (i) en résulte trivialement, compte tenu de 2.3.

II
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Corollaire 2.4. Seoient f£:X->S un morphisme projectif et plat, avee 5
lecalement noethérien, QXU} un Module inversible sur X , ample relative-

ment & S, %t une section ds ce module, qui soit _D_x-réguliére, Y le sous—

préschéma des zéros de t, X le complét$ formel de X le long de Y .

On suppese gue pour tout s €5 , Ks est de profondeur 3 1 (resp. de pro—

fondeur ) 2) en ses points fermés. Alors pour tout voiginage ouvert U de Y ,

le foncteur

FoanpF

de la catégorie des Modules cohdrents localement libres sur U , dans la caté-
gorie des Modules cohérents localement libres sur X s est fiddle (resp.
pleinement fiddle, i.e. la condition de Lefschetz (Lef) de X 2 est
vérifiée).

Introduisons pour deux Modules localement libres F et & sur U 1le
Medule

H = Hem, (7,6) »
_U'

on est ramené & prouver que 1'homomorphisme canonigue
(15) 2°(U,5) —s E°(X,H

est injectif (resp. bijectif). Or les Modules Ht sont de prefondeur » 1
(resp. ,}2} aux points fermés de K‘L' » on peut donc appliguer 2.t%1., qui impligue
la conclusion 2.4, dans le cas oi U=X . Dans le cas d'un U quelconque, on
note que la gquestion est lecale sur S s donc on peut supposer S affine .
Alors tout Module cohérent sur X est quotient d'un Module cohérent locale-
ment libre, (puisque EX“} est un Module inversible absolument ample sur X)
Comme le Module dual H';_FEE(H,_CAU) se prolenge en un Module cohérent sur X ,

qui est donc isomorphe & un conoyau 4'un homomerphisme de Modules localement libres

sur X , il s'ensuit par transposition gu'en peut trouver un homomorvhisme

u' : LY — L
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de Modules lecalement libres sur X , induisant un homomorphisme

de Medules leccelement libres sur U, tel qu'on ait uns suite exsacte

Utilisant le lemme des cing (qui devient le lemme des trois), et 1'exactitude
3 gauche du foncteur H° y on est ramené & prouver que (15) est injectif (resp.
bijectif) lorsqu'en y remplace H par 10,31, ce qui nous ramine au cas o1 H
est induit par un Medule localement libre H' sur X . D'ailleurs, dans le cas
nen respé cette réduction est mBme inutile, car le noyau de (15) est en tous
cas formé des sections de E sur U qui s'annulent dans un voisinage ouvert
corvensble V de ¥ , or 1l'homemorphisme de restriction EHO(U,H) —E(V,H) est
injectif, car H est de profordeur > 1 en les points de toute partie fermée
Z de X ne rerncontrant pas Y (cf lemme plus bas). Dans le cas respg, on est

ramené & prouver gue
H%(x,H') - E°(U,H")

est bijectif, ce qui résulte du fait gque H' est de profondeur 2 2 en tous
les points d'un fermé Z=X-U de X ne rencontrant pas T . 11 faut donc

simplement prouver le

Lemme 2.5. Soit F un Module cohérent sur £ , plat par rappert &8 S5 , tel gue

pour tout s €8S , Fa soit de prnfondeux':z n en tout point fermé de KE .

Alers pour toute partie fermée 2 de X ne rencontrant pas Y , F est de pro-

fondeur > n en tous les peints de 2 .
—_—— =

En effet, pour tout ¥ €X, posant s=f(x), on a

16 F ( )
(16) prof(F ) > prof (F_ ) ,

comme on veit en relevant n'importe comment une suite FS . régulidre d'éléments
. -
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de I‘st
SGA 1 IV 5.7. Or si x appartient & un Z comme dans le lemme 2.5., alors

} maximale, ce qui donne une suite Fx—réguliére en vertu de

]

ini sur

ot
T4y

e

x est nécessairement fermé dans }{S y en d'autres termes , Z es

S « En effet, & {muni d'une structure induite par X) est projectif sur S

cemme sous-préschéme fermé de X gqui 1'est, et Z est affine sur 3 oomme sous—
rréschéma fermé de X=Y , qui l'est .

= 5 e 3 \ CAY Herdas
Remargue 2.6. Supposons jue pour tout sg 3, la section Tt _ de -C-\( \1) induite

f
|
.

S
par t soit Oy -régulidre (ce qui impligue par SGA 1 IV 5.7 que t est
=

gx-réguliére}. Alors les hypothises faites sont stables par extensicn de la
base S5' S (8' locelement noethérier). Donc la conclusion reste valable

aprés tout changement de bass .

3. Théorie de lefschetz pour un merphisme projectif : théordme d'existence .

Tréortme 3.1. Soient f: X535 un merphisme projectif, aveec 5 noethérien,
3 . ” . - 2 M o -

_qt-\ 1) un Medule inversible sur X ample reletivement & S 3 f.ﬁ le sous—

préschéma des zéros d'urne section t de QX[‘I}, X le complété formel de X

le long de X,» I un Module cohérent sur X F, le Module gu'il induit sur

X, « On suppose de plus : a) F est plat par rapport & 3, b) Pour tout

s €35, la section ‘[:S induite par t sur la fibre X est F -rézulidre
s o e

(ce qui implique que F_ _est également plet par rapport & S , cf. SGA 1 IV 5.7 ).

c) Pour tout s € S ’ FO & est de profondeur 3 2 en les peoints fermés de XC 18

Cn supprse de plus gue S5 =dmet un faisceau inversible ample . Sous ces condi-

tions, il existe un Module cohérent F sur X » 8% un isomorphisme de son complété
-

formel F avec F .

Cet énorcé va résulter du suivent :

= -~ e - : - - % \ . * . 2
Corcllaire 3.2. Sous les cenditiens & .}y c) ci-dessus, on a ce qui suit :
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(i) Le Module f,(E) sur S est cohérent, donc pour tout n , le Module

..
£ (F(n)) sur 5 est cohérent .
& suz g8t coherent

-~ A

(ii) Pour = grard, 1l'homemorphisme canonigue f*f*@{n}} — F(n)

Admettons le corellaire pour 1l'instant, et prouvend 3.1. Gréice & la der-
nidre nypothése faite dans 3.1., on peut se ramener su cas o1 X = ?; , quitte
& remplacer Q_x(‘!), t par une puissance ceonvenabls . Je dis qu'on peut suppeoser
de plus gue pour tout s, en a ta £ 0, Sinon, on a en effet Fs = 0 par b),
ou ce qui revient au mléme par Nakeyama, F(3 /0 0 i.e. s n'esppartient pes 2
l'image de supp F‘o rar le morphisme fg : X.o —» S5 induit per f . Or cette
image S' est ouverte en vertu de a), b) puisque F_ est plat par rapport 2 S,
or il est évident qu'il suffit de prouver la conclusion de 3.1. dans la situa-
tiocn ebtenue en se restreignant au-dessus de S', car le Module cohérent T’
sur X|S' obtenu sera restriction d'un Module cohérent F sur X y qui répondra
& la question. On peut donc supposer qu'en plus des hypoth&ses a), b), c),

les hypothéses suivantes sont dgalement vérifides :
a') 'QX est plat par rapport & 3 .
b') Pour tout s € S, la section ts est _Qx-réguliére
s

e') Pour tout s €S, O est de profondeur ) 2 en les points fer-

=X
o s
més de J{G s * ot st est de profondeur 3 2 en les points fermés de XS .
(I1 suffit de choisir x:rg avec r 33, ce qui est loisible) .

Or 3.2 impligue que 1'en peut trouver un €pimerphisme
(17) L—>F—>o0,

oi L est un Medule sur X de la forme £#(G) (-n) , & étant un module cohé-
rent localement libre sur S : il suffit en effet, pour n grand, de repré-
senter le Module cohérent §*@ sur 5 comme gquotient d'un tel G . D'autre part,
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les hypothises =a), b), ¢) sur f, t impliquent que i satisfait sux mimes
corditions a), b), ¢} aue F . On en cenclut facilement qu'il en est de méme
du noyau de (17), auquel on peut donc appliquer le mBme argument, de sorte que
¥ est représenté comme conoyau d'un hememorphi sme

~
' L

"_—1 »

(18) —_—

ot L,L' sont des Modules localement libres sur X . Or en vertu de a') et
la deuxiéme partie de co'), et de 2.1. ou 2.4. au choix, 1'homomcrphisme (18)
provient d'un homemorphisme L' L de Modules sur X . I1 suffit maintenant de

prendre pour F le conoyau de L' —» L , et on gagzne .

Reste & prouver 3.2. Cela avait &té fait dans le Séminaire par un expédient

.

un peu pénible, consistant & tout interpréter en termes de cohocmelogie sur le
cbne projetant épointé de X relativement & S » Pour pouvoir se ramener au
théortme IX 2.1. Une fagon plus directe et plus satisfaisante (bien que

van

substantiellement identigue), me semble maintenant la suivante. Elle consiste

-

& noter que dens IX,m® 2, (et avec les notations de cet exposé) 1'hypothbse
que le morphisme f: X —» X' soit adique n'intervient nulle part dans la
démonstration de IX 2.1 , via EGA OIII 13.7.7 3 il suffit de suppeser & la

Place que X est également adigue, et de choisir deux Iddaur de d4finition

4 pour X', I pour X, tels que J OK CXl , et de définir S = g+ ,{,} ’

et consa.dérer ng(_) « De cette fagen, IX 2.1. peut s tappliguer directement au
morphisme f : X355 considéré dans le présent numéro, ol on prend simplement
g=0 . &insi, pour vér:l.f:.er que f (_) est cohérent, il suffit en vertu de loc.ecit,
de vérifier que R f (gﬂI(_)) est cohdrent sur S pour i=0,1 ; pour ceci

on note gu'en vertu de a) et b), le module envisagé n'est autre que

L1 ® f (J: (—m)} s @i est bien cohérent en vertu de 1'hypothdse c) et de
m 30
G

Cela prouve 3.2. (i) . Pour 3.2, (ii), nous aurcns besoin du
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Legme 3.3. Sous les conditions =), b}, c) de 3.7., posons

a -
G =f {3y = £ (7 (n)
G = **{F*'f.'._-* = || ;*\r‘_kr_,,

Alors le systéme projectif (Gm} gatisfait 12 condition de Mittse-Leffler.

On peut supposer S =affine, d'anneau 4 . Scit zlers 5 une A-z2lgibre
graduée de type fini & degrés positifs, et +t' £ S_1 y tels que X s'immerge

dans Proj(s), gx(':} gtant induit par Proj 5(1) et la secticn %

[

tant 1'imsge
de %' . Munissons S de la filtration J-adique, o1 J = t'S , et considé-
rons le systéme projectif des E(.)m dans la catégorie des faisceaux zbdliens
sur Xo . On.ast encore sous les conditions préliminaires de Oppp 13-7.7 *
et de plus El{J{O B gr@'\.}) est un medule de type fini sur ng.@ pour

i=0,1 . En effet, comme t' est F-rdgulier, on constate aussitdt qu' en
tent que Medule sur (3/¢'s) LT 1 (aont gr‘J_‘-:é) est un quotient), le medule
envisegsd s'identifis & Hi(xc’Fc('})ag/t'S (9’_'7‘1:'@" ET] sy or en vertu de 1.5.
EZ(XC,FC(.}:] est de typre fini sur 3 , donec sur 3/t '3 , pour i=0,1, ce gui
prouve notre assertion. Par suite on est sous les conditions dl!application de

OITI 13.7.7. avee n=1, ce qui prouve 3.3.

Ce peoint acquis (et supposant teujours 35 affine, ce qui est loisible

prur prouver 3.2, (ii)) secit m_ tel que m ym  implique

2

- f \ - ”~ i -

im \Gm —-'-,-.Gc; = Im Gm — 'u-o) » de sorte que les deux membres sont aussi égaux
o

B Im (lim um—-—y»Go} = Im (f*@(-]) —s £, F (.)) . Remarquons maintenant que

pour n grand, _}_‘m (n) est engendré par ses sections, done F_ﬁ{r.) est

0

engerdré par des sectirns gqui se remontent & _F_‘m s done (grice au cheix de
(s}
1:0} qui se remcntent & F . DNonc les sections de F engendrent F , dene

aussi F grice % Naksyama. Cels prouve 3.2. (ii), deone 3.1.

d

Corollaire 3.4. Soient f:X 35 un morphisme projectif et plat, avec S lecga-

lement noethérien, Q0 (1) un Module inversible sur X , smple relativement & S,

t une section de ce Module telle que pour tout s &5 » 18 section t  induite
=1

(*) Rectifié comme indiqué dans IX p. 11,
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sur la fibre Xs soit gx -régulisre, XO le sous~préschéma des zéros de
=)

t , ¥ le complété formel de X le long de xc « On suppose gue pour tout

s€s, X a eat de prefondeur o 2 _en ses points formés, (i.e. Xa est de

-~

profondeur > 3 aux points fermds de £ 3} et i{s est de profondeur », 2
en ses points fermés . Scus ces conditions, le couple {K,Xo) satisfait la

condition de Lefschetz effective {Leff} de X 2, i.e. :

a) Pour tout voisinage ouvert U de X dans X, le foncteur
—_— 0 —— e ——————.

w3

P

ATy

de la catégorie des Modules cohérents localement libres sur U dens la eaté-
3

gorie des Modules cohérents locelement libres sur X est pleinement fiddle,
-~

b) Pour tout Module cohérent localement libre F sur X, il existe un

voisinage ouwvert U de xo, et un Medule cohérent locazlemsnt libre F sur U,

tel que F soit isomorphe &8 F .

En effet, a) a déjh &té notd dans 2.4. scus des conditions plus faibles.
Pour b), on epplique 3.1. qui donne la conclusion, du moins si 5 est noethé-
rien et admet unm Medule inversible absclument ample, en particulier si S est
affine. En effet, ei F est un Module condrent sur X +tel que i:“ soit iso-
morphe & ¥ donc leccalement libre, il s'ensuit que F est localement libre sur
un voisinage ouvert U de I{G s et F|U satisfera la condition voulus. Mais
notons maintenant qu'en vertu de 2.5., pour un tel F s Son image par l'immer—
sien U -—>X est cohérente, et d'ailleurs indépendante de la sclution (U,F)
choisie (compte tenu que deux solutions coincident au voiginagze de };D s 8n
vertu de a) ) . Pe facon précise, on peut trouver un Module cohérent F sur
X et un isomerphisme F=< F , tels que F snit de profondeur » 2 en tous

les points de X qui soient fermés dans leur fibre, et ceci Adtermine F &

un isomorphisme unique prés. Gr2ce & cette propriétd d'unicitd, les solutions

du probléme qu'en trouve en s'induisant au-dessus des cuverts affines de 8
se recollent, d'olh un F cohérent sur X tout entier et un isomorphisme

a

P~ F . Restreignant ¥ & l'ouvert U des points en lesquels il est libre, on

trouve ce qu'on a cherché.
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Grace & 2.4. et 3.4., on peut expleoiter, dans la situation d'un schéma
algébrique projectif et d'une "section hyperplene” dudit, les faits généraux
établis dans les exposés X et XI concernant les conditions (Lef) et (Leff). {

SLs)

Ainsi :

Corecllaire 3.5. Soient X un schéma slgébrique projectif muni d'un Module

inversible ample Qx(*.‘), soit t une section de ce Mcdule qui soit

Qx—ré&iére, et soit Io le sous—schéma des zéros de t . Supposens gue

X s0it de prefondeur 2 2 en ses points fermés (resp. et de profondeur 3, 3

en les points fermés de XO} . Alers 'ﬁ'G(xG} — 'itc’:X) est bijectif, en

particulier X est comnexe =i et ssulement si Kﬂ 1'est, et choisissant un

point-base gdométrique dans XO, jtT(j{O}»—) T[‘1 (%) east surjectif, et plus .
généralerent pour tout ouvert U » 1{0 , 1'homomorphisme 'rq(xo} —> T[‘I (u) |
est surjectif (resp. 1'homomorphisme TCTCXO) —lim 13-,!(113 est bijectif) .

Dans le cas respé, =i on suppose de plus gue l'a.n}alem local de tout peint fermé

de X non dans X est pur (X 3.2) - par exemple est régulier, ou

seulement une intsrsection cemplite) alers , (Xo) s TL'1l:I{) est un iscmorphisme. ,

On applique X 2.6. et 3.4. On notera que dans le cas respé, l'hypo-

theése que X soit de profondeur > 3 en les points fermés de KO y implique
que toutes les composantes irréductibles de dimension #£ 0 de X sont de dimen—
sion » 3 (comme on voit en notant gu'une telle composente rencontre nécesssi-

rement Xo » et en regardant en un peoint ferm$ de 1'intersecticn).

Remarque . Lorsaque X est normzl, de dimension >;, 2 en tous ses peints, il !
est de profendeur » 2 en ses points fermés et on est sous les conditions non
respées de 3.5. Dans ce cas, on a une démonstration plus élémentaire de la

surjectivité de JT,(X ) —» TL(X) & 1'2ide du théoréme de BERTINI (cf.SGA 1 X

-

2.10.). Lorsqu'cn suppose de plus I{o normel, et X de dimension ) 3 en
tous ses points, alors cn est sous les conditions respées de 3.5. Dans ce cas,
3.5 & été établi par GRAUERT (il se trouve en effet que grfice & 1'hypothdse

de normalité, on arrive alors & se passer du théortme d'existence 3.1 par des

|
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expédients). C'est cette démonstration de Grauert qui a été le point de départ
de la "théorie de Lefschetz" gqui fait 1'cbjet du présent séminaire.

Corollaire 3.6. Soient X, _QX(S), t, X comme dans 3.5, Supposons que X

soit de profondeur ) 2 en ses points fermés, et gue
H’L(xo,gx (=n)) =0 peur n 30
]

et pour i=1 (zresp. pour i=1 et pour i=2) . ce qui impligue en vertu de

t.4. aque J{o est de profondeur 3 2 (xe B. 3 3) en ses points fermés, i.e.

que X est de profondeur ), 3 (resp. ), 4) en les points fermés de Xc . Sous

ces conditions, pour tout voisinage ouvert U de XO ; Pie(U) Pic(){o} est

injectif, en particulier Pic(X) __,?ic(xoh est injectif, (resp.

1im Pie(U) —)Pic{Xo} est bijectif}. Dans le cas respé, si on suppose de plus
u
que l'anneau local de X en tout peint fermé non dans XO est parafactoriel

YT b A r - o) - - - - . .
\&I 3.1 ) (par exemple est régulier, ou plus généralement une interseciien

b A - o« e fu - s = s
compléte), alors Pic(X) r:.ctio} est bijectif.

On applique XI 3.12 et 3.13 , en notant gue l'hypothése respée

implique que les composantes irréductibles de dimension ,éO de X sont de di-
mension 3 4 . On trouve en particulier, en appliquant ceci au cas ot X est

une intersection compléte globale de dimension >, 4 dans l'espace projectif :

Corollaire 3.7. Soit X un schéme algébrique de dimension 3 3 , qui soit une

intersection compléte dans un schéma Pi . Alors Pic(X) est le groupe libre

engendré par la clesse du faisceau _(_}_X{‘.-} .

Cn raisonne par récurrence sur le nombre d'hypersurfaces dont X est
l'intersecticn, en appligquant 3.6. et notant gue pour une intersecticn compléte

X de dimension 3 , on = Hl(X,Qan)f! =0 pour i=1,2, et tout =n .
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Remargue 3.85. Dans le cas ol X est une hypersurface nen sinzulidre,i.T.es
& Andreotti. Le régultat 3.7. s'exprime sussi (101‘5;1& X est nen sir-_guli“ere}

en disant que l'annesu de coordonndées homos®nes de X est factoriel, et sous
cette forme est contenu dans XI 3,13 (ii) . Signalons aussi que Serre
avait donné une démonstration de 3.7 dans le cas non singulisr, par vois
transcendante, en utilisant un argument de spécialisation pour se ramener au
cas de la caractéristique O , ol on dispose du théordme de Lefschetz sous sa
forme classique. Bien entendu, le fait que lz démonstration purement elgébrique
donnée ici permette de se débarrasser d'hypothdses de non singularité dans
1'énoncé du théordme de Lefschetz, invite i reconsidérer celui-ci $galement

dans le cas classique. Cf. l'exposé suivant qui propose des conjectures dans

CE SeTNs.

Dans les corollaires 3.5 & 3.7 ncus nous sommes placds sur un corps de
base, alors gue les théorémes-clefs 2.4 et 3.4 sont valables sur une base
quelconque. Pour généraliser 4 un 35 géndral ces cornllaires 3.5 et 3.6, nous
devons donner des critdres serviables pour qu'un point de X (plat sur S) ait

un znneau local "pur" resp. parafactoriel. Ce sera l'objet du m® suivant .

4. Complétion formelle et platitude normsle.

Théordme 4.1. Soient X un préschéma lncalement noethérien, localement immer-
geable dans un schéma régulier, Y une partie fermée de X, U=X-Y, xo un sous—

préschéma fermé de X d4fini par un Idéal J 3 X le complété formel de X

le long de IO 3 Ub la trace de !o sur U, U 1e complété formel de U

ot 1 . 5 - -~ -~ -
le long de JO

» 1:U X et 1i: U X les immersions cancnigues, n un entier,

On_suppese

a) X est normalement plat le long de Kﬁ aux points de Y n Xo y: 1.8,

+ 5 5 L 1 2] :
en ces points les modules g.fg? sur Xo sont plats i.e. libres

b) Pour tout =x € Ynxo, on a prof_qx’x)‘.,n+2.
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LA
S

Sous ces corditions, on a ce qui suit :

1) Soit F un Module cohérent sur U , supposons gque l'on zit :
- X ) i
e)] Pour tout x &€ Y¥-Yn .{D , on a prof gx, £ > 2 .

d) F est libre en les points de UO s et de profondeur > n+i en tous

les points de U ob il n'est pas libre .

Alors le Module gradué

-~

P, Moyl
ELZJO‘ R 1*(:.£/:_ B

1
sur —i”—:,:]g_m/x_ = ng(Q_},) est de type fini pour p ¢ n .
= 2

Démonstration

10) Secit X'=Spee( 1L ; le changement de base £ : X'—» X asfinit

alers U' = X'-Y' , Xé * Ué

J
X' U', et des immersions i'":U'-> X', i':U' 5 X!
o3 o' o o

Cn 2 dénc un carré cartésien

Tl
x":—‘i*—'UT
f‘,’ lg
i 7
P e— U
et on a
PR S [ . & _ oD ool B b
(19 = P *(__]-"'-r:) RV, Jmi- ’P1, (e, (F'))
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oi F' = g*(F) , de sorte que l'on 2 hien un isomorphisme canonigue

(F1) 24 I'F
g*{ ,—$~1§-§ftr A ’
car c'est vrai en les points de U , du fait que F y est libre en vertu de :
|
]

d), et également en les points de U-U_ , du fait su'ony a J° (de sorts

= 8.,
o = —u

que dans les deux cas, f@o F _3J°F est un iscmorphisme) .
=1

L)

D'autre part, comme f et par suite g sont effines, on a

(20) BPi (g,(F") = R®(ig) (F") = RP(£i") (F) = £,(RP1", (F"))

T *

donc comparant (19) et (20), on voit que l'assertion 1°) est dquivalente & la
suivante : Rpi'*(F'] est un Medule ds type fini i.e. cohérent sur X', pour
tout p ¢ n . Or comme X est localement immergeable dans un schéma régulier,
il en est de mlme de X' qui est de type fini sur X, et on peut zppliguer

le critére de cohérence (VIII 2.3) 2 un prolongement cohérent F" de

F' : on veut exprimer aque ';L‘P},{F”) e:st cohérent pour o & n+l , et cela équivaut

aussi & dire gue pour tout x'€ U' tel que

(20 bis) codim (x'(q ¥' X') =1,
cn eit
(21) prof F;:, > ni

A =y

Or cette cordition est vérifide en les points x' oli F n'est pas libre, car
pour un tel x' ona x'é U! en vertu de d), donc g ¥y est un isomorphisme,
et en vertu de d) encore F east de profcndeur,\,/ n+1 en g(x'), donc F' est
de profondeur ;n-ﬂ en x' . Il suffit dornc de vérifier la condition (21) en
les x'g& U' satisfaisant (21), et en lesquels F' est libre. Or il suffit

pour cela de prouver que l'con a

e
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(21 bis) prof Oy, v 2 D1

en ces points, A& fortiori il suffit d'établir que 1l'on a cette relation en tous
les points x de U' satisfaisant (20) . Or en vertu du critiére cité de

1'exposé VIII, ceci équivaut & l'assertion que les Meodules

Q_I;'(_Q ) pour p ( 1

sont cohérents. En fait, nous allons prouver qu'ils sont mBme nuls, ou ce qui

revient au m@me en vertu de l'exposé III, que l'on a
(22) prof ‘QX‘,J{' S, r+2 pour tout x!' £Y' .

Pour ceci, nous distinguons deux cas. Si =x! ¢ Xc':_ , 8lorse f est un isomor-
rhisme en x', et il faut vérifier que F est de profondeur dans 1'image
x=f(x'), ce qui n'est autre que la condition ¢). Si par contre x'é& Xl
i.e. x=f(z') & X, done x €Y, X, on epplique les conditions a) et b),
grice au

Lemme 4.2. Soient X un préschéma localement noethérien, Xo un sous—
préschéma fermé de X défini par un Idéal J , X'= Spec{ﬁ—l—;'—o imﬁ ' Xé =

1 1 : 1 -
Spec(ﬁlglb Y= x, X s X unpoint de X ;n J.eflluel X est normalement
1 -' - = UI' it t -
plat le long de X i.e. tel que grl@x} mJT,LD _f_;f“* y soit plat comme

Module sur :{O . Alors pour toute suite d'éléments fi (1€ ig¢m)de gx 5
GEEEEE s )

dont les images dans QX % forment une suite gxc x—r_éguli‘ere,et tout
)

o
x' € X' au-dessus de x , les images des £, dans O,, , (xesp. dans
e y
-[—)Xc‘,,x') forment également une suite _Qx,’x,-réguliére (resp. gxc,"xl-réglﬂiére),
en particulier on a
{ 6] .
(23) prof Oy, ., » prof gxo’x , prof gxé’x, > prof O,
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d 'sanneau .':‘{"-X,:-c i &
de prouver gue pour toute suite £, {1 <igm d'éléments de 4 dont les

images dans 4/J forment une suite A&/J-régulidre, les T3 Torment égslement

TR

= ; o, S— .
une suite ':-j——-%-a J=régulitre et une suite {ﬁITL"‘ T/ Narégulidre, i.e.
n 3 O

pour tout m ,

-

= - i1} P my-m+1 . -
lle forme une suite J -régulidre et J /0% reguliere. La
% .3 . WP i M1 -
deuxieme assertion est triviale, puisque f/; est un module libre sur

fig I

4/J . La premiére s'ensuit, en regardant la filtration J-adique de J, et

notant gque pour le module gradué associé & G pour ladite filtretion, la

suite des fi est régulidre.

Cela prouve 4.2 et par suite 4.1 1°)

Prouvons 4.1. 2°) . Pour ceci, nous utilisons le carré cartésien

I

% o -
.»(OQ_._LO .

et procédant comme deans le début de la démonstration de 1°), on trouve gue

l'cn a

(24) sl P, (VD 21 (R @)

ou F =F/IF et ch Pl = gf@o) , (en utilisant le fait que ¥ est locale-
ibrs). Donc la conclusion de 2°) égquivaut & dire que pour p £ ni;

Rpi([ (E') est un Module cohérent .

« Iei encore, compte tenu gue gé est localement libre, le critdre( VIII 2.32

nous permet de nous ramener & prouver qu'il en est zinsi si on remplace

k]

par _QU, y i.e. & prouver que les Modules
o
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gﬁl@_ ) pour p < n+i (b T!=71'ny X! = X!~U)
o C

sont cohérents. On prouve encere qu'ils sont en fait nuls, i.e. que l'on a
(25) prof Qx;,x' > 2 pour tout x'€ Y}

Or ceci résulte en effet des conditions a) et b), compte tenu de 4.2. Cela
achéve la démonstration de 4.1.

Remargue 4.3. On voit tout de suite, par descente, gue 1'hypothése :
X localement immergesble dans urn schéma régulier, peut 2tre remplacée par la
suivante plus faible : il existe un morphisme f_..,){ y Tidélement plat et

guasi—compact, tel que X soit loczlement immergeable dans un schéma régulier.

Le théord®me 4.1. nous met en mesure d'appliquer les résultets de 1'exposé IX

(théortmes de comparaison et d'existence). Nous nous intéressons notamment au

Corollaire 4.4. Supposons les conditions a), b), ¢) du théorime 4.1. vérifides,

avec n=1, et X=Spec(4), A é&tent séparé complet pour la topologie J-adigue.

Alors :

18) Le forcteur F~oF de la catégnrie des Modules cohdérents localement

libres sur U, dans 1sa ca@gorie des Mocdules cohérents localement libres sur

-

U, est pleinement fid2le .

2%) Pour tout Module cohérent localement libre E sur U, il existe un

Module cohérent F sur U et un isomorphisme FE .

En particulier, si pour teut x € U dont 1'adhérence dans U ne rencontre

pas U  di.e. tel que xnX c¥Y »p ona prof 0. > 2, alors le couple
: 5 Sfr e - Sh 2 =0, x
(U.Un} satisfait la condition de Lefschetz effective (Leff) de l'exposé X.

(Pour la derni2re assertion, on procdde comme dans X 2.1 )

Cas particulier de 4.4
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Corpllaire 4.5. Soient 4 un anneau local noethérien, J un iddel de A

contenu dans le radical, A =4/J . On suppose

(i) prof Ac >, 3

(i1) ng{a} est un 4 -module libre .
;3
d

{(iidi A est complet pour la topologie J-adiqus .

Soient X;Spec(A},xcﬂpec(Ao}: V(J) , a le point fermé de X, U=X~-{a} , 'LI0 =
U=-{a}l , U le complété formel de U 1le long de UO . Alors le foneteur

FroF de la catégorie des Modules cohérents localement libres sur U dans 1a

catégorie des Modules cohérents localement libres sur U , est pleinement

fid®le . De plus, pour tout Module cohdrent lecalement libre F sur U, i1

existe un Medule cohdrent (DLE.E nécessairement localement libre !) F sur g,

et un isomorphisms F=F .

Cn notera que grfice & 4.3 , nous n'avens pas eu & suppsser que A est
quotient 4'un anneau régulier, car le complétd de 4 pour la topologie

E{J‘.)—-adique satisfait en tous cas & cette condition.

Procédant comme dans les exposés X et XL, on conclut de 4.5. :

Corollisire 4.6. Socus les conditions de 4.5. on a ceci @

a) U et Uo sont connexes (III 3.1)

Choisissant un point-base géométrique dans Uo » l'homomorphisme

T, (v,) = TC, (V)
est surjectif .

b) L'homomorphisme

Pic(U) — Pic (Uc')

est injeectif .
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Pour prouver b), compte tenu de 4.5. cela revient & vérifier que tout

>

-
isomorphisme L.éi'il_an se remonte en un isomorphisme L' 5 L . Or pour ceci

on remonte ds proche en proche en des isomorphismes L:; > _!.._n » les cbstruc-

1 n+1\

tions se trouvent dans H (Uc, i , or ces modules sont nuls du fait que

1
I/ est libre et prof A 23 .

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le

Thénrtme 4.7. Soient A un snneau local noethérien, J wun iddel de 4

contenu dans son radical, &c_—J./J . On suppose

(1) prof A 3 3

(i1) ng(A} est un module libre sur A .

Alors, =i A, est "pur" (X 3.1) (resp. parafactoriel, (XI 3.1)),

il en est de méme de 4 .

Démonstration. Par descente, on peut supposer qu'on a aussi
(iii) A est complet pour la topologie J-adigue .

En effet, en vertu de (i) et (ii), on a prof(a) > 3 donc prof 433,

ol A est le complété de A pour la topologie J-adique, et on applique

=

3.6) et (XI 3.6). Cn est donc sous les conditirns de 4.5. Comme
prof A3 332 , dire que A est parafactoriel signifie simplement que
Pic(U)=0 , et en vertu de 4.6. b) il suffit pour ceci que Pic(lfo)=0 i.e. que

[}
preuver que si V est un rev@tement étale de U , défini par une Algtbre B

A soit parsfactoriel . Pour prouver que A est "pur" si ao l'eat, il faut

sur U , alors H'(U,B) est une algdbre finie étale sur A . Or 4 étant
rur, il en est de mBme des An (qui n'en différent que par des €léments nil-
pctents), donec pour tout n , HCEU,E_F} est une algdbre étzle sur A/Jn+1 3
et bien entendu ces algtbres se recollent, de sorte que :?__15 Bn est une
glgtbre étale sur A . Or en vertu de 4.5. cette algébre n'est autre gque

i fn G 3 .
B (U,B) , ce qui £tsblit notre assertion .
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Cornllaire 4.5. Soient f:X— ¥ wun morphieme plat de préschémas localement

o - =
y = £(x) , on suppose o est un anneau local

C.
3 us 2%

"pur" (resp. parzfactoriel) de vrofondeur >3, elors il en est de mBme de

nogthériens, x &€ X,

A
\J .
=X, x
mn
-

'est le résultat du type promis & la fin du N® précédent, pour géndra—

liser les corollaires 3.5 et suivants . On trouve donc, utilisant Bk, 1o

Corollaire 4.9, Soient f: X5 8 un morphisme projectif et plat, avee S

iocalement ncethérien, 0.(1) un Module inversible sur X ample par rapport

&8 S, t une secticn de 0O, (‘I} telle gue pour tout s € S, la section t
=B =x ————— g

induite sur IE soit _Q_X -réguligére, XO le sous-schéma des zéros de t ,
s

:im le sous=-préschéma des zéros de t° . OCn suppose gue pour tout s €8 ,

I{s est de profondeur 3

> 3 en tous ses points fermés . Alors :

a) Si les annesux locaux des points fermés des XS—K‘O = (s € 8) sont
s it

"purs", par exsmpie sont des intersecticns complétes, alors le foncteur

X'y J(é:)('x)r'{5 de la catégorie des revétements dtales de X dans la catégorie

des revBtements étales de X, est une éguivalence de catégories; en particulier,

choisissant un point base géométrique dans Kc » 1'homemorphisme

BLY (Xo) - Tcl(;{)

est un isomorphisme .

b) S5i les anneaux locaux des points fermés des E=X. - (s €s) sont
Ll

"parafactoriels", par exemple riguliers, ou des intersections compleétes de

dimension > 4 , alors pour tout entier m tel que 'leo {gx (-n))=0 pour
e *®

0
nym et i=1,2 , 1'aopplication Pic(X) > Pic(.'{rn} est bijective .

D'ailleurs si 5 est noethérien, et les XO . sont de profondeur >3 en leurs
=2

1
points fermds, il existe de tels m (of 1.5.) .
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|

Remargue 4. 10.Sous les conditions de la dernikre assertion de 4.9. b) , on 2
vu dans 1.5, qu'il existe un m tel gque n > m implique mBme a*(xs,gx (=n))=0
=]
pour 1= 1,2, (et méme pour ig 2} . Cette condition est plus forte que
i, ¢
RE (X ,0
*'. sl__xs
par changement de base. Il en est de mlme des hypothéses de profondeur qu'on

-n)) = 0 pour i=1,2, et elle a de plus l'avantage d'tre stabl

—

a faites dans 4.9 , et égelement d'une hypothise du type "les Is sont loca-
lement des intersections compldtes". Il s'ensuit alors, sous ces conditions,

que 4.9, b) implique €galement gue le morphisme de foncteurs

Pﬂx_ﬁs %P_iﬁxnjs

dans {SCh)fS est un isomorphisme, donc aussi le morphisme pour les schémas de

Picard relatifs, lorsque ceux-~ci existent :

i

Pic s ic

Cy/s -—b___xn/
MEme dans le cas o S est le spectre d'un corps algébrigquement clos, cet
éncncé est nettement plus précis que 1'énoncé consistant & dire seulement gue
b

Pic(X) —>Pic(X,) est bijectif .

On peut se demander si on peut touQPurs rrendre n=0 dans les conclusicns

précédentes (supposant denc les KO - de profondeur >3 en leurs points fer-
»

més) . Lorsque XO est lisse sur 5 et les caractéristiques résiduelles de
S sont nulles, il en est bien ainsi, en vertu du "venishing theorem" de Kedairs,
(démontré par voie transcerdante, utilisant une métrique kKdhlérienne) qui impli-
que gque peur teut schéma projectif lisse connexe de dimension n  sur un corps
k de ecazr nulle, et tout Mcdule inversible ample Lsur X, ona
Hi(X,LT1)zO pour if n . Il n'est pas connu & 1'hsure actuelle si ce thécrime
admet une généralisation en caractéristique

peut

sur la proferndeur, ou du type "intersection compl&te"...)
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universelles pour un morphisme non propre.

Rappelons pour mémoire la

Proposition X -5 un morphisme propre de préschémas, avec
5 1localement noethérien, U une partie ouverte de X, £:U—3X 1'immersion
canonigue, h=fg:U =-S5 , F un Module sur U . Supposons gue les Modules

ng (F) soient cohérents pour i < n (hypothdse de nature locale sur X, qui
se vérifie pratiguement & 1'aide du eritdre VIIT 2. 3) . Alors Rih*(:*‘) est

% £

Il «

cchérent pour &

Cela résulte aussit®t de la suite spectrale de Leray

(28) =Fsd
(26 E

. 2
et du fait que les images
sur X est cohérent (ECA

Propeosition 5.2. Soient

P, (nd * (p
= & f*(d g*{F}:] —@. R n*\F) ’

f

irectes supérieures par d'un Module cohdrent

TIT S 2. .

P

8 un préschéma localement noethérien, S5 une

Algtbre gradude quasi-cohérente, de type fini sur

S, engendrée par S, , X
I

un _sous-préschéma de Proj(s) , gx(ﬂ le Module inversible sur X trds smple

relativement & S dinduit

par Prei(S(1)) , U uns partie cuverte de X ,

g:U 3 X l'immersion canonique, h=Ffg: U35, F un Mcdule gussi-cohérent
sur U , d'oh des Modules teordus F(m):’f&ﬁx(m} (m€Z2) , n un entier, L
un entier . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Ris- () e hé s ]

&9 R g AF) est cohérent pour i g n .

(ii) H Rl}.*fF(!&)} est un S-Module de type fini pour i g n .

-]
Démonstration . Remplagant dans la suite spectrale ci-dessus F par

Flm) on trouve une suite spectrale de

S-Modules gradués
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Pl _ P B (7l *. 1)
24 ‘Tzi-T,IqR 1,R%,F®) — -1 $E, R'h, (F(m))

H’lg*(F (m)) = Rc‘g*fF} (m) :

on voit gue si les Rhg*fF} sont cohérents, Eg’q est de type fini sur S
pour g€ n , grace & la partie =2) du lemme 5.3. ci-dessous, ce gui impligue

que 1'aboutissement est de type fini sur S en degréd i< n . Cela prouve

(1) = (i1) . De plus, rzisonnant dans la catégorie abélienne des S-Modules

gradués mod.la snus—-catégorie dpaisse [ de ceux qui sont guasi-cohérents de

type fini, on trouve par la suite spectrale précédente

L L ™ e = 22 £, 6™ (@)  ma c
m > mo m o> mo
ce gul prouve que si le membre de gauche est un S-Module de type fini, alors
n+1

R g*(F) est cohdrent, en vertu de la partie b) du lemme 5.3. Ceci prouve

l'implication (ii) = (i) par récurrence sur n . Reste & prouver :

Lemme 5.3. Soient 5,5, %4,f comme dans 5.2., et ¢ un Module guasi=cohérent

sur X, m un entier. Alors

a) Si & est cohérent, alors pour tout entier i , le Module gradué

1_L #'r (c()
% o

f
1%}

est de type fini .

b) Inversement, suppesens gue le Module -_-_l—g—g-f*(i}(m\jl sur S soit
4

o

de type fini, glors G est cohédrent .

Démenstration de 5.3. Pour a), le cas i=0 est éenné dans EGA III 2.3.2 ,

3
le cas i » 0 dans EGA III 2.2.1 (i)(4i) qudi dit que les R £ .G(m) sont
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cohérents, et nuls pour m grand (si on suppoese 3 neethérien, 2e gui est

lecisible) . Pour b), on note que G est isomorphe

e
d
L]
(e]
-
Iy
*

L]
—

1

(5G4 1T 3.4.4 et 3.4.2 ) , ce qui prouve gue G est cohérent =i

AL s (G(m)) est de type fini sar 8 , en vertu de loec. cit. 3.4.4.

’

Corcllaire 5.4. (3 ncethdrien) . Suppssons aus Rz, (F) soit candrent pour

ig&n, alors pour i $ n+l, ef m grand, on & un isomorphisme cenonigus :

i ok
R :_-&(: (m)) =~ £ (R g*{g:} (m)) .

En effet, la suite spectrale (26) pour F(m) dégénire alors en degré £n,
par BGA III 2.2.1 (ii), d'oh aussit®t le résultat (qui redorme d'ailleurs
l'implication (ii) =>(1) de 5.2 ) .

Corollaire 5.5. Sous les conditions préliminaires de 5.2., S noethdrien =

les conditions suivantes sont éauivelentss

*

(1) ":IITLE h (F(m)) est de sype fini gur S,et R (F(m))=0 pour
> Yo

0{ifn et m grand .

. i
{11i) g*(F) est cohdrent, et R g, (F) =0 pour 0¢ign .

(ii bis) g,(F) _est cohérent, et prof, g,(F) > o+t .

4

L'équivalence de (ii) et (ii bis) est contemus dans IIT 3.3 . D'aii-
leurs,en vertu de 5.2 les corditions (i) et (11) impliguent toutes deux gue
les &lg*{}"? (1 ¢ n) sont cohérents. L'Sguivalente de (i) et (ii) résulte
alors de 5.4., compte tenu du fait gque pour un Module cohérent G sur X , on
a2 G=0 si et seulement si £ _(G(m))=0 pour m gram, par exemple en vertu

de BGA IIT 2.2.1 (iii) .
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Remargue 5.6. On peut interpréter les critéres 5.2 et 5.5 en disant que
la "condition de finitude simultanéde" 5.2. (ii) s'exprime par des propridtés
de régularité locsle (en termes de profondeur, gréace & VIII 2.1)

de F en les points de U voisins de Y=X-U , zlors que la "condition de
nullité assymptotique™ 5.5 (i) est de nature nettement plus forte, et s'ex-
prime par des conditions de régularité locale de g (F) en les points de Y
lui-m&me. Il serait intéressant, pour générzliser les théordmes & 1z Lefschetz
pour les morphismes projectifs aux morphismes guasi-projectifs, de trouver des
critdres locaux sur X nécessaires et suffisants pour que les S-Modules
50 Rih*(F(-m]) pour i £ n soient de type fini . Lorsque S est le spec-
tre d'un corps (et sans doute plus généralement, si c'est le spectre d'un
anneau artinien) et Y=X-U est fini , on peut montrer qu'il est nécessaire

et suffisant que les conditions suivantes soient vérifides :

1®) prof F;_> n pour tout point fermé x de U (comparer 1.4 )

29) ng*(F) est cohérent pour i ¢ n , ou ce qui revient au méme, il
existe un voisinage ouvert V de Y tel que pour tout point fermé x de UnpVv ,

on ait prof Fx 3 1.

Proposition 5.7. Soient S un préschéme localement noethérien, g U—>X un

morphisme de préschémas de type fini sur S (®), de morphismes structu—

raux h et f , F un Module guasi—cohérent sur U, n un entier. les conditions

suivantes sont égquivalentes :

(1) Pour tout changement de base 3'_3 S, avec S' noethérien, le Module

n L]
Rg!(F') sur X' est cohérent .

(ii) Pour tout changement de base comme ci-dessus, et tout Idéal cohérent

d sur S', désignant par I 1'Idéal ggx, sur X' , le Mcdule gradué

I I r;,;m._,,
m)/cﬁg*kl-)

T
L est de type fini .

(®) I1 suffit en fait que € soit quusi-compact et guusi-séparé (EGA IV Y203

sans condition sur U,X.
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(iii) Pour tout changement de base S'-—3S, et J comme ci-dessus, le

Module gradué

1 g mo, oo
- DRg'*(_I_:‘/ﬁ F')

W

N | | m oy m+1 . .
sur ng(Qx,; * 2358 IJ3 est de type fini .

Evidemment (ii) =3(i) et (iii) =>(i) , comme on voit en faisant I=0
dans les conditions (ii) et (iii) . Les implications inverses s'obtiennent en

appliquant (i) au chengement de base ccmposé S"—S'—3S, o S" est ézal &
spec L ™ resp. Secal?-]'—cffg_mq ’
/3

m ),C'L

L'intér&t de cette proposition est que les conditions de la forme (ii:'
sont celles qui interviennent dans les "thndortmes de comparaison algébrico-
formels", alors que les conditions de la forme (iii) interviennent dans les
"thécrdmes d'existence" qui les compldtent, cf.exposé IX. Un premier cas
intéressant est celui oh f:X 58 est 1'identitd, et oh il s'agit donc e
corditions sur un morphisme h:U-— S localenment de type fini et un Module F
quasi-cechérent sur U plat par rapport & 3 . Pour obtenir des conditions
suffisantes, nous allons supposer que U s& rlonge par g:U—= X comme sous-—

préschéma cuvert d'un X propre sur S . Avplinuant prop. 5.1 , on voit dsnc :

Corpllsire 5.8. Soient f:X 35 un morphisme propre, avee S localement

noethérien, U un ouwvert de X , g:U—>I 1'immersicn canonigque, h=fz: U 5,
F un Module guasi-cohférent sur X , plat par rapport &3 S . Supposons gue pour

tout changement de base S'->5 , avec S' lccalement noethdrien, on =ait

1 1 A . . = s x
R7g' (F') cohérent sur X' pour i< n . Alors on a ce qui suit :

% .

(1) Pour tout changement de base S5'—5 35 , avec S' localement noethérien,

{
R h'*fF') est cohérent sur S' pour tout ign.

(11) Pour tout S's 8 comre ci-dessus, et tout Idéal cochérent J sur

» les Modules gradués
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m S, U Rihr*uﬂ‘?')

sur . Q? gont de type fini pour i n .

Pour tout S'—»5 et J comme ci-dessus, les Modules gradués

Aely iny @r/a™ e

=1
sur ng(QSI) = ELSJE QF/QF sont de type fini pour i n .
= 2

De plus, sous les conditions de (ii), et en vertu du théordme de compa-

raison IX 1.1 , désignant par é‘ le complété formel de S*

par rap-—
pert & J , et par U' celui de U' par reppert & JO., , ies hemomorphismes
canonigues
R Ly : i |
R'n!(F') —RI(F') —s 1_:;1 R nL(EY)

sont des isomorphismes pour i g n-=1 .

Remargue 5.9. Supposons qu'on soit socus les conditions de 5.8. avec F
cchérent , et considérons un changement de base S'3 S5 comme dans 5.9. (1) .
Supposons de plus gue S' soit localement immergeable dans un schéma régulier,
cu plus généralement, gu'il existe un morphisme 3" —3' fidélement plat et

guasi-compact, tel que 8" soit loczlement immergeable dans un schéma régul

e

er;
cette condition est vérifide en particulier si 8' est local. Alors la conclu-
sion de 5.8. (i) et (ii) reste valable lorsgu'on y remplace F' par un

Module G' sur U' , tel gue tout point de U' ait un veoisinage cuvert sur
lequel G' soit isomorphe & un Mecdule de la forme F'" , Bn effet, on est
ramend au cas ot S' lui-mBme est localement immergesble dans un schéma

sS" = Spec(J_J_ ") et de

X":X‘XS,S" . XxSS" y qui sont de type fini dessus. Cn appligue =2

régulier, de sorte gu'il en est de méme

foke
m

de finitude VIIT 2.3 peour les images directes pour I ¢ n de sous

1'immersion U" X' , en notant gu'elles sont satisfaites par hypotheéses pour
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s donc aussi pour G" puisgu'elles s'expriment en termes de profondeur et

-
=nll

ue G" est localement isomorphe & un le mime argument montre gque si
&' est un Module cohdrent sur U' (complété de U' par rapport & 1'Iddal
< 8., ), tel aque fead =G'"/J G'" soit localement de la forme F'* , alors la

2 faxs
\

conclusion de (iii) reste valable en y remplagant F! par G' . On obtient ainsi

le résultat suivant, en utilisant les résultats de 1l'exposé IX

Corollaire 5.10. Seient f:X— S un morphisme propre, avec S localement

noethérien, U une partie cuverte de X j} on suppose U plat par rapport &

S5 , et que pour tout changement de base 35! S , avec S' localement nce-
_ nge —S , avec

thérien, on ait ng;@lj‘) cohérent sur X' pour i=0,1 . Supposcns alors gue

5' scit de la forme Spec(4), oi A est un annesu noethérien muni d'un idéal

-

J tel que A soit séparé et complet pour la topologie J=adigue . Sous ces

conditions

-~

(1) Le foncteur Faa F de la catégorie des Modules localement libres sur

.

=y
U' dans la catégorie des Modules localement libres sur U' est pleinement

fidéle .

a

(ii} Pour tout Module localement libre F sur U' , il existe un Module

cohérent F sur U (pas nécessairement localement libre, hélas), et un iso-

morphisme %‘::'_'f .
Il reste seulement & prouver (ii), grice & 5.9. Or d'aprds cette remargue

et IX 2.1 il s'ensuit que F est induit par un Module cohérent G sur

?’{' » D'aprés le théordme d'existence EGA III 5.1.4 , G est de la forme ? y

oi F est cochdrent sur X , d'oh la conclusion .

Remarques 5.11.,

1°) Utilisant 5.10, 4.7 et une hypoth®se convenable, disant que cer—
tains anneaux locaux des fibres géométriques de X'— S' sont "purs" resp.
parafactoriels, on deit pouvoir obtenir des dnoncéds disant que le foncteur

Z'43Z' de la catégorie des revBtements étales de X' dans la catégorie des
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revétements étales de X' (ou ce qui revient au méme, de Xé} est une £quivalence
de catégories, resp. que le foncteur l:”*i. de la catégorie des Modules in-
versibles sur X' dans la catégorie des Modules inversibles sur i' est une
équivalence. Utilisant des résultats récents de MURRE, il est probable que 1l'on
doit pouvoir en déduire des théorimes d'existence des schémas de Picard pour
certains schémas algébriques non propres. De fagon générale, 1'éliminatien

d 'hypothéses de propreté dans divers théorémes d'existence, notamment de repré-
sentabilité de foncteurs comme les foncteurs de Hilbert, cu de Picard etc...,

& l'aide des techniques développdes dans ce séminaire, mérite une étude systé-

matigue.

2°) On peut se propnser de donner des conditions nécessaires et suffi-
santes maniables, en termes de profondeur, pour que la condition de finitude
universelle envisagéde dans 5.10. soit vérifide. Lorsque S5 est le spectre d'un
eerps, il résulte facilement de EGA III 1.4.15 qu'il faut et il suffit gque les
Rig*(?) (i ¢ n) soient cohérents, ce qui s'exprime bien en termes de profon-
deur griice & VIII 2.3. Dans le cas général, on notera cependant gu'il ne
suffit pas d'exiger gue la condition précédente seit vérifide pour tocutes les
fibres U_ = (s € 8), m8me dans le cas od n=0 . Prendre par exemple
A=S5 , 5 le spectre d'un annesu de valustion diserete, U 1llouvert réduit au

point générique, F = QU g

32)  Vaiei cependant une condition suffisasnte assurant gqu'on est sous les
conditions de 1'hypothdse de 5.10 1 Il suffit que T soit plat, et que pour
tout s €5 et tout = e-Ys = XS—US , on ait

prof

Ks,z

En effet, compte teru de lemme 2.5 (of relation (15) aprés 2.5 ) , il s'ensuit

/

> n+2 .

i r A i -
que l'on 2 alors g*(g_,}sgx et R g*tuJ) =0 pour 0Lign , et les mémes
w
lations seront évidemment vérifides sprés tout changement de bagse S5'.5 35 .

@
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1« Relations entre rdsultats zglobaux et locaux. Problémes affines lids

a la duslitéd,

Il st bien connu que beaucoup d'énconcds concernant un schéma projectif
X peuvent se formuler sn termes 4'énoncés concernant un certain annsau gra-
dué, ou mieux un anneau local complet, savoir 1'anneau de coordonndes homogines
de X (i.e. 1l'armeau affine du cbne projetant T de X), ou son compléts (i.e.
le complétsd de 1'anneau leocsl du sommet de f) « LY'interdt de cette reformulation
est gqu'elle permet souvent & partir de résultats glebaux connus, de c¢onjecturer,
veire de d€montrer, des résultats analogues pour des anneaux locaux nnethériens
enmplets plus généraux que ceux gui interviemnent réellement dans 1'dénoncé
global, par exemple pour des annesux locaux gui ne sont pas nécessairement
d'égale caractéristigue. Ainsi, le théoréme de dualité de Serre pour 1'espare
rrojectif XII 1.1 a suggéréd 1l'utile théordtme de dualité locals V 5.6.
Le théorgme fondamental de Serres sur la cohomologie des Mcdules cohérents sur
l'espace projectif (finitude, comportement assymptotigque pour n grand de
B (X,F(n)), cf BEGA IIT 2.2.1 ) se zénéralise en un thsordme de structure pour
les invariants locaux H;(M}, voir V 5.7 De méme, les théortmes de Lefschetz
prur le groupe fondsmenﬁzl, et le groupe de Picard ("critéres d'équivalence"),
bien familiers dans le cas classigue et étendus par la suite & un corps de base
gquelcongue, ont suggéré les thdorémes de Lefschetz "locaux" des exposés X et XI.
Eien entendu, les théordmes locaux & leur tour sont des ocutils précieux pour
obtenir des énoncés globaux. Par exemple la dualité locale permet de formuler
une propriété asymptotique globale XITI 1.3 (i) par l'anmulatien de certains
invariants locaux Hi{FI} . De fagon plus substantielle, les chéorimes de
Lefschetz locaux, impliguant par exemple la "puretéd" ocu la parafactorialité de
certains amneaux locaux intersections compldtes (X 3.4. et XI 3.413 ) permettent
dens les théorimes de Lefschetz globaux de se débarrasser de certaines hypothéses

de non singularitd, comme dans X 3.5, 3.6 , 3.7.
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Une autre généralisation utile des théordmes concernant les schémas pro-
jectifs sur un corps k consiste & remplacer k par un schéma de bass génsral.
Ainsi, la suite de EGA III donnera une géndralisation dans ce sens de la duslité
de Serre (®) ; les théordmes de finitude et de comporiement asymptotique
Ei{X,F(n)) ont été énoncés dans EGA III 2.2.1 sur un schéma de base général,
enfin les théorémes de Lefschetz peuvent dgalement se développer pour un mor-
phisme projectif, comme on a vu dans XII 4.9 , gréice au théordme local XI1 4.7.
Bien entendu, le fait de travailler sur un schéma de base général conduilt aussi
2 des énoncés essentiellement nouveaux, tels le "théorime de ccmparaison”

EGA IIT 4.1.5 et le théordme d'existence de faisceaux EGA IIT 5.1.4 (qui, on
1'a vu par ailleurs dans IX, relévent des mBmes théorétmes-clefs de nature

cohomologique que les théortmes de Lefschetz pour 'ET 2t Pic) .

I1 s'impose alers de dégager des théordmes qui englobent simultanément
les deux généralisations gque nous venecns de signaler des énoncés concernant
les schémas projectifs sur un corps. Les objets naturels pour une telle géné-

ralisetion commune sont les asnnesux noethériens séparés et complets pour une
topologie I-adigues. Leur £tude, & ce print de vue, n'z pas encore £té abordée

sérieusement, et me semble & 1'heure actuelle le sujet le plus intéressant dans
la théorie loczle des faisceaux cohérents. Voici un problime typique dans cette

direction :

Conjecture 1.1, (*%) ("Deuxizme théorzme de finitude affine"). Soient M un
module de type firi sur un enneau noethérien A {qu'on supposera su besoin

guotient d'un rdégulier), J un idézl de 4 ; prouver gue les modules H_{M)

sont "J-cofinis", i.s. que les medules

Hem, (4/7, ¥o(M) )

sont de type fini .

(Rappelons mu! SE et e HE ) 1 dmle S loh  X=S (&)
\Rappelons qu'en désigne par nj{hf le modules n?\h,m lola X=Speclsd) ,
¥Y=vV(J), de Exp. 1 , interprété dans II en termes de limite inductive de

(*) Cf. Séminaire Hartshorne, cité & la fin de Exp. IV.
(XHy 2o
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eohemelegies de complexes de Koszul, ou encors pour i3> 2 le Mcdule

..i—1lr. L2 Y = eE i

H (=Y, M) . & vrai dire, 1.1. devrait 8tre conséguence d'un Snoned plus

({118
s ]

précis, impliguant que les (M) sont dans une sous—catégorie abélienne

convenable I_ de la oatégorie abélienne JJ des A-Mcdules de support

C Y=V(J), telle que E € Ob D._ implique que H est J-cofini. (NB La caté-
gorie des Modules H de support contenu dans V(J) et gui soent J-cofinis n'est
malheureusement pas stsble par passage au quotient !). Le preblime essentiel
consisterait aleors & définir Eﬁ « De fagon plus précise, la solution du
probléme 1.1. devrait sortir (du moins si A est quotient d'un régulier) @'une
théorie de la duslité, généralisant & la fois la dualité locele, et la thdorie
de dualité des morphismes projectifs & laquelle il a &ts fait allusion rlus

haut, et gqui serait du genre suivant :

Conjecture 1.2. ("Dualité affine") (%), upposons A régulier, séparé et complet

pour -la topolegie J-adique . Soit C'(A) une résolution injective de A .

(i) Prouver que le foncteur

D;: L.~ HomJ(L. , C (&)

de la catdgorie des complexes de A-medules, libres de type fini o<n toute

dimension et & degrés limités supérieursment, (ou les morphismes seont les

hemomorphismes de complexes & homotopie prés) dans la catégorie des complexes

de A-modules K' , injectifs en toute dimension et & degrés limités supérieu-

rement (ou les homomorphismes sont définis de la méme fagon), est pleinement

fideéle .

(i1) Prouver que pour tout K de la forme DJ(L.) » les B (K")

(= EEE;{X; Tie 5 QX) ) sont Jecofinis .

(iii) De fagon plus précise, prouver que les X' gui sont homotopes a

un complexe de la.forme B (L.) peuvent se caractériser par des propriétés de

finitude des H (K'), plus fortes que celle ernvisegée dans (ii), par exemple

(*) Cette conjecture, fausse telle guelle, a cependant été &tablie
sSou Il

s 1
s une forme assez veisine par R. HaHTSHORNE, affine duality and
cofinite modules (& paraitre).
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par la prepridté H(K') € Ob Dy s o D, est une catégorie abélienne

convenable, comme envisagde plus haut,

Notons que le probléme est résclu par 1'affirmative lorsque 4 est loecsl
et que J en est un idéal de définition (of exposé IV), et aussi lorsme J
est 1'idéal nul. Dans ces deux cas, exceptiomnellement, on peut se borner &
prendre pour D, la catégorie des Modules 2 support V(J) qui sont
J-cofinis, (ce qui dans le deuxidme cas signifie simplement, qu'on prend la
catégorie des Modules de type fini sur A) . Une solution affirmative de la
conjecture 1.2. en général en donnerait une pour 1.1 , en prenant pour L. le
dual d'une résolution libre de type fini de M . D'autre part, une sclution
affirmative de 1.1 domnerzit une réponse affirmative & la premiére partie

de la conjecture suivante, gue nous formulons sous forme "globale" :

Conjecture 1.3. Seit X C.P; un sous-schéma fermé du schéma projectif type,
qui soit localement une intersection compldte et dont toute composante irré-

ductible soit de codimemsion » s. Soit U=P} - X.

(i) Prouver que pour tout Module cohérent F sur U, on a

dim ElfU,F) < + oo pour ixe %) .

)

(ii} Donmer un exemple, avec X cennexe et régulier, ol on a

2*(U,F) £ o g
Pour voir que (i) est un cas particulier de 1.1., on considére
i 3 o,
(U, F(.)) = L B (0,F(n)) = B-(E"F - X, ¥)

4 +1
comme un module sur 1'ammesu affine X Etn""tr:} du cBne projetant E de

P¥ . Ce module n'est autre que H}+1(M) s o J est 1'idéal du cBne projetant
X de X dans E™' . Dlautre part de 1'hypcthdse faite sur X , qui implique

que X est aussi une intersection compléte relative de co—dimension 28 en

(¥) La part (i) de cette conjecture est prouvée par R. HARTSHORNE lorsque
Y est lisse, dans Ample Vector Bundles, Pub, Math. n® 29, (1966). Cet
auteur a également trouvé un exemple pour (ii), cf. R, Hartshorne, Coho-

mological dimension of algebraic varieties, & paraitre aux Ann. of Math,
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tout point de ET distinet de 1l'erigine, résulie gus H_ (M) est nul en

J
dehors de l'origine pour i » s . 3'il est done J-cofini cemme le veut 1.1.,
il est a forticri pmp-cofini, ce gui impligue facilement gu'il est de dimension

finie en tout degréd . Noter d'ailleurs que la conjecture 1.3 (i) est dqui-

valente au cas particulier ol on suppose gque F est de la feorme Qar(n} y et
gue la réponse n'est pas connue méme pour F= . La guestion 1.3. se pose

€j& pour une courbe irréductible non singulitre X dans P3 s on ignore si

f= 1)

i I " . . - .
dans ce cas les H (P7-X, L (rn)) sont de dimension finie, ou s'ils sont

% : B = - . ) . L )
nécessairenent nuls(™) . On ignore méme s'il existe une courbe irréductible de

3

P° gui ne soit ensemblistement l'intersection Ae deux hypersurfaces, cf. 3.5.

Probléme 1.4. Domner une variante affine du "thdordme de comparaison" EGA

- e i = ;
IIT 4.1.5 comme un thdéoréme de commutation des foncteurs Hy avec certaines

limites projectives .

Enfin, dans le présent ordre d'iddes, j'avais posé le probléme suivant :

Scit A un anneau local noethérien régulier complet , X son corps des frac-
i
A
donnée sur le champ par Mr AUSLANTER, 1'hypothdse de régularité peut &tre rem-

tions, prouver que Ext,(K,A)=0 pour tout i . Une réponse affirmative a &té
placée par celle que A est intégre, et il est vrai en fait qus Extz(K,H}=0
pour tout i, dés que M est de type fini sur A . Cela résulte aussitdt de
1'énoncé suivant, 4% & AUSLANDER : si A est un anmssu local noethérien cemplet,
alors pour tout module de type fini M sur 4 , les foncteurs Ext;(.,ﬁ) trans-

forment limites inductives en limites projectives .

2., FProblémes liés eu Tt; : théorémes de Bertini locaux .

Scient A un amneau local neethérien complet, f un élément de son iddal
maximal, X=Spec(4), Y=Spec(A/fa) . L'utilisation de la technique "Lefschetz"
lecale permet de donmer des critéres pour que Y'=X'n ¥ (ou X'= X - fmy )

I

soit connexe, en temmes d'hypoth®ses sur X' . Ainsi, il suffit que 1l'on ait :

3y = a - = - o~ ovis : - - —ar
(7)) La juestion vient d'@tre résolue affirmativement par R. HARTSHORNE

et H. HIRONAKS .

B
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a) X' est conmexe b) prof Q-X',x ) 2 pour tout point fermé x de X'

e¢) f est A-régulier . On notera cependant que les hypoth&ses b) et c¢) ne
sont pas de nature purement topologigques, par exemple ne sont pas invariants
en remplagant X par xréd « Dans la situation analogue pour un schéma projec-—
tif X' sur un corps et une section hyperplene Y' de X' , l'utilisation du
"théoréme de Bertini" et du "théordme de connexion" de Zariski permet d'ob-
tenir en fait des résultats d'sllure nettement plus satisfaisants, qui
m'avaient emené dans le séminaire oral 4 dnoncer une conjecture, gue j'ai

résolue depuis par l'affirmative. Enongons donc ici 2

Théoréme 2.1. Seient A un annesu local noethérien complet » X son spec-

tre, =2 le point fermé de X , X'=X-(2) . Supposons gue X satisfasse les

conditions suiventes (ot k désigne un entier » 1) :

ak:} Les composantes irréductibles de X' sont de dimension > k+1 .

bk) X' est connexe en dimension 3, k , i.e. on ne peut disconnecter X'

par une partie fermée de dimension < k¥ (ecf. III 3.8).

Scit m un entier, 0 ¢ m £k, et soient fireesty € r(4), posons
gl T G - = Y-
B=s/ 2 f,A , Y=Spec(B)=V(f) A .. nV(E), I'=X'n T =Y {a} . Alors Y
satisfait les conditions 2 m} s hk—m) + En particulier, pour toute suite de

m ¢ k¥ éléments f1,..,fm de x(a) , Y‘:K‘nv{f,l)n...nv(fm) est connexe .

I1 est d'ailleurs facile de voir que si la dernidre conclusion est valable
(i1 suffit évidemment d'y faire m=k), et en excluant le cas oi X serait
irréductible de dimension O ou 1 , il s'ensuit gue les composantes irré-
ductiples de X' sont de dimension ) k+1 , et X' est connexe en dimension

> k , de sorte qu'en un sens, 2.1 est un résultst "le meilleur possible"

Donnens le principe de la démonstration de 2.1, Seule la corndition
bk—m) pour Y offre un problime . On est remené facilement pour k denné au

ces ot X est intdgre, et mfme (en passant au normalisd, gqui est fini sur X)
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au cas ou X est pormel. Si k=1, donec dim X! > 2 , glers X' est de profondeur
22 en ses points fermés et on peut appliquer le résultat rappelé au début du
N°, qui montre qus Y'= X' V(f) est connexe . Dans le cas k > 1, on
suppose le théordme démontré pour les k' k . Par rdcurrence sur m , on sst

remené au cas oli m=1, i.e. % vérifier gque pour 516_::;(_&), B A V(E,) est

connexe en dimension ) k-1 . S5'il ne 1'était pas, i.e. s'il £tait disconnscié
par un Z' de dimension ¢ k-1, il existerait une suite fz""'fk telle que
X' A V) A oo AVIE) scit disconnexe, et dans cette suite on peut choisir

arhitrai:‘ement fE E—;(A) soumis & la seule condition de ne s'annuler sur
aucun point d'une certaine partie finie F de X' (savoir l'ensemble des points
maximaux de Z') . D'ailleurs, on vérifie facilement, utilisant le fait gque X!
est normal, donec satisfait la condition E52) de Serre (!'}, qu'il existe une
partie finie F' de X' telle que f€r(A), V(£IF' = @ implique que V{(f)n X'
satisfait également 1z condition (52) + On peut alors choisir f, de telle

-

fagon que f2 re s'annule ni sur ¥ ni sur F', donc que X'AV(L.)

satisfasse (52} . Mais glors en vertu du thécrdme de HARTSHORNE III %,6
X'ﬂ'fl:fa) est connexe en codimension 1 , done (comme toute cemposante de

X nV(fg) est de dimension » k) il est connexe en dimension ) k-1 . Appli-
quant 1'hypothése de récurrence & v(f2)= Spec(ﬂffzﬂ) » il s'ensuit que
x’n’-’(fe} f‘lV(f1) nV(f3) Aee nV(fk) est connexe, alors qu'lon 1l'avait construit

disconnexe, absurde .

Signalons quelques corcllaires intéressants :

Corollsire 2.2, Scit f:X—Y un morphisme propre de préschémas localement

noethériens, aveec Y intdgre, ¥, &£ X, ¥y le point générique de Y . Cn sup-
poss

a) Y est unibranche en ¥,» toute composante irréductible de X domine

]
®

b) Les composantes irréductibles de X, scnt de dimension ) kt+1 , et

X1 st connexe en dimension ); k.

(™) Cf. EGA IV 5.7.2.
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Alers les composantes irrdductibles de J(O sont de dimensicn > k+1 , et

xo est connexe en dimension >k .

En effet, le théordme de connexion de Zariski (of.EGA III 4.3.1 ) im-
pligue gqus xo est connexe;, pour montrer gqu'il n'est pas disconnecté par
une partie fermée de dimension £ k , on est ramend % montrer que ces anneaux
locaux en des podnts x € X tels que dim ; < k ent un spectre non dis-
connecté par x . Or ceci est vrai sans supposer ni f propre, ni Y uni-
branche en Ty o On est ramené pour le voir au cas o X est intégre dominant
Y, et si onveut, Y =ffine de type fini sur Z , de sorte que 1'on est sous

les conditions de la formule des dimensicns pour Oy x sur g e Utilisant dansce
ka2 =10

cas la finitude de lz cl®ture normale, on peut méme supposer X normal , done

en vertu d'un résultat de NAGATA (%) s+ le complété d'un anneau local O de X'

=X,

est encore normal, donc (si _Qx 5 ¢©st de dimension W) nner:L } ast
’

connexe en dimension 3 N-1 . Soit n=dim OX o alors deg tr k(x)/k(y) <« k
Vo

implique dim O > n+(k+1)=k = n+1 , compte tenu que dim X, » k+1, et pre-
nant un ijsteme ft""’f de parsmitres de O uu’on reléve en des £lé-—

+Ja
ments de 0 » on voit par 2.1. que Spec(_ X/Z_ ) est connexe en
=X,x . 1—-X x’
dimension 51 , i.e. n'est pas disconnecté par son peint fermé, ou ce gqui re-

vient au m2me, Spec(O. n'est pas discennecté par son point fermé; = fortiori

?
il en est ainsi de Spec (Q_me} .

Comme dans le cas du théordme de conmexion ordinaire, on peut varier 2.2.
en prenant les fibres géométriques (sur les clBtures al ébrigues des corps
résiduels), & condition de supposer Y géométriguement unibranche en ¥, s OU
(sans autre hypothése que Y ncethérien) quz f est universellement ouvert .
ippliquant ceci au cas of Y est le schéma dual d'un schéma projectif P;
SUr un corps, on retrouve une forme renforcée du résuliat global qui avait

2.1 , savoir :

D

inspir

Corelleire 2.3, Secient X un sous—-schéma fermé de P

suppcse les composantes irrdductibles de X de dimension > k1t , et X

(®) CE. EGA IV 7.8.3 (i) (ii) {wv).
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géométriguement connexe en dimension » k . Alors pour toute suite E sevay B

de m hyperplans de F, (0 ¢ = £ k=1), X A E, N nHI satisfait la méme

K -
conditicn avec k-m , en particulier est gdométriguement comnexe en dimension

On peut d'allleurs modifier de fagon évidents cet dncncéd, pour le cas olx
r

i r
immersion, et une extension analogue est possible pour 2.1. (en considérant

en s'est denné un merphisme propre X 3 F qui n'est pas nécessairement uns

un schéme propre sur X') . Ces énoncés se déduisent d'ailleurs formellement
des énoncés domnés ici, compte tenu du thfordme de commexion srdinaire gui nous

raméne au cas d ‘un morphisme fini .

Corollaire 2.4. Soit A un anneau local noethérien normzl couplet

sion 3 k+2 . Scient Z=Spec(4), X' =X - {a] . f__,..,:"lc des éldments de

z(4), alors Y'=X'n V(£)) ..nV(f,) est commexe, et T (Y')—¥ W (x')

gat surjectif .

On procide comme dans SGCA 1 X 2.11.

Dans tout ceei, il n'était questior gue de guestions de connexitd .
Or dans le cas global, des théordimes bier conmus affirment gque pour une varisdté
projective irréductitle X.C.Pi » k algéoviquement clos, seén intersection avec
un hyperplan H '"assez géndral" est irréiuctible, (et non seulement connexe) :
c'est le théoréme de BERTINI, prouvé par ZARISKI, qui implique 3 son tour par

le théoréme de comnexion de Zariski, gue pour tout H , HEN X est connexe (bien

que non nécessairement irrdéductible). On peut d'ailleurs procéder en sens inverse,
en prouvant ce dernier résultat par une technigue & la Lefschetz, et en déduisant
le théordme de Bertini, en se ramepant au cas oli X est normale, et utilisant le
résultat suivant : pouwr H 'assez général", X N H est £gzlement normal.

Cela suggeére la

Conjecture 2.5. Soit A un anneau lceal noethérien complet normal. Montrer

qu'il existe f € r(4) non nul tel que T' = X' n V(£) = I—{a}
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(o Y¥=Spec(4/fA) ) soit normel (donc irréductible par 2,1 si dim 4 ) 3) .

Pour bien faire, il faudrait montrer que dans un ssns convenable, il
existe méme "beaucoup" d'éléments f ayant la propriété en guestion, par
exemple qu'on peut choisir f dans une puissance arbitraire de 1'idéal maximal.
Utilisant le critdre de normalité de Serre, et la remargue faite plus haut
pour la propriété (52) de Serre, on wvoit qu'on aurait une réponse =f

& 2.5. si on en avait une & la

Conjecture 2.6, Scient A un onneau local noethérien complet, U une par-

tie ouverte de son spectre X , F une pertie finie de X'=X- L&I . On suppose

que U est régulier. Prouver gu'il existe un f & r(4) tel que V(f) AU soit
régulier, et V(f)aAF =0 .

Voir pour un résultet du type "Bertini local", CHOW (2] .

3. Problémes lids au T, .

Ici encore, on a de nombreuses questions, suggérées par les résultats

globaux ou les rémultats transcendants.

Conjecture 3,1. Scient A wun anneau local nocethérien complet 2 corps résidusl

algébriguement clos, X=Spec(4), X'=X-(2) , a 1le point fermé . Supposons

les composantes irréductibles de X de dimension » 2 , X' connexe .

(i) Prouver que TE:(JC'] est topologiguement & engendrement fini .

(i) Si p est 1l'exposant caractéristique du corps résiduel k de 4 ,

prouver que le plus grand groupe topologigque quotient de TG (X') qui est

"d'ordre premier & p" est de présentation finie .

Pour la partie (i), utilisant la théorie de descente SGA 1 IX 5.2 et le
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démontre la methode 4'ABHYANKAR 1] dans le cas d"égales caractéris—
=

tiques" (¥*). Scit € la fibre du point fermé de X par Z —> X, c'est une
courbe algsbrigue sur le corps résidusl k , conmexe en vertu du théordime de

cornexion . La solution de 3.1 semble alors lide =u

Frebleme 3.2, Avec les netations précddentes, metitre en relations

1Ti{XT) avec les invariants topologiques de C , en particulier son groupe

fondamental, (pour faire apparaitre lz géndratien topologique finie de

T, (X'), en utilisant par exemple SGA X 2.6 ) .

s

Une sutre méthode serait de considérer A comme une algdbre finie sur un
anneau local rézulier complet B de dimension 2, ramifié€ suivant une courbe C

contenue dans Spec(B)=Y . On est conduit zinsi au

Probléme 3.3. Soient A un amnesu local régulier complet de dimension 2,

4 corps résiduel alg. clos k , X son spectre, C une partie fermée de X

de dimension 1 . Définir des invariants locaux de la courbe immergde C , ayant

un sens indépendant de la caractdristique résiduslle, et dont la connaissance

permette de calculer le groupe fondamental de X-C par générateurs et rela—

tions lersque k est de caractéristique mulle . Prouver que lersque k est

de caractéristique p > 0, le groupe fondamental “tame®de X-C sst gquotient du

précédent, et les deux groures fondamentaux (en car O , et en car p > 0) ont

méme guotient maximal d4'ordre premier A p .

Bien entendu, 3.3 nous montre que dans 3.1 , il y a lieu ézalement de

remplacer X' par un schéma de 1o Torme XY, o Y est une partie fermde

(*) La possibilité de "résoudre" A est prouvé maintenant en toute généra-
lité par Abhyankar [8].
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de X qui est de codimension » 2 dans toute composante de X la contenant .
Lorsqu'on abandonne cette restriction sur Y , il doit exister encore un
résultat de finitude analogue, & condition de mettre dss restrictions genre
"tame" sur la ramification en les points meximeux des composantes irrdduc-

tibles de Y qui sont de codimension 1 .

Probléme 3.4. Secit A un annesu local noethérien complet de dimension 2 ,

32 corps résiduel algébriguement clos . Soit encere I:Spec(ﬁ}, X':K—{?} .

Trouver des propriétéds de structure particulidres de 11;(3'} pour le cas

oi 4 est une intersection compldte.

Une soclution satisfaisante de ce problime permettrait peut-8tre de ré-

soudre le vieux probléme suivant :

Conjecture 3.5. Trouver une courbe irréductible dang Pi (k corps algébri-

quement clos), de préférence non singuliére, qui ne soit pas ensemblistement

l'intersecticn de deux hypersurfaces. (KNESER [4 1 montre gu'on peut 1'ob-

tenir toujours comme intersection de trois ersurfaces) .

4. Problémes 1iés saux TJ[ supérieurs : théerdmes de Lefschetz locaux et
globaux pour les espaces analytiques complexes .

Scit X un préschéma loc. de type fini sur le corps des complsxes C, on

5 h % ;
sait lui associer un espace analytique X sur C , d'ol des inva-

riants d'homotopie et 4 'homologie 11;(Xh}, H;(Kh), El(xh) ete... On sait
d'ailleurs que X est connexe si et seulement si X 1l'est , donc

gue l'on a2 une bijection
Jh 2
(X)) - 115(1} .

De m8me, comme tout revBtement dtale X' de X définit un revétement étale
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vl i - : ;
X' de (.k‘ s on 2 un homomerphisme cancnigue
T (D) =T X,

dent on sait, utilisant un théor2me de Grauert-Remmert, gu'il identifie le
deuxidme groupe au compactifié du premier pour la topologie des sous=groupes
d'irdice fini (ce qui exprime simplement le fait que x'w:{'h est une équi-
valence de la catégorie des revBtements étales de X avec la catégorie des
revEBtement é&tales finis de Xh). I1 s'ensuit que les résultats

démontrés dans ce séminaire (par veie purement algébrique) sur ':'T;EX} et
'T{'l(X} » impliguent des résultats pour 'TTQ(Xh} et T[_'l(Xh} (qui sont ds
nature transcendante} . Si d'ailleurs X est propre , la suite exacte bien
connue 00— 2 —C —!-Q* —0 permet de montrer que le groupe de Néron-Sévéri
de X (gquotient de son greupe de Picard par la composante connexe de 1'élé-
ment neutre) est isomorphe 3 un ssus-groupe de ﬂz(x‘h,g‘), dans le cas nen
singulier kdhlérien, c'est le sous—groupe noté H1’1(Xh,§) (classes de type

(1,1)) :
Pic(X)/Pic®(X) © E2(X,2)

Par suite, les renseignements que nous avons obtenus sur les groupes de Picard
impliquent des renseignements, trds partiels il est vrai, sur les zroupes
HE(xh,g) + Il est tentant de compléter tous ces résultats fragmentaires par

des conjectures .

Pes indications trés précises, allant dans le mdme ssns que ceux gqu'en

vient de signaler, sont fourmiespar un classique théordme de LEFSCHETZ [ 7] .

I1 affirme que si X est un espece asnalytique projectif non singulier irréduc-

tible de dimension n , et si Y est une section hyperplans non singuliédre,

glors 1'injection

Yn—'} __}}xn
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induit un homomorphisme

T ™) — T (a7

fui est un isomorphisme pour i £ n-2 , un €pimgrphisme pour i= n=1 .
Il en résulte l'énoncé analogue pour les hamomorphismes

' g, (™) 5 E ()
sur 1l'homologie (entidre pour fixer les iddes), tandis qu'en cohomologie,

BN — B

est un isomorphisme en dimension i ¢ n-2 , un moncmorphisme en dimension
i=n-1 . Nous avons obtenu des variantes de ces résultats dans le cadre des

schémas, pour ?'I;, ‘ﬂ;_, Pic , valables d'ailleurs sans hypoth®ses de non
singularité dans une large mesure, cf. exposé XII . De plus, dans 1'élimination
des hypothdses de non singularité, nous avons utilisé de fagon essentielle des
variantes "locales" de ces théordmes de Lefschetz globaux . Tout ceci suggbre

i i . . . 3
les problémes suivants , qui sans doute devront 2tre attaguis simultanément (7)) .

Probldme 4.1, Soient X un espace analytique, Y une partie analytique

fermée de X (ou simplement une partie fermée 7) telle que pour tout =z e ¥,

l'anreau local 9—2{ x Seit ure intersection compléte . Soit =n la codimension
t

complexe de Y dens X . L'homomorphisme canonigue

T, (=Y) — T('i(X}

egt-il un isomorphisme pour i £ -2, et un épimorphisme pour i=n-1 7

Dens cet énoncé et les précédents, on suppose évidemment implicitement
choisi un point-base pour définir les groupes d'homotopie . Pour énoncer le

probléme suivant, il faut définir, pour un espace analytique X (plus généra-

lement, pour un egpace loczlement connexe par are) et un x € X, des
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imvariants lecaux TU_(X) (¥).

constante £ de 1'in

et H

i
C=7] dans X, telle gue ©{0)=x et f(t)£x pour

o

erva 1

t £0 (il en existe si x n'est pas un point isold). Alors pour tout voisi-
nage Ude x, il existe un & >0 tel que 0O<t €& impligque Ff(t) € U, et
les groupes d'homotopie 7T£(U-x,f{t}) sont essentiellement indépendants de
t (ils sont, powr t variable, relids par un systime transitif 4'isomorphis-

mes), on peut les noter JC, (U-x,f) . On pose zlors

me(®) = &in 16, (Ox,1)

la limite projective étant prise sur le systéme des volsinages ouverts U de

x . En toute rigueur, cette limite dépend de f , et devrait &tre notde
T

phe

X % Fio s " §
.(X,f) y mals on vérifie que pour f variatble, ces groupes sont iscmor-
3
E=0 . P . 5
s entre eux( ), de facon précise ils forment un systéme local sur
l'espace des canemins du type envisagé issus de x. Ces invariants sont la

. . : N " : A = % - £ = il Fia i
veérsion homoiopljue des lnvariants de cohomolegie loczle H (F) pour un

T
faisceau F sur A, introduits dans I, et devraient jouer le ré&le de .roupes

1

10mo

(o

pie locale relatifs de X modulo X—x. Leur annulation pour ign et

u

to
T tout xe¥, oli Y est une partie fermée de X de dimension topolosigue
e

o
" d
2
[N

vrait entrainer jue les homomorphismes

1?:;{}(-1() - 'lfi(x)

sont bijectifs pour i ¢ n-d , et surjectif pour di=n-d (*¥**) .De ce point de vue,
4.1 impliquerait (pour Y réduit 2 un point) une conjecture de nature pure-

ment locale, s'exprimant par

ff:(x) =0 pour i £ n-t

lorsgue X est une intersection compléte de dimension nen x .
A titre d'exemple d'invariants locaux T :(X), notons que si x est un

point non singulier de dimension complexe n, alors

(*® si i32. Pour le cas ig1l, cf. Commentaires dans n° 6 ci-dessous, page 25.

(™*) Du moins si x ne disconnecte pas X au voisinage de x, cf. Commentaires ci
dessous, page 26.

(™) Pour une formulation corrigée, cf. Commentaires ci-dessous, page 26.
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TI® = T_ N

. 2n—1 o = y . ’ - . "
o S°° désigne la sphere de dimension 2n-1 . En particulier dans ce cas

x i . ; - . . G
Ei{.ﬁi]ﬁa pour i ¢ 2n-1 , ce qui correspond su fait que si d'une variété
topologique X on enléve une partie fermée Y de codimension » m , alors

J’E'i{.'{-‘f) — :'Ti{x) est un isomorphisme pour . i ¢ m—-2 et un épimorphisme pour

2
[17]
Q
=
‘o
Q
n
i
[

Problime 4.2. Soient X un espace analytique, x €X , t une section de

Q‘_X s'annulant en x , ¥ 1l'ensemble des zéros de T . OSupposons les condi=-

tions suivantes satisfaites :

i

) t est régulidre en x (i.e. non diviseur de O en x , hypothése

peut-&tre superflues, d'ailleurs) .

b) En les points x' de XY voisins de x , gXx’
20 88 poInts ae Yoising 48 y

section enmplite (hypethise qui deit pouvoir se remplacer par la suivante,

est une inter-

—r
= vz ; - = 53
plus générale si 4.1. est vraie : pour x' comme dessus, TE'i (X) = C pour

5 Y
is&n=-1) .

o) En les points y de Y—{x} voisins de x , ecn a

prof -Qx,y >n

(il suffit par exemple que l'on ait prof O " >1n) .

4}]

ous ces comditions, 1'homomorphisme canonigue

T () = (X
L = 5

¢

est=-il un isomorphisme pour i ( n-2 , un épimorphisme pour i = n-1 7

Voici ernfin une variante zlobale de 4.2 , gqui devrait s'en déduire par
censidératicn du cBne projetant en son origine, et qui généraliserait les

théorémes de Lefschetz classiques @
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Probléme 4.3. Secisnt X un espace analytigue projectif, muni 4 'un Medule

inversible L ample, t une sectionde L , Y l'ensemble des zéros de ¢

Suppnsons :

2) t est une section régulitre (peut-8tire superflue) .

b) Pour tout x € X-Y , EX est une intersecticn compldte (devrait
st i i ; S, el AR
pouvoir se remplacer par TE}.:_(K:I =0 pour ign-1) .
c) Pour tout % € Y , pref 'Q'X,y 50 .

Sous ces corditions, 1'homomorphiame

':Ei(‘f) - Ti'i{x}

est-il un isomorphisme pour i £ n=-2 , un épime{ghiame pour i=n-1 7

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer des conjectures analogues, de
nature cohomologique (¥),

les hypotheses et conclusions portant alors sur les
invariants cchomologiques locaux (& coefficients dans un groupe donné) .

En tout état de cause, le résultat-clef semble devoir &tre 4.2 s gquand 1'hypo-
thése b) y est prise sous forme respée, — qu'on se place au point de wvue de

1'homelogie, ou de 1'homotopie .

Nous avons dnoncé ces conjectures dans le cadre transcendant, dans 1l'es-
poir d'y intéresser les topologues et de les convaincre gue les guestions
du type "Lefschetz" sont loin d'8tre cioses. Bien entendu, maintenant gue
nous sommes sur le point de disposer d'une bonne théorie de 1la cchomologie
des schémas (& coefficients finis), grice sux travaux récents de M. ARTIN,

les mémes questions se posent dans le cadre des schémas, et il est difficile

de douter gu'elles ne regoivent une réponse positive, dans un avenir prochain (¥).

(®) ef. Exp. XIV les résultats correspondants en théorie des schémas.
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=4

5. Problémes liéds aux groupes de Picard locsux .

Un premier probléme fondamentzl, signalé pour la premidre fois par
MUMFCORD [5] dans un cas perticulier, est le suivant . Soient A un annean
local complet de corps résiduel Ik , ¥=Spec(4) , U=Spec(i)- {.ﬂ); , oh & est
1'idéal maximsl de 4 i.e. le print fermé de Spec(A) . On se propose de
construire un systime projectif strict G de groupes locslement =zlgdbriques

-~

G, sur k , et un isomorphisme naturel
(+) Pic(U ) 2= c(x)

oli »n pose évidemment G(k) = lim Gi(l-c) . De fagon heuristique, on se propose
de "mettre une structure de groupe algébrigue" (cu du moins, pro-slgébrigue,

en un sens convenable) sur le groupe Pie(X!) .

I1 est évident que tel quel, le probl2me n'est pas assez précis, car la

»

donnde 4 'un isomorphisme (+) est loin de caractériser le pro-objet G .

(€]

i contient un sous~corps noté encore k , gqui soit un corps de représen—

tants, on peut préciser le probléme, en exigeant que pour une extension k'

de k wverisble, on ait un isomorphiame, fonctoriel en k' :
(+1) Pic(U') 22 G(k!)

oti U' est l'ouvert anslogue & U dans Spec(d'), A' = Aﬁkk' . On peut pro-—

céder de fagen sanalogue méme =i A n'a pas de corps de représentants, pourvu

que k soit parfait, ce gui permet alors de construire fonctoriellement un

A' "par extension résiduslle k'/k ". D'ailleurs, lersque A admet un corps

de représentants, la structure algdbrique qu'eon trouvera sur Pic(U) déperdra
= - - e P f et e -

sasentiellement du choix de ce corps de représentants (comme on veoit deja sur

le oBne projetant d'une courbe elliptigue), il semble domc qu'il “aille partir

d'un "pro-anneau algdbrigque sur k" & la GREENBERG [ 3 ] y Dour arriver &
définir le pro-objet G . Il est d'ailleurs concevable que dans le cas ou il

n'y a

La]

2s de corps de représentants donné, on ne trouve qu'un systéme projectif
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de groupes guasi-algsbrigues au sens de Serre, ou plut®dt guasi-locelement

- - . fa . - » - o -
slgébriques (lss groupes G, obtenus ne seront pas =n zéndrsl de type fini

=

sur k , mais seulement localement de type fini sur k) . Il est mBme possible
gu'on ne trouvera en générsl qu'une structure encors plus faible sur Pic(U) ,
du genre de celles rencentrées par NERON L[é ] dens sa thiorie de dégénérescence

des variétés abdliennes définies sur des corps locaux .

Une méthode pour attaquer le probléme, dgalement intrcduite par MUMFORD,
consiste & désingulariser X , i.e. 4 considérer un morphisme projectif bira-
tiommel Y- X avec Y régulier . Lorsque U est régulier, (i.e. 2 est un
poeint singulier isoié)}, on peut souvent trouver ¥ de telle facon gque

Y|U=VsU soit un isomorphisme . Dans ce cas, on aura donc

Pic(U) = Pic(V) =< Pic(Y)/ Im gI 3

oi I est l'ensemble des composantes irréductibles de la fibre Ya ,
(chacune de celles-ci définissant un &lément de Pic(Y) , étant un diviseur
localement principal, grice 2 Y régulier) . D'zutre part, utilisant la tech-
nique de Géométrie Formelle EGA III 4 et 5 , notamment le théoréme d'existence,

on trouve
Pic(Y) ~ 1im Pie(Y ) ,
— n

o1 Yr & Y&ikp ’ An = AJEF+T - Lorsque A admet un corps de représentants k ,

on disposs de la théorie des schémas de Picard des schémas projectifs Yn sur

k , donc on a

Pic(Ip) ~ Pic (x) .

== Jk
Cela fournit donc une construction d'un systéme projectif de groupes locale—
i : R € ; -
ment algébricues PlcYn/k/Lm Z , qui ast le systdme cherché . Dans le cas
envisagé ici, on peut d'ailleurs voir (utilisant que a est un peint

. - + - 3 ol
singulier isclé) gue les compesantes connexes des sous—-groupes images
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universelles dans ce systdme projectif forment un systime projectif essentiel-

lement constant , donc en l'eccurrence en trouve un groupe localement algébri-

que G comme solution du probleéme . Si on suppose mBme A normal de dimension
2 , slors une remarque de MUMFORD (disent gue la matrice d'intersection des
cemposantes de Y~ dans X est définie négative) implique que G est méme un
groupe elgébrique , i.e. de type fini sur k (le nombre de ses composantes
connexes étant d'silleurs é€gal au déterminant de 1a matrice d'intersection

envisagée il y a un instant) .

5i par eontre & n'est pas ume singulszrité iscléde, on se convaine sur
des exemples (avec A de dimensien 2) qu'sn trouve un systime projectif de

groupes algébrigues, ne se réduisant pas & un seul groupe algdbrique .

Une fois qu'on disposerait d'une benne notion de "schéma de Picard local"
il y sursit lieu de renfercer la notion de parafasctorizlité, en disant que

-

A est "gdométriguement parafactoriel", lorsgue non seulement A et m2me L sont

varafactoriels, mais gue le schéma de Picard loeal G{EW est le groupe tri-
vial (ce qui est plus fort, lorsgue le corps résiduel n'est pas algébriguement
cles, que de dire que G n's d'autre point raticmmel sur k gue 1'unité) .

On se rend compte de la nécessité d'une notion renforcée de parafactorialité,

en se rappelant qu'il existe des anneaux locaux complets normaux de dimension 2

qui sont facteriels, mais qui admettent des algdbres finies étales qui re le

sent pas. Un anneau local "gdométriguement factoriel" serait alors un anneau

A normal tel que tous ces lOG&liSe’S de dimension 2 soient dométrig uement
1 g= 2
-~

3

parafactoriels , ou mieux, tel que les localiséds de A soient parafactoriels | /) -

Bien entendu, il serait intéressant de trouver une "bonne! définition de ces

notions, indépendante de la théorie, encore 2 faire, des schémas de Picard locaux.
Il est en tous cas plausible gu'on sura besocin de ces noticns si on désire

cbtenir des énoncés du type suivant : Soit 4 un "bon anneau"” (par exemple

une algebre de type fini sur Z , ou sur un anneau loczl complet, par exemple

sur un corps). Soit U 1l'ensemble des x € XmSpec(A) tels que 9, . soit

(™) Pour une notion plus souple d'anneau local "

cf. Commentaires, page 24.

géométriquement factoriel",
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"géoamétriquement factoriel", alors U est ouvert 2 . Ou encore :

Scit f:X =Y un morphisme plat de type fini avee Y localement nocethérien,

soit U 1'ensemble des x € X tels que g.r_ﬂ e soit 'geométriquement

e i b i D
factoriel" , alors U est cuvert, du moins sous des conditions supplémentaires
sympathiques sur £ % . Je doute gu'avec la notion habituslle 4'anneau

factoriel, il existe des énoncéds vrais de ce type .

Nous avens soulevé ici, dans un cas particulier, la guestion de l'étude
des propridétéds gdométrigues d'anneaux locaux "variables", par sxemple les
gx’x pour x parcourant un préschéma X . Lersque X est un schéma dz type
fini sur un corps, par exemple, on sait gu'il existe sur X un systéme pro-
Jectif d'algebres finies an/k (obtenu en complétant XxKK le long de la
diagonale), dont la fibre en tout point x £ X rationnel sur k est isc=-
morphe au systéme prejectif des Q-X,x/Exn+1 . Il est alors naturel de relier
1'étude des complétés des amnesux locaux Q‘K,x y pour x variable , éﬂcelle
de la "famille alggbrigue d'anneaux locaux complets" donnée par les P, en
notant que pour tout x € X (rationnel sur k ou non), cn obtient un anneau
local complet
o

x) = lim P%(x)

P
(o P%(x) = fibre réduite Pu@p_X k(x)) . Un intér8t particulier s'attachera
x
£
par exemple & l'anneau complet assccid ainsi zu peint générique, et on s'asttendra
2 oe gue ses propriétés algébrico-géométriques (siexprimant par exemple par ses
groupes de Ficard, ou d'hemotopie, ocu d'homelegie, lccam:}, seront essentiel-
lement celles des complétds _QK 5% pour x dans un cuvert dense convenable U .
On peut, de fagen générsle, se proposer de fairs 1'dtude simultande des
anneaux locaux complets cbtenus ainsi & partir 4'un systéme projectif adique
(Pn) d'algébres finies sur un schéma donné X . Il est plausible qu'cn

trouvera, mcyennant certaines conditions de régularité (telle la platitude
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des Pn) gque les groupes d'homotopie locale previennent d'un systéme pro—
Jjectif de schémas en groupes finis sur X , et qu'on aura des résultats ana-
logues pour les groupes de Picard locaux . En ce qui concerne ces derniéres,
un premier cas intéressant qui mérite d'étre investige est celui ol on part
d'une surface algébrique X ayant des courbes singuligéres, et gqu'on se pro-
pose d'étudier les schémas de Ficard locaux en les points variables sur

celles~ci, en termes d 'un pro-schéma en groupes convensble défini sur le

lieu singulier .
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6. Commentaires (¥).

Le point de wvue de la "Cohomologie étale" des schémas et des progrds

récents dans cet

Q
o

ertains des probtlimes posés. Pour la notion de "topologis
g€tale d'un schéma", je renvoie & M. ARTIN, Grothsndieck Topologies, Harvard
University 1962 (notes mimdographides) (T ) .

Cette théorie, par ume notion plus fine de localisation que celle gus
fournit la traditionnelle "topclogie de Zarigki', sméne & asttacher un intérét

particulier aux annezux strictement locaux, i.e. les annesux locaux henséliens

& corps rdsiduesl séparablement clos. Pour tout esnmnesu local 4 de corps resi-
duel k , et toute cldture ssparable k' de k, on peut trouver un homomor-

phisme locel de A dans un anneau strictement local A! , la cldture stricte-

ment lccale de 4 , de corps résiduel k' , ayant une proprisété universelle

évidente. A' est hensélien, plat sur A, et A! ﬁhk‘: k' ;3 il est noethérien

si et seulement si A 1l'est . (Cf.loc.cit. Chap. III, section 4)(™™) . si X est
un préschéma, et x unpointde X, x' un point au-dessus de x , spectre
d'une cléture séparable k' de k=k(x) , on est zmend & définir 1'annesu
strictement local de X en x', O , comme la c¢cldture strictement locale

XKy
de 1'anneau local habituel gx < relativement & l'extension résiduells K'/X .
»

Ce sont les anneaux strictement locaux des points "géométriques" de X gui, au
point de vue de la topologie étale, sont sensés refléter les propristés loca-
les du préschéma X . Ils jouent aussi, & bien des égards, le rble qu'on faisait
Jjouer aux complétés des anneaux locaux de X (disons, en les points & corps
résiduel algdbrigquement clos), tout en restant "plus proches" de X et per-
mettant un passage plus azisé aux "points voisins".

Il y & lieu alors de reprendre un bon nombre de questions, qu'on pose

généralement pour les anneaux locaux complets (éventuellement restreints &

(¥) Rédigés en Mars 1963.
(¥%) Ou de préférence, 3 SGA 4.
(™) ou EGA 1V 18.8.

199




Exp. XIII, p. 24 195

avoir un corps résiduel algébriguement clos), pour les annesux locaux nosthériens
henséliens (resp. les anneaux strictement locaux noethériens). C'est einsi que
les problémes topologiques soulevés dans les n®s 2 et 3 , so posent plus génd—
ralement pour les anneaux strictement locaux. On psut d'ailleurs énoncer i titre
conjectural, pour les "bons" anneszux strictement locaux, certaines propridtés

de simple connexion et d'acyclicité pour les fibres géométriques du morphisme
canonique Spec(d) — Spec(4) , qui montreraient gue pour beaucoup de proprié-
tés de nature "topologique", il revient au mBme de les prouver pour 1'annesu A ¥

-

ou pour son complété A . Certains résultats obtenus déja dans cette voie E*
permettent d'espérer qu'on disposera bientdt de résultats complets dans cette

direction.

La notion de localisation étzle fournit une définition qui semble

raisormable de la notion d'anneau local "zdométriguement psrafactoriel" ou

"oéométriguement factoriel”, (dont le bescin a été signzlé dans n® 5, p. 20):
cn appellera ainsi un annesu local dont la clBture strictement locale est para-
factorielle, resp. factorielle. Des hypothdses de cette nature s'introduisent
effectivement d'une fagon naturelle dans 1'étude de la cohomologie dtale des
préschémas. Ainsi, si X est un préschéma localement ncethérien dont les
anneaux strictement locaux sont factoriels (i.e. dont les anresur locaux or-

. " N 5 . = =
dinaires sont "gdométriguement factoriels"), on montre gque les fxét, G)

sont des groupes de torsion pour i3 2 (ce qui permet parfois d'exprimer ces
groupes en termes des groupes de cohomologie & coefficients dans les groupes
g‘i des racines n.idmes de 1'unitéd), et si X est intégre de corps des
fractions ¥ , l'homcomorphisme naturel HE{th,Q#
injectif ; dss exewples montrent que ces concluéions peuvent &tre en défaut,

5
]-*—>H*(K;§h} = Br(K) est

méme pour X local, si on suppose ssulement X factoriel au lieu de géomsé—

triquement factoriel (™),

n
9
o
<
(118
£a

Concernant les problimes de type Lefschetz local et zlobal

dans 3.4, et leurs analogues en théorie des schémas, la version homologi-

1
que de ces guestions s'est considérablement clarifide, tout résultent formelle—

=2=¥1

ment de trois théorémes gémérzux : 1'un concernant 1z dimension cohomologique

(¥) e£f. M. ARTIN dans SGA & XIX.

(*®) Cf. A GROTHENDIECK. le groupe de Brauer II (Séminaire Bourbaki n® 297,

Nov. 1965), notamment 1.8 et 1.11 b)
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de certains schémas affines (resp. des espaces de Stein) , tels les schimas
affines X de type fini sur un corps algébriquement clos : leur dimension
cohomologique est g dim X ("théordme de Lefschetz affine") ™ ::' utre Jtant wus

théorsme de duslité pour lz cohomologie (i coefficients discrets) d'un morphisme

W
projectif (), enfin le dernier un théor2me de dualité locale de nature ana-

logue (HR“} . En Géométrie Algébrique, seul ce dernier n'est pas démontré au
moment d'écrire ces lignes (il 1l'est cependant en car. 0, utilisant la résolu-
tion des singularités par HIRONAKA). D'ailleurs, dans le cadre transcendant, on
dispose d&s 2 présent de la dualité globale et locale, démontrées récemment par
VERDIER. Bornons-nous & indiquer que dans l'énoncé des versions homologiques
des problémes 4.2 et 4.3 (qui désormais méritent le nom de conjectures), les

conditions "& 1'infini" a) et c) sont certainement superflues, seule £tant

importante la structure cohomclogigue locale de XY , gu'on supposera par exem—

i Loc . asument intersection onnlete 4o disensio

"

33 Je plus, ins

4.3 disons, le fait que Y soit une section hyperplané ne devrait pas jousr,
et doit pouvoir se remplacer par la seule hypothdse que X est compacte et

XY est Stein (i.e. dans le cas de la Géomdiries Algébrique , X est propre
sur k et X-Y affine ; comme nous le disions, lz version homologique de cette

SEAEHIE

conjecturs est démontrée pour les espaces algébrigues sur le corps &) | B

Dans la définition (p. 15) des TU>(X) , on doit supposer

moE

X/
ix»2. Pour i=0,1, il n'y a pas de définition raisonnable des 12".(4() s
il y a lieu de les remplacer par H];{K) et HJ]L:(J{} ; définis respectivement comme

le co-noyau et le noyau dans 1 'homomorphisme naturel

Lim HO[U—(x),Q —> lim H_ U,Z) ..

A la rigueur et pour la commodité des formulations, on pourra poser

T('?(X)—_Hi(}(} pour i ¢ 1 , sinon il faut compléter les asssrtions ultérieures

< x ; x e i & ;
concernant les M . par les assertions correspondantes pour E ,H. . Si ox
b o] L
< G- s i ; ; e ; :
est un point isold de X , il convient de poser T i{J() =0 pour i £ O ,

T:";(:{) = HJ;(X) -
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L'assertion gque les L ?(U,fﬁ soient isomorphes entre eux n'est
vraie que lorsque X n'est pas disconnecté par x au voisinage de x , i.e.
si Trf(X) =0 pour i=0,1. Dans le cas général Tritx) nz peut dési-~
gner qu'une famille de groupes, pas nécessairement isomorphes entre eux; co-
pendant 1'éeriture 75};(.‘{:} = 0 garde ua sens évident .

-

Page 15, ligne - 11, ol Je prévois que 1l'annulation des invariants
homotopiques locavg TTE(X) pour x £ Y,i £ n doit entratner la bijectivité
de R‘i(X—Y) — T?:i(x) pour i ¢ n-d , la surjectivité pour i=n-d , il
convient d'8tre prudent, faute de pouvoir disposer dans le contexte présent
(comme en Gdométrie Algébrigque) de pcints "généraux" en lesquels les cordi-
tions locales devront aussi s'sppligquer . 11 sera sans doute nécessaire,
pour cette raison, de faire appel & des invariants homotopiques locaux

relatifs

T D) = TTHERX) = dm g (U -1UnY,£(t)) pour 132 ,
(et définition ad-hoc comme ci-dessus pour i = 0,1) ,

cu T est une partie fermée de X $ o1 de suppléer & 1'zbsence de points
généraux en exprimant les hypothises sur X en termes de propridtés de

nature topelogique (pour la topologie étale) des spectres des snneaux locaux de X,
ce gui permet de récupérer des points généraux. La mBme réserve s'applique &

la généralisation des conjectures #4.2. et 4.3: au cas ou X=Y n'est pas

supposé localement une intersection compléte, généralisation suggérée dans

1'énoncé des conditions b) de ces conjectures .

Pour formuler les versions expurgdes des conjecturss 4.2. et 4.3.
suggerdes par les résultats auxquels on a fait allusion plus haut, il convient

de poser la

Définition 1 . Soit

g
o
D
E“
]
(4]
o+
(8]
o
(&)
—
o
(1]
F
Q
=
il
-
=

une partic localement

e

L
ot
= ¥
: |
™
W

X
fermeée de X, st n un entier . ©On 2st de profondcur homotopioug

i
» n le longde Y, et on derit prof hpt Y(K) >n, si pour tout x €Y,
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) Exp. XHI p. 27
I1 doit Btre gguivalent de dirs guc tour tout ouvert X' de X , et

et e T =10 (eu =XY | 'harmamerohisme ~arn

COUT x Lo =L Tl =Sl ) g L Nomomeronliame Canen

est un isomerphis= pour i ¢ n-1 , un monomeorphisme pour i=n-1 .

b 74

. Spit X wun espace analytigue complexe , 1 un entier, on dit
=N

ondsur notopigue rectifide de X est = (), s5i pour touts
ytijue localement fermée Y de X , on a

£t o .-:] PR

(x) prof htp v X > n-dim ¥

'8 - s 3 ar » - - -

kg_.blen entendu, dim ¥ désigne la dimension complexe de Y) .

I1 doit &tre dguivslent de dirz zue pour taute partie analytique

o
irréductible Y locslement fermée duns X , il sxiste une partie analytique
fermée Z da Y, de dimension ¢ dim ¥ , telle que la relation (x) soit
valable pour Y-Z au lieu dz Y . Celz permettrait par exemple dans la défi-

nition 2 de se borner au cas o Y est non singulidre .

La conjecture suivante, de nature purement topolcgigue, est dans la

nature d 'un "thféoréme de Hurewicz local" .

("th. de Hurewicz local"). Scit X un espace topologigue,

chale;gﬂf fermée, soumis au besoin & des conditions de

/o= a3
"y

genre triangulabiliié locale de la paire (X,Y)

o
¢
at
(]
P
H
m
H

r
I

2 Prvivin - x| = - S, P - i o i =
2_; . Pour ju'on ait prof ﬂkaxﬂf >, il faut et il suffit gue l'on ait

E;QEX} =0 pour idn

(on dit alors gue X est de profondeur cohomclcgiqgg‘} n le long de Y) ,

[i1]

t que les groupes fondamentaux locaux

=
L

Jars la premiére édition de ces notes, nous avions employd le terme ;3

"vraie profondeur homotopijue". Dans la présente version, nous suivons

IV 16.8.1 .
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"T,‘f‘,(x,x) = Jim T (5-UnY)
3 x

soient nuls (on di% alors que X est '"pur" 1le long de Y)

On notera que si X est un sspace analytique, Y un sous=espacs
analytique, et si X est pur le long de Y , alors pour tout x € ¥ , l'annsau
lccel gX’x » &insi que ses localisés par rapport & des idéazux premiers conte-
nant 1'idéal définissant le germe Y en x (i.e. dans 1l'image inverse Yx de
Y par Spec(gx’x) =X —>X) sont purs au sens de Exp. X ; il semble
plausible gue la réciprogue soit £galement vraie. Des remarques analogues
valent pour la profondeur cohomologique , dtant entendu gqu'on travaille avec
la topologie dtale sur les Spec(gx’x)

Lz conjecture 4.1 se géneéralise alors en la

Conjecture B ("Pureté"). Scient E un espace analytigue X une partie
presitarrrarse—d < = 1 =

analytique de E . On suppose que E est non nzuli de dimension
N en x , et que X peut se décrire par o gquations analytiques =zu

veisinage de tout point. Alors la profondeur homotopigue rectifise de X

est ;; H—p.

En particulier, une intersection complite locale de dimension n

en Ttoul point seraiti de profondeur homotopicue rectifide 2 n , ce gui n'est

autre que la conjecture 4.1.

Les conjectures 4.2. et 4.3. se généralisent respectivement en :

Conjecture C ("Lefschetz local") . Soient X un espace analytigue, Y

une partie analytiyue Termdée, x un peoint de

et
i

Y
tein au voisinage de =x (par exemple Y défini par ur
n

=
%), et que X-Y est de profondeur homotopigue rectifide >

de x (par exemple, est en tout point de X-Y veoisin de X, Une intersecticn

complete de :imension.; n y ¢f. conjecture B).

TCi(Y} —3TC ’.:(x}

est un isomorphisme pour 1 & n—=1 , un épimorphisme pour i=n-1 .
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est un isomorphisme pour i ¢ n-l1, un épimorphisme pour di=mn-1 .

Hemarque : Lorsjue, dans les érnoncés C et U sy On remplace 1
jue X-Y est Stein par l'hypothdse jue X-Y est réunion de ¢
Stein (qui Jouera le réle d'une hypoth®se de "concavits! tovoleogique) , les

conclusions doivent &tre modifides simplement en ¥ remplagant n par n-e .
Explicitons pour finir, dans le "ecas global" D , la conjecture

concernant le groupe fordemental (obtenue en faisant n=3) 1

- " o SRS R o .
Conjecture bL'(Lefschetz global pour sroupe fondamental). Soient X wun

T

complexes, I wune partie analy-—

Jupposons de plus les conditiens

(i) Pour tout x €U, 1le groupe fondamental local TE‘;(K,x) est

nul (i.e. X est "pur en x") 3 ou ssulement 1'anneau local 9y . est pur.
S ¥

(ii) Les anneaux locaux des points de U sont 'conmexes en

dimension W.a"
B

(1ii) Les anneaux locaux des points de U sont de dimension 3 3 .

Sous ces corditions, pour tout x & ¥ s 1l'homomorphisme

1?1 (¥,x) — ﬁl (X, x)
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est un isomorphisme (et TE'E':Y,;C) -—)'.‘I‘al:?{,x) un épimorphisme) .

On notera que les conditions locales (i) (ii) (iii) swr U sont
satisfaites si U est localement intersection compléte de dimension -3 3 .
Du point de vue de la Géométrie Algébrigue, (lorsqgue U provient d'un

chéma, encore noté U) , les conditions (i) % (iii) correspordent & des

S
- . % 5y i = Xy " x 7
hypothéses sur les invariants locaux Ir. (U) savoir TC.(U) = 0 pour
i ¢ ? 4 &
i ¢ 3 - deatrk(x)/x , pour les points x tels que 1'on 2it respectivement

201

¥ £ - - s . - - T - 3 ! .y
deg.tr.k(x)/k = 0,1,2 . La condition globale sur U (U Stein) sera satisfaite

si X est projective et Y une section hypesrplane .
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Exposé XIV

PROFONDEUR ET THEOREMES DE LEFSCHETZ EN COHOMOLOGIE ETALE

par Mme M. Raynaud (™)

Au n®l, nous définissons une notion de "profondeur étale" qui est

1'analogue en cochomologie &tale de la notion de profondeur étudiée dans IIT,
en cohomologie des faisceaux cohérents. Apr2s une partie technique, nous
démontrons au n°4 des "théordmes de Lefschetz", le théoréme central &tant
4.2, Soient X un schéma, Y une partie fermée de X, U 1'ouvert complémen-
taire X - Y et F un faisceau abélien sur X, pour la topclogie é&tale ;

d'une mani2re générale le but des théor2mes de Lefschetz est de montrer

que, si F satisfait & certaines conditions locales sur U, exptimables

en termes de profondeur étale aux points de U, alors, sous certaines
conditions supplémentaires de nature globale sur U (par exemple U affine),

1'application naturelle des groupes de cohomologie étale
i i
H™(X,F) —> H (Y,F|Y)

est un isomorphisme pour des wvaleurs i< n, oll n est un certain entier
explicité. En prenant pour F un faisceau constant, on obtient ainsi des
conditions pour que1To(X) soit égal a1T;(Y) et des conditions pour que

les groupes fondamentaux rendus abéliens de X et Y soient les mémes. Au
n®5, l'introduction d'une notion de "profondeur géométrigue'" permet de
donner des cas particuliers utiles des théor2mea de Lefschetz (5.7). Eanfin,
au n°6, nous signalons quelques conjectures, concernant notamment des

variantes ''mon commutatives' des théor2mes obtenus.

(H) D'aprés des notes inédites de A. Grothendieck.
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1. Profondeur cohomologique et homotopique.

1.0. Fixons les notations suivantes. Soient X un schéma (7)), ¥
une partie fermée de X, U 1'ouvert complémentaire et i: Y=¥-U = X 1'im-
mersion cancnique. Scient E; le foncteur qui, & un faisceau abélien
sur X, fait correspondre le "faisceau des sections 2 support dans Y,
c'est-a-dire I} = iui'r (cf. SGA & IV 3.8 et VIII 6.6) et I} le foncteur
I‘.;; (ot T' est le foncteur "sections globales"). Considérons la caté-
gorie dérivée D+(x) et le foncteur dérivé RI} (resp. RI; ) de [&
(resp. de I*Y) (cf. [3]). Etant donné un complexe de faisceaux abéliens
F sur X, a degrés bornés inférieurement, on peut le considérer comme
un élément de D+(X} ; nous noterons alors ES(F) le p-i2me faisceau de
cchomologie de RE}(F) et H$(X,F) le p-iéme groupe de cohomologie de
RI}(F). Les résultats de (SGA 4 V 4.3 et 4.4) s'Stendent trivialement

p p
a EY(F'} et HY(J{,F}.

Proposition 1.1. Soient X un schéma, Y une partie fermée de X, U 1'ou-

vert complémentaire et i : U —> X 1'immersion canonique. Désignons par

F. so0it un faisceau d'ensembles sur X, soit un faisceau en groupes sur X,

soit un complexe de faisceaux abéliens sur X, 2 decrés bornés inférieu-

rement. Fixons les notations suivantes : si X' —> X est un morphisme,

U' et F' désignent les images inverses de U et F sur X' ; par ailleurs,

si y est un point géométrigues de X, X désigne le localisé strict de X

eny et U et F les images inverses de U et F dans X.

(™) Conformément & la nouvelle terminologie (cf. ré&édition de EGA I),

nous appelerons ici "schéma" ¢e qui &tait appelé précédemment

"préschéma' ct "schéma séparé" ce qui était appelé "schéma'.
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1°) Soient F un faisceau d'ensembles sur X et n un entier¢ 2 ;

alors les conditions suivantes sont équivalentes

(i) le morphisme canonique

F ———ﬁbixi ¥

est injectif si nmy 1, bijectif si n 3 2.

(ii) Pour tout schéma X' &tale au-dessus de X, le morphisme cano-

B2(x' ,F') — #%u' ,F')

est injectif si n3 1, bijectif si n}2.

Supposons de plus 1'ouvert U rétrocompact dans X ; alors les con-

ditions précédentcs sont équivalentes & la suivante :

(iii) Pour tout point géométrique y de Y, le morphisme canonigue

HUR,F) —> a™(0.,F)

est Iinjectif si n31l, et bijectif si n 22,

2°) Soient F un faisceau &n groupes sur X et n un entier 3 ;

alors les conditions suivantes sont &guivalentes :

(i) Le morphisme canonique

| it F

ast injectif si m 1, bijectif si n32, et si n33. en plus des conditions

1

précéddontes, le faisceau d'ensembles pointés R

o T
i (i"F) est nul.
55 £st _nul

(ii) Pour tout schéma X' étale au-dessus de X, le morphisme cano-

nique

Ho(x' ,F') —> u°u' ,F")
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206 Exp. XIV, p. 4

est injectif si n 31, bijectif sin >2, 2t de plus le morphisme canonique

Hl(X'F‘) —> Hl(U' ,F')

est injectif si n 32, bijectif si n )} 3.

(ii bis) Identique a (ii), sauf dans le cas n = 2 ot 1'on suppose

seulement HO(X',F') —> HP(U',F') bijectif.

Supposons de plus U rétrocompact dans X ; alors les conditions pré-

cédentes sont aussi &quivalentes 3 la suivante :

(iii) Pour tout point géométrique ; de Y, le morphisme canonique

B, F) —> u(F,F)

est injectif si nyl, bijectif si n )2 ; enfin si n >3, en plus des con-

ditions précédentes, Hl(ﬁ,f) est nul.

3°) Socient F un complexe de faisceaux abéliens, & degrés bornés

inférieurement et n un entier ; alors les conditions suivantes sont &dqui-

valentes

(1) On a HU(F) = O pour p<n (cf. 1.0).

(i1) Pour tout schéma X' é&tale au-dessus de X, le morphisme cancnigue

BP (X', P )— WP (U ,F")

est bijectif pour p< n-1, injectif pour p = n-1.

Supposons U rétrocompact dans X, alors les conditions qui précs-

dent scnt aussi équivalentes 3 la suivante :

(iii) Pour tout point géométrique ¥y de Y, le morphisme cancnique

wP(%,F) — 5P(T,5)

est bijectif pour pg n-1, injectif pour p = n-1.
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Dans le cas ot F est un faisceau abélien et n»2, les conditioms

(1) et (ii) sont aussi équivalentes 2 la suivante

(ii bis) Pour tout schéma X' &tale au-dessus de X, le morphisme

canonique
HP(X' ,F') —> HP(U',F')

est bijectif pour p< n-1.

Démonstration.

1%) I1 est clair que (i) &> (ii). Montrons que, si U est rétrocom-
pact dans X, (1)¢:;{iii}A En effet, (i) équivaut 2 dire que, pour tout
point géométrique y de X, le morphisme F_ —> (ini“F)_ est injectif
si n1 et bijectif si ng2 (SGA 4 VIII g.&). Comme cz morphisme est de
toutes fagons bijectif lorsque y est un point géométrique de U, on peut
se borner aux points géométriques v de Y. Or il rdsulte du fait que i

est quasi-compact et de (SGA 4 VIII 5.3) que le morphisme

F —> (ixi’i:)_
v y

s'identifie canoniquement au morphisme
HY(X,F) —» v%(T,F) ,
d'ou 1'équivalence de (i) et (iii).

2%) (1) ::}(ii). les assertions sur le H® résultent de 1°). Soit
alors i' 1"immersion canonique de U' dans X' ; les assertions sur le

I-I1 résultent de 1la suite exacte (SGA 4 XII 3.2)

o0 — ul(x ,1;1"-‘%“) — ulq,Fn) —}Ho(x',Rli_'i(i'xF')).
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(ii bis)=p (i). D'apreés 1°), il suffit de montrer que, pour n 33,

- 1, LH . .
on a Rli (i®%F) = 0. or ® :Lx(lh?) est le faisceau associé au préfaisceau

X' > HL(I" ,F'), c'est-a-dire, par hypothése, le faisceau associé au
préfaisczau X' —> Hl(}(‘ ,F'), lequel est nul.

(i) (iii). Tenant compte de 1°), la seule chose qui reste 2
voir est que la relation Rliq(iHF) = 0 &quivaut au fait que Hl(ﬁ,f) =0

pour tout point gdéomé&trigue § de Y. Comme Rli“(ikf‘) est nul hors de Y,

il revient au m&me de dire que Rliﬂ(i“?} = 0 ou que (Rlix( imf‘))_ =0
e ¥
pour tout point géométrique y de Y. I1 suffit alors de noter gque, i &tant

Hl(ﬁ,f) (SGA & VIII 5.3).

I

quasi-compact, on a (Rli*(iﬁF))_
‘ ¥
39 (i)__—_>(ii). Soit X' un schfma étale au-dessus de X ; on a

la suite exacte (SGA & V 4.5)
(%) —> Hp, (X', F') —> rP(xL2") > aPw,F) —
donc (ii} équivaut & }@,(X' ,F') = 0 pour p<n et pour tout schéma X'
étale au-dessus de ¥. Considérons alors la suite spectrale
ERY = P(x! HI(F)) =3 uT,(%',7') ;

par hypothése, _}_(g(F} = 0 pour q¢ n, d'ol qu = 0 pour p+gq <n et par suite
}pr,(x‘,f-") = 0 pour p<n.

(ii) = (1). Le faisceau _l-_LP,(F) est associd au préfaisceau
i

X' EL?,(K',F') ; comme on a déja remarqué que (ii) équivaut 2 la rela-

>

tion Hi,r:,(){' sF') 0 pour p<n et pour tout schéma X' &tale au-dessus X.

on a bien _lf_IS(F) = O pour p(mn.

(i)@ (iii). Les faisceaux E_‘Yj(F) sont concentrés sur Y : par
suite il revient au méme de dire que EE(F) = 0 ou de dire que, pour
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tout point géométrique y de Y, la fibre (EE(F))_ est nulle. Or, i étant
y

quasi-compact, on déduit de (SGA 4 VIII 5.2) que l'on a (_P_!g(f‘))_ = Hf(i,f‘}.
b ¥
L'équivalence de (i) et (iii) en résulte, compte tenu de 1'amalogue sur
¥ de la suite exacte (x).
(ii bis) %(ii} dans le cas ot F est un faisceau abé&lien. La
seule chose qui reste & montrer est que E;Fl(F) = 0. Or, pour n> 23
le faisceau 113_1(?) est associé au préfaisceau
X! '—?Hnuz'(U',F') = HD_Z(X‘ ,F') donc est bien nul. Le cas n = 2 résulte

ps 1
du fait gque EY(F) est le conovau du morphisme F —> iHi"'F.

D&finition 1.2. Les notations scnt celles de 1.1. On dit que F est de

Y-profondeur étale 3 n et on Scrit
p
pron(F. 2n

si F satisfait aux conditions &quivalentes (i) et (ii) de 1.1. Si F est

un complexe de faisceaux abéliens, on appelle Y-profondeur é&tale de F

la borne supérieure des n pour lesquels pron(F);n ; on utilisera la

méme notation si F est un faisccau d'ensembles resp. de groupes non

nécessairement commtatifs (de sorte gqu'on a alors Og_prch(F)\( 2 resp.

inrofv(F)$3, lorsque le contexte ne permet pas de confusion sur celle

des trois variantes envisagées icl gu'on utilisc),

Si L est un ensemble de nombres premiers, on dit que X est de

Y-profondsur &tale pour L jn et on écrit
L
pron(}’.) > n

si, pour tout faisceau constant de la forme Z/LZ avec €L, on a
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prafY(Z/iz} z n. On définit de fagon évidente la Y-profondeur érale pour

L de X. Si L = P, ensemble de touc les nombres premiers, et s'il n'y a

pas de risque de confusion avec la notation de (EGA IV 5.7.1) (relative

au cas ol F = Gk), on omet L dans la notation ; sinon on écrit prof étY(x}.

Enfin on dit que X est de Y-profondeur homotopique pour & 2 3 et

on écrit

prof hop%(K) =3

si, pour tout faisceau de L-groupes constant fini F sur X, on a

pron(F) 2 3. 81 L = P, on omet L dans la notation.

Corollaire 1.3. Sous les conditions de 1.1, Ei_pron(F} = n, aleors, pour

tout fermé Z de Y, on a
profz(F) = n.

Faisons par exemple le raisonnement dans le cas ol F east un com-
plexe de faisceaux abéliens & degrés bornés inférieurement. On utilise
1.1 3°) (ii). Soit V=X - Z et considérons, pour tout entier p, la

suite de morphismes
wP(x,F) 5 #P(v,F) SuP(u,F).

Par hypothése g et f£.g sont bijectifs pour p < n-1 et injectifs pour
p = n=1 ; il en est donc de m2me de f. Comme le raisonnement est vala-

ble quand on remplace X par un schéma X' étale au-dessus de X, ceci

démontre 1.3.

Corollaire 1.4, Les notations sont celles de 1.1 2°). Si X' est un schéma
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sur X, notons $' le foncteur qui fait correspondre 3 un rev@tement &tale

de X' sa restriction a U', et @%, le foncteur qui fait correspondre 3

3
un torseur ( ) sous F' sa restriction 3 U'. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) On a profy(?) = 1 (resp. prafY(F) > 2, resp. pron(F) >3 ).

(ii) Pour tout schéma X' étale au-dessus de X, le foncteur Q'F,

est fid2le (resp. pleinement fidele, resp. une &quivalence de catégories).

En particulier, pour que l'on ait pron(X) = 1 (resp. pron(K) =2,

resp. prof hop,(X) > 3), il faut et il suffit que le foncteur &' soit
xesp v

fidele (resp. pleinement fid2le, resp. une €quivalence de catégorie).

Cela résulte en effet de 1.1 2°) (ii), compte tenu de 1'interpréta-
tion de Hl(x‘,F') comme l'ensemble des classes (mod. isomorphismes) de
torseurs sous F' (SGA & VII 2), ct des reviétements étales Z de degré n
d'un schéma comme associés 2 des revBtements principaux galoisiens de
groupe le groupe symétrique G’n, 4 Z étant associé le revEtement

Isomxtzc.z), ol Z, est le revétement trivial de X de degré n.

Corollaire 1.5. Sous les conditions de 1.1 3°), supposons que 1'on ait

pron(F) >n ; alors on a

Hy (X, F) =< B (X, B0(F)) .

Le corcllaire résulte de la suite spectrale

P9 _ P q g
E2 = H (K,EY(F)) = H.Y()s,F)

En effet on a par hypothise qu = 0 pour g < n, d'olr il résulte que
|
Ho(X,F) = EJ7 = HO (X, Hy(F))

() i.e. un "fibré principal homogsne" dans une ancienne terminclogie.

e EEEEEEE—

216




- Exp. XIV, p.

Remarques 1.6,

a) La notion de Y-profondeur, sous la forme des conditions équi-
valentes (i) et (ii) de 1.1, a un sens pour n'importe quel site. Dans
le cas particulier ol X est un schéma localement nocethérien, muni de la
topologie de Zariski, et F un faisceau de Uk-modules cohérent, on trouve
la notion usuelle de Y-profondeur comme borne inférieure des profondeurs
aux points de ¥ (IIL).

b) Pour n £ 2, la notion de Y-profondeur étale de X est indépen-—
dante de L. Pour n = 1, elle signifie simplement que U est dense dans
X. En effet cette condition est nécessaire pour que 1'on ait pron(F) =1
et elle est aussi suffisante car on peut supposer X réduit, cas dans
lequel la condition U dense dans X se conserve par changement de base
étale (EGA IV 11.10.5) (ii) b)). S5i U est rétrocompact dans X, la re-
lation pron(X) > 1 équivaut aussi a dire que Y ne contient aucun point

maximal de X (EGA I 6.6.5). Pour n

2 et U rétrocompact dans X, la con-
dition pron(X) > 2 équivaut au fait que, pour tout point géométrigue y
de ¥, U est connexe non vide, c'est-a-dire que " Y ne disconnecte pas
X, localement pour la topologie étale".

c) Si X est de Y-profondeur 2 n pour K& et U rétrocompact dans X,
alors pour tout faisceau abélien localement constant de L-torsion F sur
X, on a pron(F) 2 n. En effet, la propriété pron(F) > n étant locale
pour la topologie étale, on peut supposer F constant ; alors F est li-
mite inductive filtrante de faisceaux sommes finies de faisceaux de la
forme Z/me, ot m est un entier > 0 et p € L. En utilisant 1.1 (iii)

et (SGA 4 VII 3.3), on voit que 1l'on peut se ramener au cas ol F = W/pmz,
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puis, par récurrence sur m, au cas ol F = Z/pZ pour lequel 1'assertion
résulte de la définition.

d) D'aprés 1.4, si l'on a pron(K) 2 3, le couple (X,Y) est pur
au sens de X 3.1, En fait les couples purs que 1'on rencontre dans
la pratique (cf. X 3.4) satisfont 2 la condition plus forte de profon-
deur homotopique > 3, et cette notion peut donc se substituer avan-.
tageusement A celle de couple pur.

e) Soient F un complexe de faisceaux abéliens et T(F) le com-
plexe obtenu en appliquant 3 F 1le foncteur translation ([3]) ; alors

on a évidemment
pron(T(F)) = Pron(F) -1 .

f) Signalons que les travaux récents d'Artin-Mazur ([1]) permettent
de définir la notion de profondeur homotopique » n, quel que soit 1'entier
n (pas seulement si n > 3),

2) Sous les conditions de 1.1 3°), pour que l'on ait prof (F) = =,
il faut et il suffit que 1l'on ait F Ri*(i*F) dans D (X). En effet,
les ﬁE{FJ sont les faisceaux de cohomologie du cdne ( = mapping cylinder)

3
du morphisme canonique F— Ri i (F).

Définition 1.7. Soient X wun schéma, x un point de X, x un point géo-

métrique au-dessus de x et X le localisé strict de X en x. Comme

précédemment F désigne, soit un faisceau d'ensembles sur ¥, soit

un faisceau en groupes sur X, soit un complexe de faisceaux abéliens

sur X & degrés bornés inférieurement, F son image inverse sur <

et L un ensemble de nombres premiers. On dit que F est dz profondeur
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£tale > n au point x (resp. que la profondeur étale pour L de X en
x est 2 n, resp. que la profondeur homotopique pour 1L de X en x

. L
est > 3) et l'on écrit profx(F) > n (resp. profx(X) = n,

resp., prof hog&{x) 23 ) e8i l'on a profﬁ (F) > n (resp. prcf:(i) > n,
= T
resp., prof boﬁt{XJ > 3). On définit de fagon évidente 1'entier prof;(X) et, si
X
F est un complexe de faisceaux ab&liens, 1'entier prof (F). 8i 1 est

l'ensemble de tous les nombres premiers, on omet I dans la notation

prof:(x), sauf s'il y a risque de confusion avec la notation de (EGA IV

5.7.1), auquel cas on écrit prof étx(x).

On a alors la caractérisation ponctuelle suivante de la profondeur

Théorgme 1.8, Soient X un schéma, Y une partie fermée de X telle

que l'ouvert U =X - Y soit rétrocompact dans X. Si F est, soit

un faisceau d'ensembles sur X, soit un faisceau en groupes sur X, soit

un complexe de faisceaux abéliens sur X 2 degrés bornés inférieurement F

alors on a

proEY(F) = Inf prof (F)
yE€Y d

1.8.1. Montrons d'abord que, pour tout point y de Y, on a l'inéga-

licé profy(F) > prof (F). Soient en effet y un point géométrique

au-dessus de y, X 1le localisé strict de X en y, F et ¥ les

images inverses de F et Y sur X. On a d'apreés 1.7 et 1.3

profy(F) = prof_(F) > prcf_(f) > pron(F) .
¥ Y

la derni2re inégalité utilisant 1'hypothese " U retrocompact ", via les
conditions (iii) dans 1.1 et la transitivité dans la formation des loca-

lisés stricts.
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1.8.2. Inversement supposons que, pour tout point y de Y, on ait

profy(Y) 2n ( n entier) et montrons que l'on a alors pron(F) > n.
Rappelons d'abord les résultats bien connus suivants (SCA & VITIT)

Lemme 1.8,2,1. Scient X un schéma, F un faisceau d'ensembles sur X

(resp. G—> F un monomorphisme de faisceaux d'ensembles sur X ). Aloers,

pour que deux sections s et s' de F cofncident (resp. pour qu'une

section s de F provienne d'une section de G), il faut et il suffit

qu'il en soit ainsi localement. En particulier, si s et s' sont deux

sections de F, il existe un plus grand ouvert V de X sur lequel

elles coincident (resp. si s est une section de F sur X, il existe

un plus grand ouvert V de X tel que s]V provienne d'une section

de G sur V), Cet ouvert est aussi 1'ensemble des points x de X

tels que, désignant par X un point péométrique au-dessus de x, les
sections s et s' aient mSme image dans laz fibre F (resp. que
x
l'image de s dans F_ provienne d'un é€lément de G ).
b4 x

Revenons & la démonstration ds 1.8.
1°) Cas ot F est un faisceau d'ensembles, Si n = 1, il suffic

de montrer que le morphisme canonique
H°(X,F) = EB°(9,F)

est injectif, le résultat s'appliquant encore quand on remplace X pear
un schéma &tale au-dessus de X. Soient = et s' deux sections de
F au-dessus de X qui ont méme image dans H'(U,F) et soit V le plus

rand ouvert au-dessus duquel elles sont égales : on a &videment V=i,
g H

Supposons V # X et scient y un point maximal de X - V, ‘¥ un peoint
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géométrique au-dessus de y, X le localisé strict de X en 5 et V

et F les images inverses de V et F sur %. D'aprés le choix de
g P

<)

y, ona X -y =7 et par hypothése, le morphisme

Ho(X,F) » 8%(X-5,F) = 8%(7,9)
est injectif, Il en résulte que s et s' cofncident au point vy, ce

qui est absurde. Si =n = 2, il suffit de montrer, compte tenu de ce qui

précéde, que le morphisme
2%
H(X,F) > BO(U,F) = BO(X, 1,4 F)

est surjectif (ol i est 1'immersion canonique de U dans X). Soient

£ wune section de i*i*F au-dessus de X et V le plus grand ouvert au-dessus
duguel elle provient d'une section de F. Supposons V # X et soit y

un point maximal de X - V ; avec les notations précédentes, il résulte

de 1'hypoth&se que le morphisme canonique

HO(X,F) > 1%(X-5,F) = 8%, F)
est bijectif ; par suite s!ﬁ se prolonge au point ¥y, ce gqui est absurde

et acheve la démonstration dans le cas 1°) .

2°) Cas oli F est un faisceau en groupes. Compte tenu de 1%), 1la
seule chose qui reste 2 montrer est que, dans le cas n = 3, le merphisme

1

¥*
H (X,F) = H (X,i i F}—>> Hl(U,F}

est bijectif. On sait déja qu’'il est injectif grice 2 1°) et a 1.1 2°)
(ii bis). Pour la surjectivité, on utilise la suite exacte (SGA & XIT 3.2)

0 = Hi(X,i,i' F) = H(U,F) > HO(X,Rli{_{i‘*F)} .

Soient s £ HI(U,F) et VDU le plus grand ouvert au-dessus dugquel
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d(s) = 0 ; c'est aussi le plus grand ouvert tel que s provienne d'un
élément de HI(V,F). Supposons V # X et soit y un point maximal de
X -V ; si X est le localisé strict de X en un point géom“trique ¥
eu-dessus de y, on a, avec des notations évidentes, la suite exacte

0> BEIEP » v@,H S w°& L)
Comme i : U—> X est un quasi-compact, Rli*(fﬂf) est 1'image inverse
de Rli*{i*FJ par le morphisme X —> X, d'oi Ho(i,le*(i*?J) = (Rli*(i%F))_

¥
Par hypoth2se et vu que ¥y € Y, le morphisme

(X, 5 - a(v,5
est bijectif. L'image s de s dans Hl(ﬁ,ﬁ) , qui se prolonge &2 ¥V par
définition de V, se prolonge donc aussi 3 X ; il en résulte que d(s) = 0
*
donc 1'image de d(s) dans la fibre géométrique {Rli*(i F))_ est nulle ;

¥
mais ceci contredit la définition de V, d'ol le cas 2°¢).

3*) Cas ot F est un complexe de faisceaux abéliens, 2 degrés bornés
inférieurement, On raisonne par ré&currence sur n. La conclusion est satis-
faite pour n assez petit, puisque F est 3 degrés bornés inférieurement,
Supposons done que pron(F) > n-1 et montrons que 1'on pron(F) >n,
sachant que, pour tout point y de ¥, on a prcfy(F) 2 n. Il suffit de

voir que le morphisme canonique

(*) i 2(x,5) = 5 2(u,F)
est surjectif et que

(#) i, m o 87,

est injectif (le résultat s'appliquant quand on remplace X par un schéma
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étale au-dessus de X).
a) Surjectivité de (%), La démonstration est analogue 2 celle de
2°). Compte tenu de 1.5 et de (SGA 4 V 4.5), on a la suite exacte

2, r) — 1" 2w,r S Hy “(X,F) = o, BTN (E))

Seit s € Hn_sz,F) et VDU 1le plus grand ouvert au-dessus duguel
d(s) = 0, lequel est aussi le plus grand ouvert tel que s se prolonge
a Hn_z(V,F). Supposons V # X et scient y un point maximal de X - V
et X le localisé strict de X en un point géométrique y au-dessus
de y. Comme i : U —» X est quasi-compact, la formation de g;-I(F)

commute au changement de base X — X et 1l'on a donc (avec des notations

évidentes) la suite exacte
P R~ | oy e =
TR o 1MAE,H S et E B =@ e
¥ Yy
la derni2re é&galité résultant de 1'hypoth2se de rétrocompacité sur U.

Or on a a hypothése l'isomorphisme

b -

RE2C (0,5 ;

&, F 3 8" 4(R-5,F) = BT
par suite l'image s de s dans Hn_z(ﬁ,ﬁ), qui se prolonge (par défi-
nition de V ) 2 Hn_zfﬁ,f}, se prolonge aussi 2 Hn_z(f,?) ; mais ceci
montre que d(s) = 0, c'est--dire que d(s) est nulle en ¥, ce qui est
absurde.

b) Injectivité de (¥**), En utilisant la surjectivité de (*¥), on

obtient la suite exacte
o n-1 n-1 n-1
0 = H (x,gy (F)) = H "(X,F) = H (U,F)

et il faut montrer que tout &lément s € HO(X,E;_I(F)} est nul. Soit
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V le plus grand ouvert au-dessus duquel s = 0. Supposons que l'on ait
V # X et soient y un point maximal de X - V , X un localisé strict
de X en un point géométrique vy au-dessus de y, On a, par hypothése
de récurrence et par 1.8.1, la relation prof (F) > pron(F) > n-1, d'ol

¥
le fait que 1l'application e du diagramme qui suit est injective :

BEETHE)D = @) S ENE D S e iE D
¥ y

I1 en est de méme de f en vertu de 1'hypothése ; l'égalité de gauche
résulte de 1'hypoth2se de rétrocompacité sur U. Soit s 1'image de
s dans (Eg"l(F})_ ; comme s s'annule au-dessus de V, on a f.e(s) = 0O,

- ¥
d'ot 8 = 0, ce qui contredit le choix de y et achive la démonstration.

Remarque 1.9, Un résultat analogue 2 1.8 est sans doute wvalable dans

le cas ol 1'on remplace le topos étale d'un schéma X par un " topos
localement de type fini ", c'est-a-dire définissable par unm site loca-
lement de type fini (SGA 4 VI 1.1). Pour le voir, il faut utiliser un
résultat de P. Deligne (S5GA 4 XVII ), affirmant qu'il y a " suffisam-

ment de foncteurs fibres " dams un tel topos.

Nous allons déduire de 1.8 des cas importants ot 1'on peut déter-

miner la profondeur étale,

Théoréme 1.10. {(Théoréme de semi-pureté cohomologique). Désignons par X,

soit un schéma lisse sur un corps k, soit un schéma régulier excellent

(EGA IV 7.8.2) de caractéristique nulle (N.B. si 1'on admet la résolu-

tion des singularités au sens de (SGA 4 XIX), il suffit de supposer,

plus généralement, que X est un schéma régulier excellent d'égale
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caractéristique). Soient Y une partie fermée de X et 1 1'ensemble

des nombres premiers distincts de 1la caractéristique de X, Alors on a

profiix) = 2 codim(Y,X) .

Démonstration. Il résulte de 1.8 que l'on a

prof&(x) = Inf prof (X)
yEY ¥

Comme d'autre part codim(Y,X) = Inf dim Uk y* ©On est ramené 3 montrer cus
yEY y

jin
f(X) =2 dim Q@
pro y( ) oG o

ce qui résulte de (SGA 4 XVI 3.7 et XIX 3.2).

Théor2me 1.11. (Théor2me de pureté homotopique). S5i X est un schéma

localement noethérien qui est régulier (resp. dont les anneaux locaux

sont des intersections compl2tes), Y une partie fermée de X telle

que codim(Y,X) > 2 (resp. codim(Y,X) > 3), alors on a
prof hopY(XJ =3 .,

Il résulte en effet de 1.8 que 1'on a prof hcpY(XJ = Inf prof hopy(X}.
yEY
Or les anneaux strictement locaux de X aux différents points de Y sont
des anneaux réguliers de dimension 2 2 (resp. d'intersection compléte

et de dimension 3 3), Il résulte alors du thé&orzme de pureté X 3.4 que

prof hopy{X) > 3, ce qui démontre le théoréme.

Exemple 1.12, Soient X wun schéma localement noethérien, Y wune partie
fermée de X et n =1 ou 2. Alors, si 1'on a pron(Gk) >n (pron(Uk)
désignant la Y-profondeur au sens des faisceaux cohérents (cf. 1.6 a) ),

on a aussi pron(XJ >n ; c'est évident pour n = 1 et, pour n = 2, cela
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n'est autre que le théor2me de Hartshorne (III 1). Par contre 1'assertion
analogue est fausse pour m > 3. Prenons par exemple un espace affine de
dimension >z 3 sur un corps de caractéristique # 2 et faisons opérer le
groupe Z/2Z par symétrie par rapport 4 l'origine. Soient X 1le quotient
et Y = {x} l'image de l'origine dans X. Alors dx,x est un anneau de
Cohen-Macaulay, donc on a profxtck) > 3 ; mais l'espace affine privé

de l'origine est un revétement é&tale de X - [x} qui ne se prolonge

pas en un revétement €tale de X ; donec on a d'aprés 1.4 pron(X) = 2.

Le théoréme suivant est 1'analogue de (EGA IV 6.3.1)¢

Théoréme 1.13. Soient f : X=» S un morphisme de schémas, Y une partie

fermée de X, Z une partie fermée de S, telles que f(¥)C Z. On sup-

pose que les anneaux locaux de X aux différents points de Y sont

noethériens et que les ouverts X - Y et S - Z sont rétrocompacts dans

X et S5 respectivement, Soient p, g, r des entiers tels que p > -r,

q >0, T un ensemble de nombres premiers et F un complexe de faisceaux

i
abéliens de IL-torsiom sur S, tel que les faisceaux de cohomologie H (F)

soient nuls pour i & -r. On suppose que

a) Le morphisme f est localement (p+g+r-2)-acyclique pour E

(SGA 4 XV 1.11).

b) On a
pron(F) >P .

c) Pour tout point s de Z, on a

226




557 Exp. XIV, p. 20

Alors on a
pro:‘Y(f :I—'} 2 ptd

Nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 1.13.1. Soient L un ensemble de nombres premiers, n et r des

entiers, £ : X—> 5 un morphisme localement mn-acyclique pour L. Soient

F un complexe de faisceaux abéliens, & faisceaux de cohomologie de

L-torsion, tel que _El(F) =0 pour i ¢ -r, Z une partie fermée de

5 telle que 5 - Z soit rétrocompact dans S et T = f“ltz)_ Alors

le morphisme canonique

13 i i #
£ (H,(F)) = B (£7F)

est bijectif pour 1 < n-r+2 et injectif pour i = n-r+2.

Posons U =5 -2 et V=X - T, de sorte que l'on a le carré

cartésien

v & v
K it
X -3 8

Considérons le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes

#4 % i 3 i 25
=2 £ (H,(F)) > £ (H(F)) = £ (H(Rj (i F)) —
{ A1 4
: N, (O i # %
= H(EF) = HGEF) D HRk(kEF) = ;

il en résulte que l'on est ramené 3 montrer que le morphisme

£ (M (R1, (1)) = BERR, (K £ T))
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est bijectif pour 1 < n-r+l1l et injectif pour 1 = n-r+l. Or un tel
morphisme provient du morphisme suivant entre suites spectrales d'hyper-

cohomologie

£ (2 = £ (&Pl M) = £1@ (R, G Y

l Y

Comme j est quasi-compact, il résulte de (SGA 4 XV 1.10) que le mor-
i+

phisme f (qu) - EéPq est bijectif pour p € n et injectif pour

p = ntl ; en particulier il est bijectif pour p+q < n-r et injectif

pour p+q = n-r+l. La conclusion en résulte aussit8t.

Revenons 2 la démonstratfon de 1.13. Soit T = £ 1(2Z). D'aprés
1.13.1 et la condition a), le morphisme canonique f*(gé(F))-—% E;(f*F}
est un isomorphisme pour i & p+q. Il résulte donc de b) que g;(f*F) =0
pour i < p et, pour i < p+q, E;{E*F) restreint 3 T est 1l'image

inverse d'un faisceau G sur Z. Soit

fT : T —>2

la restriction de £ 2 T, Il résulte alors de c) et du corollaire qui
T
suit que g%(fT(Gi)) =0 pour j < q. On en conclut que
5 S
ﬁ%(ﬂ;(f F)) =0 pour i + j < piq ,
i ++
car 1'inégalité i+j < p+g entraine ou bien i < p et alors gf;(f F) =0,

*
ou bien j < q et alors Eg(ﬂ;(f F)) = 0. Etant donné que l'on a, avec

les notations de 1.0, I} = 2}.;} ; on a la suite spectrale

(1.13.2) et = malee e = me'n
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comme E%l = 0 pour i+j < p+g, on voit que Es(f"F) =0 pour k < pt+q.
Le théor2me sera donc démontré si l'on prouve le corollaire suivant (qui
est le cas particulier de 1.13 obtenu en y faisant Z =85, r = p =0

et F réduit au degré zéro),

Corollaire 1.14. Secient f : X—> S un morphisme, Y une partie fermée

de X telle que l'ocuvert complémentaire X - Y soit rétrocompact dans

¥ et que les anneaux locaux de X aux différents points de Y scient

noethériens, Scoient I un ensemble de nombres premiers, gq un entier

et F wun faisceau abélien de IL-torsion sur S. Supposons que f soit

localement (g-2)-acyclique pour I et que, pour tout point s de S,

k4
on ait prof? (Xs) > q. Alors on a pron(f F) 2 q.
s

1°) Réduction au cas oii X et S sont des schémas strictement
locaux, f wun morphisme local et Y ré&duit au point fermé de X.
D'apres 1.8, pour &tablir 1.14, il faut montrer que 1l'on a pour tout

poeint y de Y :
*
prot'y(f F) >q .

Soient s = f£(y), s un point géométrique au-dessus de s, y un point
géométrique au-dessus de y et de s, X et S 1les localisés stricts
de X et S en y et s respectivement, £ : X § 1le morphisme
canonique et F 1'image inverse de F sur 5. Comme on a la relation
prcfyif*F) = prof_(f*F}, il suffit de montrer que les hypoth@éses de

¥

1.14 se conservent gquand on remplace f (resp. Y, resp, F) par f

(resp.{§}, resp. F). La condition de rétrocompacité résulte de 1'hypo-
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thése noethérienne sur g&’x , impliquant que X est noethérien. D'aprés

(SGA 4 XV 1.10 (1)), f est encore localement (q-2)-acyclique pour I.

D'autre part la fibre (i)_ de X au-dessus de s s'identifie au

localisé strict de Ks eus y, donc satisfait 3 la relation prnf_((i)_) > q.
s

y
Comme une relation analogue est trivialement wérifiée pour les fibres du

S-schéma ﬁ, autres que la fibre fermée, ceci acheéve la réduction.

2°) Cas ot X et S sont strictement locaux, f un homomorphisme

local et Y réduit au point fermé y de X. Soient
g:U=X—{)j——)S
le morphisme structural de U. On doit montrer que le morphisme canonique

¥
u, : ui(x,f*F) — Hi(U,f F)

est bijectif pour 1 § q-2 et injectif pour i = g-1. Considérons le
diagramme commutatif

u

uix,£F) > 8l ew

"R /"’1
al(s,p) .

Le morphisme v, est évidemment bijectif pour tout i. D'autre part g

est localement (g-2)-acyclique pour I ; de plus ses fibres sont
(gq-2)-acyclique pour E, comme il résulte du fait que profy(Xs) >q et
que les fibres de £ sont (g-2)-acycliques pour X ; comme g est
quasi-compact puisque X est noethérien, il résulte de (SGA 4 XV 1.16)
que g est (g-2)-acyclique pour L. Par suite LPR donc aussi ui .
est bijectif pour 1 £ q-2 et injectif pour i = q-1, ce qui ach2ve 1la
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démonstration de 1,14,

Corollaire 1.15., Soit f : X-» S5 un morphisme de schémas, E un en-

semble de nombres premiers, m et r des entiers et F un complexe de

faisceaux asbéliens de IL-torsion sur S tel que HlﬁF) =0 our i < -r.

Soit x un point de X, s = f(x) et supposons que 1'anneau local U% «
2

soit noethériep. Alors, si f est localement m-acyclique pour =, on

a2 la relation

=+
(%) profx(f F) = Inf(profs(F) + prof:(xs} s M), ol m = m-r+2

En particulier, si n > profs(F) -+ profi(xs), par exemple si f est

localement acyclique pour L, on a

*, I
(#3%) profx(f F) = profS(F) + profx(xs)

S E est réduit 3 un &lément £ et si l'on a n > profs(F) - prcfi(xg) .

1'infégalité précédente est une égalité,

On se ram@ne au cas ol s et x sont des points fermés, en prenant
les localisés stricts de S et X en des points géométriques s au-
dessus de s et x au-dessus de x et de 5. Si l'on a l'inégalité
n > ptnfS(FJ + prafi(xs), alors (%) s'obtient 3 partir de 1.13 en v
faisant p = profs(F) et q = prﬂf:(XsJ (1'hypoth2se que S - {s} est
rétrocompact dans S5 résulte du fait que X - Xs est rétrocompact
dans X et que f est surjectif puisqu'il est (-1)-acyclique (sauf
peut-8tre si la conclusion de 1.15 est vide)). Si 1'on a
n < profS(F) + profz(xs}, 1'inégalité (#) s'obtient encore a partir de

1.13 en y faisant par exemple p = profS(F) et q = n-p. Il reste &
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démontrer la derniZre assertion. Soient p = profs(F) et gq = profx(xs) A

il résulte de 1.13.2 que l'on a

B () & mlce (P
Comme profs(F) = p, le faisceau EE(F) est un faisceau de R-torsionm,
constant sur s, différent de zéro. Par suite le faisceau G = f*CEE(F}}
est un faisceau dE.z-torsion, constant sur XS, non nul, donc contient
un sous-faisceau isomorphe a z.f,!!z. ; comme E: est exact & gauche sur

les faisceaux constants de £-torsion et comme gi(zf.ﬂz) est différent

de zéro, on a bien Hq(G) F 0.
-

Corollaire 1.16. Soient f : X—> S un morphisme régulier de schémas

excellents (EGA IV 7.8.2) de caractéristique nulle, B un nombre premier

et F un complexe de faisceau de f -torsion sur S, Soient x € X

s = f(x) ; alors on a

+
prof (£ F) = prof (F) + 2 dim(Ty )

3

s
En effet £ est régulier par définition de "excellent" donc

localement acyclique (SGA 4 XIX 4.1). Il résulte alors de 1.15 que l'on =
£(E (F) £ (
prof F) = prof (F) + pro = KS)
Or on a d'aprés 1,10

profx(hs} = 2 dim G;S’x "

d'olt le résultat.

Remarque 1,17, Il résulte de 1.15 que 1.13 reste vrai quand on remplace
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b) et ¢) par les conditions
b') Pour tout point s £ f(Y) , on a profS(F) = p.

c') Pour tout point X € Y , si s = f(x) , on a progt(xs) > q.

Dans le cas d'un faisceau d'ensembles ou de groupes, on a le

théordme suivant analogue & 1.13.

Théoréme 1.18. Scient f : X-» S un morphisme de schémas, Y une

partie fermée de X telle que X - ¥ soit rétrocompact dans X et que,

pour tout point x de ¥, 1'anneau local 0; x Soit noethérien.
El

1°) Soient F un faisceau d'ensembles sur S et n un entier

€gal 2 1 ou 2. Supposons que f soit localement (n-2)-acyclique et que,

pour tout point s de £(Y) , on ait

prons(Xs) -+ profs{F} = o

Alors on a :
-
pron(f F) 2n.

2°) Soient I un ensemble de nombres permiers et F un faisceau

de ind-L~-groupes. Supposons que f soit localement l-asphérique pour

L (SGA 4 XV 1.11) et que, pour tout point s de f£(Y), on ait :
prof hopn (X_) + prof (F) » 3
Ys s s - °
Alors on a

#
pron(f F= 3
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Démonstration. On se raméne, comme dans 1.14 et 1.15, au cas o

X et S sont des schémas strictement locaux, f un homomorphisme locai
et Y le point fermé x de X, Soit s= f(x) le point fermé de S ;

on a le diagramme commutatif

% .
X -X, > X - {xg S X

(%) hd L
s - {.s} -2 s

1°) a) Cas n =1,
Si 1'on a prof_(F) > 1, alors le morphisme F-—) k k'F est injectif,
+* #
donc le morphisme f*{F)—a f (k,k F} est aussi injectif. D'autre part
il résulte du fait que f est localement (-1)-acyclique, que le mor-
3+ .3
phisme f (kﬁk*F)aé (3.1) (£ Fl(x - xs}} est injectif. Finalement le
=
morphisme composé £ F—3 (j.i)*(f*F[(x - XS)) est injectif, ce qui

= #
montre que l'on a profx (£ F) » 1, donc aussi profx(f F) = 1.
s

Si 1'on a profx(xs) =21 , on considere le diagramme commutatif
#*
B°0LE ) 5 1O -fx), ')
5\ {
o * v' o = +*
H(X_,fF) 5 HEX -{,£7) ;

par hypothése v est injectif donc il en est de méme de v .

b) Cas n = 2. On considére le diagramme commutatif

u°(s,F) . X HO(S-{S},FJ

(3t3) m St ¢1 n

% ® . 5
Ho(X, £ F) —> H"“(L%},f ) 5 r%(t-x_,f R
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on doit montrer que v est bijectif. Le morphisme m est évidemment

bijectif, et comme f est O-acyclique, n est aussi bijectif.

Si 1l'on a profS(F) > 2, u est bijectif, Comme on 1'a vu dans
#*
a) , la seule hypothése profs(F) > 1 entrafine la relation profK (£ F)>1
s

par suite v et w sont injectifs ; il résulte alors de (##) que v est

bijectif.

S5i 1'en a prof (X ) > 2, alors g est O-acyclique (car il est
localement O-acyclique et ses fibres sont O-acycliques), Il en résulte

que v.m est bijectif, donc v est bijectif,

5i 1'on a profs(F} >1 et profx(xs) > 1, alors on sait déja que
v et w sont injectifs., Soient 2z un point maximal de Xs_@ﬁ (un tel
point existe d'aprés 1'hypothése profxfxs) >1), Z le localisé strict

P
de X en un point géométrique au-dessus de =z et f F 1l'image inverse

* &
de £ F sur Z. Considérons le diagramme commutatif

(s, P —  w%s-f},P
Ve W
&, £ % H°(x-{§},f*y) =X HO(X-X_, £°F)

S N~ 7

B%(Z,£'P) = #%(Z-f7}.£'P)

le morphisme m'.m est évidemment bijectif et il résulte du fait que
f est localement O-acyclique que n'.n est bijectif ; par suite m'

et n' sont aussi bijectifs. Comme w est injectif, r est aussi

injectif et par suite v est bijectif,

+
2°) Compte tenu de b), on s=27t déja que profx(f F) > 2.

235




Exp. XIV, p. 29 231

Si 1'on a profS(F) = 3, alors le%(k%F) = 1. Corme f est lo-
: Lo 3 A *
calement l-asphérique, oa a R (j.1).(f F1(X-XS)) = £ (R'k (k'F)) = 1.

% £
On a denc profx (£°F) 3 3 et par suite on a aussi profx{f ) > 3.

Si 1'on a profx{xs) > 3, alors g est l-asphérique (car g est
localement l-asphérique et ses fibres sont l-asphériques). On a donc
Hl(x-{x}, ,f*r} = Hl(S,E‘) = 1 et par suite profx(f%F) = 3.

Si 1'on a prnfS{F) > 2 et profx{KS} > 1, on utilise la suite

exacte (SGA 4 XII 3.2) :
15 RN (1, CEF| (XX D))= RN 1) P (XX D> 5, (M e, (£7F| (x-x D)),

Comme f et g sont localement l-asphérique, on a

¥ o **
RUC3.1), CE7F| (x-%_)) = £ (RYk, ("FD)

3 *
RML, (£°F| (x-x ) =g (R, (7))
la suite exacte précédente s'écrit alors sous la forme
* * 4 i 3
(o) 1 RUG (LT F (X=X )= £ R, (CEN S 3, GFE R, ().

+
L'hypothese profs(F) > 2 montre que le morphisme F — k,k F est
bijectif ; 2n appliquant g% » on trouve, compte tenu du fait que g
aF a*
est localement O-acycliquz, f Fl(X~£§}) = i*(f F‘(X-Ks))_ L'hyvpcthése

profx(xsi > 1 montre que le morphisme 2a est injectif (noter que

#,.1 i
f (R7k,(k F)) est un faisceau &gzl 2 1 en dehors de X_ et constant

sur X_ ). 11 résulte alors de (#%%) aue 1'on a le*(f?“[(x-fgj) =1,
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*
donc prof (f F) > 3.

#
Si 1'on a profs(F} >1 et profx(f F) > 2 , on considere le fais-

ceau en espaces homogénes G défini par la suite exacte
*
'—> F— kkF-—> G- 1

3*
En appliquant & cette suite exacte le foncteur exact g et en utilisant

(SGA 4 XII 3.1), on obtient le diagramme commutatif suivant dont les

lignes sont exactes

£ (k' F) — £6 — 1

| ¢

3,08 U K P> 5,(8" - ’RYy (g7 > RY 3, (% (k k"F))

Comme profx(xs} > 2, le morphisme b est bijectif donc u est sur-

jectif et 1'on a ainsi une application 2 noyau réduit 2 1'&lément neutre
* #
1 = le*(g*‘é‘) - le*(g (k,k'F)) =R .

Comme g (k,k F) =% 1*(f*p§(x-xﬁ)) (car g est localement O-acyclique),
R s'identifie au premier terme de la suite exacte (##%) ; or on a vu
dans le cas précédent que R =1 dés que l'on a profx(xs) > 1, ce qui

démontre que profx(f*F) > 3 et ach2ve la démonstration de 1.18.

Les corollaires qui suivent sont des généralisations de (SGA 4 XVI

3.2 et 3.3).

Corollaire 1.19. Soient f : X ~» S un morphisme plat, & fibres sépa-

rables, de schémas localement noethériens et Y une partie fermée de X
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Supposons que pour tout point s &€ £(Y), la fibre ¥, soit rare dans

X, et que l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée

a) 1l'adhérence de f£(Y) est rare dans S

b) Ks est géométriquement unibranche aux points de Ys

Alors on a

pron(X) =2

I1 résulte en effet de 1l'hypothese faite sur f que f est loca-
lement O-acyclique (SGA & XV 4,1). On applique alors 1.13. L'hypothése
Y, rare dams X_ (resp. T(Y) rare dans S) équivaut d'aprés 1.6 b)

3 la relation prof, (XSJ > 1 (resp. prof _ (S) > 1). L'hypothase

s £(Y)

Xs géométriquement unibranche en chaque point de Ys équivaut 2 dire

que le localisé strict de Ks en un point géométrique de YB est
irréductible ; sachant que Ys est rare dans Xs , cela entrafine évi-
demment prof, (Xs) > 2 , grice a2 1.8. Dans 1'un et 1'autre cas 1.13

s
donne bien pron(K) 5%,

Corollaire 1,20. Soient f : X — S un morphisme régulier (EGA IV

6.8.1) de schémas localement noethériens, Y une partie fermfe de X.

Supposons que, pour tout point s € £(Y), 1l'une des conditions suivantes

soit réalisée

a) On a codim(Y_,X ) 3 2.
b) On a codim(YS,XS) =21 et profs(S) 5.1,

e) On a prof hoPS(S) > 3.

-
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(]
L3
B

Alors on a
prof hopY(K) >3

Cela résulte en effet de 1,18, &€tant donné que 1'hypothise a) im-
plique prof hDPY (XS) >3 (cf. 1.11), et que la condition codim(YS,XS) =1
s

implique évidemment pron(X) > 2.

2. Lemmes techniques.

2.1, Soient S wun schéma localement noethérien, £ : X — S un
morphisme localement de type fini, t wun point de S. Si x € X est

tel que s = f(x)} € Spec G% on pose
s

t ]

8.(x) = deg tr k(x)/k(s) + dim({s}) ,

ol {;} désigne 1'adhérence de s dans Spec Og & 1 k(x) et k(s) 1les
corps résiduels de x et s respectivement. Si S est un anneau local
de point fermé t, on écrit aussi §(x) au lieu de 6t(x} (cf. SGA 4
X1V 2.2).
Lemme 2.1.1. Soit un carré cartésien

G x

f'l{ l,f

s’ % 8 »

oua S et S' sont des anneaux locaux noethériens, de points fermés

t et t' respectivement, g un morphisme fid2lemeant plat tel que
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(2]
fad
LA

g-l(t) = t' ,f un morphisme localement de type fini., Scient x' € X',
x = hi{x') , s= £f(x) , s' = £'(x') ; alors on a

8(x') g 8(x)

De plus 1'inégalité précédente est une égalité si et seulement si l'on a :

deg tr k(x)/k(s) = deg tr k(x')/k(s') et qu_?}) = dim({s})

En particulier, €tant donné x € X, on peut trouver x' tel que 1l'on

ait 8¢(x) = 8(x').

On a en effet (EGA IV 6.11)

dim( ﬂ) = dim(g-l({;}-))

]

I1 en résulte que, pour tout point s' de g_l(s}, on a la relation

=1
dim({s'}) g‘dimﬂ{siJ, et que, s é&tant donné, on peut trouver s' € g (s),

tel que l'on ait 1'égalité. Désignons alors par Z 1'adhérence schéma-
tique de x dans la fibre KS de X en s, et soit

z' Spec k(s'). Alors Z' est équidimentionnel de dimension

= szpec k(s)

—

deg tr ki{x)/k(s) ; on a donc, pour tout point x' € Z; 4

deg tr ki(x')/k(s') < deg tr k(x)/k(s), et on a 1'égalité

lorsque =x' est un point maximal de Zi . D'ofi aussitdt la conclusion
annoncée,

2,2, Soient f : X — S5 un morphisme localemoant de type fini et T
une partie fermée de S. Scient =x € X, s = f(x) : nous poserons

§.(x) = deg tr k(x)/k(s) + codim({g_}FET,{F}) = Inf §t(x)

T ce’rﬁg}

..........................llllllllllll..IIIII-IIIII--lIllllllllllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII--I ‘
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(9]
3
=)

Lemme 2.2,1, Soit un carré cartésien

x* B x
e Vs
s' B[ g

ot les schémas 5 et S' sont localement noethériens, caténaires, le

morphisme f localement de type fini et g fid2lement plat., Soient T

une partie fermfée de S, T' une partie fermée de S', telles que

g(T')CT, x' un &lément de X' , x = hix') et

h., : Spec U;{,}x, —3 Spec E.'!'}'{’:"C

le morphisme induit par h, Alors on a :

-1
ST(x) - 5T.(x') < dim hx,(x)
Seient s' = f'(x'), s = f(x). On a, par définition :
8p(x) - bpi(x') = deg tr k(x)/k(s) - deg tr k(x')/k(s') + codim(f%iﬂ T’E;E}

- codim(m i B {S_'_} )

Puisque g est fidel-ment plat, il résulte de (EGA IV 6.1.4) que 1l'on a

(*)  codim({5}N T,fsp = codmg‘lc@) N g‘lm,g‘lq?j))

s codtm(g™(fa}) n r-,g'1<{?}>) ;

commg S' est caténaire, on a, d'apr2s (EGA O 14.3.2 b)) : '

Iv
codim(f{s] N T',g” (oY) = codta( {57 N T', (7)) + codim( {57 ,g_l(i;}.))
= codtm({3Tn T, g7 ({H N T + codim(s™ G PN 7,57 (=),

Ll
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On déduit de cette relation et de ()

GT(x) - ET,{x') < deg tr k(x)/k(s) - deg tr k(x')/k(s') + codim ({;T},g-l({;p).

Calculons codim({;T},gqlifgi)) = dim{dé,‘s.) (ot S; est la fibre de
S' en s ). Soit Z l'image fermée de Bx dans X_ et Z'CX! le
schéma défini par le carré cartésien

Z! — z

+ +

Sy — Spec k(s)

Le morphisme Z-—) Spec k(s) est plat, localement de type fini et l'on a

dim Z = deg tr k(x)/k(s). Il résulte alors de (EGA IV 6.1.2) que

dim(G’z,’x.) = dim(U;;'s.) + dim(O’z.s“x.)

dim(OS, s,) + deg tr ki(x)/k(s) - deg tr k(x')/k{s') ;
s’

compte tenu du fait que Z;, o zsk(s)k(s'}, on obtient alors

6.]_.(1) - 6T.(x') < dim({}’é.’x.) .

Or ©Spec(0,, _,) s'identifie & la fibre en x du morphisme
r A 4

(Spec(ﬂ".,x.))B —3 (SpeC(Ui’x))s >

donc aussi 2 la fibre en x de hx' , ce qui démontre le lemme.

2.3. Les démonstrations des théor2mes du n°%4 sont basées sur la

théorie de la dualité ; elles utilisent les lemmes qui suivent. Soit
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m un entier puissance d'un nombre premier £; si X est un schéma, tous
les faisceaux considérés sur X sont des faisceaux de meZ-modu;es ; on
2 alors la notion de complexe dualisant sur X (SGA 5 I 1.7). Supposons
qu'il existe un tel complexe K sur X ; alors, pour chaque point géo-
métrique X au-dessus d'un point x de X, on déduit de K (cf. SC& 5

I 4.5) un complexe dualisant K_ sur Spec k(x), de sorte que l'on a

K. =2Z/m2 [ n ] (le crochet dé:ignant le foncteur tramslation) pour un

X
certain entier n ne dépendant que de x. Nous poserons

5K(x) =n .,

51 K est normalisé au point x, (SGA 5 I 4.5), on a donc mn = 0.

Lemme 2.3,1. Seit X wun schéma localement noethérien, muni d'un complexe

dualisant K. Si x et x' sont deux points de X, tels que x soit

une spécialisation de =x' et que l'on ait codim({;},fgﬁ}) =1, alors

on a

85¢x) = §%¢x"y - 2,

On peut d'abord se ramener au cas oli X est un schéma strictement
local. Soient en effet X 1le localisé strict de X en un point gfomé-

trique X au-dessus de x; 4+ X — X Ie morphisme canonique, %' un

" 3t
point géométrique de X au-dessus de x'. Alors i K est un complexe
dcalisant sur X et l'on a (SGa 5 T 4.5) :

#*
(LK) et (K =Tk
x X x' x!
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ce qui achgéve la réduction au cas strictement local.

51 j {;T} —>» ¥ désigne 1'iomersion d; sous-schéma fermé réduit
de X, d'espace sous-jacent {;1} , alors R!j(K) est un complexe
dualisant sur {;T} et on voit tout de suite, en utilisant (SGA 5 I 4.5)
qu'il suffit de démontrer le lemme pour {;1} . On est a2insi ramené au

cas oi X est un schéma strictement local inteégre de dimension 1.

Soient alors X' 1le normalisé de X et f : X' — X 1le morphisme
canonique ; f est un morphisme entier, surjectif, radiciel, et il en
résulte que f*K est un complexe dualisant sur X' et qu'il suffit de
démontrer le lemme pour X' et pour les points au-dessus de x et x'.
On est ainsi ramené au cas o X est un schéma local, int2gre, régulier
de dimension 1, mais on sait (cf. SGA 5 I 4.6.2 et 5.1) qu'alors “mt 27
et Z/mZ sont des complexes dualisants, normalisés respectivement aux

points x et x' ; le lemme en résulte aussitst,

Lemme 2,3.2, Scoient S un schéma local noethériem, f : X ~» S un mor-

phisme de type fini. Si K est un complexe dualisant sur S, normalisé

1
au point fermé t de S et si R f(K) = K' est un complexe dualisant

sur X (cf. SGA 5 I 3.4.3), on a, pour tout point x de X

s8¥(x) = 2 & ()

En effet soient s = f(x) et x' un point fermé de la fibre KS :

B'ron o oK !
alors on a & (x') = 5 (s) et d'apres 2.3.1

§5(s) = 2 codim({T},{5}) = 2 aim({s})
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r

Comme on peut cheoisir pour x une spécialisation de x, on a d'aprés

2.3.1

5 G0 = 65 (x") + 2 cocim({, (X)) = 65 (x') + 2 deg tr K(x)/k(s) ;

le lemme en résulte aussitst.

Le lemme suivant servira seulement pour la réciproque du théorzme

de Lefschetz, dans le n®4 :

Lemme 2.3.3., Soit un carré cartésien

x* B x
£ 4 L s
g¢ B 5

oli S5 est un schéma strictement local excellent de caractéristique nulle,

S§' le complété de S et f un morphisme de type fini. Soienc.i un

nombre premier, x € X , Z 1'adhérence schématique de K; dans

X' et A : X; Z, 3+ Z9X" les morphismes canoniques. Alors,

si k: X' = R est une immersion fermée de X' dans un schéma R

régulier excellent, de caractéristique nulle, le complexe

K' = iR (x. 3)(2/h2))

est un complexe dualisant sur X; constant (c'est-ggdire ayant un seul

faisceau de cohomologie non nul, isomorphe 3 Z/EZ ).

Compte tenu de (SGA 5 I 3.4.3), la seule chose 2 démontrer est que

K' est constant. Or, comme 2Z est excellent, l'ensemble des points de
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Z dont les anneaux locaux sont réguliers est un ensemble ouvert U
(Eca 1V 7.8.3 (iv)), et U contient évidemment X, qui est régulier.

Soit alors
u 3 U= R

l'immersion canonique de U dans R ; il résulte du théordme de pureté
(SGA 4 XIX 3.2 et 3.4) et de 1'isomorphie ( H%JS ::(Z/{Z)S ( 5 stricte-

ment local) que l'on a
Rluz/iz) = 2/00[ 2¢ 7 ,

oli ¢ est une fonction localement constante sur U, nécessairement cons-
tante au wvoisinage de X; , car les fibres de g sont géom&triquement
int2gres d'aprés (EGA IV 18.9.1) domnc X; est intégre, Le lemme en

résulte aussitdt.

3. Réciprogque du théoréme de Lefschetz affine.

Le présent numéro sera utilisé au n®4 pour prouver une réciproque au
"théoréme de Lefschetz!" ; un lecteur qui n'est intéressé que par la partie

directe dudit théor&me peut donc omettre la lecture du présent numéro.

3.1. Rappelons l1l'énoncé du théoréme de Lefschetz affine (SGA 4 XIX

6.1 bis)

Soient S§ wun schéma strictement local excellent de caractéristique

nulle, £ : X — 8 un morphisme affine de type fini et F wun faisceau
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de torsion sur X. Alors, si 1l'on pose
8(F) = sup{f(x)|x € X et F ¢ 0} ,
on a
ai(x,F) = 0 pour g > § (F) .

Avant d'énoncer la réciproque, prouvons quelques lemmes,

Lemme 3.2. Socient K un corps, ! un nombre premier distinct de la carac-

téristique de K et F un faisceau de % -torsion sur K, constructible,

non nul. Supposons que la f-dimension cohomologique de K (SCA & X 1)

soit égal &8 n (ceci est réalisé par exemple si K est le corps des

fractions d'un anneau strictement local excellent intégre, de caractéris-

tique nulle, de dimension =n (SGA 4 XIX 6.3), ou si K est une extension

de type fini de degré de transcendance n d'un corps séparablement clos

(SGA 4 X 2.1)). Alors on peut trouver une extension séparable finie L

de K, telle que l'on ait :

H(L,F|L) # O .

On paut trouver une extension finie K' de K, telle que les res-
trictions de F et de Mg & Spec K' soient des faisceaux constants.

On a alors cd,(K') = cd,(K) = n (SGA 4 X 2.1), et il résulte de ([ 2 ] II

2 -

§ 3 Prop. &4 (iii) ) que 1'on peut trouver une extension finie I dz &'

telle que 1l'on ait
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n . n .
H (L’ui) #0, i.e. H(L,Z/22) # 0 ,

Or le foncteur Hn(L,,) est exact & droite sur la catégorie des faisceaux
de E-EUrsion, puisque cd}{L) =n ; comme F admet un quotient isomorphe

a Z/#Z, on a aussi H (L,F|L) # O.

Corollaire 3.3. Scient k un corps, K une extemnsion de type fini de

degré de transcendance n de k , F wun faisceau de 2-torsion sur K,

constructible, non nul, avec '} premier 3 la caractéristique de k. Alors

on peut trouver une extension finie séparable L de K telle que, si

u : Spec L — Spec k désigne le morphisme canonique, on ait

Rnu*(FFSpec LY # 0 .

Lorsque le corps k est séparable clos, le coreollaire est un cas
particulier de 3.2, Dans le cas général, on peut trouver une extension
séparable finie kl de k' telle que les composantes irréductibles de
K ﬂk k1 soient péométriquement irréductibles (EGA IV &4.5.11) ; soit Kl

l'une d'elles, 5i k' est une cldture séparable de k alors K' = K,e k!

k

2
X 1

est un corps, et l'on a d'aprés (EGA IV 4.2)

deg tr K'/k' = deg tr K/k = n

Il résulte alors de 3.2 que l'on peut trouver une extension finie séparable

L' de K' telle que l'on ait H"(L',F|L') # O. Mais on a k' = lim k,,
:
ol ki parcourt les extensions finies de kl contenues dans k', et
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par suite K' = lim (kiﬂk Kl]' I1 en résulte que 1l'on peut trouver un
i 1
indice i et une extension finie séparable 1 de kiek KI = Ki’ telle
1
que l'on ait L' == L@ _K'. L'extension L de K répond 2 la question ;

K 3
1

en effet 11 résulte du diagramme commutati f

Spec L
v u
4 pY

Spec ki .J; Spec k .
avec w fini done wa* =0 si q >0, que 1'on a
R™u (F|Spec L) =~ w (R"v (F|Spec L))
* P * * -

or an*(FISpec L) # 0, puisque Hn(L’,FIL') # 0 ; on a donc aussi

R“u*(F}spec L) #0 .

Rappelons le lemme connu suivant (cf. EGA OIII 10.3.1.2 et EGA IV
18.2.3) :
Lemme 3.4. Soient X un schéma, x un point de X , K une extension

séparable finie de k(x). Alors il existe un schéma Xl étale au-dessus

€ X, au-dessus de x, tels que k(xl)

de X, affine, et un point x

1
soit k(x)-isomorphe & K.

Nous utiliserons au n®°4 la forme technique qui suit de la récipro-

que de 3.1.
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Proposition 3.5. Se¢it un carré cartésien

x* B x
£ ¥ v s
s <& 8§

olh les schémas S et S' sont strictement locaux excellents de carac-

téristique nulle, le morphisme f localement de type fini, g régulier

(EGA IV 6.8.1) surjectif, la fibre fermée de g réduite au point fermé

de 5', Etant donné un S-schéma X (resp. un S-morphisme £, etc.),
nous noterons X; (resp. f], etc.) le schéma X,xg S' (resp. le mor-

phisme (flj(S')’ etc.). Soit F un faisceau de Z/mZ-modules sur X'

( m puissance d'un nombre premier 1), constructible, satisfaisant aux
—— ] 3

conditions suivantes :

(i) Pour tout point x £ X, on peut trouver une extension finie

séparable K de k(x) telle que la restriction de F i la fibre

{X!){Spec %) provienne par image réciproque d'un faisceau constructible

sur Spec K.

(ii) Pour tout morphisme f1 : X, — S, avec Xl étale au-dessus

de X, affine, pour tout point s € § et pour tout entier q » O ,

on peut trouver une extension finie séparable K de k(s) telle que la

restriction de qui%(F|Xi} 2 1a fibre S provienne par

'(Spec K)

image réciproque d'un faisceau constructible sur Spec K.

Soit n un entier, et supposons que pour tout schéma xl étale

au-dessus de X, affine, on ait
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HL(K;,F} =0 pour i>n .

Alors, si x' est un point géométrique au-dessus du point x' £ X' . tel
LR Ly B P B el

ue F # C , on a
g8e i foi3 ]

x
(x") £ n..
Soit Z' l'ensemble des points =x' de X' rtels que l'on ait
F_ = 0. Alors, si Z = h{Z'), on a d'aprés (i) Z' = h-l(ZJ ; soient
xl
x' €X' , x=nh(x"'") , s' = £'(x') , s = f(x), Il résulte de 2.1.1 et

du fait que la fonction §& diminue par spécialisation, qu'il suffit
de démontrer 1l'inégalité &(x') £ n lorsque x est un point maximal

de Z et =x' tel que l'on ait

r = deg tr k(x)/k(s) = deg tr k(x")/k(s') et 4 = dim{s} = dimf;1}

Seit x' un tel point ; il suffit de montrer que 1'on peut treouver un

schéma Xl étale sur X, affine, tel que l'on ait

Hd+r{Xi,F} #0.

L'ensemble Z' est constructible (SGA &4 IX 2.4), donc il en est de méme
de Z (EGA IV 1.9.12) ; on peut alors supposer, quitte 3 restreindre X
2 un voisinage de %, que Z est un fermé irréductible de point géné-
rique x. Scit T = £(Z) ; T est un ensemble constructible contenu dans
(;} ; on peut donc trouver un ouvert affine U de S, tel que s ey

et que T MU= TU soit un fermé irréductible de U de point générique s.
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Soit alors V wun schéma étale sur X, affine, dont 1'image dans X con-

tienne x et dont l'image dans S soit contenue dans U ; soient Zv

1'image inverse de Z dans V et u: Z_ — T

v le morphisme canonique,

u

Soient W un schéma étale sur U, affine, on note alors Tw 1'image

inverse de TU dans W et soit X1=W‘U V. Comme F est nul en dehors

de Z' , on a la suite spectrale
£
EP? = #P((T) ', RIul(F|(2)")) = ®H (X},F)

Nous allons montrer que l'on peut choisir V et W de telle sorte que

l'on ait
a) qu =0 pour p>d et pour q >r ,
b) EST # 0
2 i

I1 résultera alors de la suite spectrale la relation Hd+T(Xi,F) 0 .

1°) Posons Gy = Rgu;(F!(ZV)'] ; alors on a.:

(Gq) - Hqc(zv)él,ﬂ(zviél) 3

car s' est un point maximal de (TU)'. Comme la fibre {ZU}I est un
s 1
schéma affine de type fini de dimension r sur un corps séparablement clos,

il résulte de 3.1 que l'on a

(Gq)_ =0 pour q > r .

s Ll

Pour gq > r, soit Yé l'ensemble des points de (TU)' ot la fibre
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géométrique de G est # 0 et Y = g(Y') ; alors ona Y' = g_I(Y )

9 q q q 9
d'apregs (ii), donc Yq est un sous-énsemble constructible de T (sga

4 XIX 5.1 et EGA 1.9.12) qui ne contient pas s ; quitte 2 restreindre
U & un voisinage ouvert de s, on peut supposer que l'on a Gq =0
pour 4q > r, dcnc qu =0 pour q >r

Par ailleurs, comme (T,,)' est un schéma affine de tvpe fini au-
T yP

dessus de g_l({_g}), on a quel que soit gq (cf. 3.1)

Hp((Tw}',Gq) =0 pour p > dim g_lff;}} =d ,

d'ot la condition a).

2°) Montrons que 1'on peut choisir V de telle sorte gque 1'on ait {

(Gr)_ # 0. D'aprgs (i), il existe un faisceau constructible I, défini

]

s
sur une extension finie séparable K de k(x), dont 1'image inverse

] : 5 ] U
sur (X )(Spec g) Soit isomorphe 2 F|(X )(Spec g)- D'apr2s 3.3, on
trouve une extension finie séparable L de K telle que, si
v : Spec L —» Spec k(s) désigne le morphisme canonique, on ait
Rrv*(I) # 0. Comme le morphisme S; —> Spec k(s) est régulier, on a

d'apreés (SGA &4 XIX &4.2)

R*vL(F|(Spec L)) 22 (RFv (D))" $ 0 . l

D'aprés le lemme 3.4, on peut trouver un schéma X2 étale sur X, affine,

et un point x, de X, au-dessus de x, tel que L soit k(x)-isomorphe

a k(xz) et l'on peut supposer X, au-dessus de U, Comme x est un

2

point maximal de Z, on a
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Spec L= 1im 2z

7 v

ol V parcourt les voisinages ouverts affines de x On en déduit par

9"
passage & la limite (SGA &4 VII 5.8), apr2s restriction 2 la fibre géo-

métrique en s'

(R™v)(F|spec 1)')_ = L%;zl(n‘ugzrltzv)'}_l .
-] 5

ce qui montre bien que l'on peut trouver V tel que l'on ait <Gr) # 0,
] 1

3°) Le schéma V ayant &été choisi dans 2°), montrons que 1l'on peut

choisir le schéma W de telle sorte que l'on ait

dr _ .d "
E, H((T)',G6) # 0 .
D'aprés (ii), il existe umn faisceau constructible J, dé&fini sur une
extension finie séparable K de k(s), dont l'image inverse sur

L) 3 T 1
(s )(Spec X) soit isomorphe & Grlis )(Spec X)* D'apréds le lemme 3,2,
on peut trouver une extension finie séparable L de K, telle que l'on

d ) y
ait H (Spec L,J) # 0. Comme le morphisme (S )(Spec L) —> Spec L est

acyclique (SGA 4 XIX 4.1 et XV 1.10 et 1.16), on a

Hd((Spec L}',Gr1(5pec L)') = Hd(Spec L,J) # 0.

D'aprés 3.4, on peut trouver un schéma U étale sur U, affine, et un

1

point s, au-dessus de s, tels que k(sll soit k(s)-isomorphe 2 L.

Or, s étant un point maximal de T on a

U’

s
Spec L 1%511_'1""iT 5
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ot W parcourt les voisinages ouverts affines de s On en déduit que

=
T s ' e .
(Spec L) IEE(IH) , et par passage 2 la limite (5GA & VII 5.8) :
#((spee L)',6_|(Spec L)) = 1qm BA(T )", 0_[(T)") ;
P 2B | ROP = Ty? -G 1Ty, .

W

par suite on peut trouver W tel que 1l'on ait

v .6 |(T)) # 0
TW i TW y

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Corollaire 3.6. Les hypoth&ses concermant S, S', f, £', m, sont celles

de 3.5. Désignons maintenant par F un complexe de faisceaux de Z/mZ-

moduies sur X', 2 degrés bornés inférieurement et 3 cohomologie cons-

tructible, et dont les faisceaux de cohomologie satisfont aux conditions

(i) et (ii) de 3.5. Soit n un entier, et supposons que, pour tout

schéma Xl &dtale sur X, affine, on ait

Hltxi,r) =0 pour i>n.

Alors, si x' est un point péométrique au-dessus d'un point x' de X' ,

tel que 1l'on ait, pour um entier j, (E}(F})_ # 0, on a
Kl

8§ (x') & n-j .

Soit T' 1'ensemble des points de X' of la conclusion de 3.7
est en défaut et supposons T' # @ ; soit T = £(T'), x un point

maximal de T et x' un point de X' au-dessus de x. Soit j le plus
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grand entier tel que l'on ait (EJ(F))_ #0; onadonc r =5 (x) > n-j.
xl

Soit Zé l'ensemble des points ol la fibre géométrique de Eq(F) est

=0 et Zq = h(Zé) ; on voit comme dans la démonstration de 3.5 gque

Zq est constructible., On a évidemment Zé =® pour g >mn et pour q
suffisamment petit. Les autres valeurs de q se répartissent en trois

sous-ensembles. Soit

Ql = {q'x € Zq et une générisation de =x, distincte de x, & Zq}“

On a j & Ql et on peut trouver un voisinage ouvert affine U de x,

1

tel que, pour tout gq € Ql’ U1 N Zq soit un fermé irréductible de point

générique x., Si gq € Ql, on a
(%) 5(§q(F)|Ui) = §(x) (pour la définition de &(HY(F)) cf. 3.1).
Soit

Q, ={4q | aucune générisation de x n'appartient 2 Zq }.

Alors, si j<qgn, ona qE¢€ Q2 , et 1l'on peut trouver un veoisinage

ouvert affine Uz de x, tel que, pour tout q &£ QZ‘ on ait Zq M U2 =0 ;
on a ainsi
() Eﬁ(?)1 U, =C pour gq ¢ Q,

Soit enfin

Q3 ={q | Zq contient des générisations strictes de x }.

Alors on peut trouver un voisinage ouvert affine de x, U3, tel que,
pour tout gq £ Q3, tous les points maximaux de Zq nu soient des

3

générisations de x., Si gq € Q3, on a
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) s(HUE) |UY) < n-q .

Pour tout schéma Kl étale au-dessus de ”1“ U2nﬁ , affine, con-

=

sidérons la suite spectrale d'ypercohomologie
P = Hp(xi,gq(F)} > H (X],F)

P4

On a E," =0 pour q > d'aprés (%), On a = 0 pour p+g > T+j

P9 _
b2
sauf peut-&tre pour p =r , q = j. En effet c'est clair si gq ¢ Q, s
si q ¢ Ql’ on a alors p >r sauf si p =1, g = j et cela résulte
de 3.1 compte tenu de (%) ; enfin si gq ¢ QB’ comme r > n-j, on a

P > n-q et 1'assertion résulte de 3.1 compte tenu de (##%), Vu que

Hr+J(Ki,F} = 0, il résulte de la suite spectrale que 1l'on a
Hr(}{i,g'](}?}} =0 ;

or ceci entraine, d'aprés 3.5, & (x) < r, ce qui est absurde.

Corollaire 3.7. Soient S un schéma strictement local excellent de

caractéristique nulle, f : X — S un morphisme localement de type fini

m une puissance d'un nombre premier, F un complexe de faisceaux de

Z/mZ-modules sur X, bornés inférieurement, 3 cohomologie constructible,

et n un entier. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout schéma Xl €tale au-dessus de X, affine, on a

Hl(XI,F) =0 pour i >n
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(ii) Pour tout point géométrique X au-dessus du point x de X,

et pour tout entier j tel que 1l'on ait (E;(F)) # 0, on a
X
8 (x) <€ n-j

(i) = (ii) est le cas particulier de 3.6 obtenu en faisant S = S',
(i1) = (i) résulte immédiatement de 3.1, en utilisant la suite

spectrale d'hypercohomologie

P LENE) = B ,P)

4. Théoréme principal et variantes,

4.0. Soient g : X —> S wun morphisme £iparé de type fini, T une par-
tie fernée de S, Z = g-l(T) et F un complexe de faisceaux abéliens sur

X , & degrés bornés inférieurement. Nous appelerons i-i2me groupe de

cohomologie de F, 3 support propre, & support dans Z, le groupe

i i
Hthxfs,F) = HT(S,R!g(F)) -

oi R,g désigne "l'image directe A support propre" (SGA 4 XVII). Dans

le cas particulier o g est propre, on a simplement

i =
H; (X/s,F) = H,(X,F)

Proposition 4.1. Scient f : U =» S un morphisme de type fini, F un

complexe de falsceaux abéliens sur U 2 degrés bornés inférieurement.
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Supposons que l'on ait une factorisation de f :

ot i est une immersion ouverte et g un morphisme séparé de type fini, et

désignons par G un complexe de faisceaux abéliens sur X, & degrés

bornés inférieurement, qui prolonge F. Soient Y un sous-schéma

fermé de X d'espace sous-jacent X-U, de sorte que l'on a un diagramme

commutatif

Y —ip X
h \ﬂ E{ =4
S

Soient enfin n wun entier et T une partie fermée de 5. Alors les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) On_a prafT(RTf(F)) > 0o

(ii) Le morphisme canonique

HI(R,8(6)) — géca!h(j’"‘cn

est bijectif pour i < n=1, injectif pour i = n-1.

(iii) Pour tout schéma S' é&tale au-dessus de S, si 1'on désigne
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par X' (resp. f' , resp. etc.) le schéma Xy s S' (resp. le morphisme

f(S‘)’ resp. etc.), le morphisme canonique

Bt 4 (x'/s",G')—> u* g (Y'/s', 4" @)
g' “(T')! i+ SR = i ]

est bijectif pour i < n-1, injectif pour i = n-1

Considérons dans la catégorie dérivée D (X) (cf. [ 3 1) 1e triangle

distingué

Jei G

4 K

i F — G

En appliquant & ce triangle le foncteur R,g; on obtient le triangle

*
R,h(j G)

) / ’\

R!f(F) - R!g(G)

Montrons que (i) &5 (ii). En effet, d'apr2s la dé&finition 1.2, (i)

&quivaut 4 la relation
E;(R,f(F)) =0 pour i< n ;
or on déduit de (%) la suite exacte de faisceaux

—)E;",(R!E(F)) =3 _Ef_.,]'i.(RIg(G)) - _&;(R!h(j*c-}} -
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d'ott 1'équivalence de (i) et (ii).

(i) (iii). En effet (i) équivaut 2 dire que, pour tout schéma

§' é&tale au-dessus de S, on a la relation
() H;.(S',R!f'(F‘)) =0 pour i< mn .

Or on déduit de (%) la suite exacte de groupes abé&liens

i i

—> HL(S',RyE'(F)) => HL(S',R,g'(6")) —> HL,(S',Rh'(G'"g ) > ;

compte tenu de 4.0, cette suite exacte s'écrit sous la forme

Bl (s R (E)) o ub x/50.6") = B (v'/s,
' g' T(T")! h' T (T')!

LS

L'équivalence de (i) et (iii) en résulte, compte tenu de la forme (%)

de (i).

4.2.0. Lorsque f : U — S est affine, nous allons donner des
conditions locales sur F pour que les conditions (i) a (i{ii) de 4.1
soient vérifiées . Dans la suite, les schémas considérés sont des schémas
excellents de caractéristique nulle, les faisceaux sont des faisceaux
de Z/mZ-modules, oi m est une puissance d'un nombre premier. 5i 1'on

disposait de la résolution des singularités au sens de (SGA & XIX) les

3>
résultats énoncés, ainsi que leurs démonstrations, seraient encore
valables pour des schémas excellents d'égale caractéristique, avec m

premier & la caractéristique.
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(&)
A
o |

Théorgme 4.2, Soient S un schéma excellent de caractéristique nulle et

£ : U 5 un morphisme séparé de type fini, Scient F un complexe de fais-

ceaux de Z/mf-modules sur U, 2 degrés bornés inférieurement et & coho-

mologie constructible, n wun entier et T une partie fermée de S. Alors

les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Pour tout schéma U1 étale au-dessus de U, affine sur S, on

2, en désignant par fl le morphisme structural de U1 et par F, la

restriction de Fl a Ul

prch(R!flfFl)) =n

(cf. prop. 4.1 sur la signification de cette relation).

(ii) Pour tout point u de U, on a :

profu(F) zn -8 (W,

ot 1'on pose (ecf. 2.2) : 6T(u) = deg tr k(x)/k(s) + codim(f;&ﬂ T; {;}}.

Démonstration. 1°) Soient t un point de T, § 1le localisé strict de

S en un point géométrique au-dessus de t et S' le complété de 5.
de point fermé t' ; alors 5§ est excellent d'apregs (EGA IV 7.9.5),

donc 8' est un schéma strictement local complet excellent. Etant donné

un schéma U sur X (resp, un S-morphisme f, resp, etc.), nous dési-

gnerons par U' (resp. f', resp. etc.) le schéma Uxg S' (resp. le
morphisme f(S’) , resp. etc.). On a le carré cartésien
v B U
£r 4 4t
st B g3

»
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dans lequel le morphisme g est régulier (EGA IV 7.8.2)., Montrons qu'il
suffit de prouver que (pour tout point t € T) les deux propriétés sui-

vantes sont &guivalentes

(i)t Pour tout schéma Ul étale sur U, affine sur S, posant

EI:U1—> S, on a

proft.(R!fi(Fi)) >n
(ii)t Pour tout point u' de U', on a
prcfu.(F’) >0 - 5t,(u')
Il suffit de démontrer le lemme suivant

Lemme 4.2.1. On a (i) = (i)t pour tout t € T rt (ii) & (11)t pour tout

t €T.

1)s (i)t pour tout t ¢ T. En effet (i) équivaut 2 dire que,

pour tout schéma U1 étale au-dessus de U, affine sur S, on a
prof (R £,(F;)) > o ;
or d'aprés 1.8

profT(R!fl(F )) = Inf proft(R!flfFl))

i teT

G g*(n,fl(rl}) =< R £;(F;) (5GA & XVII), on a d'apras 1.16

prOEt(R!fl(Fl}) = prcft,(R!fi(Fi)J 5
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donc (i) équivaut 2 dire que 1l'on a, pour tout t £ T, proft,(R1f{(Fi}) > n,
ce qui n'est autre que (i)t.

(ii)t pour tout t € T=> (ii). En effet soit u € U ; on doit mon-

trer la relation

profu(F) > n - ﬁT(u) »

teTN{s} -
l'on a, pour tout €t € T N {s}

o §_(u) = Inf ét(u} (cf. 2.2) ; on est donc ramené 3 montrer que

profu(F) >0 - 5t(u}

Soient u' wun point de U' tel que l'on ait h(u') = u et @t,{u') = 6t(u)
{(cf. 2.1.1). Comme h est localement acyclique (SGA & XIX 4.1), il ré-

sulte de 1.16 et du fait que u' est un point générique de U$ que l'on a
prafu,(F ) = profu(F)

Mais on a d'apras (ii)t prcfu(F) = prcfu,(F’) 30 - 5t(u), ce qui d&-

montre (ii).

(ii)=> (ith pour tout t. Avec les notations de 2,2,1, pour

tout point u' de U' , on a gri3ce 2 1.16

1

profu.(F’) 3,profu(F) + 2 dim h;%(uJ ;.profu{F) + dim h;.(u)

Compte tenu de 2.2.1 et (ii), on obtient

prof ,(F') »n - £.(u) + dim h;}(‘n >0 - 5., ,
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ce qui n'est autre que (ii}t'

2°) (ii)t = (i) _. On se ramine immédiatement au cas ol F est
a degrés bornés, en tronquant F 2 un rang suffisamment &levé. On peut
réaliser S' comme fermé d'un schéma local régulier complet, donc
excellent ; il résulte alors de (SGA 5 I 3.4.3) qu'il existe un complexe
dualisant K sur S' et que R!f'(K) = K' est un complexe dualisant
sur U', Nous choisirons K de telle sorte que 1'on ait 5K(t’} =0
(pour la définition de éK(t'), cf. 2.3), et noterons DF' 1le dual
de F' opar rapport & K'. On peut reformuler 1'hypothése (ii): de la

fagcon suivante

Lemme 4.2.2. Soit u' wun point de U' :; alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) On a profu.(F') >n = 5t,(u') "
(ii) On a (EF(DF*}} =0 pour gq > -n- Gt,(u') (u' point géo-

=y |
u
métrique au-dessus de u').

Soient U' le localisé strict de U' en u' et F' 1'image réci-
proque de F par le morphisme U'—p U'., La relation profu,{F') = n-ﬁt,(u'}
€quivant par définition 2 la suivante :-

i

() H™ (F') =0 pour i>n - 5t,(u')

el

Soit D(Hf (F')) 1le dual du groupe abélien ut (F') par rapport a Z/mE.

"
u u K

"
D'apres 2.3,2, K'[ -2 5t,€u')] = K" satisfait &8 5 (u') = 0 ; comme

F' est & cohomologie constructible, on a DF' = D(F') et le théoritme
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de dualité locale (SGA 5 I 4.5.3) montre alors que l'on a

& _ -i-25t,(u')
p(u- (F)) = (u (DF'))
u' ﬁl
Done (+#) équivaut & la relation
(#¢) (gq(DF'))_ =0 pour q > *n-ét.{U')

IL.ll

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme. La re-
lation (ii) é&quivaut 2 la relation (%), Soit Gq=§q{DF’} ; le théoreme
de Lefschetz affine (3.1) entraine en particulier que, pour tout schéma

U1 étale sur U, affine sur S, on a
Hp(Ui,Gq) =0 pour p > é(Gq) "

ot &(cY) est la borne supérieure des ét,(u') pour les u' tels que

l'on ait G? # 0 ; d'aprés (##) on a 8(GY) € -n-q, donc (ii)t entraine
u '
la relation

Hp(Ui,EF(DF')) =0 pour p > -9-n

Compte tenu de la suite spectrale d'hypercohomologie du foncteur '"sections

sur U{ " par rapport au complexe DF'

ep? = wP(us, i 0F )= H*(Ui,DF*) ,
on obtient la relation

(o) Hl(Ui,DF') =0 pour i > -n
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Inversement supposons vérifiée la relation précédente, pour tout 'LI1

€tale sur U, affine sur S. Appliquons la proposition 3.6 en y rempla-

gant S5 par S' ; les hypoth&ses de 3.6 concernant S sont satisfaitzas,
car, pour tout schéma U étale au-dessus de U, affine, on peut trouver
un schéma au-des:.us de El qui provienne par image réciproque d'un
schéma étale au-dessus de U, affine sur S ; gquant aux hypoth2ses con-

cernant F, elles sont satisfaites grice a 2.3.3. On a ainsi, pour

tout point u' de U' tel que (QF(DF'))_ #0

u?

&tl(u') £ -n-q ,

ce qui n'est autre que la relation (##) ; on a donc prouvé 1'équivalence

(ii}t & ()

Nous allons transformer la relatiom (#%%) ; on a d'abord
i ' i = i ' 1 *
H (Ul.DF ) (H (REI*(DFI)JJt, ;
mais d'apres (SGA 5 I 1.12), il existe un isomorphisme canonique

' 1y =4
Rfl*(DFl) D(R

oh D(R!fi(?i)) désigne le dual de R!fi(FiJ par rapport a8 K. On voit

ainsi que {ii)t équivaut 3

(Eé(D(RTfi(Fi)}))t' =0 pour i > -n .
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Appliquant de nouveau le théor2me de dualité locale (SGA 5 I 4.5.3), mais

cette fois-ci au point t', on trouve que

i -1 [ ~ -i v
(H (D(Rtfl(Fli)))t. D(Ht,(R!f{(Fl))} s

et finalement (ii)t équivaut & la relation
i X . - .
Ht'(R!fl{Fl)} O pour i<n,

c'est-a-dire prof ,(R,f!(F!)) > n, ce qui ach2ve la démonstration du
t | S S |

théoréme,

Remarque 4.2.3. Le raisonnement se simplifie assez considérablement
lorsqu'on suppose que S admet (du moins localement) un complexe duali-
sant (par exemple est localement immergeable dans un schéma régulier).
Cela évite le recours 2 un complété (le passage au cas S strictement
local &tant immédiat), 2 2.3.3 et 3 1'énoncé technique peu plaisant 3.6,

qu'on peut alors remplacer par la référence plus sympathique 3,7,

Corollaire 4.3. Soient S wun schéma excellent de caractéristique nulle

et f : U~ S un morphisme séparé de type fini, tel que U soit

réunion de ¢+l ouverts, affines sur 5. Scient F un complexe de

faisceaux de Z/mf-modules, 3 degrés bornés inférieurement et & coho-

mologie constructible, n un entier et T wune partie fermée de §.

Supposons que, pour tout point u € U, on ait

profu(F) 20 - 8.(u)
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Alors on a

proiTRR!f(F}) »n-c g

Soit en effet Ui’ 0 £ i g c, un recouvrement de U par des ouverts
Ui' affines sur 5. Reprenant les notations de la démonstration de 4.2,

on a, pour tout 1,

Hl(Ui,ﬂq(DF')) =0 pour i > -n,

En utilisant la suite spectrale qui relie la cochomologie de U & celle
du recouvrement formé par les U, (S5GA 4 V 2.4), la relation précédente

montre que l'on a
i ' q t = £ 4
H(U',H*(DF')) = 0 pour i > -n+c .

Le corollaire résulte alors de la fin de la démonstration de 4,2,

Corollaire 4.4, Soient S wun schéma excellent de caractéristique nulle,

g : XS5 un morphisme, U un ouvert de X, réunionm de ¢+l ouverts

affines sur S ¥ wun sous-schéma fermé d'espace sous-jacent X-U et
aiiines sur » P 3 ec

j + Y=>» X 1le morphisme naturel, Scient F un complexe de faisceaux

de Z/mZ-modules sur X, 3 degrés bornés inférieurement et & cohomologie

constructible, T une partie fermée de S§ et n un entier. Supposons

que, pour tout peinmt u de U, on ait |

Drofu(F) Zzn - GTfu)
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ALlors le morphisme canonique

H' | (X/S,F) = H' (¥/s,3i F)
g ¢TM (g "(T) n ¥)!
est bijectif pour i < n-c-1, injectif pour i = n-c-1.

Cela résulte immédiatement de 4.1 et 4.3,

Corollaire 4.5. (Théorgéme de Lefschetz local). Soient S un schéma local

hensélien excellent de caractéristique nulle, t 1le point fermé de S,

X un schéma propre sur §8' = € - Iﬁ} et U un ouvert de X, réunion de

c+l ouverts affines. Soient Y un sous-schéma fermé de X, d'espace

sous-jacent X- U, j : Y— X le morphisme canmonique, F un complexe

de faisceaux de Z/mE-modules sur X, 2 deprés bornés inférieurement

et a cchomologie constructible, et n un entier. Supposons que, pour

tout point u de U, on ait
i r - L] = —
profu(F} >n ét{u), ot ét(u) 5t(u) 1.

Alors le morphisme canonique

B (X, F) — H(Y,i*®

est bijectif pour i <« n-c-1, injectif pour i = n-c-1.

Seit f : U3 le morphisme canonique ; il résulte de 4.2, appli-

qué en remplagant n par n+l, que 1l'on a

prof:(RTf(FlU)J > pntl-c.
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La relation précédente montre que le morphisme canonique

i 1.0 5

H°(S,R,£(F|U)) — H (8',R,£(Flu))

est bijectif pour i < n-c, injectif pour i = n-c. Comme R,f(F|U) est
i i ~ i & "
nul en dehors de S', on a H (S,er(FfU)) — (H (le(FIU}})t = 0, et

par suite
(*) Hi(S',R,f(FluJ) =0 pour i < n-c.

Soient g : X—>8', h : Y=» S', f' : U S', les morphismes canoniques.

I1 résulte du triangle distingué
#
Rh, (j F)
¥ \
R E£'(F|U) — Rg, (F)
que la condition (%) &quivaut au fait que le morphisme

H (S sRg F) — HiCS‘,Rh*(j*FJ)

est bijectif pour i < n-e-1, injectif pour i = n-c-1. Comme ce morphisme

s'identifie canoniquement au morphisme
i #*
B (X,F) = ®'(Y,;"F) ,

la conclusion en résulte aussitdt.
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Corollaire 4.6. (Théordme de Lefschetz global). Scient S le rpectre

d'un corps, X un schéma propre sur S et U un ouvert de X réunion

de ¢+l ouverts affines. Scient Y un sous-schéma fermé de X d'espace

sous-jacent X - U, j : ¥Y— X le morphisme cancnique, F un complexe

de faisceaux de Z/m€-modules sur X, & degrés bornés inférieurement

et & cohomologie constructible et n un entier. Supposons que, pour

tout point u de U, on ait
profu(F) >n - dim({u}}

Alors le morphisme canonique

Hl(x,F) — ® (y,;"F)

est bijectif pour i < m-c-1 et injectif pour i = n-c-1,

Plus généralement, si g : X—> § est un morphisme séparé de type

fini, les hypothéses sur S5, U, ¥, F é&tant les mEmes que précédemment,

alors le morphisme canonigque

E?(K[S,F)-—a BH(Y/S, 3 F)

désigne la cohomologie & support preopre, c'est-a-dire

Hy (X,F) = H‘(S,R!g(F)) ) est bijectif pour 1 < n-c-1, injectif pour

i = n-c-1.

Le corollaire est un cas particulier de 4.4, avec T = S,
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Voici une réciproque partielle & 4.3

Proposition 4.7. Soient S wun schéma noethériem, f : U—> S un morphisme )

de type fini., Supposons qu'il existe un complexe dualisant K sur § et

]
que R f(K) soit un complexe dualisant sur U. Soient T une partie fermée

de S5 et ¢ un entier. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout complexe de faisceaux de £Z/mf-modules F sur v, {

2 degrés bornés inférieurement et 3 cchomologie constructible, et pour

tout entier n tel que 1l'on ait, pour tout point u de U,

profu(FJ >n - 5T(U) i

on a

prof (R £(F)) > n-c .

(ii) Pour tout faisceau de Z/mZ-modules G sur U, constructible, |

et pour tout point t € T, on a

(Rpf*(G))_ =0 pour p > 8(G,f,t) + ¢
£

(zappelons d'aprés (SGA X & XIX 6.0) que 8(G,f,t) = supfat(u)lte{zget G_ ?é}
u

N.B. La condition (ii) est satisfaite en vertu de 3.1 si £ est
séparé et si U est, localement sur S pour la topologie étale, réunion

4 |
de ¢+l ouverts affines sur S, donc 4.7 contient &.3 ( ).

On peut évidemment supposer que S est local et que T est le point

fermé t de S. La démonstration de (ii) = (i) est essentiellement iden-

(#¥) Du moins dans le cas ou S admet localement un complexe dualisant,

p.ex. 5 immergeable localement dans un schéma régulier.
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tique & la partie 2°) de la démonstration de 4.2, Montrons rapidement
que (i)=> (ii). Le théor2me de dualité locale (SGA 5 I 4.3.2) appliqué

2 DG montre que

-i-l&c(uﬁ

bt (e)) = ( (©)_

= !
Comme G est réduit au degré zéro, on a donc Hi{DG} = 0 sauf peut-&tre

pour i = -25t(u) ; plus précisemment

profu(BG} = -26t(u) si G_#0,

profu(DG} = = si G =0 .
Il en résulte que 1'on a, quel que soit u £ U :
profu(DG) = —n—ét(u)

Il résulte alers de 1'hypoth2se (i) que l'on a proft(R!f(DG)) > -n-c. On
transforme cette relation en utilisant 1'isomorphisme R,f(I)GJ":i D(Rf_(G))
(S5GA 5 I 1.12) et en appliquant le théoréme de dualité locale au point t ;

on obtient ainsi

(Ei(Rf*(G})_ =0 pour i > n+c ,
t

ce qui n'est autre que (ii),

4.8. Les hypothéses étant celles de 4.4 avec g propre (resp. 4.5,

resp. 4.5 avec g propre), si V est un voisinage ouvert de Y dans
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X, le morphisme
i i L #
H (V,F)—= H (Y,j F)

est bijectif pour i < n-c-1, injectif pour i = n-c-1. Si i : V=3 X

est le morphisme canonique, il suffit en effet pour le voir d'appliquer
4.4 (resp., 4.5, resp. 4.6) au complexe Ri%(Flv). On peut se poser la
question de savoir si le morphisme précédent est bijectif pour i = n-c-1,
injectif pour i = n-c, Il suffit &videmment que les hypoth2ses soient
vérifiées quand on remplace n par n+l ; la proposition qui suit montre

qu'il suffit d'un peu moins.

Proposition 4.9. Scient S un schéma local excellent de caractéristique

nulle, de point fermé t (resp. en plus des conditions précédentes on

suppose § hensélien), £ : X—» S un schéma propre sur S (resp. propre

sur S - {s}) et U un ouvert de X réunion de c+l ouverts affines,.

Scient Y un sous-schéma fermé de X, d'espace sous-jacent X - U,

j : Y=>»X le morphisme canonique, F un complexe de faisceaux de

Z/mZ-modules sur X, & degrés bornés inférieurement et 2 cohomologie cons-

tructible, et n un entier. On suppose que 1'on a, our tout point u
amubhiRiEy EC PP P 2]

de U,

profu(F) 2.Inf(n—1,n-ét(u)) (resp. profu(F) > Inf(n~1,n+l-5t(u3) )

Alors, pour tout veisinage ouvert V de Y dans X, le morphisme cano-

nique
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H (V,F)> H'_ 1, 5"F)  (resp. u(v,P) = ui(y,;%F) )

£ () £ (ednyY

est bijectif pour 1 < n-¢-2 et injectif pour i = n-c-2. De plus i1

existe un voisinage ouvert Vo de Y dams X, tel que, pour tout autre

tel V avec v{:vo » le morphisme canonique
i i ¥ i i ¥
H =7 (v,F) > H -1 (Y,j F) (resp. H(V,F) 3> H (Y,j F) )
£ 7 (e)n v £ ()N Y

soit bijectif pour i < n-c-1, injectif pour i = n-c-1.

Démonstration. Posons pour simplifier 6£(u) = 5t(u) (resp.
6o(u) = ét{u) =1 ). On déduit de 4.8 la premidre assertion de 4.9,
car les hypothéses de 4.4 (resp. 4.5) sont vérifiées quand on v remplace
n par n-1. Elles le sont aussi pour n lui-méme, sauf aux points u
tels que &é[u) = 0. Or, pour un u € U, dire que l'on a éé(u) =0
€quivaut 2 dire que u est un point fermé de U, (resp. un point fermé de
X )., Soit E 1'ensemble des points de U tels que 6£(u) = 0 ; montrons

que, pour tous les points u € E, sauf un nombre fini, on a profu(F) > n.

Soient S 1le localisé strict de S en t, S' le complété de §, de

oint fermé t', et considérons le carré cartésien
P »

vv 3 v

Les hypothéses de profondeur aux points de U se conservent quand on
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remplace U par U' et F par 1l'image inverse F' de F sur U'. Seient
en effet u' € U' et u = hl{u')., Si u € E, on a la relation

profu(F) >=n - Eé(u), et il résulte de 4.2.1 gque ceci entraine la rslation

profu,(P'} =n - ﬁé(u'}. Si ug E, u' est un point fermé de UE (resp.
un point fermé de X' = XX 5 S'), et, comme la fibre U& de h en u
est de dimension zéro et h régulier, il ré&sulte de 1.15 que l'on a

! = -
profu,(F ) profu(F) > n-1.

Soient alors K un complexe duzlisant sur 5', normalisé au point
1
fermé t', et DF' 1le dual de F' par rapport &3 R f(K). D'apris 4.2.2,
les hypotheses de profondeur &tale aux points de U' se traduisent par

les relations :

(EF(DF'})_ =0 pour 4q > —n—5é(u') (rzsp. q@ > -n—2—§é,(u'} Y s
uf
]

si u' n'est pas un point de E' = r LHE) 5

(Eq(DF'))_ =0 pour gq > -(n-1) (resp. @ > -n-1 ) , si u' g E',
ul

Soit G = ﬂ_(n'l)(DF'} (resp. G = E_n‘l(DF') ) ; comme G est un faisceau
constructible, 1'ensemble des points en lesquels la fibre géométrique est
non nulle est un ensemble comstructible (SGA &4 IX 2.4 (iv)) ; or par hypo-
thése cet ensemble est contenu dans l'ensemble E' des points fermés de
Ué, (resp. des points de U' fermés dans X') ; il résulte donc de 4,9.1
ci-dessous que cet ensemble est réduit 3 un nombre fini de points. Appli-

quant 4.2.2, on voit que, pour tous les points de E', sauf un nombre

fini, on a profu.(F') > n. Il en résulte bien par 1.16 que, pour tous
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les points de E' sauf un nombre fini, on a
profu(F) =>n

Soit V un voisinage ouvert de Y dans X, contenu dans le complémentaire

dans X de l'ensemble fini de points u de E pour lesquels on a

profu(F) =n-1, 54 i : V33X est l'immersion canonique, soit
F,o= Ri (F|V) ;
alors F1 est un complexe de faisceaux sur X, & cohomologie construc-

tible (SGA 4 XIX 5.1) et 2 degrés bornés inférieurement. Nous allons voir

que, pour tout point u de U, le complexe Fl vérifie 1la relation

() profu(Fl) >n - 5é(u}

Si weguUNV, on a PrOfu(F1) = profu(F), et la relation (#) est vérifiée
par hypoth&se pour les points de U qui n'appartiennent pas 34 E ; pour
ces derniers, elle est aussi vérififée d'apr2s le choix de V. Enfin,

si uw €U et u ¢V, on a d'aprés 1.6 g) profu(FlJ = o . On applique
alors 4.4 (resp. 4.5) en remplagcant F par F. ; on obtient le résultat

1

anoncé, compte tenu du fait que l'on a uel que soit i
mp s 9 q

H (X,Ri (F|V)) = ut

9 1 (V,F) (resp. Hi{X,Ri*(F[V)) > at(v,6).
£ () £

(eIn v

Lemme 4.9.1, Un ensemble constructible E contenu dans 1'ensemble des

points fermés d'un schéma X noethérien est réduit 2 un nombre fini de
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points.

En effet E est réunion fini d'ensemble de la forme U N [V, ol !
U et V sont des ouverts de X ; par hypoth&se tous les points de U N [V

sont des points maximaux de cet ensemble, donc ils sont en nombre fini.

5. Profondeur géométrique.

Pour appliquer en pratique 4.2 et ses corollaires, il faut disposer
d'un critére commode qui permette de vé€rifier les hypoth&ses de profon-
deur étale aux points de U. Nous allons donner un tel crite2re, en uti-

lisant le theéorgme de Lefschetz local (4.5).

5.1. Soient A un anneau local noethériem ; quand nous parlerons
de la profondeur é&tale de A, il s'agira de la profondeur au point fermé.
Nous allons introduire une notion de "profondeur géométrique de A", et

utiliser 4.5 pour la comparer a la profondeur étale prof ét(a).

Proposition 5.2. Soit A un anneau local noethérien ; supposons que A

soit isomorphe 3 un quotient d'un anneau lecal régulier B par un idéal

I (c'est vrai par exemple lorsque A est complet, en vertu du théorame

de Cohen (EGA O 19.8.8)). Soit q 1le nombre minimal de générateurs de

I ; alors le nombre dim B - g est indépendant du choix de B.

Le nombre minimal de générateurs de I est aussi égal au rang
du k-espace vectoriel I ﬂB ky, ot k désigne le corps résiduel de A.
-~ A A |
== B/1

On se ramdne tout de suite au cas o A est complet, car om a A —

- Y
avec dim B = dim B et rgk(I e, k) = rgk(I 82 k) ; pour la méme raison
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on peut supposer que les anneaux B sont complets. Scient B et B'
deux anneaux locaux réguliers complets, £ : B-» A, £' : B'— A deux

homomorphismes surjectifs et I = Ker f, I' = Ker £'. On doit montrer que

dim B - rgk{I 2, k) = dim B' - rg(1' @_, k) ,

BI

Plagons-nous d'abord dans le cas ot 1'on a une factorisation de la forme

BP

avec g surjectif. Soit J =Ker g ; alors JoI et I/J =T1', Puisque
B' est végulier, dim B' = dim B - rgk(J 2, k) et J est engendré par
des éléments faisant partie d'un systeéme régulier de paramétres de B,

Il en résulte que 1l'on a la suite exacte

0 — JﬁBk———e IﬁBk—+ J/Iﬁn,k-—) o,

et par suite

dim B - rg(I 8, k) = dim B - rgk(JﬂBk) - rgk(J/IEB,k} = dim B'-rgk(I'QB,k}.

Le cas général se raméne au précédent ; pour le voir, il suffit
de montrer que l'on peut trouver un anneau local régulier complet B"

et des homomorphismes surjectifs g : B"=3 B et g' + B"—= B', rendant

commutatif le diagramme
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B

_g;ﬁ ¥ £

() B" A
g:& ;’f'

B!

Or, si W est un anneau de Cohen de corps résiduel k, on a un morphis-
me local W—> A qui se relédve 2 B et B' (EGA IV 19.8.6), de sorte

que l'on a le diagramme commutatif

On peut trouver des entiers n et n' et des morphismes surjectifs |
h : W [[Tl""’quj —> B et h' : W [[T',...,T;,]] — B' qui scient des

morphismes de W-alggbres (EGA O v 19.8.8) ; si l'on pose alors

I
B" =W [[Tl,...,Tn,T',...,Téj] et si 1'on définit g et g' comme des

morphisme de W-algébres tels que

g{T. ) =BT} , sCTi)o= by , BNT) = Bl , 8" (F1) ~h'(T]) , '

ob by (resp. Di ) est un €lément de B (resp. de B' ) qui reléve

h‘.f'{T;) (resp. h.f(Ti) ), le diagramme (%) est bien commutatif.

La proposition 5.2 justifie la définition suivante :
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Ll
Définition 5.3. Scient A un anneau local noethérien, A son complété,

qui est donc isomorphe au guotient d'un anneau local régulier complet B

par un idéal I ; si q est le nombre minimal de générateurs de I, on

appelle profondeur géométrique de A le nombre

prof géom(A) = dim B - q.

Proposition 5.4. Soit A un anneau local noethérien. Alors on a

prof géom(A) < dim A,

et on a 1'égalité si et seulement si A est un intersection compl&te,

On peut supposer & complet. Soit alors A = B/I, oi B est
un anneau local régulier complet et I un idéal de B. Si (xl,...,xq)
est un systdme minimal de générateurs de I, on a dim A > dim B - q,
et dire que dim A = dim B - q équivaut 2 dire que (xl,...,xq) £air
partie d'un systime de paramdtres d= B (EgA OIV 16.3.7) ; la propo-

siticon en résulte immédiatement.

Proposition 5.5. Scient A et A' des anneaux locaux noethériens,

£ : A=3 A' un homomorphisme local. Supbosons que f soit plat et gue,

désignant par k le corps résiduel de A, A' 2, k soit un corps, ex-
'Y =

tension séparable de K. Alors on a2

prof géom(A) = prof géom(A').
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Quitte a remplacer A et A' par leurs complétdés, on peut sSupposer
P 2 s P

4 et A' complets (il résulte de (ECA O 10.2.1) que 1'hypothise de

III
platitude est conservée et cela est évident pour les autres hypoth2ses).
Scit alors A = B/I, od B est un anneau local régulier et I un idéal

de B. Comme A4 est formellement lisse sur A (EGA O 19.8.2), il

v
résulte de (EGA Orv 15.7.2) que l'on peut trouver un anneau local noethé-
rien complet B' et un homomorphisme local B—3> B', tel que B' soit

un B-module plat et que l'on ait B' QB A2 A'. On a donc a' = B'/IBY ;
de plus l'anneau B' est régulier ; en effet, si m: est 1'idéal maximal
de B, mB' est l'idéal maximal de B', et, puisque 7 est engendré

par une suite réguligre par définition de "régulier", B' est engendré
par une suite B'-régulizre (EGA Oy 15.1.14). Comme on a &videmment

dim B = dim B', et comme I et IB' ont méme nombre minimal de généra-

teurs, 1l'assertion en résulte.

Théoréme 5.6. Soit A un anneau local excellent de caractéristique nulle,

Alors on a

prof ét(A) > prof géom(A).

On peut supposer A strictement local complet, puisque la profon-
deur géométrique et la profondeur étale de A se conservent par passage
2 1'hensélisé strict et au complété d'aprés 5.5 et 1.16. Soit A 2= B/I,
ot B est un anneau local régulier complet, et soit (fl,...,th un

systéme minimal de g&nérateurs de 1'idézl I. On a donc
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]

T = prof géom(A) dim B - q.

Considérons 1'immersion fermée

Y = Spec 4 —» X = SBpec B,

et spolent U =X - Y = e X, . 81 a désigne le point fermé de X,

on doit montrer que, pour tout nombre premier p, on a
H;(Y,zfpz) =0 pour i < 17 .

Comme B est régulier excellent, on a prof &t(B) = 2 dim X (cf. 1.10)
et par suite H;(X,ZIPZ) =0 pour i <« 2 dim X. Il suffit donc, pour

démontrer le théoréme, de prouver que le morphisme
(%) Hi(X,Z;’pZ} - H:(Y..E:‘pz.)

est bijectif pour i < m ., On applique pour cela le théorgme de Lefschetz
local (4.5) avec n = mig-1, ¢ =gq-1 donc n-c = . Notons que U =X - ¥

est réunion des gq ouverts affines Xf . Montrons que l'on a, pour
i
tout point u de U :

prof étu(x) > T+g-1-dim({ u}) = dim o

>

(ot {u} désigne 1'adhérence de u dans X - {5} ). En effet il résulte

de 1.10 que 1l'on a

srof é X) = 2 dim
prof &t (X) dim Gk’u %, u
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J

En utilisant 4.5, on voit que (#) est bijectif pour 1i < 7 , ce gui

acthzve la démonstration du théorime.

Corollaire 5.7. Soient S 1le spectre d'un corps de caractéristique nulle

(resp. un schéma local hensélien excellent de caractéristique nulle),

£ : X -5 un schéma propre sur S (resp. sur S - {s} ). Soient U
une réunion de ¢+l ouverts de X, affines, Y un sous-schéma fermé
d'cspace sous-jacent X - U, n et m des entiers > 0. On suppose

que, pour tout point u de U, on a

prof gécm(Gk,u)

W

n - dim({u})

( {u} adhérence de u dans X ). Alors le morphisme canonique

B (X,2/m2) — H(Y,z/m2)

est bijectif pour 1 < n-c-1, injectif pour i = n-c-1.

On applique 4.5 et 4.6, Les hypoth2ses de profondeur étale aux

points de U sont vérifiées car on a d'aprés 5.6

prof étu(K) > prof géom Uk,u >n - dim({u}).

6. Questions ouvertes,

6.1. On peut se demander si 1'implication (ii)=® (i) de 4.2 est
valable plus généralement pour des faisceaux F de torsion, pas néces-

sairement annulés par un entier m donné et pas nécessairement construc-
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tibles, Dans le cas ot S n'est pas de caractéristique nulle, il semble
possible que cette implication reste valable, méme pour les faisceaux
de p-torsiom, (p la caractéristique résiduelle)., Enfin il n'est pas

clair non plus que 1'hypoth&ése S excellent ne puisse &tre levée,

6.2. Soient X un schéma propre sur un corps k ou bien le complé-
mentaire du point fermé d'un schéma local hensélien, et j : Y= X un
sous-schéma fermé de X, dont le complémentaire U est affine. Alors,
si F est un faisceau d'ensembles sur X ou un faisceau en groupes non
nécessairement commutatifs, les énoncés 4.5 ou 4.6 et 4.9 ont encore
un sens pour un tel F, & condition de se borner & des petites wvaleurs de
n. Si u est un point de VU, on désigne par U un point géométrique
au-dessus de u, par X(u) 1le localisé strict de X en u et par

F la fibre de F en a

u
hypothéses sur X et sur F, par exemple en supposant X excellent

. Alors, en faisant éventuellement certaines

(éventuellement de caractéristique nulle, ou d'égale caractéristique en
utilisant la résolution des singularités) et F ind-fini (ou au besoin
méme IL-ind-fini avec L premier & la caractéristique de X), on aime-

rait démontrer les énoncés suivants

a) Soit F wun faisceau d'ensembles (resp. un faisceau en groupes)

et supposons que, pour tout point u de U, on ait

F_—> H%X(3)-G,F) injectif si dim({u}) < 1
u

(c'est-a-dire, pour un tel u, on a profu(F) > 1 ). Alors, quand V

parcourt 1'ensemble des voisinages ouverts de Y, le morphisme canonique
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= #
lim HO(V,F) — H%(Y,j F)

Vv

est bijectif (resp. on a la conclusion précédente et de plus le morphisme

o

lim HI(V,F)-9 Hl(Y,j F) est izjectif). Si F est constructible, on
v
peut remplacer les EAE par la cohomologie de V pour V "assez pectit",

b) Soit F un faisceau d'ensembles (resp. un faisceau en grounes)
et supposons que, pour tout point u de U, on ait profu(FJ > 2-dim({u}),
ce qui se traduit aussi par les relations

F_— H°(X(0)-u,F) est bijectif si dim({u}) = 0
u

I
-

F_—> HO(X(3)-0,F) est injectif si dim({u})
1

Alors le morphisme canonique
*
1°(x,F) — 8°(Y,5 F)

est bijectif (resp., on a la conclusion précédente et de plus le morphisme

Hl(x,F) - HlﬁY,j*F) est injectif).

¢) Soit P wun faisceau en groupes idd-fini, Supposons que, pour

tout point u de U, on airt

F_ -» HO(X(3)-3,F) bijectif si dim({u}) = O ou 1 ,
u
F_ — #%(X(3)-u,F) injectif si dim({:?) =2

u
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Alors, quand V parcourt 1'ensemble des voisinages ouverts de Y, les

morphismes canoniques

#* *
lim H°(v,F) — HO(Y,; F) et lim l(v,F) - ul(y,;*m
v
sont bijectifs. S5i F est constructible, on peut remplacer les li@ par

la cohomologie de V pour V assez petit,

d) Soit F un faisceau en groupes, Supposons que, pour tout point
u de U, on ait profu{F) > 3—dim([§}), ce qui se traduit aussi par

les conditions

F_—> HO(X(3)-G,F) bijectif, et HI(X(3)-a,F) = 0 si dim({u}) = 0
u

F_ — B(X(3)-3,F) bijectif si dim({u})

u

I
(=
“

I
N

F_ —> HO(X(8)-3,F) injectif si dim({u})
u

Alors les morphismes canoniques
#* s
HO(X,F) — HO(Y,i"F) et HI(X,F) —> uly, ;%)
sont bijectifs,

Comme indication en fawveur de ces énoncés, signalons XIIIX 2.1, X 3.4
et XII 3.5. Signalons que, grace 3 1'argument de 4.8 et 4.9, 1'&noncé

a) (resp. ¢)) résulterait de b) (resp., d)).

6.3. Il résulterait de d) 1'énoncé suivant analogue 2 5.6 : si A
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est un anneau local noethérien (é€ventuzllemcnt excellent) et si 1'on a
prof géom(A) 3 3, alors on 2 pref hop(a) = 3. Pour voir ceci, on réalise
¥' = Spec A comme fermé d'un schéma local régulier X' = Spec B, dont
le complémentaire est réunion de g ouverts affines, avec la relation
dim B - q = prof géom(A). On 2, pour tout peint x de X', si n = dim B,
prof hopx(XJ = Inf(3,n—dim([§})) (cf. 1.11) et 1'on déduit de d) que ceci
entraine prof hopy(Y’) > Inf(B,n-q-dim({;})), pour tout point ¥y de ¥Y!,

Le ré&sultat s'obtfent alors en prenant pour y le point fermé de Y'.

6.4. Un variante de 4.2, touf au moins de 1l'impliecation (ii) = (i),
doit encore &tre valable dans le cas analytique complexe, & condition de
travailler avec des faisceaux "analytiquement constructibles'" (cf. XIII) ;
la démonstration serait analogue 2 celle de 4.2, en utilisant 1z théorie
de la dualité de J.L. Verdier. Notons par contre que, pour 1'analogue
analytique complexe des variantes non commutativss cignalfes dans .2,
on ne dispose pas méme d'une méthode d'attaque pour les &noncés concernant
le groupe fondamental suggérés par les résultats des exposés X, XII, XIII,
rappelés & la fin de 6.2. Les méthodes du Séminaire semblent en effet
irrémédiablement liées au cas des rev&tements finis (qui peuvent &tre
¢tudigs en termes de faisceaux cohérents d'Algébres),

BIBLIOGRAPHIE

[1] M. Artin et B. Mazur, Homotopy of Varieties in Etale Topology,in Pro-

ceedings of a Conference on Local Fields, Springer (1967).
[27] J.P. Serre, Cohomologie Galoisienne, Springer-Verlag, 1964.

[3] J.L. Verdier, Algébre homologique et Catégoriec dérivées, North.

Holland Pub, Cie., & paraitre.

289




INDEX DES NOTATIONS

Tz : EZ T il
!

i, I1
Ez,x 2 I 1.6
HL(X,F), HE(F) - T2

Z RSl * :
H;(M}, H((£), M), B(M) : IV 5.4,V2 (p.4).
Ass M , Supp M , Anm M x(a) : III 1.1.

profI(H) i perY(F) : IITI 2.3,2.8.

Ab : IV 1 (p.1).

Hom"(F",;G™)} : ¥ 1.1.

Ext;(X;F,G) ; Eﬁgg(F,G) I 0 oy % I
Et(X) , 1L(Z2) : X (p.1).
Lef(X,Y), Leff(X,¥Y) : X 2 (p.2).
P(Z) , Pie(Z) : XI (p.1).

ﬂ?fX) : XIIT {p.15).

D (X) : XIV 1.0,

pron(F) =n : XIV 1.2,

prﬂfi(X) Z2n : XIV 1.2,

prof et (X) ¥RV 102

L : XIV1.2.

profx(F) =n : XIV 1.7.
profi(x) =2n ¢ XIV 1.7.
prof hop:(X) 23 : XIV1.7.
prof etX(K) w XTIV Y1

6 .(x) , 8(n) : XIV 2.1.
H;ICK/S,F) 1 XIV 4.0,

290




Auslander-Buchsbaum (théorzme de =)
comparaison (théoréme de -)
dualité locale (théor2me de -)
dualité projective (théorgme de -)
enveloppe injective
excision (théorgme d' =)
existence (théorgéme d' -)
extension essentielle
finitude (théorgme de -)
foncteur dualisant
forme résidu
géométriquement factoriel, resp.
géom, parafactoriel (annsau
local =)
groupes d'homotopie locale
Gysin (homomorphisme de -)
Hartshorne (théorgme de -)
Lefschetz (condition de -)
Lefschetz (condition de - effective)
Lefscherz (théorgme de - affine)
module dualisant
module orthogonal d'un module
parafactoriel (couple - de pré-
schémas)
parafactoriel (anneau local -}
profondeur
profondeur étale
profondeur géométrique d'un anneau
local noethérien

profondeur homotopique

INDEX TERMINOLOGIQUE

comparison theorem

local dualicty theorem

projective duality theorem

injective envelope

excision theorem

existence thecrem

essential extension

finiteness theorem

dualizing functor

residue form

geometrically factorial (resp.
geom. parafactorial) local
ring

local homotopy groups

Gysin homomorphism

Lefschetz condition

effective Lefschetz condition
affine Lefschetz theorem
dualizing module

module orthogonal of a module

parafactorial pair of preschemes

parafactorial local ring

depth

etale depth

geometrical depth of a ncetherian
local ring

homotopical depth

291

XET L0
IV (p.13)
I2.2, VvI1.3
IX 2.1, XII 3.1
IV (p.13)

VIITI 2.1,%XII 1.5
IV4.1, 4.2

IV 5.5

XIIT (p.20,24)
XIII (p.15)

I lpi13)

IIT 3.6

X2 (p,2)

X2 (p.2)

XIV 3.1

IV 4.1

v 5

X1 3.1

XX 3.2
IIT 2.3
XIV 1.2

XIV 5.3
XIII & déf.1 (p&)




profondeur homotopique (pour I)

profondeur homotopique rectifiée

pur (anneau local -)

pur (couple - de préschémas)

pureté (théoréme de - de
Zariski-Nagata)

pureté cohomologique (théorgme de -)

régulier (M-regulier)

Samuel (conjecture de =)

semi-pureté cohomologique (théo-
réme de -)

strictement local (anneau -)

Zariski-Nagata (théorzme de

pureté de =)

homotopical depth (with respect to L) XIV 1.2

rectified homotopical depth
pure local ring
pure pair of preschemes

purity theorem of Zariski-Nagata

cohomological purity theorem

M-regular

cohomological semi-purity theorem

strictly local ring

purity theorem of Zariski-Nagata

292

XIII déf.2 (p.5)
X 3.2
X3

X 3.4

XIV 1.11
IIT 2.1
X1 3.14

XIv 1.10
XIII 6 (p.23)
X 3.4




