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Préface 2 la deuxidgme édition

1. Comme le lecteur le verra dams 1'Avant-propos de la premigre édition
(incomplate) du présent Séminaire(qui suit cette préface), le but initial

du Séminaire a été de développer la théorie de la cohomologie étale

des schémas. D'autre part, depuis 1'année ou a été développé le séminaire
oral, l'importance du langage des topologies et des topos en géométrie
algébrique est alléecroissant, tant pour fournir un cadre commode et
intuitif pour les techniques de la descente et le passage au quotient
(indispensables dans pratiquement toutes les questions de constructions

de schémas), que pour développer d'autres théories cohomologiques pour

les schémas, mieux adaptées & certaines questions que la cochomologie
étale (telles la cohomologie fppf, ou la cochomologie "cristalline"

des schémas). De plus, il semble maintenant probable que ce langage

va @tre appelé A rendre des services également zux algébristes et aux
topologues., C'est pourquoi le bescin d'un exposé assez systématique de
ce langage, avec des notations et une terminologie aussi proches que
possible de celles déja couramment utilisés ailleurs (directement ins-
pirés de la topologie), est allé également en croissant. La présente
édition vise (en plus de son but initial déja mentionné) 2 donner un
tel exposé, qui puilsse servir aussi bien comme texte de référence qu'au
mathématicien désireux de s'initier au langage des topos, en attendant
le jour od 1l'on disposera d'un traité plus complet, C'est ce changement

de perspective qu'exprime le changement dans le titre du Séminaire par




rapport au titre primitif "cohomologie é&tale des schémas".

Pour les raisons qui préc2dent nous avons entigrement
refondus les exposés I 4 VI du Séminaire primitif, consacrés au lan-
gage des topologies et des topos. Notre principe directeur a été de déve=
lopper un langage et des notations qui soient ceux qui servent déja
effectivement dans les diverses applications, de sorte 2 ne pas perdre
contact avec le contenu "géométrique'" (ou "topologique") des divers
foncteurs qu'on est amend a considérer entre sites, Pour ceci, les notions
de topos et de morphisme de topos semblent &tre le fil conducteur
indispensable, et il convient de leur donner la place centrale, la
notion de site devenant une notion technique auxiliaire, Cela nous a
amené en particulier 2 é&toffer considérablement 1'exposé IV consacré
2 ces notions, et 2 reprendre compl2tement la rédaction de 1'exposé VI
(consacré aux sites et topos fibrés) dans cet esprit. Nous avons égale-
ment augmenté 1l'exposé I consacré aux notions générales sur les catégories
et les préfaisceaux, pour fournir les références internes nécessaires

a la forme révisée du Séminaire.

2. En plus de ces modifications et additions substantielles par rapport |
au Séminaire sous sa forme initiale, signalons que la présente &dition
s'en distingue é&galement par la présence des exposés XVII et XVIII

sur la cohomologie & supports propres et le théordme de dualité globale,

Ces exposés, dos 2 P, DELIGNE, différent assez substantiellement des

exposés oraux de A. GROTHENDIECK, a divers titres. Ainsi, P, DELIGNE

utilise la méthode de J,L. VERDIER en topologie pour la construction
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directe du foncteur fz sans lissification préalable du morphisme £,

et il donne une méthode de construction directe du foncteur Rf! de
cohomologie 2 supports propres, sans compactification préalable du
morphisme f: X —> Y séparé du type fini, gr2ce a 1'utilisation de

l1a fort utile "théorie de la descente cohomologique'" ; cette dernidre,
qui reldve de la topologie générale, 2 fait l'objet d'un nouwvel exposé VIB 4
rédigé par B, SAINT-DONAT, et son application 2 la construction directe
de RE, est exposée par SAINT-DONAT en appendice 2 1'exposé XVII. D'autre
part, nous sommes redevables 2 P. DELIGNE d'une vérification soigneuse
de tras nombreuses compatibilités, qui avaient été admises purement

et simplement par son prédécesseur moins scrupuleux, ceci lui a fourni
d'ailleurs l'occasion, dans 1l'exposé XVII, de développer assez systé-
matiquement un certain nombre de compléments a l}algébre homologique

et au formalisme des catégories dérivées, en assouplissant notamment

le formalisme des foncteurs dérivés par l'utilisation systématique de

la technique des ind et pro-objets ; 2 ce titre, les paragraphes 1, 2, 4
de XVII doivent &tre regardées comme des références standard d'alggbre

homologique.

3, En plus de ces contributions de pré&sentation et de mise au point
de P, DELIGNE, cette réédition du Séminaire contient également un cer-
tain nombre de résultats qui lui sont dfis, dont wveoici les principaux :

a) La théorie de la descente cohomologique, d€j2 mentionnée,
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qui fait 1'objet de 1'exposé Vi, de SAINT-DONAT, Cette théorie s'est
déja avérée un instrument c¢fficace de "passage du local au global",

et de réduction de certaines propriétés cohomologiques des schémas a
singularités au cas des schémas réguliers (lorsqu'on dispose de 1la
résolution des singularités) ; le m@me principe doit pouvoir ftre
utilisé pour les espeaces analytiques de tous genres,(C'est ainsi qu'il
a pu 8tre utilis€é dans le développement recent, par P. DELIGNE, d'ane
théorie de HODGE pour des variétés algébriques complexes & singularités
quelconques, )

b) Un certain nombre de résultats de "topologie générale"
i.e. sur les topos, notamment : 1l'existence de suffisamment de points
pour un topos localement cohérent (VI 9 ) ; la stabilité de la notion
de platitude d'un Module sur un topos par les foncteurs image inverse
(V 8 ), qui lui donne 1'occasion de développer une utile technique
de "limites inductives locales" ; 1'existence de 2-produits fibrés de
topos (IV 15),

c) Une "formule de KUnneth symétrique" XVIT 5.5, 2.1, donnant
la cohomologie d'une puissance symétrique en cohomologie &tale ou
cohérente 2 1'zide des foncteurs dérivés du foncteur TS (produit
tensoriel symétrique), inspirée de la formule bien connue en topologie
(due 2 DOLD). Contrairement 2 ce qu'on pourrait supposer, la formule
en cohomologie étale ne résulte pas de "general non-sense'", et procdde
par réductions successives au cas de coefficients constants sur une

courbe propre et lisee sur un corps algébriquement clos, auquel cas
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un argument de spécialisation et le principe de Lefschetz permettent

de se ramener au cas transcendant, ol la formule résulte de la trian-
gulabilité de 1l'espace envisagé. La formule de Kunneth symétrique a

&té &tablie par P. DELIGNE en vue de diverses applications 2 des for-
mules de fonctions L dans des cas non couverts par les exposés primitifs
de SGA 5 (et qui seront sans doute inclus dans la réédition de SGA 5),
notamment pour le cas ol 1'anneau de base pour les coefficients n'est
pas un corps (tel E, ou QL)’ ol est le corps premier gp (p = car. du
corps de base de la variété).

d) Une théorie des "puissances symétriques de torseurs’ XVII 6.3,
développée en vue de définir la trace d'un torseur par un morphisme fini
localement fibre f: X —> Y, sous des conditions plus générales que les
conditions habituelles (Groupe G sur Y lisse, ou f étale).

e) Une théorie "d'intégration des torseurs'" XVIII 1.3 ,
et une formule "des coefficients universels', qui sont présentés comme
des éléments d'une théorie de dualité pour des coefficients continus,
relative 2 un morphisme f: X —> S lisse et de dimension relative 1 .
Signalons que les notions introduites par P. DELIGNE sugg2rent divers
raffinements de formules du type Riemann-Roch en comologie étale,
obtenus en écrivant des isomorphismes canoniques dans des catégories
"d'objets stables" convenables form&es avec des faisceaux €tales cons-
tructibles, et des généralisations possibles en dimensions supérieures,
et ouvrent ainsi un intéressant champ de recherches. Signalons aussi
qu'a titre d'outil technique, P. DELIGNE démontre un intéressant théoreme

de structure pour certains torseurs sur certains schémas relatifs lisses




£: X —> S, comprenant notamment les fibrés projectifs (XVITI 1.2.2),

théoréme qui soulive également des questions intéressantes, liées notam-

ment 4 la théorie des déformations des torseurs sous un schéma en

groupes plat.

Bures, Novembre 1969
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AVANT-PROPOS

1. Le but principal du présent Séminaire est de développer le formalisme
de la "cohomologie de WEIL" des schémas. A partir essentiellement des
résultats qui sont démontrés ici, des arguments bien connus, d'ailleurs
dfts & WEIL lui-mdme, permettent de déduire une partie des conjectures
de WEIL sur les fonctions L des variétés projectives non singuliéres
sur un corps fimi (¥#) (¥¥), Cette déduction sera d'ailleurs présentée
dans un séminaire qui fera suite & celui-ci (SGA 5 XIII).

Dans le présent séminaire, nous nous bornons 2 1'&tude de

1la cohomologie des schémas, relativement & la topologie étale., Cette

topologie, par sa description, est fort proche des topeologies des
wvariétés topologiques habituelles, et on verra que la plupart des
résultats classiques concernant la cohomologie des espaces topologiques
ordinaires (suites spectrales variées, théorgmes de finitude, KUnneth,
dualité, théordmes de Lefschetz) peuvent se formuler et se démontrer
dans le nouveau contexte, a condition de se borner le cas échéant aux

faisceaux de torsion premiers aux caractéristiques résiduelles des

(#) Au moment d'écrire ces lignes, il n'est pas prouvé que les valeurs
propres de 1'homomorphisme de Frobenius opérant sur les Hi(x,zzi} sont

des entiers algébriques, ni a fortiori que leurs wvaleurs absolues sont
égales 2 qilz .

(%) (Rajouté Octobre 1968). Pour un exposé faisant le point de 1'état
actuel des conjectures de WEIL, cf. l'exposé de KLEIMAN, Algebraic cycles
and the Weil conjectures, in J. GIRAUD et Al., Dix exposés sur la cohomo-
logie des schémas, MNorth Holland Pub, Cie,

[Ajouté en Aofit 1969]., Le fait que les valeurs propres soient des entiers

algébriques a &té prouvé récemment par P. DELIGNE (Cf. SGA 7 XXI 5).
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schémas envisagés. On obtiendra une théorie cohomologique "2 coefficient
de caractéristique 0" (comme demandée par WEIL) par un passage & la
limites projective essentiecllement trivial (cf, SGA 5 V1), permettant

de définir une cohomologie 3 coefficient dans 1'anneau Z des entiers

L
i~adiques 3 partir des coefficients Z/L"Z s VW —> + ® , Lorsque 4 est
premier aux caractéristiques résiduelles, cette cohomologie possade
toutes les bonnes propriétés habituelles dans la cohomologie 3 coeffi-
cients Z classique (et se prete donc 2 la formulation des conjectures de
WEIL), D'ailleurs, lorsque les schémas envisagés sont de type fini sur
le corps des complexes £, nous verrons que la cohomologie (& coefficients
de torsion) est essentiellement identique & la cohomologie classique des
espaces analytiques correspondants, Cela permettrait d'une part d'appli-
quer les résultats obtenus par voie purement algébrique & la cohomologie
habituelle des variétés algébriques définies sur C, et de généraliser
par cette voie divers résultats classiques, démontrés généralement par
voie transcandante sous des conditions de non singularité, et parfois
de simplifier certaines démonstrations (notamment en théorie de Lefschetz),
D'autre part, cela permettrait d'appliquer le cas échéant les résultats
transcendants 2 la cohomologie des variétés algébriques en caractéristique
P qui "se rel2vent" en caractéristique O .

En revanche, les phénom2nes essentiellement nouveaux, originaux
2 la caractéristique p > 0, et concernant des coefficients de p-torsion
(qui devraient jouer un r8le essentiel par exemple dans les théorie

du corps de classe local ou global), échappent 2 peu pr2s totalement
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au point de wvue de la cchomologie étale, adopté dans ces notes. Leur

&tude demandera sans doute l'utilisation d'une topclogie plus fine,
probablement de "topologie fppf" dont 1'étude n'a £té abordée que dans

un cas tras particulier par SCHATZ [ Cohomology of artinian group schemes
over local fields, Annals of Math. Vol 79, n®3, May 1964, p.411-449] (%),
Cela semble 8tre 3 1'heure actuelle l'extemsion la plus urgente a apporter
3 1a théorie cohomolegique étale (¥#*), Signalomns également le probléme
d'étendre aux schémas 1'étude des invariants d'homotopie tels les T
(tent cdu point de vue de la topologie étale que de la topologie fppf) ;
il est permis d'espérer que des théorémes du type d'Hurewicz qui restent
3 formuler, joints & notre assez bonne connaissance de la c¢ohomologie et

du groupe fondamental, permettront d'obtenir des résultats dans cette

voie (¥¥¥),

2., En plus de 1'influcnece, é&vidente, des idées de WEIL, signalons aussi
les liens de ce séminaire avec diverses recherches antérieures qui ont
influencé 1l'un ocu 1'autre de nous :

a) La théorie de J. TATE de la dimension cohomologique des

corps [CG], d'ailleurs motivie par le point de vue de la cchomologie

(*) Cf, aussi A, CROTHENDIECK, le groupe de Brauer III § 11, in Dix

—

exposés sur la cchomologie des schémas (North Holland Pub. Cie).

(*#) Depuis la rédaction de ces lignes, il est apparu que la topologie
fppf ne satisfait pas 2 toutes les propriétés espérées, et 'l 'extension
la plus urgente" serazit plutd8t dans le développement de la "cchomologie
cristalline", initiée dans A. GROCTHENDIECK, Crystals and the De Rham
cohomelogy of schemes, inspirde par les travaux de MONSKY-WASHNITZER
et de MANTIN.

(%) Cf, note (*) de la page suivante,

10
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étale, a été 2 son tour un outil et un mod2le pour la théorie de la
dimension cohomologique des schémas.

b) Les travaux de IGUSA sur les "vanishing cycles" (dont
il ne sera question que dans un séminaire ultérieur (1), et 1la
démonstration par Igusa de 1'inégalité de Picard p=Db, , en toute
caractéristique, que nous obtenons ici de fagon assez formelle (en
méme temps gque le théor2me de finitude de Néron-Sévéri), une fois
en possession d'une théorie cohomologique explicite (¥8%)

¢) Les résultats de OGG et CHAFAREVITCH sur la cohomologie
des corps de fonction d'une variable 3 coefficient dans des variétés
abéliennes., Ces auteurs obtiennent en particulier un é€quivalent du
théoréme de dualité pour les courbes algébriques, en m&éme temps qu'une
formule de caractéristique d'Euler-Poincaré, (Pour un exposé en termes

de cohomologie étale, cf, M. RAYNAUD, Sém. Bourbaki, décembre 1964 (¥#%e#)

(*) Le probl2me de 1'étude du "type d'homotopie &tale" signalé plus
haut a é€té résolu en principe, depuis la rédaction de cette introduc-~
tion, par les travaux récents de MM, Michael ARTIN et Barry MAZUR
(voir leur séminaire 1966 a ce sujet, publié dans M. ARTIN et B, MAZUR,
Etale homotopy, Lecture Notes n°l00, Springer (1969)).

(*#) cf. SGA 7 III, IX ...

(#%%) Cf, SGA 6 XIII 5,2, 5.3,

(¥#33%) Reproduit dans la collection citée en note 3 la page (ix).

11
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3, Les exposés I & VI reprennent la théorie des faisceaux du point

de vue des sites, ou mieux, des topos, en complétant le séminaire

ARTIN 1962 (Harvard) sur de nombreux points. La présentation, et les
résultats non contenus dans ARTIN, sont dfis pour l'essentiel 2 J. GIRAUD
et J.,L. VERDIER.

Les exposés VII et VIII développent les premi2res définitions
et propriétés relatives 2 la topologie étale et la cohomologie étale.

Les exposés IX, X donnent les premiers résultats quantitatifs
&lémentaires relatifs aux coefficients de torsion, concernant en particulier
la cohomologie des courbes algébriques, la dimension cohomologique, la
notion de faisceau constructible.

Les résultats des exposés XII a XVI (2} sont centrés autour
des deux "théor2mes de changement de base'", qui techniquement consti-
tuent le résultat central de ce séminaire, La clef pour 1'un et l'autre de
ces théordmes se trouve dans certaines propriétés du groupe fondamentazl,
qui dans notre contexte s'énoncent le plus naturellement en termes
de l-cohomologie & coefficients dans des faisceaux de groupes non
nécessairement commutatifs, Aussi, dans 1'énoncé des résultats cchomo-
logiques principaux, avons-nous systématiquement pris en considération
également la cohomologie non commutative, ce qui permettrait de retrouver,
sous une forme parfois plus générale et plus commode du point de wvue

technique, les principaux résultats sur le groupe fondamental de

8SGA 1961 (¥),

{2) obtenus entre Septembre 1962 et Mars 1963 par M. ARTIN et A, GROTHENDIECK

(*) Cf. l'exposé de Mme M. RAYNAUD, dans SGA 1 XIII.

12
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Les exposés XVII et XVIII (3} présentent la théorie de la

cochomelogie "2 supports compacts" et le théordme de dualité globale,

qui impliquent la dualité de Poincard pour les vairétés algébriques

non singuliéres,
Enfin 1l'exposé XIX présente certains résultats locaux (&)

centrés sur le "théor2me de pureté cohomologique", dont la plupart

utilisent la résolution des eingularités, et jusqu'a nouvel ordre

ne sont donc applicables qu'en caractéristique nulle,

4, Nous utiliserons courarment les résultats de EGA I 2 IV, et de

5GA 1 et SGA 2,

(3) cbtenus en Février-Mars 1963 par A, GROTHENDIECK, en méme temps
que le "théorzgme de dualité locale" qui sera exposé dans SGA 5

(4) obtenu par ARTIN en 1964,

13
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SGA 4

EXPOSE I

PREFATSCEAUX

(avec un appendice de N, Bourbaki)

Dans les numéros 0 & 5 de cet exposé, on présente les propriétés
élémentaires, et le plus souvent bien connues, des catégories de préfais-
ceaux (#).Cespropriétés sont utilisées constamment dans la suite du séminaire
et leur connaissance est essentielle pour la compréhension des exposés
suivants, Les démonstrations sont immédiates ; elles sont le plus souvent
omises, Dans les numéros 6 2 9 sont abordés quelques themes utilisés a
différentes reprises dans la suite, Le lecteur pressé pourra les omettre
en premigre lecture, Le numéro 10 fixe la terminologie employée, L'appen-

dice 1l est d0 & N, Bourbaki.

Q. Univers

Un univers est un ensemble non-vide U qui jouit des propriétés

suivantes :

(U1) Si x €U et siy€x alorsy € U.
(U 2) Six, y €U, alors {x,v} € u.

(U 3) Si x € U, alors 9°(x) € U.

(U 4) si (xi, 1 €1 €U) est une familled'éléments de U, alers J x, €U,
i€l

(*) Le lecteur pourra aussi consulter SGA 3 I §§ 1 2 3.
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Des axiomes précédents on d&éduit facilement les propriétés :

- Si x €U, l'ensemble {x} appartient 2 U.

- Si x est un sous-ensemble de y € U, alors z € u.

- 51 x,y € U, le couple (x,y) = {{x,y}, x} (définitdion de Kuratowski)
est un &lément de U.

- 8i x,y € U, la réunion x U y et 1le produit x X y sont des é&éléments de 1.
- Si (xi, i €I € U) est une famille d'éléments de U, le produit QEE x,
est un €lément de U.

- S8i x € U, alors card(x) < card(U) (strictement). En particulier 1la
relation U € U n'est pas vérifiée,

On peut donc faire toutes les opérations usuelles de la théorie
des ensembles 2 partir des éléments d'un univers sans, pour cela, que le
résultat final cesse d'€tre un 6lément de l'univers,

La notion d'univers a pour premier interer de fournirt une défi-
nition des catégories usuelles : la catégorie des ensembles appartensnt
2 l'univers U (U-Ens), 1la catégorie des espaces topologiques appartenant
2 l'univers U, la catégorie des groupes commutatifs appartenant & 1'univers
U W-4b), la catégorie des catégories appartenant 2 l'univers U ... .

Cependant le seul univers connu est 1'ensemble des symboles du
type {{8}, {{@}, 1) etc. (tous les €léments de cet univers sont des en-
sembles finis et cet univers est dénombrable). En particulier, on ne
connalt pas d'univers qui contienne un élément de cardinal infini. On est

donc amené 3 ajouter aux axiomes de la théorie des ensembles 1'axiome :

(UA) Pour tout ensemble x il existe un univers U tel que x € U.
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L'intersection d'une famille d'univers étant un univers, on en
déduit immédiatement que tout ensemble est &lément d'un plus petit univers,
On peut montrer que 1'axiome (UA) est indépendant des axiomes de la théorfie
des ensembles.

On ajoutera aussi 1'axiome :

(UB) Secit R[x} une relation et U un univers, 5'il existe un élément y € U '

tel que R{y}, alors = R{x} € u.

La non-contradiction des axiomes (UA) et (UB) par rapport aux
autres axiomes de la théorie des ensembles n'est pas démontrée ni d&mon
trable, semble-t-il.

Soit U un univers et c(U) la borne supérieure des cardinaux des
é1éments de U (c(U) = card(U)). Le cardinal c(U) jouit des propriétés
suivantes :

(FI) Si a < c(U), alors 27 < c(U).
(FII) si (ai, i€I) est une famille de cardinaux strictement inférieurs 2

c(U) et si card(I) est strictement inférieur a e(U), I a, < c(U).

i€l
Les cardinaux qui possiédent les propriétés (FI) et (FII) sont

appelés cardinaux fortement inaccessibles.

Le cardinal O et le cardinal infini dénombrable sont fortement

inacessibles
L'axiome (UA) implique :

(UA') Tout cardinal est majoré strictement par un cardinal fortement

inaccessible,

On peut montrer (11) gue réciprogquement la non contradiction

de (UA') implique la non contradiction de (UA), et que la non contradic-

tion de ces axiomes entralne celle de l'axiome (UB).
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Appelons ensemble artinien tout ensemble E tel qu'il n'existe

€ x_ . On peut

ini EN : e x £ E, 3
pas de familles infinies (xn, nEN) celle qu x, € E, X1 a

alors montrer [loc., cit, ] qu'il v a une correspondance biuniveque entre
les cardinaux fortement inaccessibles et les univers artiniens, définie

ainsi 7 2 tout cardinal fortement inaccessible ¢ on fait correspondre

l'unique univers artinien Uc tel que
card(U ) = ¢ .
—C
Soient .¢ < ¢' deux cardinaux fortement inaccessibles, Oa a :

u €,
S =c
En particulier les univers artiniens de cardinaux inférieurs 3 un cardinal
donné forment un ensemble bien ordonné (pour la relation d'appartenance).

L'axiome (UA') est é&quivalent 2 1'axiome :

(UA"). Tout ensemble artinien est élément d'un univers artinien.

Remarquons que tous les ensembles usuels ( Z,9, ...) sont

des ensembles artiniens,

l. U-catégories. Préfaisceaux d'ensembles

1.0. Dans la suite du séminaire et sauf mention expresse du contraire,

les univers considérés posséderont un élément de cardinal infini. Soit U

un wvnivers, On dit qu'un ensemble est U-petit (ou, quand aucune confusion
n'en résulte, petit) s'il est isomorphe a un élément de U. On utilise
aussi la terminologie : petit groupe, petit anneau, petite catégorie. ..
On supposera Souvent, sans mention explicite, que les schémas, espaces

topologiques, ensembles d'indices... avec lesquels on travaille sont € u,
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ofi tout au moins ont un cardinal € U;cependant, de nombreuses catégories

avec lesquelles on travaillera ne seront pas € 1§

péfinition 1.1, Scient U un univers et C une catégorie, On dit que C est
Y £33

une U-catégorie si pour tout couple (x,y) d'objets de C, 1'ensemble

Homc(x,y) est U-petict.

1.1.1. Soient C et D deux catégories et Fonct(C,D) la catégorie des fonc-
teurs de C dans D. On vérifie immédiatement les assertions suivantes :
a) 81 C et D sont &léments d'un univers U (resp. U-petites) la catégorie
Fonet(C,D) est un élément de U (resp. est U-petite),

b)Si C est U-petite et si D est une U-catégorie, Fonct(C,D) est une

U-catégorie.

Remarque 1.1.2. Soit D une catégorie possédant les propriétés suivantes :
(€1) L'ensemble ob(D) est contenu dans 1'univers U.

(€2) Pour tout couple (x,y) d'objets de D, 1'ensemble Homn(x,y) est un
élément de U.

(Les catégories usuelles construites 3 partir d'un univers U possédent

ces deux propriétés : U-Ens, U-Ab, ... ). Soit C une catégorie apparte=-
nant & U. Alors la catégorie Fonct(C,D) ne possgde pas en général les
propriétés (Cl) et (C2). Par exemple la catégorie Fonct(C,U-Ens) ne posside
aucune des propriétés (Cl) et (C2). C'est ce qui justifie la définitien
adoptée de U-catégorie, de préférence & la notion plus restrictive par

les conditions (Cl) et (C2) ci-dessus,

w
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Définition 1.2, Soit C une catégorie. On appelle catégorie des préfaisceau

d'ensembles sur C relative 3 1'univers U (ou, lorsqu'aucune confusien n'en

résulte, catégorie des préfaisceaux sur C) la catégorie des foncteurs con-

travariants sur C & valeur dans la catégorie des U-ensembles,

On désigne par Cﬁ (ou plus simplement, lorsqu'aucune confusion

n'en résulte, par C*) la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur C rela

tive & l'univers U, Les objets de Cﬁ sont appelés U-préfaisceaux (ou plus

simplement préfaisceaux) sur C, Lorsque C est U-petite, la catégorie CU

est une U-catégorie. Lorsque C est une U-catégorie, Cﬁ n'est pas nécessai-

rement une U-catégorie,

Construction-définition 1.3, Soit x un objet d'une U-catégorie C. On appel!

U-foncteur représenté par x le foncteur hu(x) : C° ~> U-Ens dont la cons-
truction suit (¥), Soit y un objet de C.

a) Si Homc(y,x) est un élément de U, alors :
hU(x)(y) = Hamc(y,x)

b) Supposons gque Hamc(y,x) ne soit pas un élément de U et soit R(Z,x,y)
la relation : "L'ensemble Z est but d'un isomorphisme HomC(y,x) AL

On pose alors :
ﬁg(x){y) = T,R(2) .

(En vertu de 1'axiome (UB), hU(x)fy) est un £lément de U). Soit R'(u,x,y)

la relation : "u est une bijection

u Homc(y,x} —— ﬁg(x)(y} .

—ee
(*) c° désignera toujours la catégorie opposée a C,
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On pose alors :
oly,x) = "l',uR'(u) i

On remarquera qu'on a, dans les cas (a) et (b), un isomorphisme

canonigue
wly,x) : Homc(y,x} —— hﬂ(x)(y) 3
(Dans le cas a) wp(y,x) est 1'identité). Soit alors u : y — y"' une fléche
de C. Le morphisme u définit, par la composition des morphismes, une
application :
: ' —
Homc(u,x} : Homc(y '3 Homc(y,x) .

On pose alors
l)‘_J(xJ(u) = oy , x) Hom.(x,u) oy, %)t .

On vérifie immédiatement que l'ﬁ_’(x), ainsi défini, est un foncteur

¢c* — U-Ens.

1.3.1, De méme, on définit, 2 1'aide des isomorphismes ¢ , pour tout mor-

phisme y : ¥ — x' un morphisme de foncteurs :

hU(y) : hq(x) —7'hu(x')

et on vérifie immédiatement qu'on a définit ainsi un foncteur

hU:C—-—i'Cﬁ.

1.3.2, Soit maintenant V un univers tel que U< ¥, On a alors un foncteur

canonique pleinement fidele :

U-Ens “— V-Ens

d'ot un foncteur pleinement fidéle :

‘v "
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et le diagramme :

c > G
G

h l
%

<

est commutatif 3 isomorphisme canonique prés. Lorsque C est un &lément de

U, cet isomorphisme canonique est 1'identité.

1.3.3. Dans la pratique, 1'univers U est fix& une fois pour toutes et

n'est pas mentionné. On utilise alors les notations C° {pour la catégorie

des U-préfaisceaux d'ensembles) et

h: €—>¢C" .

Pour tout objet x de C, le préfaisceau h(x) est appelé le préfaisceau

représenté par x et nous identifierons toujours la valeur en y € ob(C)

du préfaisceau h(x) avec HomC(y,x).

Proposition 1.4. Soient C une U-catégorie, F un préfaisceau sur C et X

un objet de C. Il existe un isomorphisme fonctoriel en X et en F

i : Hom,.(h(X),F) <= F(X) .

1'application i n'étant autre, lorsque F est de la forme h(¥), que 1'appli-

cation :

h : Hom(h(X),h(¥)) <— Hom(X,V¥) 2

En particulier le foncteur h est pleinement fid2le,

1.4.1. Cette proposition justifie les abus de langage habituels identi-

fiant un objet de C et le foncreur contravariant correspondant, Un préfais-
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ceau isomorphe 2 un objet image par h (ou, en utilisant 1'abus de langage

signalé ci-dessus, isomorphe 2 un objet de C) est appelé préfaisceau repré-

sentable.

1.4.2, Soit V un univers contenant un univers U. La catégorie des U-préfais-
ceaux est une Sous-catégorie pleine de la catégorie des V-préfaisceaux et
par suite un U-préfaisceau est représentable si et seulement si son image

dans la catégorie des V-préfaisceaux est un V-préfaisceau représentable.

2., Limites projectives et inductives

Soient C une U-catégorie et I une petite catégorie. Notons
Fonct(I,C) la catégorie des foncteurs de I dans C. La catégorie Fonct (I,C)
est une U-catégorie. A tout objet X de C associons la sous-catégorie X de C
ayant pour seul objet 1'objet X et pour seule fléche 1'identité de X,
Désignons par iK : X —> C le foncteur d'inclusion. Il existe un et un seul

foncteur ey i I — X, et nous désignerons par kX : I — C le foncteur

ix o By . ( On dira que kx est le foncteur constant de valeur X).
La correspondance X F—> k.x est visiblement fonctorielle en:X,ce qui nous

permet de définir,pour tout foncteur G : I —> C,le préfaisceau
X b—
HomFonct(I,C)(kX’G)'

Définition 2.1. On appelle limite projective de G et on note lim G le
1

préfaisceau :

X HomFonct(I,C)(kx’G) -

Lorsque le préfaisceau lim G est représentable, on désigne encore par lim G
~1 I
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un objet de C qui le représente, L'sobjet lim C n'est donc défini qu'a
I

isomorphisme prés. Lorsgu'aucune confusion n'en résulte on emploie la

notation abrégée lim G.

Pour G wvariable, %im G est un foncteur de la catégorie Fonect(I,C)

4 valeurs dans C~.

2.1.1. On définit de meme par symétrie (renversement du sens des flaches
dans C) la limite inductive d'un foncteur : c¢'est un foncteur covariant sur
C & valeur dans la catégorie des U-ensembles. Nous emploierons les notations
lim G ou bien lim G,
I
On notera que les produits, produits fibrés, noyaux sont des limit

projectives. De meme les sommes, sommes amalgamées, conoyaux sont des limite

inductives,

Définition 2,2, Soient I et C deux catégories et G : I —> C un foncteur,

On dit que la limite projective de G est représentable 8'il existe un

univers U tel que :

1) La catéporie I soit U-petite.

2) La catégorie C soit une U-catégorie.

3) Le préfaisceau %im G & valeurs dans la catégorie des U-ensembles soit

représentable,

I1 résulte au n® 1 que l'objet %if G représentant le préfaisceau
iiE.G ne dépend pas, a isomorphisme pres, de 1'univers U. Notons aussi
qu'il existe un plus petit univers U' possédant les propriétés (1) et (2),
et que le préfaisceau LEE G est nécessairement & valeurs dans la catégorie

.
des U'-ensembles,

10
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2.2.1, Socient I et C deux catégories. On dit que les I-limites projectives

dans C sont représentables si pour tout foncteur G : I —> C, la limite

projective de G est représentable. Enfin scient C une catégorie et U un

univers, On dit que les U-limites projectives dans C sont représentables

si pour toute catégorie I U-petite et pour tout foncteur G : I —> C, la

limite projective de G est représentable,

Proposition 2.3, Soient C une catégorie et U un univers nom vide. Les

assertions suivantes sont équivalentes :

i) Les U-limites projectives dans C sont représentables.

ii) Les produits, indexés par un petit ensemble sont représentables, et

les noyaux de couples de fléches sont représentables.

iii) Les produits, indexés par um petit ensemble sont représentables, et

les produits fibrés sont représentables,

Preuve. Il suffit de remarquer qu'il existe un isomorphisme fonctoriel en

6 limG=Rer { TT e6(i)— TT G(but(u))), le couple de fliches
= i€ob(1) uEF1(1)

&tant définl par les morphismes

pr
Tre(e) ——2utla) o o e ttu))

i€ob(1)

pr
TT G(i) ————EEEEEEL;) G (source (u)) —Ei&lb-G(but(u)) i

i€ob(1)
u
De plus, il est clai — =
P i air que Ker (X — Y) QYX s les deux morphismes

de X da i
ns XxY &tant idqu et 1dxxv_

2.3.1. 1l existe évidemment des définitions et assertions analogues pour

les limites inductives que nous n'expliciterons pas. De meme pour les limites

11
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projectives et inductives finies (i.e, relatives 2 une catégorie I finie),

Corcllaire 2.3.2. Désignons par U-Ens 1la catégorie des U-ensembles et par

U-Ab la catégorie des ocbjets groupes abéliens de U-Ens. Les U-limites pro-

jectives et inductives dans U-Ens et dans U-Ab sont représentables.

Proposition 2.3.3. Scient I une petite catégorie, F : I —> U-Ens un foncte:

GEob I un petit ensemble d'objetsde I tel que pour tout objet X de I il

et

existe un objet YE€G et un morphisme Y —> X (resp. X — ¥). Alors

lim F (resp. lim F) est représentable et on a card(lim F) = T7 card(F(Y))

1 I YEG
(resp. card(lim F) = T card(F(Y))).
I YEG
Preuve. On vérifie immédiatement que lim F' (resp. lim F') est isomorphe
——— —_
I
4 un sous-objet (resp. un quotient de TT F(Y) (resp. 1L F(Y)) ; d'on
YEG YEG
la proposition.
Définition 2.4.1. Scient C une catégorie ot les limites projectives

(resp. inductives) finies soient représentables et u : ¢ —> C' un fonc-

teur. On dit gue u est exact 4 gauche (resp. 2 droite) s'il "commute” aux

limites projectives (resp. inductives) finies. Un foncteur exact 3 gauche

€t & droite est appelé un foncteur exact,

2.4.2. 11 résulte de 2.3 que, pour qu'un fonecteur soit exact, il faut et
il suffit qu'il transforme 1'objet final (= produit vide) en 1l'objet final,
le produit de deux objets en le produit des deux objets images, et le
noyaux des couples de deux fl2ches en le novau des couples images ou encore
qu'il transforme 1'objet final en 1'objet final et les produits fibrés en

produits fibrés. (On suppose que dans C les lim finies sont représentables.
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2.5.0. Soient I,J et C trois catégories, G : I X J —> C un foncteur (i.e,

un foncteur de I & valeur dans la catégorie des foncteurs de J dans C).

Supposons que les limites projectives des foncteurs
G ¥ T ——C icob (1)
jF/— 64 x 1)
soient représentables, et que le foncteur :
P> 1lin Gi

admette une limite projective représentable. Il est clair qu'alors le

foncteur G admet une limite projective représentable et gqu'on a un ise-

morphisme canonique :

lim ¢ ————> lim lim G, ,
Txa3 T x =

et que par suite on a un isomorphisme canonique

—

lim lim G, — 1lim 1lim G.
= 2 T J

4

Nous dirons par la suite plus briévement que les limites projectives
commutent aux limites projectives. On voit de méme que les limites induc-
tives commutent aux limites inductives, Mais il n'est pas vrai en général

que les limites inductives commutent aux limites projectives.

Définition 2.5. Soient C une catégorie & produits fibrés représentables,

I une catégorie, G : I — C un foncteur, g : G — X un morphisme de G

dans un objet de C (i.e. un morphisme de G dans le foncteur constant

associé 3 X), m : Y —> X un morphisme de C,
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Soit G X,Y : I — C le foncteur

i pb— :HihXY

On dit que la limite inductive de G est universelle si pour tout objet X,

tout morphisme g : G —> X, tout morphisme m : Y —> X,

a) la limite inductive du foncteur G XY est représentable,

b) le morphisme canonique 1im(G XXY) — (Iiﬂ G) XXY est un isomorphisme.

Proposition 2.6. Soit U un univers. Les limites inductives dans U-Ens gqui

sont représentables (en particulier, les U-limites inductives (2.2.1) dans

U-Ens) sont universelles.

Nous utiliserons aussi un autre résultat de commutation entre

limites projectives et inductives que nous allons présenter maintenant,

Définition 2.7, Une catégorie I est pseudo-filtrante lorsqu'elle posséde

les propriétés suivantes ;

PS 1) Tout diagramme de la forme :

peut etre inséré dans un diagramme commutatif :

i/j\\‘)k
St

PS 2) Tout diagramme de la forme :

14
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peut etre inséré dans un diapramme :

u W
i ——% § ~———3R
A
tel que
Wt = W,V

Une catégorie I est dite filtrante si elle est pseudo-filtrante, non vide et

connexe, i.e. si deux objets quelconques de I peuvent 8tre reliés par une

suite de flaches (on n'impose aucune condition sur le sens des fléches) ;

cela signifie aussi, en présence de PS 2, que I # @ et gque pour deux objets a,b

de I, il existe toujours un objet ¢ de I et des fléches a c et b c. O

dit aussi gu'une catégorie I est cofiltrante si I° est filtrante.

Exemple 2.7.1. Si dans I les sommes amalgamées(resp. les sommes de deux
objets) et les conoysux de doubles fl2ches sont représentables, alors I

est pseudo-filtrante (resp. filtrante),

Proposition 2.8, Soit U un univers. Les U-limites inductives filtrantes

dans U-Ens commutent aux limites projectives finies.

On se ram?ne immédiatement a démontrer que les U-limites filctrantes
commutent aux produits fibrés., La démonstration est laissée au lecteur. On

pourra utiliser la description de la limite donnée par le

Lemme 2.8.1. Soient I une petite catégorie filtrante, i —> xi un foncteur

de T dans U-Ens. Sur 1'ensemble somme 11 X,, soit R la relation :
ifob I

(R) Deux éléments x, € X, et %5 € KJ sont reliés s'il existe un objet

k€ob I et deux morphismes u: i —> k et v : § — k tels que les images

dans Xk de Xy et de xj par les applications de transitionm u et v respec-

tivement soient égales,
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1) I est une relation d'équivalence.

2) Le guotient 1l  X_ /R est canoniquement isomorphe 2
i€ob 1

lim X_.
T °

3) Deux &lémentsx . €X. et x
———————=Ti i == Ty
X

£X, sont respectivement équivalents suivant R
J
4 deux éléments d'un méme -

k

4) Pour tout i€ob I, deux &léments & et B de Xi sont é&quivalents suivant

R si et seulement s'il existe un morphisme u : i —> j tel que ula) = u(8),
tel que

L'assertion 1) résulte de (PS 1) (2.7). Pour démontrer 2), on
vérifie que 11 inR posséde la propriété universelle de la limite
i€ob 1
inductive (on n'utilise que (PS 1)). L'assertion 3) résulte du fait que I

est connexe, L'assertion 4) résulte de (PS 2).

Corcllaire 2.9, Soit ¥ une esp2ce de structure algébrique "définie par

limites projectives finies". (Le lecteur est prié de donner un sens ma-

thématique & la phrase précédente. Notons seulement que les structures

de groupes, groupes abéliens, anneaux, modules ,etc... sont de telles

structures), Désignons par U-Y¥ la catégorie des y-objets de U-Ens. Le

foncteur qui & chaque objet de U-Y associe 1'ensemble sous-jacent, commute

aux U-limites filtrantes. Par suite les U-limites filtrantes dans U-vy com-

mutent aux limites projectives finies.

Corollaire 2.10. Les U-limites pseudo-filtrantes dans U-Ab commutent aux

limites projectives finies,

(On se ram2ne aux limites filtrantes en décomposant la catégorie

d'indices en composantes connexes),

16

32



Notons maintenant un résultat que nous utiliserons constamment :

-
Soient C et C' deux U-catégories, u et v deux foncteurs C f::::; C', u ad-
u

joint & gauche de v. Rappelons que ceci wveut dire qu'il existe un isomor-

phisme entre les bifoncteurs 2 valeur dans U-Ens :

Homc,(u(X},K') —_— Homc(x,v(x')) :

Proposition 2,11, Le foncteur u commute aux limites inductives représen-

tables ; le foncteur v commute aux limites projectives représentables,

Cette assertion signifie que pour toute catégorie I et tout
foncteur G : I —> C' tel que la limite projective de G soit représen-
table, le foncteur v,G admet une limite projective représentable et que

l'on a un isomorphisme canonique :
v (Lim G} — lim (veG) ¥
— —
Le lecteur explicitera de lui-méme 1'assertion coucernant le foncteur u.

Signalons enfin un calcul de limites projectives dans le cas ol

la catégorie d'indices admet des produits,

Proposition 2,12, Soient I et C deux catégories, V un univers. On suppose

que les V-limites projectives dans C sont représentables et qu'il existe

,0 A est un élément de V telle que

d i "ob ]
ans I une fsmille d'objets (ia}uEA

soient représentables pour tout couple (a,B)€AxA,

1) les produits i, X1

B

2) tout objet de 1 s'envoie dans un au moins des i&.

Alors pour tout contra foncteur F de I dans C

F: I —— 0,

la limite projective de F existe et il existe un isomorphisme fonctoriel

en F
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les deun fléches étant définies par les projectiens des produits L. ® ok

48]

sur les facteurs,

3. Propriétés d'exactitude de la catégorie des préfaisceaux

Soient C une U-catégorie, C~ la catégorie des préfaisceaux sur C,

Les propriéctés d'exactitude de C~ se déduisent toutes de la proposition

suivante :

Proposition 3.1, Les U-limites projectives et inductives dans C~ sont

représentables. Pour tout objet X de C, le foncteur sur C~ :

F — F(X) F € ¢~

Commute aux limites inductives et projectives,

En d'autres termes, "les limites inductives et projectives dans

C” se calculent argument par argument". Citons quelques corollaires.
2

Corollaire 3.2, Soit ¥ une structure algébrique définie par limites pro-

jectives finies. La catégorie des foncteurs contravariants 3 valeurs dans

U-Y est équivalente & la catégorie des y-objets de C-,

Corollaire 3.3, Un morphisme de C~ qui est 2 la fois un monomorphisme et

un épimorphisme est un isomorphisme. Un morphisme de C~ se factorise de

manidre unique en un épimorphisme suivi d'un monomorphisme. Les limites

inductives dans C~ qui sont représentables, sont universelles. Les U-limites

inductives filtrantes dans C* commutent aux limites projectives finies., Le

foncteur canonique C —> €~ commute aux limites projectives représentables.
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Plus généralement on peut dire que la catégorie C~ hérite de
toutes les propriétés de la catégorie des U-ensembles faisant intervenir

des limites inductives et projectives.

3.4.0. Scoit F un objet de C°, On désigne par C/F la catégorie suivante
Les objets de C/F sont les couples formés d'un objet X de C et d'un mor-
phisme u de X dans F. Soient (X,u) et (Y,v) deux objets. Un morphisme de
(X,u) dans (¥,v) est un morphisme g de X dans Y tel que le diagramme

ci-aprés soit commutatif :

Proposition 3,4, Avec les notations de (3.4.0), le foncteur source

C/F —> C* admet une limite inductive représentable dans C~, Le morphisme

canonique :

lim source (.) —=> F
C/F

est un isomorphisme.

Corollaire 3.5, Scient F et H deux objets de C~, Il existe un isomoxrphisme

canonique :

Hom (F,H) ——= 1lim H(X) 3
A
(X,u)€ob (C/F)

Preuve. Le corollaire se déduit immédiatement de 3.4 et de 1.2,
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Proposition 3.6. Soient C une U-catégorie, V un univers contenant U et

: CE e C% le foncteur d'injection naturel des catégories de préfais-

ceaux correspondantes (1.3), Le foncteur i commute aux limites inductives

et projectives. De plus, pour tout objet F de Cﬁ, tout sous-objet de i(F)

est isomorphe & 1'image par i d'un unique sous-objet de F (de sorte qu'on

obtient ume bijection de 1'ensemble des sous-objets de F avec 1'ensemble

des sous-objets de i(F)).

4, Cribles
 —  — —

Définition 4.1, Soit C une catégorie. On appelle crible de la catégorie C

uné sous-catégorie pleine D de C possédant la propriété suivante : tout

objet de C tel qu'il existe un morphisme de cet objet dans un cbjet de D

est dans D. Soit X un objet de C ; on appelle (par abus de langage) cribles

de X les cribles de la catégorie C/X.

Seit U un univers tel que C soit une U-catégorie. Soit €~ la caté-
gorie de préfaisceaux correspondante., A routr crible de X on associe un
sous-objet de X dans €~ de la mani2re suivante : A tout objet Y de C, on
fait correspondre 1l'ensemble des morphismesf : ¥ —> X rels que 1'ocbjet

{Y,f) appartienne au erible,

Proposition 4,2, L'application définie ci-dessus, €tablit une bijection

entre 1'ensemble des cribles de X et l'ensemble des sous-objets de X dans  §c

»
Preuve., Montrons seulement gu'elle est 1'application inverse. A tout sous-
foncteur R de X on associe la catégorie C/R des objets de C au-dessus de R

(3.4). On vérifie immédiatement que C/R est un crible de X
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Remarque 4.2,1. On voit de méme que les cribles de C sont en correspon-
dance biunivoque canonique avec l'ensemble des sous-foncteurs du "foncteur

final" sur C (objet "final" de C~).

4.3. Soit C une U-catégorie, Par abus de langage nous appellerons aussi
cribles de X, les sous-objets de X dans la catégorie C". Cet abus de lan-
gage nous permet pour tout préfaisceau F et teut crible R de X de définir
Homc-(R,F) comme étant 1l'ensemble des morphismes du foncteur R dans F. On
a d'ailleurs un isomorphisme canonique fonctoriel en F (3.5) :

Homc_{R,F} —— 1lim F(.) )
T/R

ce qui permet d'en donner une définition directe. De méme,la proposition
4.2 nous permet de transposer aux cribles les opérations usuelles sur les

foncreurs, Citons :

4.3.1. Changement de base. Soit R un crible de X et f : ¥ — X un morphisme

d'objets de C. Le produit fibré R XxY est un crible de Y qu'on appelle

crible déduit de R par changement de base. La sous-catégorie correspondante

de C/Y est 1'image inverse de la sous-catégorie de C/X définie par R par

le foncteur canonique C/Y —> C/X défini par £.

4.3.2. Relation d'ordre, intersection, réunion. La relation d'inclusion

sur les sous-foncteurs de X est une relation d'ordre. On peut définir la
réunion et l'intersection d'une famille de cribles indexés par un ensem-
ble quelconque comme étant la borne supérieure et la borne inférieure de

la famille de sous-préfaisceaux correspondante,
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4.3.3. Image, crible engendré. Soient (Fg}aca une famille de préfaisceaux

et pour chaque @ € A, un morphisme fa : F& —> X ol X est un objetr de C.
On appelle image de cette famille de morphismes la réunion des images

des fg . L'image de cette famille est donc un crible de X. En particulier
si tous les F, sont des objets de C, le crible image sera appelé le crible
engendré par les morphismes fa . La catégorie C/R est la sous-catégorie
pleine de C/X formée des objets X' —> X au-dessus de X tels qu'il existe
un X-morphisme de X' dans un des Fo -

Le lecteur pourra, & titre d'exercice, traduire en termes des
catégories C/R les relations et opérations définies ici sur les sous-foncteurs,
Il constatera alors que ces relations et opérations ne dépendent pas de
l'univers U tel que € soit une U-catégorie, et qu'elles sont par suite
définies pour toute catégorie, sans que 1l'on soit obligé de préciser l'uni-
vers auquel les ensembles de morphismes appartienment ; ce qu'on pouvait

d'ailleurs prévoir a priori grace a 3.6,

5. Fonctorialité des catégories de préfaisceaux

5.0. Soient C, C', D trois catégories et u : C —> €' un foncteur. On

désignera par u* le foncteur :

u®* : Hom (C'®,D) —> Hom(C®,D) , G = Geou

»
obtenu en composant avec le foncteur u, Le foncteur u® commute aux limites

inductives et projectives,.
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oposition 5.1. Supposons que C soit petite, et que, dans D, les U-limites

FPropositioo

inductives (resp. projectives) soient représentables. Le foncteur u® admet
e ——

un adjoint 2 gauche u, (resp. 2 droite ug). On a donc un isomorphisme

HomHom(C°,D)(F’u*G ) = Homﬂom(ﬁ",ﬂ)(ufF’G )

+* 2.5
{resp. Homﬁom(c°,D)(u G,F) HomHomIC”,D)(G'u*F} B
Preuve. Nous n'indiquerons que la démonstration de l'existence du foncteur
adjoint 2 gauche, La partie resp, de la proposition s'en déduira alors

formellement grace aux isomorphismes :

—

Hom (C*,D) ——> Hom (C,D°)® —— Hom <{(C®°)°,D%)* .

Soit Y un objet de C', Désignons par IZ la catégorie suivante :

Les objets de IE sont les couples (X,m) olt X est un objet de C et m un

morphisme ¥ — u(X). Scient (X,m) et (X',m') deux objets de II . Un

morphisme de (X,m) dans (X',m') est un morphisme £ : X — X' tel que
m'=u(E)m . La composition des morphismes se définit de la mani2re &vidente,

Soit £ : Y — ¥Y' un morphisme de C'. Le morphisme f définit par

i £ Y !
composition un foncteur Iu : I[‘_l —_— 1u

On a de plus ua foncteur pr, : IE —> C qui, 2 l'objet (¥X,m) associe

g

l'objet X. Notons qu'alors le diagramme :

L]

'[Y——}-

f )4
_
u I'IJ- IU
=
™) pr\ /,Y_
C

est commutatif.

[
i)
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Soit maintenant F un préfaisceau sur C et posons :

(5.1:19 u:F(Y) = lim F er(.)

IY

u
La commutativité du diagramme (*) et la fonctorialité de la limite induc-
tive font de u,F un préfaisceau sur C'. Montrons que le foncteur u, est
un adjoint & gauche du foncteur u®, Pour cela montrons que pour tout pré-
faisceau G sur C', il existe un isomorphisme fonctoriel
Hom(u,F,6) ——— Hom(F,u®G). Soit £ & Hom(u ,F,G). Pour tout objet X de C,

on a donc un morphisme :

Ex ! u, (u(X)) — glul(X)) 2

Mais (u(x),idu(x)) est un objet de IE(X), et par définition de la limite

inductive, on a un morphisme canonique :

F(X) — u,Flu(x)).

On en déduit pour tout objet ¥ de C un morphisme :

ﬂx ;o F(X) —— g{ulx))

qui est visiblement fonctoriel en X, D'od un morphisme
mn 1 F — u¥g .

Réciproquement, scoit 1 € Hom(F,u®G). On en déduir, pour tout

objet Y de C, un morphisme de foncrteur :

-

d'ol, en composant avec le morphisme évident du foncteur (u*G)pr,, dans le

Y

Fpr, — {u*C)er i

Y

foncteur constant G(Y), un morphisme ;

EY i u,F(¥Y) —= G(Y)

qui est fonctoriel en Y . D'oll un morphisme :
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E: uF—>cC ;

Le lecteur vérifiera que les deux applications ainsi définies

sont inverses l'une de 1'autre, et achévera ainsi la démonstration.

Proposition 5.2. Supposons que dans D, les U-limites inductives soient

représentables, les limites projectives finies soient représentables et

que les U-limites inductives filtrantes commutent aux limites projectives

finies. Supposons de plus que dans C les limites projectives finies soient

représentables et que le foncteur u soit exact & gauche (2,3,2). aAlors les

limirtes projectives finies sont représentables dans Hom(C®,D) et dans

Hom(C'®,D), et le foncteur u, est exact 3 gauche.

Preuve. La premiére assertion est triviale. Démontrons la seconde. D'aprés

la démonstration de 5,1, pour tout préfaisceau F sur C et tout objet Y de

C' on a
u:F(Y} ——= lim Fer .
Y
I
u

I1 suffit donc de montrer que la catégorie (IE)° vérifie les
axiomes (PS 1) et (PS 2) (2,7) et que cette catégorie est connexe. La véri=-

fication est laissée au lecteur.

5.3. En particularisant ces résultats au cas od D est la catégorie des

U-ensembles, on obtient une suite de trois foncteurs :

qui est une "suite de foncteurs adjoints" dans le sens que pour deux fonc-

teurs consécutifs de la suite celui de droite est adjoint A droite de 1'autre.

41




Leurs propriétés essentielles sont résumées dans la :

Proposition 5.4. Soient C une petite catégorie, C' une U-catégorie, et

u : C—> C' un foncteur.

1) Le foncteur u¥ ; C' =~ —>C~ commute aux limites inductives et projectives

2) Le foncteur u, : C° —> C'" commute aux limites projectives. Pour tout

préfaisceau F sur C et tout objet ¥ de C', on a :
u, F(Y) = Hom . (u*(Y),F)

3) Le foncteur u, : C° —> C'~ commute aux limites inductives. Le fencteur

u, n'est défini qu'd isomorphisme prids, mais on peut toujours le choisir

tel gque le diagramme

g —2 = g

h h'

u,

CF s O F®

(h et h' sont les foncteurs d'inclusion canonique) soit commutarif,

Pour tout préfaisceau F sur C, on a :

u,F —=—> Jim h'u P
’ c?g’

4) Si les limites projectives finies sont représentables dans C et si u

est exact 3 gauche (2,3,2), le foncteur u, est exact a gauche .

Preuve. L'assertion (1) est triviale. L'assertion (2) se déduit du faitbt
que u, est un foncteur adjoint 2 droite par (2.11) et (1.4). Il en est
de méme pour 1'assertion (3) mais on applique en plus (3.4)., Enfin 1'asser-

tion (4) n'est autre que 5.2 qu'on peut appliquer grace 2 (2.7).
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v
Proposition 35 5. Scient C et C' deux petites catégories et C &—— > C' un
FropoSL L2h - - e —

u
couple de foncteurs, od v est adjoint & gauche de u. Il existe alors des

jsomorphismes, compatibles avec les isomorphismes d'adjonction

i —T——a g
—_—
vy u#®
Preuve., 11 suffit d'exhiber un isomorphisme v —— yu, ;

; 1'autre isomor-
phisme s'en déduira par adjonction. Soient F un préfaisceau sur C et Y un

objet de C'. On a alors :

v*F(Y) ——— Hom(v(Y),F)

Puis en utilisant (3.4)

Hom(v(Y) ,F) ——— 1lim Hom{wv(Y),.)

c/F
Mais v est adjoint 3 gauche de u et par suite

1im} Hom(w(Y),.) —> 1lim Hom(Y,u(

)
c/F C/F
Utilisant alors 5.4 3), il wvient :
lim Hom(Y,u( . )) = Hom(Y,u,F) = u,F(Y)
c/F . :

On a donc déterminé, pour tout objet Y de C', un isomorphisme

vHF(Y) — u ,F(Y) qui est visiblement fonctoriel en Y et en F, cqfd.

Corollaire 5,5.1., Soit u :

C — C'" un foncteur qui admet un adjoint a

gauche., Le foncteur u, : C° —> (€'~ commute aux limites projectives

(rappe-
lons qu'il

commute aux limites inductives par (1,4, 3)).
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Remarque 5.5.2. On trouve ainsi une "suite de quatre foncteurs adjoints "

fcE. 5.3) :
1 #*

dont les trois premiers (resp. derniers) commutent donc aux lim (resp. lim).
—— €«

Proposition 5.6. Les hypothé&ses sont celles de 5.4. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

i) Le foncteur u est pleinement fid2le,

ii) Le foncteur u, est pleinement fidéle.

iii) Le morphisme d'adjonction idC“ — u¥u, est un isomorphisme.

iv) Le foncteur u, est pleinement fidele,

v) Le morphisme d'adjonction u*u, —> idcﬁ est un isomorphisme.

Preuve., Il est clair que ii) <= iii) et iv <> v) (propriétés générales
des foncteurs adjoints) et que ii) = i) (5.4 3)). Montrons que i) == iii).
Les foncteurs idcﬂ, u®* et u, commutent aux limites inductives, D'apriés (3.4).
il suffic donc de démontrer que H —3> u*u,H est un isomorphisme lorsque H
est représentable ce qui est évident. Montrons que iii) est équivalent & w).
Pour tout objet H (resp. K) de C~ désignons par &(H) : H —> u*u,H (resp.

3,

par ¥(K) : u*u, —> K) le morphisme d'adjonction, On a alors un diagramme

commutatif :

Hom(H,¥ (K))

Hom . (H, u™u, K)
2

Homc_(u:H,u*K)
2] Hom(3(H),K)

Homc,(H,K}
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par suite 2(H) est un isomorphisme pour tout H si et seulement si ¥(K)

est un isomorphisme pour tout K, cqfd,

Remarque 5.7. a) Les équivalences ii) <= iji) <—>jv) <e==p> y) sont

des résultats généraux sur les foncteurs adjoints,

b) La forme explicite de u, resp. u, donnée dans la démons-
tration de 1.4 montre aussitdt que, sous les hypothéses générales de 1.1,
si u est pleinement fid2le, alors le morphisme d'adjonction id —= u¥*u,

*

(resp. u*u, —> id) est un isomorphisme, i.e. que u, (resp. u,) est

pleinement fidale,

5.8.0. Scient Y une espéce de structure algébrique définie par limites
projectivesfinies U-vy-Ens la catégorie des Y-objets de U-Ens,

esj : U-y¥-Ens —> U-Ens le foncteur ensemble sous-jacent (pour simplifier
nous supposons que 1'esp2ce de structure envisagée a un seul ensemble

de base). Soit C une catégorie. La composition avec esj fournit un foncteur

noté
esj~ Hom(Cg,H—Y—Ens} — C".

Comme dans C”, les limites projectives se calculent argument par argument,
le foncteur esj” se factorise en une équivalence,

(5.8.1) Hom(C®,U-Y-Ens) ——> ¢y ;
ou C; est la catégorie des Y-objets de C~, et un foncteur encore noté

esj” C; "

et appelé le foncteur "préfaisceau d'ensembles sous-jacent".
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5.8.2. Supposons que le foncteur esj : U-yY-Ens — U-Ens admette un adjoint
a4 gauche Lib : U-Ems —> U-v-Ens (¥) (on peut montrer en fait que cette
condition est toujours satisfaite). La composition avec Lib fournit un
foncteur

Lib~ : € ——> Hom(C®,U-Y-Ens)
et en composant avec 1'équivalence (5.8.1), un foncteur encore noté

Lib” : E° ————~ C;;
et appelé le foncteur "préfaisceau de Y-objets libres engendré". Le fonc-

teur Lib™ est adjoint 2 gauche au foncteur esj~.

Proposition 5,8.3. Soient ¥ une esp2ce de structure algdbrique définie par

limites projectives finies telle que dans la catégorie des Y-objets de

U-Ens, les U-limites inductives soient représentables (**), C une catégorie

appartenant 3 U, C' une U-catégorie, u : € —> C' un foncteur. Désignons
appartenant a U, une LU-categorie,

par C; (resp. C';} la catégorie des Y-olbjets de C~ (resp, C'") et par

u*y le foncteur sur les Y-objets déduit du foncteur u¥, Il résulte de 5.1

et de 1'équivalence 5.8.1 gqu'il existe un foncteur adjoint 2 gauche (resp.

a droite) au foncteur u¥' . Ce foncteur est noté u, (resp. uy, ).
Y Yy

1) Le foncteur U*Y commute auxX limites inductives et projectives, Le diagramr

st

C'; - C:r
(*) esj"' esj”
cr= U* > c°

(*) Le foncteur Lib est le foncteur "v-objets libre engendré&". Exemple
groupe libre, groupe commutatif libre, A-module libre, etec... .

(**) On peut montrer que cette condition est toujours satisfairte,
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" et esj” désignent les foncteurs "ensemble sous-jacent'),

yviest commutatif (esj'” et
——

2) Le foncteur ug,, commute aux limites projectives, Le diagramme

u

oy
- [
CY y

(%) esj” esj'”

U
ce —> '

est commutatif & isomeorphisme prés.

3) Le foncteur Uiy commute aux limites inductives. Supposons que esj” (resp.

esj'~) admette un adjoint & gauche Lib~ (resp. Lib'") (5.8.2). Le diagramme

u,
c~ . e c'~
(L) Lib~ Lib"
u,
=Y -
c c’
Y Y

est commutatif 3 isomorphisme pris,

Supposons que u, commute aux limites projectives finies (5.4 &)

et 5.6). Alors le diagramme

L]
- i -
cg cs
() esji” esj'"
u, v
c” - c'=

est commutstif & isomorphisme prés, et u

ry commute aux limites projectives

finies.

Preuve. L'assertion (1) est évidente. L'assertion (2) aussi car Uy est un
adjoint a droite et par suite (2.11) commute aux limites projectives et,
én particulier, aux limites projectives finies ; d'odi la commutativité du

diagramme (¥¥), La commutativité du diagramme (¥*¥) se déduit de 1'unicirté,
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4 isomorphisme prés du foncteur adjoint & gauche, et enfin la commutacivité
du diagramme (**¥¥) ge déduit immédiatement du fait qQue u, commute aux

limites projectives finies.

Notation 5.9. Par abus de notation, les foncteurs u®’ et u, , Seront souvent
notés u® et u,,ce qui ne risque pas d'apporter des confusions en vertu de
la commutativité des diagrammes (%) et (*¥), En revanche, lorsgue u, ne
commute pas aux limites projectives finies, le diagramme (¥**) plest pas
commutatif 3 isomorphisme prés, et les notations u, et u, devront &tre

employées pour éviter des confusions.

5.10. Soit C une petite catégorie. Pour tout objet X de C~, on désigne par
C/X la catégorie des fléches de but X et de source un objet de C. Le foncteur
source définit un foncteur ig ¢ C/X —> C. Soitm : Y —> X un morphisme de (*
La composition des morphismes définit un foncteur jm + CfY —> CIX. Le

diagramme :

c/Y

c/x

ly

[

X
Cc
est commutatif. Il résulte de 5.1 que pour tout objet F de (C/X)"~ et tout

objer ¥ de €, on a

(5.10.1) ECEY = | Flu) .

uEHomc-(Y,K}

Ixs

La formule (5.10.1) permet de définir igr lorsque C est une U-catégorie,et

on vérifie que le foncteur jx, ainsi défini est toujours adjoint & droite

32

48




au foncteur j; : Cc~ —= (Cc/X)~ (5.0).

Proposition 5.11. Soit C une U-catégorie, X un préfaisceau sur C,

1) Le foncteur

jz, 1 ({C/X)” — = ¢~

se factorise par la catégorie C~/X :

e
(c/x)~ R C /X ——— ™ .

Le foncteur e, est une €quivalence de catépories.

2) Le foncteur exaj§ : €° — C°/X est canoniquement isomorphe

T
au foncteur H —= (Hx¥ _._F_’...?._b.x}_

Preuve. 1) Soit f 1'objet final de (C/X)". On a un isomorphisme canonique

f = lim Y et par suite j_,(f) = lim i (¥) (5.4). or j.,(f) = X ;
YsobC/X e YeobC/X 5 *

d'od la factorisation. Pour montrer que ey est une équivalence nous nous
contenterons d'exhiber un foncteur qQuasi-inverse : A tout objet H — X

de C"/X on associe le préfaisceau sur C/X :

R
(y X)) — HomCAfX

2) Le foncteur exoj* est adjoint a droite au foncteur d'oubli

Yy —=x), (H — X)) i

X

et par suite le foncteur exoj* est canoniquement isomorphe au foncteur o |

PE, i
H+— (B ——=—> x). b
5.12. Soit m : Y —> X un morphisme de C~, D'aprés (5.11), le morphisme m
&St canoniquement isomorphe 2 1'image par ey d'un objet de (C/X)~ que nous
noterons [m], Le foncteur ex définit, par restriction aux sous-catégories,
une équiwvalence

e
(c/X)/[m] —B—s c/y

[}
!
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Le diagramme

e
(c/x)/[m] ———= c/y

Iim] \ mﬁm

est commutatif 2 isomorphisme canonique pras,

5.13. Signalons un résultat qui nous sera utile dans Exp. VI. Soit u : € — O

un foncteur entre petitescatégories, Pour tout objet H de C~ désignons par

u/H : C/H —> C'/u,H le foncteur qui associe 2 tout morphisme m : X —> H
“u,m
le morphisme u,X ———> u,H (on sait (5.4) qu'on peut toujours poser

u,X = uX). Le diagramme ci-apr2s est commutatif :

u/H
C/H c'/u,H

(5.13,1) Iy ju.a

c > gt

On a donc un diagramme commutatif 2 isomorphisme pras :

(uIH). &
(c/a)- - (C'/u'H)
(5.13.2)
(ig?, gk
u,
ok - — (el s

et comme (u/H), transforme l'objet final de (C/H)"~ en 1'objet final de

(C'"/u,H)*, le diagramme
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(u/H),
(c/H)" - > (c'fu_,n)“
(5.13.3) eu ®u,H
u,/H W

C"J’H > C'",‘rulﬁ

est commutatif 2 isomorphisme prés (6.1).

Proposition 5.14, Soit u : € —> C' un foncteur entre petites catégories,

On suppose que u poss2de la propriété suivante :

(PPF) Pour tout objet X de C le foncteur u/X : C/X —= C'/uX est pleine-

ment fidéle.
Alors :
1) Scit f l'objet finmal de C~. Le foncteur u se factorise en

ju,f
> C'/u,f ———> ('

u/f

G =ClE

Le foncteur u/f est pleinement fidale,

2) Le fomcteur u, : C~ —= ('~ se factorise en

' (u/£), n
c-=(c/f)" . > (C'fu,f)~ —=— C!*fu £ —> C'"

oii_le foncteur (u/f), est pleinement fidéle, le foncteur e, une équiva-

Tf

lence, et le foncteur C'"/u,f —> C'~ le foncteur d'oubli,

3) En particulier le foncteur u, est fid2le et par suite le morphisme

" &
d'adjonction id — u™u, est un monomorphisme., De plus, pour tout mor-

phisme @ : H —> K de C~, le diagramme :

1< 2 (H) > u¥*u H
e
a l | u.u”(x)
]
z v
K C (k) > uty K
£st cartésien.
I
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Preuve. 1) La factorisation provient du diagramme (5.13.1), Le foncteur u
est fidele. Donc u/f est fidele., Montrons qu'il est pleinement fidale.
Soient X et Y deux objets de C, can, : uX — u,f (resp. can, : u¥Y = u,f)

les morphismes canoniques et

u¥ — Y

canx - canY

u'f
un merphisme de C'fu,f . On a u,f = 1i uZ et par suite (3.1) :
E 3 ZeobC
Homc,,(ux,u,f) = 1lim Homc,(ux.uz) i
E ZEobC

Par définition de la limite inductive, dire que cany, m = cany équivaut 3
dire qu'il existe
a) une suite finie d'ocbjets de C, X, , iefo,n], X, =% X =Y,

b) pour tout i, un morphisme m, : uX —> uX, (m = idx m_ = m),
i o i

g 8

c) pour tout couple (i,i+l) un morphi sme fi : Ki — xi+1 ou bien
: e —-

fi xi+1 hi il

tels que les diagrammes

uXx uX
:3//’/// \\\Eizi o Dize T}///"\\\\\:?+1
ulf, ) u(fi)
ux . = > uX, ul, <— e ;
i i+l i i+l

soient commutatifs,
On démontre alors immédiatement, par récurrence sur i et en
utilisant la propriété (PPF), que m, est de la forme u(pi). En particulier

m = u(p) et par suite u/f est pleinement fidele,
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2) La factorisation est immédiate, Le foncteur (u!’f}.| est pleinement fidele
en vertu de 5.6, Les autres assertions résultent de 5.11.

3) Le foncteur u, est composé du foncteur d'oubli qui est fid2le, et de
foncteurs pleinement fide2les. 11 est par suite fidele. Il en résulte, d'aprés
les propriétés générales des foncteurs adjoints, que le morphisme d'adjonc-
tion id —> u¥u, est un monomorphisme. D'aprés 2) le foncteur u, apparait
comme le composé d'un foncteur pleinement fid2le v : C~ —= C'~/u,f et du
foncteur d'oubli. Le foncteur u®, adjoint 2 droite de u, , est donc le com-
posé du foncteur "produit par u,f", adjoint 2 droite du foncteur d'oubli,

et d'un foncteur w adjoint & droite de v. De plus, v é&tant pleinement fidéle,
le morphisme d'adjonction id —> wv est un isomorphisme. La dernidre asser-

tion en résulte aisément,

wh
4
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6. Foncreurs fidéles et foncteurs conservatifs

Définition 6.1. Soient E une catégorie, (;k T E—= F.). une famille
de foncteurs
@, ¢ E—>F, .

On dit que la famille de foncteurs {cil est fidéle si pour tout couple

d'objets X,Y, de E, et tout couple de flaches u,v: X —— Y, la relation

ci(u}=¢iiv} pour tout i € I implique u=v (en d'autres termes, si 1'appli=-

-

cation Hom(X,¥) — [I Hom(ﬁiix),:&(Y)) définie par (qi) est _injective),
pl— i

On dit que la famille de foncteurs (mi} est conservative si toute fléche

u de E, telle gue @i{u) soit un isomorphisme pour tout i £ I, est un

isomorphisme. On dit que (mi} est conservative pour les monomorphismes

(resp. pour les épimorphismes, resp. ,...) si la condition précédente

est vérifide chaque fois que u est un monomorphisme fresp. un épimor-
phisme, resp. ....J).

6.1.1. 5i on introduit le foncteur unique

o E—=F= T P
ier *

défini par la famille de Ffoncteurs (mij, il est clair que celle-ci est
fidéle (resp. conservative, resp. conservative pour les monomorphismes,
resp. ...) si et seulement si le foncteur « est fidele (resp. conservatif

resp. ...) (par quei on entend que la famille réduite au seul objet o
est fidéle, resp. conservative, resp. ...). On pourrait donec sans incon-
vénient majeur nous bormer par la suite au cas d'une famille réduite 2 un

seul foncteur, Pour la commodité des futures références, nous donnerons

néanmoins les énoncés suivants pour les familles,
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Les notions de 6.1 sont surtout utiles lorsque les w; satis-

font & des propriétés d'exactitude convenables, et dans ce cas ont une

tendance 2 cofncider :

Proposition 6.2. Les notations sont celles de 5.1.

(i) 5i les noyaux de doubles fl2ches, ou les conoyaux

de doubles fléches, sont représentables dans E, et si les ©0; ¥ commutent,

alors on a l'implication

(r_"i) conservative —> {:;.i) fidale :
(ii) Supposons que les produits fibrés (resp. les sommes

ms!gamées) soient représentables dans E, et que les 0 y commutent,

Supposons (w_i) fidele ou conservative ; alors pour toute fl&che u de F

u est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) si et seulement si pour

tout 1 € I, il en est ainsi pour ;_-;.i(u).

(iii) Supposons que dans E les produits fibrés et les sommes

amalgeanicos sont représentables et que les c;i ¥ commutent, et que toute

fléche dans E qui est un bimorphisme (i.e. un monomorphisme et un

gpimorphisme) soit un isomorphisme, Alors on a 1'implication

(rr_)i) fidale =—> (cgi) conservative )
Civ) Supposons que dans E les produits fibrés (resp. les

Bommes amalpamées) soient représentables, et que les ©; y commutent.,

Alors, si (rpi) est comservative pour les monomorphismes (resp. pour

les épimorphismes) slors ($i) st mBme conservzative,

(vl Soit D un type de diagramme, F: d —=> F(d) un diagramme

de type D dans E, X un objet de E et u=(ud}dED une famille de flaches
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X —> F(d) (resp. F(d) — X)

Supposons que (miJ soit conservative, que les limites projectives

(resp. inductives) de type D soient représentables dans E, et que les

®. ¥y commutent. Alors, pour que u fasse de X une limite projective
A

(resp. inductive) de F dans E, il faut et il suffit que pour tout i € I,

=

ci(u) fasse de g&(x) une limite projective (resp. inductive) de mi(D)

dans El "

Démonstration., (i) Pour 1'énoncé non respé, il suffit, pour une

double fl2che donnée u,v: X ==Y, d'exprimer 1'égalité u=v par la
condition que 1'inclusion Ker(u,v) —> X est un isomorphisme, Ici et

par lz suite, on se dispense de répéter 1'argument dual pour 1'énoncé dual,

(ii) Si (¢E) est fidéle, on exprime la condition que u:X —= ¥
soit un monomorphisme par 1'égalité pr;=pr, pour le produit fibré XXYX .

Si (@i} est conservatif, on 1'exprime par la condition gque le morphisme
diagonal &:X —=> XXX soit un isomorphisme.

(iv) Comme dans ce dernier argument, le morphisme & est un
monomorphisme, on voit qu'il suffisait en fait de supposer (Qi) conser=
vative pour les monomorphismes. Mais ceei implique alors que (gi) est
conservative tout court, En effet, si u € f1 E est telle que les wi(u)
soient des isomorphismes, on en conclut que ce sont des monomorphismes
d'aprés ce qui précide, donc des isomorphismes d'aprés 1l'hypoth2se sur (¢3J.

(iii) Est une conséquence triviale de (ii).

(v) Est une conséquence triviale des définitions.

Notons la consfquence suivante de (i) (ii) (iv) :
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Coreollaire 6.3. Supposons que dans E les produits fibrés et les sommes
-—-—-—_-_-

smalcamées soient représentables et que les ¢; ¥ commutent, et que les

noyaux de double fléches ou les concyaux de double flaches soient repré-

sentables et que les Q; ¥ commutent, (Il suffit par exemple que les limites

projectives finies et les limites inductives finies soient représentables

dans E, et que les @y soient des foncteurs exacts,) Alors les conditions

suivantes sont €quivalentes :

a) (¢i) est fidale.

b) (miJ est conservative.

c) (c&) est conservative pour les monomorphismes.

c') (mi} est conservative pour les épimornhismes.

| Signalons aussi pour mémoire :

=

f Proposition 6.4. Scient ¢ : E —> F un foncteur admettant un adjoint a

droite ¥ (donc Hom(ep(X),¥) == Hom(X,¥(Y))). Pour que ¢ (resp. ¥) soit

fidele, il faut et il suffit que pour tout &lément X de E (resp. tout

| €lément Y de F), le morphisme d¢'adjonction X —> ¥ o(X) soit un mono-

morphisme . Pour que ¢ (resp. ¥) soit pleinement fiddle, il faut et il

suffit que le morphisme d'adjonction précédent soit un isomorphisme.

En effet, si X', X sont deux objets de E, l'application

{*) Hom(X',X) —= Hom(en(X'), (X))

s'identifie 2 1'application déduite de

(%) X —> § o (X)

par application du foncteur Hom(X',-). Donc pour que (#) soit un monomor—
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phisme (resp. un isomorphisme) pour tout X', X &tant fixs, il faut et
il suffit que le morphisme d'adjonction (¥##*) soit un monomorphisme

(resp. un isomorphisme).

Propesition 6.5. Soit p: E' —> E un foncteur., Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) p est fidéle, conservatif et fibrant (5CA 1 VI 6.1).

(idi) p est un foncteur fibrant a fibres des catégories discrates,

£ G . : y
(iii) Pour tout X' € ob E', le foncteur Elgr —> E/p(X} induit

par p est une équivalence de catrégories, surjective sur les objets.

(iwv) (Lorsque E est une U-catégorie), Il existe un &lément

F € ob & et une €quivalence de catégories sur E (SGA 1 VI 4.3)

' = _ 3 %
E' = E . (ot E,p @St la sous-catégorie pleine de E,p formée des

fléches X —> F dont la source est dans E).

6.5.1. Rappelons qu'une catégorie C dite est discréte si c'est un groupofde
(i.e, toute fldche y est inversible) et si elle est rigide (i,e. le groupe
des automorphismes de tout objet est ré&duit au groupe unité) ; il revient
au m2me de dire que la catégorie est équivalente 2 la catégorie C' définie
par un ensemble I (avec ob C' = I, et comme seules flaches les flaches
identiques). Quand on suppose déji que C est un groupofde, alors dire

que C est discrite revient a4 dire que pour deux objets X,Y de €, il

existe au plus une fléche de X dans ¥, i.e. que C est isomorphe i 1la

catégorie définie par un ensemble préordonné.
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L'équivalence des conditions (i) et (ii) de 6.5 est une consé-

quence immédiate des rappels précédents et du

Lemme 6.5.2. Soit p: E' —> E un foncteur fibrant. Alors :

(i) Pour que p soit conservatif, il faut et il suffit que

ses catégories fibres soient des groupoIdes.

(ii) Pour que p soit fidzle, il faut et il suffit que ses

catégories fibres soient des catépories ordonnées,

Démonstration de 6.5.2. (i) Supposons p conservatif, Pour toute flache

u d'une fibre Ei , plu) = idx est un isomorphisme, donc u est un isomor-
phisme dans E', donc aussi dans Ei {(car un inverse de u dans E' sera
Svidemment un inverse dans Ei). Donec Eﬁ est un groupoTde. Inversement,
supposons les Ei des groupoTdes, et soit u' une fléche de E' telle que
p(u') soit un isomorphisme, prouvons que u est un isomorphisme., Pour
ceci on note que, p étant fibrant, on peut factoriser u': X' —> Y!
-en un composé X' —2> u¥(¥') —> Y', ol la premire flache est un
X-morphisme (NB X=p(X'), u=p(u')) et la deuxi2me est un morphisme
cartésien au-dessus de u, La premi2re flache est un isomorphisme puisque
E£ est un groupoTfde, et la deuxi2me l'est, car un morphisme cartésien
d'une catégorie fibrée est évidemment un isomorphisme d&s que sa pro-
jection l'est,

(ii) Supposons p fid2le, et soient X', ¥Y' deux objets ¢'une
catégorie fibre EX . Alors deux fléches de X' dans ¥' sont au-dessus de

le mBme fléche idx de E, donc sont identigques, donc EX est ordonnée.
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Inversement, supposons lz2s catégories fibres ordonnées, et prouvons

que p est fidele, Soient donc u', v' : X' ”=Y' des fléches de E'
au-dessus d'une m2me fl2eche u: X —> Y de E, Elles se¢ factorisent alors
en X' =22 u¥(Y) —> ¥', oa les deux flaches X' =3 u*(Y') sont des

flaches de Ei de mBme source et méme but ; celles-ci sont donc égales,

donc u'=v', cqfd.

Revenons & la démonstration de 6.5. On a prouvé (i) &> (ii).
D'autre part (ii) & (iv) est assez claire : en effer, d'une part la
catégorie EfF est fibrée sur E a catégories fibres les catépgories
discriétes définies par les ensembles F(X), comme il résulte aussitdt
des définitions ; d'autre part, si p est comme dans (ii), alors en
vertu du sorite SGA 1 VI 8 la catégorie fibrée E' sur E est E-&quivalente
4 la catégorie scindée sur E définie par le foncteur E —> (Cat) définie
par le foncteur F: E —> (Ens), associant & tout X € ob E 1'ensemble
des classes d'isomorphie d'objets de Ei . Or cette catégorie scindée

est E-isomorphe 2 la catégorie E . . Comme (iv) ==>(iii) est claire,

il reste a prouver (iii) —=> (i), Or il est clair que pour que p soit
fidele (resp. comservatif) il faut et il suffit que les foncteurs induits
I 3 s - . o = i

E/X' —. Efp(x} le soient, a fortiori il suffit que ceux-ci soient plei
nement fideles ; donc il reste & prouver seulement que (iii) impligque
que p est fibrant, Mais on wvoit encore qu'un foncteur p est fibrant si

* i i L v
et seulement si les foncteurs induits E!X’ ——b-hjp(x,)

est en particulier ainsi si ce sont des équivalences de caténories

le sent., Il en

sur jectives sur les objets,
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7. Sous=catégories génératrices et cogénératrices

Définition 7.1. Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine de [,

On dit que C est une sous-catégorie de E génératrice par épimorphismes

stricts (resp. par épimorphismes) si pour tout objet X de E, la famille

des fléches de E de but X, de source X' € ob C, est €pimorphique {(resp,

épimorphique stricte) ( 1,3 ) . On dit que C est une sous-catégorie

de E génératrice {resp. génératrice pour les monomorphismes, resp.

génératrice pour les monomorphismes stricts) si pour toute fléche

u: ¥ —> X (resp. tout monomorphisme de E, resp, tout monomorphi sme

strict de E ( 10.5 3) , telle gue pour tout X' € ob C, 1'application

correspondante Hom(X',¥) — Hom(X',X) soit bijective, u est un isomor-

phisme. Enfin, on dit qu'une famille (Xi} d'objets de E est génératrice

par épimorphismes stricts {resp. .....) si la sous-catéporie pleine C

de E engendrée par cette femille est pénératrice par épimorphismes

stricts (resp. .....).

7.1.1. MNotons qu'en termes de la famille (hx,} des foncteurs

X'€ ob C
hey : E—> (Ens) (X' € ob C)
représentés par les X' € ob C, on peut exprimer la condition que C soit
génératrice (resp. génératrice pour les monomorphismes, resp. génératrice
pour les monomorphismes stricts) par celle que la famille (hﬁ.) soit
conservative (resp. conservative pour les monomorphismes, resp, conser-
vative pour les monomorphismes stricts) (6.1). Il résulte également

immédiatement des définitions que C est génératrice par épimorphismes
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. est fidaéle (6.1). On

3 . ; -
si 2t seulement si la famille {RK"K' € ob T

donnera aussi ci-dessous (7.2 (1)) une interprétation analogue pour 1=z

condition sur C d'@tre génératrice par épimorphismes stricts.

7.1.2. Comme pour les notions introduitcs dans 6.1, les notions de 7.1
sont surtout utiles lorsque E posséde des propriétés d'exactitude
convenables, auquel cas lzs diverses notions introduites ont une nette
tendance a ®tre toutes équivalentes (7.3). Clest pourquoi la question de
savoir laquelle de ces notions 7,1 doit B8tre considérée comme la plus
importante ne se pose gudre ; dans les cas les plus importants, cecs
notions cofncident et le terme "sous-catégorie génératrice'" peut donc
8tre interprété indifféremment comms se rapportant 3 n'importe laquelle
des propriétés envisagées dans 7,1 (par exemple 1la premi2re, qui est

la plus forte de toute comme nous allens voir (7.2 (ii))).

7.1.3. Supposons que E scit une U-catégorie, et considérons le foncteur

canonique

o

= Hom(C, U-Enc)

(7.1.3.1) A Hom
composé des foncteurs E —> F —> E, ot le premier foncteur ect la
foncteur canonique ( 1.3.3 ) , et le deuxi®me le Ffoncteur restriction & ¢,
Notons qu'il est &évident qu'il revient au méme de dire gue le foncteur
précédent o est conservatif (resp. fid2le), ou de dire que la famille

des foncteurs bey ¢ X — Hom(X',X) = g(X)(X'), pour X' € ob C variable,

est une famille conservative (resp. fidele), c'est-3-dire aussi (7.1.2)

que C est pénératrice (resp. génératrice par épimorphisme). De m@me g
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est conservative pour les monomorphismes (resp. pour les monomorphismes
stricts) si et seulement la famille des hg, (X' € ob C) est conservative
pour les monomorphismes (resp. pour les monomorphismes stricts), i.e.

si et seulement si la sous-catégorie C de E est génératrice pour les

monomorphismes (resp. pour les monomorphismes stricts).

Proposition 7.2. Soient E une U-catégorie, C une sous-catégorie pleine.

(i) Les conditions suivantes sont €quivalentes :

a) C est une sous-catégorie génératrice par épimorphismes

stricts.

b) Pour tout X € ob E, désignant par Cfx la sous=catégorie

pleine de EfX formée des fléches X' —> X de source X' € ob €, 1a fliéche

naturelle du foncteur d'inclusion j: C —> E dans le foncteur constant

/X

sur CIX de valeur X fait de X une limite inductive de j :

¥ &= 1im X!
Crx

c) Le foncteur canomique w de(7.1.3.1) est pleinement

fidele.
(ii) ©On a entre les notions de 7.1 les implications suivantes :
1) C génératrice par épim, stricts
(p pleinement fid2le)
2) C gé&nératrice par épimorphismes 3)C génératrice

(o fidele) {tp comservatif)

4

4) C génératrice pour monomorpnismes

(¢ conservatif pour mom.’

5) C génératrice pour mom, stricts)

(e conservatif pour mom. stricts) .
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(i1i) On_=2 les implications conditionnelles suivantes :

2) Si dans E les familles épimorphigues de fléches sont

épimorphiques strictes, on =2 2) —=1). 5i dans E les monomorphismes

sont stricts, on a 5) —=}4).

b)

(7 ]

i dans £ les noyaux de couples de fléches (rasp.

les produits fibrés) sont représentables, alors on a 3) =—>2) (resp.

L) ==>3¥).

c) Si dans E toute famille de morphismes Xi — X

de m@me but X se factorise en une famille épimorphique stricte (resp.

épimorphique) X; —> Y suivie d'une monomorphisme (resp. d'une monomor-

hisme strict) Y —> X, alors on a 4) =—1) (resp. 5) —>13)).
Signalons tout de suite le

Corollaire 7.3, Toutes les notions envisagées dans 6.1 (et reprises dans

le diagromme d'implications de (ii) ci-dessus) sont équivalentes dans

chacun des deux cas suivants :

(i) Dans E, les noyaux de doubles fldches et les produits

fibrés sont représentables, les monomorphismes sont stricts et les

familles épimorphiques de fléches sont épimorphiques strictes.

de fléches de mPme

(ii) Dans E, toute femille (Ki === %J €1

but X se factorise en une famille épimorphique (Xi —> Y} suivie d'un

monomorphisme Y —> X, tout monomorphisme de E est strict, et toute

famille épimorphique de flaches de E est stricte,
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En effet, dans le cas (1) on a 4) = 3) et 3) =D 2) grace
a b), et 5) =>4) et 2) =P1) grlce 2 a). Dans le cas (ii) on a grace
a c), les implications 4) =—=1) et 5) =3 2), On conclut donc grace

au diagramme d'implications 6.2 (ii).

Démonstration de 7.2, (i) L'implication b) —»a) résulte aussitdt

des définitions. Prouvons a) —>b). Donc sous 1'hypoth2se a), il faut

prouver que pour tout X,Y € ob E, tout systeéme de flaches

Ugy d X' —= ¥
indexé par les X' € ob CJ”: s telle gque l'on ait uX'f = Uy, pour toute
fléche f: X" —= X' dans C/x » se factorise par une fleche (nécessaire-

ment unique par 1'hypoth&se a)) X —> ¥, D'aprds 1'hypoth2se a), i1

suffit de vérifier que pour tout objet Z de E et tout couple de

/%
morphismes v' : Z —> X', v" : Z —> X" dans E,-"X’ avee X' et X" dans C!K’
en a ux,\r'=ux,,v". Or, grace a 1'hypothése a), la famille des flaches

wi X"* —= 2, avec X"' € ob C, est €pimorphique, et il suffit donc de
vérifier que pour toute telle w, on a ('ux,v')w = (ux,,v")w, ce qui
s'éerit aussi ux,(v’w) - ux,,(v”w) et résulte aussitdt de 1'hypothdse
faite sur la famille des u .

Prouvons maintenant 1'équivalence des conditions b) et ¢). Pour

ceci notons que pour tout X £ ob E, l'objet w(X) de C est lirite induc—

tive dans C du foncteur canonique C —= T (3.4) ; or C/eo(x)

Jeo(X)

est canoniquement isomorphe 2 Cf){ s de sorte qu'on a dans C

w(X) = lim Xt Z
G
/X
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oh on identifie 1'objet X' de C avec le foncteur € C qu'il représente,
On a par suite, pour un deuxi2me cbjet Y de E, un isomorphisme canonique

Hom(eo(X),@(¥)) = 1im Hom(X',en(¥)) = lim e(¥)(X') (1.4)

Cx rx

() ‘=kéim Hom(X"',Y) p
/c

Ceci posé, 1l'application
Hom(X,Y) —= Hom((X),w(Y))

définie par o n'est autre, via 1'isomorphisme entre les membres extrfmes
de (#), que 1'application
Hom(X,Y) —> %im Hom(X',¥)
/%X

déduite du systéme inductif de flaéches X' —> X indexé par C envisagé

/E
dans 7.2 (i) b). Donc la premidre application est bijective pour tout Y
(X étant fixé) si et seulement si X est une limite inductive du foncteur

d'inclusion j: C/x ™ E, ce qui prouve l'équivalence de b) et c).

(ii) Les implications 1) —>2) et 3) —» 4) —>5) sont
triviales en vertu des définitions. L'implication 1) = 3) s'obtient
en interprétant la propriécté 1) par la pleine fidélité de ¢ grace a (i),
et en observant qu'un foncteur pleinement fideéle est conservatif. Or on

a déja observé (7.1.1) que 3) signifie que o est conservatif.
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(iii) L'assertion a) est une tautologie. L'assertion b)
résulte de 6.2 (i) (resp. 6.2 (iv)) appliqué eu foncteur o, compte
tenu que ce dermier est exact 2 gauche., Prouvons enfin c). Considérons,
pour un X € ob E, 1la famille de tous les morphismes Xi —> X, avec
xi € ob C ; par hypothése sur Eelle se factorise en une famille
X, —> Y épimorphique effective (resp., épimorphiqome) suivie d'un mono-
morphisme (resp. d'un monomorphisme strict) Y —> X. Alors 1'hypothase
4) (resp. 5)) implique que Y —> X est un isomorphisme, donc la famille

envisagée est épimorphique stricte (resp. épimorphique), cqfd.

Proposition 7.4, Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine

de E, X un cbjet de E. On suppose C génératrice dans E (resp. C généra-

trice pour les monomorphismes, et que le produit fibré de deux sous—objets

de X sur X est représentable dans E). Alors un sous-objet strict (10.11)

(resp. un sous-objet) X! de X est connu quand on connatt, pour tout

T €ob C, 1a partie de Hom(T,X) image de Hom(T,X'). Par suite, le

cardinal de 1'ensemble des sous-objets stricts (resp. de 1'ensemble des

sous-objets) de X est majoré par I [ 3%2=2 BomlT,X)

T € ob C

, et si X € ob C,

T O
il est majoré par anrd e &

Prouvons d'abord 1'assertion respfe., Soient X',X" deux sous~
objets de X tels que pour tout T € ob C, les images de Hom(T,X') et
Hom(T,X") dans Hom(T,X) soient égales. Elles sont donc aussi égales 2
1'image de Hom(T,X"' ), o X"' est le produit fibré fibré de X' et X" sur X.

Comme C est génératrice pour les monomorphismes, il s'ensuit que les

un
—
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monomorphismes X'"!' —= X! et X"' —= X" sont des isomorphismes, donc

X' et X" sont égaux, €étant séparément égaux au sous-objet XM de X .
Prouvons 1'assertion non respée. Par définition de la notion

de sous-objet strict, il suffit de vérifier gque la connaissance de la

partie Hom(T,X') de Hom(T,X) pour tout T € ob C implique la connaissance

de celles des doubles fléches X 2523 T telles que ui = wi, ot i:X' —> X

est l'injection canonique. Or comme C est génératrice, la relation

ui = vi équivaut & la relation (ui)f = (vi)f pour tout f

i

Rom(T,X'),
i.e. & ug = vg pour tout g € Hom(T,X) provenant de Hom(T,X') (i.e. de

la forme if, avec f € Hom(T,X")), ce qui prouve notre assertion.

Corollaire 7.5. Scient E une catégorie, C une sous-catsporie pleine

génératrice, X un objet de C. Alors un gquotient strict (10.8) X' de

X est connu gquand on connaft, pour tout T € ob C, la partie de HOm(T,X)L

formée des couples (u,v) tels que qu = gqv, ol q: X —> X' est le morphisme

canonique. Donc le cardinal de 1l'ensemble des quotients stricts de X

card Hom(T,x)?2

est majoré par l ] 2
T €ob C

En effet, par définitions, un quotient strict X' de X est connu
quand on connait, pour tout objet Y de E, la partie de Hom(Y,X)xHom(Y,X)
formée des couples (u,v) tels que qu = gqv, o q: X —> X' est le morphisme
cenonique. Or la relation qu = qv équivaut a la relation (qu)f = (qv)f
pour tout morphisme f: T —> Y de source T dans C, puisque C est génératrice,

Cette relation s'écrit encore q{uf)=q(vf), ce qui prouve la premiére

assertion de 7.5. La seconde en résulte aussitdt,

wn
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7.5.1. On peut généraliser 7.5, en introduisant, pour une famille

d'objets (Xi)i €1 de E, la notion de quotient strict dans E de la
fanille, par quoi on entend une famille épimorphique stricte
famil_ €

(p. : X, —> 1) de morphismes de E, - &dtant entendu, comme pour
F i

i1
les quotients ordinzires, qu'on identifie deux telles familles

(Pi : Xi — ¥') et (qi : Xi —= X") si on peut trouver un isomorphisme
v : X' —=> X" (nécesszairement unique) tel que l'on ait fpi = q; pour

tout i € I, Avec cette terminologie, la démonstration de 7.5 s'appligque

ne varietur pour donner la

Variante 7.5.2, Soient E,C comme dans 7.5, et {xi}iEI une famille d'objets

I
quand on connaft, pour tout T € ob C, et tout couple (i,j) € IXI, la

de E. Alors un quotient strict X' de (Ri)ie dans E {7.5.1} est connu

partie de Hom(T,Ki)XHom(T,Kj) formée des couples (u,v) tels que p;u = pjv,

oli pour tout i€I, 12 A Xi —> X' désigne le morphisme canonique, Par

suite, le cardinal de 1l'ensemble des quotients stricts de (Xi}i dans

€I
5 Lo |
E ést majors par | T 1 pcard Hom(T,X;)xcard Hom(T,X;)

T € ob C i, €I

7.5.3. On voit tout de suite que la conclusion analogue est vraie si

on suppose seulement que C est génératrice pour les monomorphismes stricts,
pourvu que l'on suppose que les produits xixxj sont représentables et

que l'on se borne aux quotients effectifs de la famille fxiJiEI + H e,
sux quotients stricts X' tels que les produits fibrés XixX'xj soient

représentables dans E (ce gmd n'est pas une restriction si E est stable

par produits fibrés).
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Proposition 7.6. Soient E une catégorie, C une Sous=catégerie pleine

de E génératrice par épimorphismes (7.1), T, = 4n cardinal infini = card Fl C

ﬂzﬁo un cardinal, (ui : Xi — X}iﬁl une famille épimorphique universelle
—_— e

(10.3) dans E formée de morphismes quarrables (10.7) a sources Xi € ob C,
et telle que card I s 7 , Alors card F1l C,x < o “

Soit T € ob €, il suffira de prouver qu'on a

C7.6513 card Hom(T,X) < v ©

Car on en conclura successivement

card ob C,. < (70) X cord ob Cre S (mO)x T, =1 , enfin

card F1 €, < ((mM©)%)y r = ™o, pulsqie pour deux objets §,T de C,, ,
s P q
/X o /X
on a card Homc (8,T) s car HomC(S,T) < M, + Pour prouver 7.6,1, notons
/E
d'abord 1le

Lemme 7,6,2, Soit J un ensemble tel que card J = T, « Pour tout objet

T de C, et tout homomorphisme £ : T —s X, il existe une famille
fvj - —-,'T)jEJ €pimorphique, a sources Sj € ob C, et pour tout
€

J

J
- L] =
Jun i(j) € I et un By Sj ——ﬁ-xi{j) tels que l'on ait ui(j)gj fvj .

En effet, la famille des xixXT T est épimorphique par hypothase,
d'autre part, comme C est génératrice par €pimorphismes stricts, pour
tout i, la famille des flaches 5 — XixxT de source 5 € ob C est épimor-
phique, donec Par transitivité la famille des fléches v: S —> T de
source dans ob C qui se factorisent par un des XixXT est épimorphique,
Or ce sont les fleches V: 8 —> T de source dans C pour lesquelles il

existe un 1 € I et un g8 : 8§ —> Xi tel que u.g = fv . Comme 1'ensemble
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de ces flaches v: S —> T est contenu dans Fl1 C, donc de cardinal = T, s
il peut s'indexer par l'ensemble d'indices J, d'ol le lemme.

Notons maintenant qu'un morphisme f: T —> X est connu quand
on connait les fvj , qui sont connus quand on connait les g, . Donc
card Hom(T,X) est majoré par le cardinal de 1l'ensemble des familles
(i(3), Sj, vj, gj)jEJ : comne le cardinal de l'ensemble des applications
§ —> I est S ©, et comme pour une telle application j —= i(j) fixée,

le cardinal de l'ensemble des familles correspondantes 5,,f,,v, est

e il
majoré par celui de l'ensemble des applications de J dams F1 C X Fl1 C,
\
qui est STBU puisque card(Fl C %X F1 C) = noz = T, on trouve que le
premier membre de (7.6.1) est majoré par me x ﬂbﬂo = ﬂﬂb, ce qui achiwve

l2 démonstration de 7.6,

Proposition 7.7. Solent E une catégorie ol les produits fibrés sont

; ' o "
représentables, (XGJGEA une famille d'objets de E génératrice, (¢i)iEI

une femille de foncteurs ¢p, : E —> E, commutant aux produits fibrés,

Pour que (”i) soit comservative (5.1), il faut et il suffit que pour

tout @ € A et pour tout sous-objet X' de xa distinct de Xa, il existe

un 1 € I tel gque q&(x’} e Q{(XG} ne soit pas un isomorphisme. Dans

ce cas, si E est une U-catégorie et si A est U-petit, il existe une

partie U-petiteJ de I telle que (ij)jEJ soit déja une famille conser-

vative de foncteurs.

La nécessité de la condition envisagée de conservativité &étant
évidente, prouvons sa suffisance, En vertu de 6.1 (ivj, il suffit de

prouver que (mi) est conservative pour les monomorphismes. Soit

wn
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u: ¥Y' —= Y un monomorphisme dans E qui n'est pas un isomorphisme,

il faut prouver qu'il existe i € I tel que :i(u} n'est pas un isomorphisme,
Par hypcthése sur (XQJ, il existe un @ et un morphisme xa —> Y qui

ne se factorise pas par Y', en d'autres termes, tel gque 1l'image inverse

K' de Y' soit un sous—objet de X distinct de X, - Par hypothése, il

existe un i € T tel que @i(x’J —> ©(X) ne soit pas un isomorphisme,

Comme cpi(K') = gi(xa)x q;i(Y'), il s'ensuit bien que c-_:i{Y') - c;i(‘f)

Pi ()
n'est pas un isomorphisme,

La deuxi®me assertion de 7.7 résulte aussitdt de la premigre,

compte tenu de 7.4,

Corollaire 7.7.1. Soient E une U-catégorie ol les produits fibrés sont

représentables, et admettant une famille pénératrice d'objets qui soit

U-petite. Alors pour toute famille génératrice (YijiEI de E, il existe

(card Jeu).

une sous-famille génératrice U-petite {Yj)jEJ

I1 suffit en effet d'appliquer 7.7 & une U-petite famille

génératrice (KG}GEA de E et 3 la famille des foncteurs . (i€I) repré-

i

sentés par les Yi .

Proposition 7.8. Socient E une catégorie, C une Sous-catégorie pleine

Zénératrice par épimorphismes stricts, D une catédsorie, Hom'(E,D) ls

_—

sous~catéporie pleine de Yom(E, D) formée des foncteurs gqui commutent

n

aux limites inductives du type C/x » o4 X est un objet quelconque de [ ,

Alors le foncteur F —> FIC induit un foncteur pleinement fidéle

Hom'(E,D) — Hom(Z,D) :
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par suite, si Hom(C,D) est une U-catégorie (l.1.), par exemple (1.1.1. b))

i C est U-petite et D est une U-catépgorie, alors Hom(E,D) est également

une U-catégorie.

Soient F,G: E —> D deux foncteurs dans le premier membre,
et u:F —> G un homomorphisme, S8i X = EEE;X1 dans E et s5i F et G commutent
2 la limite inductive envisagée, alors u(X): F(X) —> G(X) s'identifie
2 la limite des morphismes u(Xi): F(Xi} i G(Ki), et est donc connu

quand on connatt les u(X, ). Ceci montre que le foncteur envissgé dans 7.8

i
est fid2le, compte tenu de l'implication a) —='b) dans 7.2 (i). Soit
inversement v : F]D ——hy G]D un homomorphisme, prouvons qu'il provient
d'un homomerphisme u: F —> G. On définira, pour tout X € ob E,
u(X) : F(X) = élm F(Xi) —=> G(X) = élm G(Xi)
/X /%
comme la limite inductive des V(KiJ. Il est immédiat que 1l'on obtient

bien un homomorphisme fonctoriel en X, donc un u: F —> G, en enfin que
le morphisme induit par u de F|C' dans G|C' est v, ce qui ach2ve la

démonstration.

7.9, Familles et sous—catépgories cogénératrices, Scoient E une catégorie,

C une sous-caté&gorie pleine de E. On dit que C est cogénératrice par
monomorphismes stricts (resp. cogénératrice par monomorphismes, resp,
cogénératrice, resp. cogénératrice pour les é&pimorphismes, resp. cogéné-
ratrice pour les épimorphismes stricts) si la sous-catégorie pleine &>
de E° est génératrice par épimorphismes stricts (resp. .....). Termino-

logie analogue pour les familles. Tous les résultats du présent numéro

n
|
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concernant la notion de soms-catégorie g€nératrice et ses variantes
(7.1), redonnent donc des résultats correspondants pour les notions
duales, gque nous laissons au lecteur le soin de formuler pour sa

satisfaction personnelle.

Proposition 7.10. Scient E une catégorie, C une sSous-catégorie pleine

génératrice (7.1), D une Sous-catégorie pleine de E , Pour que D soit

cogénératrice (7.9), il faut et il suffit que pour toute double fléche
u,v
T : X dans E de source T € ob C, avec u#v, il existe une flache

w: X —>1 de but T € ob D, telle que wu # wv ,

Par définition, dire que D est cogénératrice signifie que
pour toute double flache Y é}x dans E telle que u#v, il existe.
une fléche w: X —> I, avec I € ob D, telle que wu # wv, Donc 7.10
signifie simplement qu'il suffit de tester cette propriété lorsque
Y € ob €. Or comme C est génératrice, 1'hypothése u#v implique qu'il
existe £f: T —> Y telle que uf # vf, d'on par hypoth2se 1l'existence

d'une w: X —> I de but I € ob D telle que w(uf)#w(vi), d'od wu = wv, cqfd,

Corollaire 7.11. Les notations &tant celles de 7.10, supposons que les

objets I de D sont des objets injectifs de E, i.e. tels que pour tout

monomorphisme X —> Y dans E, 1'application Hom(¥,I) —> Hom(X,I)

correspondante soit surjective. Supposons de plus que toute double flache
o,v
T ——=X dans E se factorise en une double fléche épimorphique (resp.
L} L}
u',v

épimorphique effective) T ——=% x! suivie d'un monomorphisme i: X' —= X ,

Alors dans le critdre 7,10 E--o-ur que D soit cogénératrice, on peut se
borner sux doubles flaches (u,v) qui sont épimorphiques (resp. &pimor-

phiques effectives),
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On en conclut :

Corollaire 7.12, Soit E une U-catégorie admettant une petite sous-catégorie
Corollaire s =

énératrice C, et telle que tout objet de E soit source d'un monomerphisme
g——-———-——

dans un objet injectif de E. Supposons de plus que pour tout T € ob €,y
dans un_ our

12 somme TUT dans E soit représentable, et gque tout morphisme de source

TUT se factorise en un épimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme.

Alors E admet une petite scus—catégorie pleine D cogénératrice. De fagon
2
1__""——T‘ d T, TLT
précise, on peut prendre D telle que card ob D < gcax EHGE o .
T,T'€ ob C
En effet, en vertu de 7.11, il suffit pour tout T € ob C et

pour tout quotient effectif X de TLT, de choisir un plongement de X
dans un objet injectif I de E, et de prendre pour D la sous~-catégorie

pleine de E engendrée par ces I. La conclusion résulte alors de 7.5.

Exemples 7.13. Pour construire de petites sous-catégories cogénératrice
en termes de petites sous~catégories génératrices, on est donc amené 2
chercher des conditions pour qu'une U-catégorie E admette "suffisamment
d'injectifs", i.e. que tout objet se plonge dans un objet injectif (par
un monomorphisme)., Il est bien connu [Tohoku] que cette condition est satis-
faite dans une U-catégorie abélienne 2 (petites) limites inductives
filtrantes exactes (axiome AB 5 de loc. cit,) admettant une petite
famille génératrice. La construction de loc. cit, n'est d'ailleurs pas
lige de fagon essentielle aux catégories abéliennes, et marche &galement
dans la catégorie des faisceszux de U-ensembles sur un espace topologique
X € U. Nous n'énoncerons pas ici les propriétés d'exactitude qui font

marcher la construction en question, et nous bornerons & signaler que
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dans le cas particulier de la catégorie des faisceaux d'ensembles sur X,
on se raméne immédiatement au cas de lec. cit, de la fagon suivante,

On note que si EX est un Anneau sur X, alors tout objet injectif I de
la catégorie des QX~Hodules est aussi injectif en tant qu'objet de la
catégorie des faisceaux d'ensembles. En effet, si F est un faisceaux
d'ensembles, et QXLF} le "gx-ﬁndule libre engendré par F ", on a par

définition un homomorphisme de faisceaux d'ensembles

(%) F ——> gx[F]

donnant lieu & un isomorphisme, fonctoriel en F
Hom, (0 [F], 1) == Hom(F,1) .

Comme le foncteur F P—*-QR[F] transforme manifestement monomorphisme en
monomorphisme, il s'ensuit aussit8t que si I est un gx—Mcdule injectif,
c'est aussi un faisceau d'ensembles injectif, Il s'ensuit que si le
morphisme (*) est un monomorphisme (ce qui est le cas si on prend pour
gﬁ un Annesu constant de valeur um anneau A # 0), alors un plongement
de QKEF*]dans un gx—Mbdule injectif I donne un plongement de F dans le
faisceau d'ensembles injectif sous=jacent a I .

Le m@me argument s'applique, sans changement, au cas de la
catégorie des Eaisceaux de U-ensembles sur un U-site, qui sera introduite
dans 1l'exposé suivant.

L'intéret de 1l'existence d'une petite sous-catégorie cogéné-
ratrice réside surtout dans le critére de représentabilité

8.12.7 plus bas.
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8, Ind-cbjets et pro-objets
el = —

8.1. Foncteurs cofinaux et sous-catégories cofinales

péfinition 8.1.1, Seoit

{(8.1:1.1) $p: IT—=T1'

un foncteur, On dit que o est un foncteur cofinal si pour toute catégorie

fonect : I' —> C, considé t lim . e
C et pour tout eur u » idéran im & et lim uep comm

des objets de Hom(G(E—-Ens))o (2.1, 2.3.1) (ot V est un univers tel que

I,I'e V, et que C soit une V-catégorie), le morphisme canonique

(8.3..1.2) lim wegg ———= lim u

est un isomorphisme. Lorsque o est le foncteur d'inclusion d'une sous-—

catégorie de I', on dit que I est une sous-catégorie cofinale si o

est cofinal.

8.1.2,Remarquons que pour &,u données, la bijectivité de (8.1.1.2) ne
dépend pas du choix de l'univers V.

Revenant 2 la définition des termes figurant dans (8.1.1.2)
(2.1, 2.3.1), on voit que dire que ¢ est cofinal signifie aussi que

pour tout univers V tel que I et I' soient U-petits, et tout foncteur

v i1 —s (V-Ens)

1'homomorphisme canonique

(8.1.2.1) lim v — lim wveg
= e

est un isomorphisme i.e. une bijection. Pour voir que cette condition est
) . o TR .
bien nécessaire, on observera, nosant u=sv , qu'elle signifie aussi que

la condition de la définition 8.1.1 est remplie quand on y fait C = (_‘_J’_—Ens)o
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{ce qui implique que les limites inductives envisagées dans (8,1.1.2) sont

représentables dans C).

B8.1.2,2. Il est immé&diat sur la définition que le composé de deux foncteurs

cofinaux est cofinal,

Proposition £.1.3, Soit © : I —> 1I' un foncteur,

a) Pour que tp soit cofinal, i1 faut que Y satisfasse 1la
25 4ue @ satisfasse la

condition :

F 1) Pour tout objet i! de I', il existe un objet i de I tel que w(i)
majore i' (i.e. tel que Hom(i',wn(1)) # @),

b) Supposons I filtrante. Pour que ¢ soit cofinal, il faut

et il suffit que © satisfasse la condition F 1) ainsi que la condition

suivante :
ff,gl
F 2) Pour tout objet i de I et toute double fliache i! —=3w(i) dans 1!

de but (i), il existe une fliche h: i —>j damns I telle que w(h)£'=p(h)g’,

De plus, si p est cofinal, I' est filtrante,

<) Supposons I' filtrante, et o pleinement fidéle. Pour goe

® soit cofinal, il faut et il suffit qu'il satisfasse la condition F 1) de a),

Cela implique que I est filtrante.

Démonstration. Pour la nécessité dans a) et b), on utilisera la définition

£.1.1 dans le seul cas ol u est le fonecteur d'inclusion canonique (1.3,3

@ IIL.A_,EI
(un univers U tel que I,I' soient U-petits étant choisi). On peut alors

interpréter (8.1.1,2) comme une fléche de 1! (3.1), dont le but est le
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foncteur final sur I' (3.4). On voit immédiatement que la condition F 1)
exprime que cette fléche est un épimorphisme de f', i.e. est surjective sur
chaque argument (compte tenu que les limites inductives dans 1' se cal-
culent "argument par argument "). Cela prouve a). Supposons mazintenant

I filtrante et ¢ cofinal. Alors I est filtrante : en effet, la condition

que deux objets de I' soient majorés par un troisidme résulte aussitdt

de la m@me condition sur I, et de F 1), et il faut seulement encore

prouver la condition PS 2) de 2.7, i.e. que pour toute double £lache

fr’gi . 4t —-—'),jl

dans I', il existe une fléche h' : j' —> k' de I' telle que h'f'=h'g!',
Or en vertu de F 1) on peut supposer k' de la forme o(i). Mais comme

par l'hypothse ¢ cofinal, pour tout objet i' de I!' l;EpHom(i',m(i))

est l'ensemble réduit 2 un élément, il résulte de 1la ;escription standard
des limites inductives filtrantes dans (Ens) (2.8.,1) que cela implique
l'existence d'une fli2che h: { —> j dans I telle que w(h)f' = olh)g' .
Cela ach&ve donc de prouver que I' est filtrant, et prouve en m@me temps

la condition F 2),.

Pour prouver que les conditions &noncées dans b) sont suffisantes
pour que ¢ soit cofinal, on utilise la forme 5.1.2 de la définition. On
constate aussitBt que la condition F 1) implique que (8.,1.2.1) est un
monomorphisme i.e. est injectif sur chaque argument, tandis que la
condition F 2) (jointe 2 F 1) assure qu'il est bijectif (compte tenu

du calcul des limites projectives dans 1'° argument par argument). Cela

prouve donc b),
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Enfin, si I' est filtrante et t pleinement fidéle, aleors il
est immédiat que la condition F 1) implique que 1 est filtrante, et

implique la condition F 2). Donc c) résulte de 2) et de b).

3.1.4, Lorsque I' est une catégorie filtrante, I une sous—-catégorie

pleine de I', on voit donc par 8.1.3 ¢) que la condition que I soit

cofinale dans I' ne dépend que de la partie Ob I de 1'ensemble préordonné

OB I' (pour la relation de préordre " x < y" é:::?" Hom{x,y) # @ "), [
Si J' est un ensemble préordonné, J une partie de J', on dira parfois

que J est une partie cofinale de J' lorsque tout &lément de J' est

majoré par un élément de J , Lorsque J' est filtrante, cela signifie
donc que le foncteur d'inclusion ic;h; J' pour les catégories associées

est cofinal,

t.1.5. Dans la suite, nous n'utiliserons la notion de foncteur cofinal
que dans les cas oa les catégories I et 1' sont filtrantes, Classiquement,
on se bornait meme 2 des catégories associées 2 des ensembles préordonnés
(i.e. dans lesquelles il existe au plus une fl2che de source et de but
donnés). Il epparatt cependant que cette restriction est g@nante dans

les applications, les catégories filtrantes "naturelles" qui s'intro-
duisent dans de nombreuses applications n'é&tant pas des catégories
ordonnées, Le résultat suivant, dO a P. DELIGNE, montre cependent qu'il

n'y a pas de différence essentielle entre les deux points de wue
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Proposition 8.1.6. Soit T une petite catégorie filtrante, Alors il existe

un _petit ensemble ordonné E, et un foncteur cofinal » : E—> 1, ou E

désigne la catéporie associée i E,

Supposons d'abrod que l'ensemble préordonné Ob I n'ait pas de
plus grand élément. Appelons sous-diagramme de I un couple D = (Q,F)
formé d'une partie F de FL (I) et d'une partie O de Ob I, tel que pour
toute f € F, la source et le but de f appartiennent 2 0 . Un élément e
de 0 est appelé objet final du sous-diagramme D si pour tout x € D',
l'ensemble Hom(x,e)NF des fleches de D de source x et de but y a exacte-
ment un €lément fx » 8i pour toute fléche g: *x —> y de D, on a fx = fyc-g ¥
et si fe = 1de . Soit E l'ensemble des sous~diagrammes finis D de 1
ayant un €lément final unique (D), et ordomnons E par inclusion. Si
D,D' sont deux &léments de E et D < D', alors il existe une unique
fl2dche (D',D) de D' de source (D), de but w(D'), et si on a des
inclusions D C D' C D" dans E, on a évidemment (D",D) = o(D",D'")e(D',D) ;
on a également w(D,D) = idm(l}) - On trouve done un foncteur ¢ : E —> 1 ,
et tout revient a prouver que E est filtrant et que ¢ est cofinal, Compte
tenu de 8.1,3 b), on doit faire trois vérifications :
1) Condition F 1) de 8.1.3 : pour tout i € I, on prend pour D le
sous—-diagramme de I réduit 2 l'objet i et sa fliche identique, alors
i = o(D) =i . Cette condition F 1) montre en meme temps que E # @ ,
2) Condition F 2) : Pour tout i € Ob I, tout D € E et toute double
fléche i :)>m{ﬁ), trouver un diagramme D' € E, contenant D, tel que

o(D",D) : (D) —> (D') égalise la double flache, Or comme I est filtrant,
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il existe un objet j de I et une fl2che f: (D) —> j qui égalise la
double fleche, Comme I n'a pas de plus grand £€lément, on peut Supposer
que j est un majorant strict de (D), ce qui implique qu'il est distinct
de tous les autres objets de D , Soit alors D' le sous—diagramme de I
dont l'ensemble d'objets est OU{j}, et 1'ensemble des flaches est formé
des fl2ches de D,plus les composés x _EE__5 (D) ——2—4» j , o x est un
objet de D et fx est 1l'unique fl2che de D de source x et de but (D),

et idj « Il est clair alors que D' est un sous-diagramme fini de T ,
qu'il admet j comme unique objet final, donc D' € E, et D' satisfait

2 la condition voulue,

3% Deux sous-diagrammes D,D' < E sont contenus dans un m@me D" € E .

On peut en effet trouver un majorant strict j de (D) et de «(D'),

(D)

P

ew(D") P
et on prend pour D" le sous-disgramme dont 1'ensemble des objets est la
réunion de 1l'ensemble des objets de D, de D' et de {j}, et 1'ensemble
des fl&ches est la réunion de l'ensemble des flaches de D, de D', de
1'ensemble des composés fnfx (x objet de D) et f'ﬂf'x, (x'" objet de D'),
et {idj} - On obtient bien asinsi un sous-diagramme fini de E, montrons
que, quitte 2 remplacer j,f,f' par j',gf,gf' avec g:j —> j' convenable,
on peut obtenir que j soit un objet final de D' , Il revient au méme
de dire que pour tout x qui est A la fois objet de D et de D', on a

ffx = E'f;, . Or c'est 12 d'un ensemble fini de doubles-fléches qu'il
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s'agit d'égaliser par un g: j —> ', ce qui est possible puisque I
est filtrante.

Cela achgve la démonstration dans le cas envisagé, On ram2ne
le cas général & celui-ci, en introduisant la catégorie filtrante W
associée 3 l'ensemble ordonné I des entiers naturels, et en notant que
la catégorie W X I est filtrante, qu'elle n'a pas de plus grand &lément,

et que la projection N X I —> I est un foncteur cofinal,

Corollaire B,1.7. Soit I une U-catégorie. Pour qu'il existe un petit

ensemble ordonné filtrant E , et un foncteur cofinal E —> I, il faut et

il suffit que I soit filtrante et que 0Ob I admette une petite partie

cofinale I' (8. 1.4).

C'est nécessaire en vertu de 8.1.3 a), et suffisant en vertu

de £.1.6 =a2ppliqué a la sous-catégorie pleine de I définie par 1'

Définition 8.1.8. Soit I une catégorie filtrante, On dit que I est

essentiellement petite si I est une U-catégorie, et si elle satisfait

aux conditions équivalentes de 8,1.7.

8.2. Ind-objets et foncteurs ind-représentables.

8.2.1. Nous fixons dans la suite une U-catégorie C, gque nous considérons
toujours comme plongée dans la catégorie C des U-préfaisceaux 2 1'aide

du foncteur canonique (1.3.1)

(8.2.1.1) h: cC—> ¢

Nous appelerons ind-objet de C (ou systdme inductif de C), tout foncteur
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(8.2,1.2) w: I —>C .

od 1 est une catégorie filtrante (2.7), appelée la catégorie d'indices

du ind-objet. (I est par ailleurs quelconque, et nous n'exigeons pas,
notamment, que I soit une U-catégorie.) Il sera souvent commode de
désigner un ind-objet ¢ par la notation indicielle (xi)iEOb 1

méme (par nouveau abus de notation) (X.). s ou (X.). ou (X_.), oun
i“iel i“i i

ou

X; = o(i) pour i € ob I, Cette notation n'est ni plus ni moins abusive
que la notation utilisée classiquement pour les systémes inductifs
indexés par les ensembles ordonnés filtrants (ot la mention des morphismes
de transition est &galement absente). Les X, s! ellent les cobjets
g e i app n
composants du ind-objet X. On fera attention que dans le cas général

envisagé ici, les "morphismes de transition' wo(f) du systéme inductif

sont indexés par l'ensemble F1 I des fl2ches de I, qui ne s'identifie
pas en général a une partie de Ob I X Ob I ; en d'autres termes, pour
i et j donnés, j majorant i, il peut exister plus d'un morphisme de

transition de Xi dens Xj %

$.2.2. Les ind-objets X = (xi)iEI de C les plus utiles sont ceux pour

lesquels la catégorie d'indices I est essentiellement petite (8,1.8) ;

un tel ind-objet est appelé essentiellement petit. Si (xiJiEI est ainsi,
utilisant le fait que dans C les petites limites inductives sont repré-

sentables (3.1), on peut considérer

dfn

(8.2.2,1) L(X) =— 1lim hex = €obC
& o

lim X,
-1

ot la derniére limite est prise dans C , Donc L(X) est le préfaisceau
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(8.2.2.2) L(X) : Y —> ].i.m Hom(Y,){i}

sur C. On dit que ce préfaisceau est le préfaisceau ind-représenté par

le ind-objet X = (xi}iEI de C . Un préfaisceau F sur C est appelé un

préfaisceau ind-représentable s'il est isomorphe 3 un préfaisceau L(X)

ind-représenté par un ind-objet essentiellement petit. Il résulte d'ailleurs
de 8.1.6 que dans cette définition, on peut supposer que I est une petite

catégorie, et mBme que I est zssociée 3 un ensemble ordonné € L.

5.2.3, Considérons un ind-objet X = (Ki>i€I s donné par un foncteur
@ ¢+ I —>C, et soit

u: It — Y
un foncteur, ol I est une deuxi2me catégorie filtrante. Alors le foncteur
eu est un ind-objet X' de C de catégorie d'indices I' , qui en notation
indicielle s'é&crit (xu(i'))i'ﬁl‘ ; qu'on appelle le ind-objet de C

déduit de (xiJiEI par changement de catégories d'indices 3 1'aide du

foncteur u , 81 I et I' (i.e, X et X') sont essentiellement petits, on

trouve un morphisme canonigque

(8.2.3,1) L(X') =1 nX gy —> L(X) = 12:-111 X,

[t | e

entre les préfaisceaux ind-représentés par X' et X respectivement, Lorsque
u est un foncteur ceofinal (8,1.1), alors X est essentiellement petit si
et seulement si X' l'est (8.1.7), et 1'homomorphisme pré&cédent (3.2.3.1)

@st un isomorphisme

(8.2.3.2) LK) = L@ .
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8,2.4, Scient

(B.2,4,1) X=X Y = (v.),

iel °?

deux ind-objets de C essentiellement petits, indexés par des catégories
(filtrantes et essentiellement petites) I et J . On appelle morphisme

du ind-objet X dans le ind-objet Y tout morphisme
(8.2.4,2) LX) — 1.()
entre les préfaisceaux qu'ils ind-représentent., On pose

(6.2.4.3) Ho (X,¥) = Homa (L(X),L(¥)) .

“ind-eb
(On supprime 1l'indice ind-ob au Hom si on ne craint pas de confusion).
On définit la composition des ind-objets de L comme la composition des
morphismes des préfaisceaux qu'ils ind-représentent, Si YD U est un
univers contenant U, et si on se borne aux ind-objets essentiellement
petits qui sont € V, ceux-ci forment donc 1'ensemble d'objets d'une
catégorie, dont l'ensemble des fliches est formé des triples (X,¥, u),
ot X et ¥ sont des imd~objets essentiellement petits € Yet oh u: X -
est un morphisme de ind-objets, i.e. un morphisme L(X) —> L(Y¥). La

catégorie ainsi obtenu est notée

(8.2.4.4) Ind,(C,1) ;

Lorsque V = U, on la note simplement

(8.2.4.5) IndU(C) ou Ind(C)

¥

et on 1l'appelle catégorie des ind-objets de C relativement a U, en

supprimant la mention de U quand aucune confusion n'est 3 craindre.
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Evidemment, si V C V' sont deux univers contenant U, Ind,(C,0)

est une sous-catégorie pleine de I“dvI(!H) ;3 11 résulte alors de 8.2.3 que

le foncteur d'inclusion est une équivalence de catégories :

(8.2.4.6) Ind (C,U) ——> Ind,(C,U) :

Cela montre en particulier que tout ind-objet essentiellement petit de C

définit un €lément de Ind(C), 2 isomorphisme unique prés. Cette cons-—

tation justifie 1'abus de langage, assez courant en pratique, consistant
2 identifier tout ind-objet essentiellement petit de C & un objet de Ind{(cC).
I1 résulte aussit8t des définitions que pour tout univers V.

nous avons un foncteur canonique

(8.2.4.7) L : Ind (C,U) —> C
qui est pleinement fid2le. Ces foncteurs sont évidemment connus 2
isomorphisme unique prés, gr2ce a (8,2.4.6), lorsqu'on connatit 1'un

d'eux, et en particulier lorsqu'on connatt le foncteur canonique
(8.2,4.8) L : Ind(C) —>C .

Comme ce foncteur est pleinement fid2le, on 1'utilise fréquemment pour
identifier un objet du premier membre avec le foncteur qu'il pro-représente,
voire pour identifier Ind(C) avec son image essentielle dans €, formée

des préfaisceaux ind-représentables. On fera attention cependant que

cette identification présente nettement plus d'inconvénients que 1'iden-
tification analogue de C & une sous-catégorie pleine de o par le foncteur

h (8.2.1.1), car contrairement 2 ce dernier, le foncteur (8.2.4.8) n'est

pPas en général injectif sur les objets,
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65.2.5. Explicitons la définition (8.2.4.3) en termes des expressions
indicielles (8.2.4,1) des ind-objets considérés. On trouve, compte tenu

de la définition (8.2.2.1) :

dfn
— : = 5 - e s s
Hom(X,¥) 1;m Hom(X,,¥) 1;m Hom(X, ,L(¥)) 1;m 1;m>Hcmc\Ki,Y

la derni2re égalité provenant de (8.2,2,2) appliqué & ¥ ., On trouve donc

une bijeection canconique

(8,2,.5.1) Hom((X,), .,{(Y.) ) = 1lim 1lim_ Hom .(X.,Y.) .
i"1€T 3 LT E |

L= <z7 Eéja e

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter la composition des morphis-
mes de ind-objets sur cette formule, Notons qu'il résulte aussitdt de
cette formule que 1l'ensemble Hom (X,Y) d'homomorphismes de ind-objets

est U-petit, i.e. que les catégories (6.2.4.4) sont des U-catégories.

Il revient au meme de dire (en vertu de (8.2.4,6)) que la catégorie
Ind(C) est une U-catégorie, i.e. que le deuxime membre de (8.,2,5.1)

est petit lorsque I,JEU, ce gui résulte aussitdt du fait que C est une

U-eatégorie donc les Homc{xi,Y ) sont petits.

8,2.6. Soit I une catégorie filtrante essentiellement petite. Alors
on voit sur (8.2.5.1), ou sur la fonctorialité de la limite inductive
d'un foncteur I —> C par rapport au dit foncteur, qu'on a un foncteur

canonigue

(8.2.6.1) Hom(I,C) —> Ind(2) .

On fera attention que ce foncteur n'est pas en général pleinement fidale,

ni mme fidale,
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Remarque 8.,2,7, Les définitions de 8.2.4 rendent claire la notion
d'isomorphie de deux ind-objets (essentiellement petits), qui signifie
aussi 1l'isomorphie des préfaisceaux qu'ils ind-représentent, On fera
attention que c'est une notion d'isomorphie tras faible, si on la
compare & la notion d'isomorphie dans des catégories de la forme
EEE(ItC}' Ainsi, un grand nombre de relations assez naturelles qu'on
peut imposer 2 un ind-objet (tel que celle d'avoir ses composantes
dans une sous-catégorie strictement pleine donnée, ou celle d'@tre
strict (8.12 ci-dessous)) ne sont pas stables par isomorphisme.

Il faudra done, si on tient 3 travailler avec des notions stables par
isomorphisme de ind-objets, "saturer" les notions envisagées en passant
a4 la sous-catégorie strictement pleine de Ind(C) engendrée par la
sous—catégorie de Ind(C) formée des objets satisfaisant 2 la condition
envisagée. Voir par exemple la notion de ind=objet essentiellement

constant, introduite plus bas (8.4),

Exercice 8.2.8. Scient U C V deux univers et C un U=catégorie qui appar-
tienne 2 V ., On désigne par SysInd(C) la catégorie suivante :

a) Les objets de SysInd(C) sont les foncteurs @ :I—>Coh I est

une catégorie filtrante essentiellement U-petite appartenant 2 V .
b) Soient (I,0) et (J,y) deux objets de SysInd(C)., Un morphisme de
SysInd(C) de (I,p) dans (J,¥) est un couple (m,u),ottm : I —> J est

un foncteur et ot u : ©» —> Y°m est un morphisme de foncteurs, La

composition des morphismes dans SysInd(C) se définit de manidre évidente.
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Notons S l'ensemble des morphismes (m,u):(I,z) —= (J,{) de
SysInd(C) tel que m soit cofiral et u un isomorphisme. Soit (I,%) un
objet de SysInd(C). La catégorie F1(I) des flaches de I s'envoie par
deux foncteurs naturels dzns I : la source et le but, De plus
ces deux foncteurs sont liés par le morphisme canonique de foncteurs
v i source —> but. D'oly deux morphismes dans SysInd(C) de(F1(I),p-source)
dans (I,p) : pl(I,a) = (source, id), pQ(I,mJ={but,aﬂv I esource —> m.but),
Notons p : SysInd(C) — Ind(C) le foncteur évident. Soit B une catégorie,

Montrer que le foncteur F b—> Fop :
Hom(Ind(C),B) — Hom(SysInd(C),B)

est pleinement fide2le, et qu'un foncteur G : SysInd(C) —> B appartient
a 1'image essentielle si et seulement s'il posséde les deux propriétés
suivantes :

1) Pour tout s € S, F(s) est un isomorphisme de B .

2) Pour tout objet (I,p) de SysInd(C), P(pl(I,m)) = F(pzfl,w)).

8.3. Caractérisation des foncteurs ind-représentables

Proposition 8.3.1. Soit F un préfaisceau ind-représentable sur C. Alors

F est exact 2 gauche, i.e, (2.3.2) pour toute catégorie finie J et tout

A o ”
lim o~ soit

foncteur © : J —> C tel que lim @ soit représentable (i.e.

représentable), 1'application canonique

F (lim ¢ ) —> lim Feop
R < ——

est bijective.
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En effet, les préfaisceaux représentables &tant évidemment
exacts & gauche, il résulte aussitdt de 2.8 qu'il en est de méme de

toute limite inductive filtrante de tels foncteurs, cqfd,

8.3.2., F étant un préfaisceau sur C, nous aurons 2 travailler souvent
avec la catégorie
e ¢

(8.3.2.1) Cip

/F :
qui désigne la sous-catégorie pleine du deuxi®me membre formée des fléches

K —> F de source dans C . Il résulte de 1.4 que les objets de cette

catégorie s'identifient aux couples (X,u), ol X est un objet de C et
u € F(X). Un morphisme de (X,u) dans (X',u') s'interpr2te alors comme
une fléche f: X —> X' dans C telle que l'on ait F(f)(u') = u . Le

foncteur "oubli du but" de E/F dens C induit un foncteur (qualifié de
canonique).,

{8.3.2:2) Chpp—=>C .

déja considéré dans 3.4, ol on prouve que la limite inductive de ce

foncteur existe dans C (sans condition de petitesse sur C 1) et est

/F
isomorphe canoniquement & F ,

8.3.2.3. Notons que si dans C les limites inductives finies sont
représentables, et si F est exact i gauche (i.e, les transforme en
limites projectives finies de (Ens)), alors il en est de mé@me dans CKF N
et fortiori (2.7.1) C,p est filtrante. Si, plus généralement, dans C

les sommes de deux objets et les conoyaux de doubles flaches sont

représentables, et si F les transforme en produits resp. en noyaux,
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alors C est stable sous les mB@mes types de limites inductives finies,

/F
donc elle est filtrante si et seulement si elle est non vide, i.c. si et

seulement si le fonecteur F n'est pas le foncteur constant de wvaleurs ¢ .

Théordme 8.3.3. Scient C une U-catéporie, et F € ob E, F: ¢ —> (U-Ens)

n U-préfaisceau sur C . Les conditions suivantes sont &équivalentes :

(i) F est ind-représentable (8.2.2).

(ii) La cgtégorie CIF (8,3.2) est filtrante et essentiellement

petite.

(iii) (Si dans C les limites inductives finies sont représen-

tables,)Le foncteur F est exact 3 gauche, et ob Ce admet une petite

partie €ofinale (8.1.4).

(iii bis) (Si dans C les sommes de deux objets et les conoyaux

de doubles flaches sont représentables.) Le foncteur F transforme somme

de deux objets de C en produits, conoyaux de doubles fléches de C en

moyaux, la catéporie C!F est non vide i.e. le foncteur F n'est pas le

foncteur constant de valeur @, enfin il existe une petite famille

d'objets de C telle que tout objet X de CIF soilt majoré par un obijet

/F

xi sy 1.e. admette un F-morphisme xi =2 X

(iv) (S8i la catéporie C est équivalente 3 une petite catégorie.)

La catégorie CfF est filtrante,

(w) (Si ls catéporie C est &guivalente 3 une petite catéporie,

et si les limites inductives filtrantes y sont représentables.) Le

foncteur F est exact a gauche.
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Démonstration. (i) ——>(ii) , Supposons F ind-représenté par (xi)iEI s
avec I petit, Prouvons que C’,F est filtrante, Soient X,X' deux objets
de cz’F , i.e. des objets de C munis de morphismes X —> F, X' —> F,
prouvons qu'ils sont majorés par un troisiéme objet de CIF . Or les
morphismes X —> F, X' —> F proviennent de morphismes X —> Ki >

X — xi , et quitte & remplacer i,i' par un majorant commun dans
Ob I, on peut supposer i=i', et on prend comme majorant commun de X, K
l'objet Xi muni du morphisme canonique Ki —> F . Soit maintenant

X f}:gg}{' —l-l-b- F une double flé&che dans 'CJfF s, prouvons qu'elle est
égalisée par une fléche X' —> X" de Cijp » Ox h: X' —> F est donné
par un morphisme hi PRV —i Xi » et la condition hf=hg signifie qu'il

existe @@ : i —> j dans I tel gque cp(c:r.)hif) = gpla) (hig), i.,e, quitte &

remplacer hi par cp(a.)hi , on égalise f et g . Cela prouve que C,_ est

/F
filtrante. Il est alors immédiat qu'elle est essentiellement petite
puisque les objets (}{i — F)iEOb 1 forment une petite famille dans
Ob CJ’I-‘ qui est cofinsale.

(ii) —=»(i). Posons I = Cip» et considérons le foncteur
canonique (8.3.2.1)

p:I1I=2°¢C ——

/F
On sait que le préfaisceau représenté par cet ind-objet de C est F (3.4),

donc F est ind-représentable par définition (8.2.2).

(i1) &> (iii). En effet, (ii) —=(iii) car un foncteur
ind-représentable est exact 3 gauche (8.3.1), et (iii) —=>(ii) car om

a signalé (8,3,1), que F exact & gauche implique que C,p est filtrante,

F
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et on applique la définition 5.1.8 pour conclure que cette catégorie
est essentiellement petite.

(1i1) &= (iii bis) se prouve de méme que (ii)é::?iiii).

Les éguivalences (ii)<4$==>(iv) et (iii)ﬁ::}(vJ sont triviales,
puisque pour C &quivalente 2 une petite catégorie, C/F est évidemment
équivalente également & une petite catégorie et a fortiori elle est
automatiquement essentiellement petite dés gu'elle est filtrante. Cela

achéve la démonstration de 8,3.3,

Remarque 8.3.4. Soit F: C' —= (" un foneteur entre U-catégories, Il
apparalt que la notion d'exactitude 3 gauche (2.3.2) ne présente guédre
d'intér2t en pratique que si dans C' les limites projectives finies sont
représentables. Dans lea cas on C" = (U~Ens), et ot C' est U-petit,
écrivant C' sous la forme C° (donc € = C'o), il convient de considérer
que lz "bonne notion" qui remplace, dans le cas général, celle d'exactitude
34 gauche est celle de ind-représentabilité de F (considéré comme préfais-
ceau sur c° ;3 i.e. celle de pPro-représentabilité de F, considéré comme
foneteur sur C' , cf, 8.10). Cette notion coTncide bien avec celle
d'exactitude & gauche lorsque dans C' les limites projectives finies

sont représentables i,e. dans C les limites inductives finies sont
représentables (8.3,.3), Lorsque 1'on ne suppose plus C' U=-petit ou tout
au moins €quivalente & une catégorie U-petite, alors les deux notions
pour un foncteur F, d'exactitude 2 gauche et de pro-représentabilité,

ne coTncident plus nécessairement, m@me si dans C! las limites projec-

tives finies sont représentables (cf. 8.12,9), En fait, il semble que
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dans ce cas, les foncteurs exacts & gauche non ind-représentables doivent
gtre considérés comme étant de nature pathologique, les "bons" objets
restant les foncteurs ind-représentables ; comparer 8.13.3 | Pour le
cas des foncteurs F : C' —> C", avec C' et C" & nouveau des U-catégories
quelconques, nous développercons plus bas (8.11.5), plus généralement,

une notion qui "améliore" celle d'exactitude & gauche, (savoir celle

d'un foncteur admettant un foncteur pro-adjoint),

8.4, Ind-objets constants,essentiellement constants

Choisissons une catégorie finale g, i.e., telle que Ob e et Fl e
soient réduits 2 un €élément (par exemple, on peut prendre pour e la
sous-catégorie pleine de (Ens) formée par l'ensemble vide, si on wveut
un choix canonique), C'est évidemment une catégorie filtrante et petite,
5i X est un objet de C, on lui associe le ind-objet constant indexé par e ,

de valeur X, soit c(X). Il est clair que pour X wariable, on trouve ainsi

un foncteur pleinement fidile

(8.4.1) c z € == Ind(C)

d'ailleurs injectif sur les objets, et par lequel nous identifierons C
a4 une sous-catégorie pleine de Ind(C). On notera que le foncteur composé

(8.4.2) 0 S TRACC) —E—aD

est le foncteur canonique h (8.2.1,1),
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8.4.3. Plus généralement, soit I une catégorie filtrante. Le foneteur
constant sur I de valeur sur un cbjet X de C est aussi appelé le

ind-objet constant de valeur X indexé par I . T1 est clair, si I est

essentiellement petit, que cet ind-objet ind-représente le foncteur h(x)

représenté par X, donc cet ind-objet est isomorphe a c(X).

8.4.4. Un ind-objet X de C est dit essentiellement constant s'11 est

isomorphe (dans une catégorie Indv(c,z'), pour V,V' convenables) a un
ind-objet de 1la forme c(X), XEnb_b. L'objet X, qui ast alors déterminég
4 isomorphisme ¢anonique prés, est appelé la valeur du ind-objet essen-
tiellement constant envisagé. Done par définition, le foncteur c de
(8.4.1) induit une équivalence de C avec la sous-catégorie pleine de
Ind(C) formée des ind-objets qui sont essentiellement constants, cette
Sous-catégorie &tant 1'image essentielle du foncteur c¢ .,

Evidemment un ind-objet constant est essentiellement constant,
l'inverse n'étant vrai que dans le seul cas, trivial, ol C est vide ou

une catégorie ponctuelle,

8.5, Limites inductives filtrantes dans Ind(C)

Proposition 8.5.1. Soit C une U-catégorie, Dans Ind(C), les petites

limites inductives filtrantes sont représentables, et le foncteur canonique

(8.2.4,8)

L : Ind(C) ——= ¢

Y commute,
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Compte tenu du fait que L est pleinement fid2le, les assertions

de la proposition équivalent 2 la suivante :

Corollaire 8,5.2, Toute petite limite inductive filtrante (dans C) de

préfaisceaux ind-représentables est ind-représentable,

Cela résulte facilement du critére 8.3.3 (ii). Le détail de

la vérification est laissé&e au lecteur,

8.5.3. Le cas "tautologique" de limites inductives filtrantes dans Ind(C)
est celui ol on part d'un ind-objet essentiellement petit X = (Xi}iEI
de C ., On a mlors, dans C donc aussi dans Ind(C) (ou dans C) :

(8.5.3.1) X = lim X, :

il
On fera attention, en écrivant cette formule, qu'il ne s'agit pas d'unec
limite inductive dans C, et que m@me lorsque cette dernidre existe, elle

n'est pas isomorphe dans Ind(C) a X : en effet, le foncteur canonique

(8.4.1) e: € —> Ind(C) ne commute pas en général aux limites inductives

filtrantes, (Cf. 8.5.5 ci-dessous,)
Pour obvier a cette possibilité de confusion dans 1'éeriture

de (8.5.3.1), "certains auteurs" ( = P, Deligne) préférent 1'écrire

{(8.5.3.2) X ="lim" X

P >

le r8le des guillemets &tant d'indiquer que la limite inductive est prise
dans une catégorie de Ind-objets Ind(C), Par extension, il y aurait lieu
alors de dénoter par "lim" toute opération de limite inductive dans Ind{(C)
(szns que les composants du systéme inductif envisagé dans Ind(C) soient

nécessairement dans 1'image, ou 1'image essentielle, de c: C — Ind{C)).
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8.5.4. Pour calculer 1la limite inductive ou projective d'un foncteur
(8.5.4,.1) = 1 J——=> Ind(C) )

ot J est maintenant une catégorie quelconque, il est souvent commode

d'expliciter oo 2 1'aide d'un foncteur
(8.5.4.2)  : JxI —>C

»

o I est une catégorie filtrante essentiellement petite, ou de préférence

petite. Un tel § définit en effet un foncteur
ir— (i —> 3(j,i)) : J —> Hom(I,C) 3

d'ol, en composant avec la fl2che canonique (8,2.6.1) Hom(I,C) —> Ind(C),

un foncteur
(8.5.4.3) it— (1 rH— %(j,i)) : J — Ind(C) .

On pourra dire que % est une expression indicielle de @ , indexée par la

catégorie (filtrante) I , si le foncteur correspondant {(8.5.4.3) est

isomorphe & © . Nous étudierons plus bas (8.8) des conditions générales
d'existence d'une expression indicielle pour un foncteur o donné, et
nous bornerons ici & partir d'un fonecteur u donné sous forme indiciellsz
(8.5.4.3), dans le cas ot J est une petite catégorie filtrante, pour
indiquer dans ce cas le calcul de "EEE: o = HEEE; (i) . La formule
(8.5.3.2), et la formule d'associativité des 1imites inductives (2.5.0)

donne azlors immédiatement le "calcul tautologique" de "lim" o :

—_—
(8.5.‘&.&) nlimll m = lllimn ‘i 5
J J®I
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i.e.

(B.5.4.5) "lim" (i —> &(j,1i)) = "lim" &(j,i) 2

Ainsi, le systéme inductif cherché n'est autre que % lui-m@me (la catégorie

d'"indices étant JXI, qui est bien filtrante puisque J et I le sont).

Exercice 8.5.5. Soit C une U-catégorie

a) Prouver que les conditions suivantes sont €équivalentes :

(i) Dans C les petites limites inductives sont représentables,
et le foncteur c: C —> Ind(C) y commute.

(iii) Le foncteur c est une &quivelence de catégories.

(ii) Dans C les petites limites inductives sont représentables,
et pour tout X € Ob C, le foncteur Y —> Hom(X,Y) commute aux dites
limites.

(iv) Les petites limites inductives filtrantes sont repré-
sentables dans C, et le foncteur lim ¢ : Ind C —> C (cf. 8.7.1.5)

est pleinement fidéle (ou encore, une é&quivalence).

b) Si C est une catégorie finie, prouver que les conditions
précédentes €quivalent a la suivante : pour tout projecteur dans C (10. ),

1'image est représentasble dans C .,

8.6, Extension d'un foncteur aux ind-objets

8.6.1. Soit

(8.6.1.1) £: ¢c—= '
un foncteur entre U-catégories. Pour tout ind=objet

s T oe——2 O
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de C (I une catégorie filtrante), le foncteur composé ferp est un ind-objet

de C', noté aussi Ind{f)(x). En notations indicielles, si ¢ est écrit

sous la forme X = <xi)i61 , on obtient
(8.6,1.2} Ind(f)(xi}ie 1 (f(xi))iEI .

Soit I?(Yj)jej un deuxiéme syst2me inductif de C ., On trouve alors unc

application évidente, éganlement notée u — Ind(£)(u) :

(8,6.1.3) Hom(X,Y) = lim 1lim Hom(X_ ,Y¥.) —>
Cp s e Sy 3

i J

Hom(Ind(£)(X), Ind(£)(Y)) = lim lj.m Hom(f(}(i),fij)) ’

On constate immédiatement que ces applications sont compatibles avec la
composition des morphismes de ind-objets, en se référant a la formule
non écrite de composition des morphismes de ind-objets (8.2.5). On a
ainsi obtenu, pour tout univers V, un foncteur

(8.6.1.4) Ind(£f) : Indv(C,EJ — Indv{c',g)

(notations de (8,2,4,5)), et en particulier un foncteur

(8.6.1.5) Ind(f) : Ind(C) —= Ind(C') ,
5i on a2 un deuxi2me foncteur

g & gt —> "

on a évidemment une identité de foncteurs entre catégories Ind

(ou IndV s, au choix) :

(8.6.1.6) Ind(gf) = Ind(g)esInd(£)

>
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et pour C' = C, on a la sempiternelle formule

(8.6.1.7) Ind(id ) = 1d; .0y -

De facon imagée, on peut donc dire que la catégorie Ind(C) dépend foncto-
riellement de C (de fagon covariante) (¥). Nous laissons au lecteur le
riellement <€

soin d'expliciter méme une dépendance 2-fonctorielle, en définissant,

pour tout couple de U-catégories C,C' , un foncteur canonique

(8.6,1.8) Ind(£) : Hom(C,C') — Hom(Ind(C), Ind(C'))

et en précisant les nature fonctorielle des isomorphismes identiques

(8,6.1.6) et (8.6.1.7).

8.6.2., Reprenons le foncteur (8.6.1.1), et considérons le foncteur

correspondant (5,1)

(2}
[eF]

(8.6.2,1) £y =&

et le diagramme de foncteurs

Ind(C) ind(£) Ind(C')

L L
(8.6.2.2) .

Cl

-~

C g

-

o

ot les fleches verticales désignent les foncteurs canoniques L de (8.2.4.8),
Comme le foncteur £, "prolonge f " et commute aux limites inductives
(5.4.3), et que les foncteurs Lc et LC' commutent aux patites limites

inductives filtrantes (8.5.1), il résulte de (8,5.3,2) que pour tout

ind=-cbjet (Ki}iel de C, on a dans €' un isomorphisme canonique

(*) Pour une dépendanme contravariante, sous certaines conditions, cf. &.11,
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)

=== I

f._(Lctcxi)iﬂ)) = lim f:LC(xi) - lim LC,E(}:i} = LC'{f{xiJiE

i.2, un isomorphisme canonique

LC(_}E) == LC,(Ind(f)(E)) .

On laisse au lecteur le soin de vérifier que ce dernier est fonctoriel,

i.e., qu'il correspond & un isomorphisme canonique

(8.6.2.3) £,L. = L cInd(f) .

En d'autres termes, le carré (8.6.2.2) est commutatif 34 isomorphisme

canonique prés. Compte tenu du fait que £, commute aux petites limites

inductives, et de 8,5.1, on conclut de ceci :

Proposition 8.6.3. Soit f: € — C' un foncteur entre U-catégories. Alors
Zroposition 20T LD rtoncteur entre U-cat

le foncteur
Ind(£f) : Ind(C) — Ind(C")

commute aux limites inductives filtrantes, De plus, il rend commutatif

le diagramme suivant

C > C!

e Ler

/
Ind(C) *—I-&(fl——p Ind(C') "

ot les flaches verticales ¢ » Sgr Sont les foncteurs canoniques (8.4.1).

La dernigrc assertion est trivizle sur les définitions, et a &té
mis pour la commodité des réfirences. Noter d'ailleurs que les propriétés

énoncées dans 8.6.3 caractérisent le foncteur Ind(f) 2 isomorphisme unique
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prés, comme &tant induit par le foncteur £, (8.6.2.1), comme il résulte

de la démonstration qu'on vient de donner de (8.6.2,3),

Proposition 8.6.4. Les notations sont celles de 8.6.3.

a) Pour que Ind(f) soit fid2le (resp. pleinement fidéle),

i1 faut et il suffit que f le soit,

b) Pour que Ind(f) scit une équivalence de catépories, il

faut et il suffit que f soit pleinement fideéle, et que tout objet de c!

soit isomorphe & un facteur direct (10.6) d'un objet dans 1'image de £ .

Démonstration. a) La nécessité résulte évidemment du fait que f est
induit par Ind(f)., Pour la suffisance, il suffit d'utiliser la forme
(8.6.1.3) de Ind(f) sur des ensembles Hom(X,Y), en se rappelant que
les limites inductives filtrantes d'ensembles, et les limites projec-
tives quelconques, transforment monomorphismes en monomorphismes, isomor-
phismes en isomorphismes.

b) ©Cn peut supposer déja g donc Ind(f) pleinement fideéle.

Comme tout objet de Ind(C') est une petite limite inductive filtrante

d'objets de C', la pleine fid2lité de Ind(£f) implique que pour ce foncteur
soit essentiellement surjectif, il revient au méme que tout objet X' de

C' soit dans 1'image essentielle. Or si on a un isomorphisme
»

X' == Mim"£(X,)
e i

cet isomeorphisme se factorise par un des f(xi}, ce qui montre que X' est
un facteur direct de f£(X.,), ce qui prouve la nécessité dans b). Pour la
L

suffisance, utilisant la pleine fidélité de Ind(f), elle résulte aussitdt du

o —
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Corollaeire 8.6.5. Dans Ind(E) les images de projecteurs (10.6) sont

reprisentables, et le foncteur Ind(f) : Ind(C) —> Ind(C') commute 2

la formation desdites images,

Cela résulte en effet du fait que dans Ind(C) les petites
limites inductives filtrantes sont représentables (8.5.1) et que Ind(f)
y commute (8.6.3), compte tenu que 1'image d'un projecteur p: X —> X
s'interpréte comme la limite inductive d'un systéme inductif filtrant
index& par IN

p P
E—2E—X—> .....

ou au choix, comme limite inductive du foncteur qu'on devine sur 1la

catégorie filtrante P ayant un seul objet, et une flache non identique

T telle que ﬂ2= m.

8,7. Le foncteur lim: : Ind(C) —=> C . Caractérisations universelles de

la catégorie Ind(C).

8.7.1. Reprenons une U-catégorie C, et le foncteur canonique

(8, 7.1 1) ¢ C—= Ind(C) .
Seit §_=(Ki}iel un objet de Ind(C), Il résulte immédiatement de la dé&fi-
nition des limites inductives représentables (2.1, 2.1.1) que lim xi

i

est représentable dans C si et seulement si l'adjoint & gauche de ¢

est défini en X, et gque dans le cas lim Xy (caleculé dans C) n'est autre

que la valeur en X dudit afjoint A gauche :

E?.j.1.2} Homc( }iﬁ;xg , Yy = Homlnd(C)( {xi)iEI , e(¥)) i
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8i on désigne par

(8.7.1.3) Ind(C)' = Ind(C)

1a sous=catégorie plcine de Ind(C) formée des ind-objets de C gqui admettent

une limite inductive dans C, il résulte de l'observation précédente que

cette sous-catégorie est strictement pleine, et que 1'on a un foncteur

canonique

(8.7.1.4) lim, : Ind(C)' —>cC

dont la valeur en chaque objet (xi)iEI de Ind(C)' est sa limite inductive
dens C . Dans le cas particulier ot dans C les petites limites inductives

filtrantes sont représentables, on obtient donc un foncteur naturel

(8,.7.1.5) lim_, : Ind(C) —— C .

8.7.1.6. Bien entendu, on peut définir les foncteurs précédents égale-
ment sur des catégories du type Indv(C,E)' 5 Indv(c,g), mais,compte tenu
de (8.2.4,6), ils sont déja déterminés (3 isomorphisme unique prés) par

la connaissance des foncteurs précédents, correspondants au cas v =1,

8.7.1.7. De la construction précédente de lim., comme un foncteur adjoint

C

a gauche, il résulte immédiatement que ce foncteur commute aux limites

induetives quelcongques, et en particulier aux petites limites inductives

filtrantes (ces dernires étant représentables dans Ind(C) (8.5.1)).
Notons aussi que Ind(C)' contient toujours 1l'image essentielle de ¢
(formée des ind-objets essenticllement constants), et que 1'on a2 un

isomorphisme cancnique fonctoriel en X € ob Ind(C)' :
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(8.7.1.8) lim, c (X) = x
—n

i.¢., dans le cas favorable o C est stable par petites limites inductives,

on 2 un isomorphisme canonigque

(8.7.1.9) limc°c — idc i

8.7.2, Considérons maintenant un foncteur

(8.7.2.1) f: C——>E .
ot E est une U-catégorie on les petites limites inductives sont repré-
sentables, de sorte qu'on a un foncteur
lif’;ﬁ: ¢ Ind(E) —> E “
Comme on a défini é&galement (8,6)
Ind(£) : Ind{(C) —= Ind(E) 5
on peut considérer le composé

(8.7.2.,2) £ = lige.°Ind(f) : Ind(C) —>E ,

qu'on appelle parfois le prolongement canonique de f aux ind-objets (mais

qu'on se gardera de confondre avec Ind(f) !). Comme composé de deux
foncteurs commutant aux petites limites inductives filtrantes (8.6.3,
8.7.1.7), ce foncteur lui-m®me commute aux petites limites inductives
filtrantes. De plus, il résulte de 1'isomorphisme (8.7,1.9) appliqué

& E, et de (B.6.2.3), que ?'E:clonge f a isomorphisme prés, i.e. qu'on

a2 un isomorphisme canonique

(8.7.2.3) foe, = ¢ .
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Il est assez clair d'ailleurs, compte tenu du fait que tout objet de
Ind(C) est petite limite inductive filtrante d'objets de C, que les
deux propriétés précédentes caractérisent encore ?, a isomorphisme
unique prés, On peut préciser ce point pour obtenir en m@me temps une
caractérisation universelle, & équivalence prés, de Ind(C) parmi les

U-catégories E ol les petites limites inductives filtrantes sont repré-

sentables. Si E et F sont deux telles U-catégories, désignons par

(8.7.2.4) Hom(E,F)' € Hom(E,F)
la sous-catégoriz pleine de Hom(E,F) formée des foncteurs qui commutent

aux petites limites inductives filtramtes, On 2 alors :

Proposition 8.7.3, Soit C une U-catégorie, et utilisons la notation

ci-dessus (8.7.2.4)., Alors le foncteur canonique

ce * C —> Ind(C}

est 2-universel parmi les foncteurs de source C et de but une U-catégorie

2 petites limites inductives filtrantes représentables. En d'autres

termes, Ind(C) est une telle catégorie (8.2.5, 8.5.1), et si E est une

telle catégorie, le foncteur

(8.7.3.1) g —> gec, : Hom(Ind{(C),E)' —> Hom(C,E)

G

est une &équivalence de catégories.

Pour prouver ce dernier point, il suffit de vérifier que
1l'application £ —=> f définie par (8.7.2.2) peut se préciser par un

foncteur
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(8.7.3.2) fr—> f = li%-lnd{f} ¢ Hom(C,Z) —> Hom(Ind(C),E)}'
=3 Loiiiy Hom

et que ce dernier est zusi-inverse de (8,7.3,1). Le détail de la vérifi-
cation, essentiellement triviale, est laissé au lecteur. On peut aussi
invoquer 7.€ pour conclure d'abord que (8.7.3.1) est pleinement fidale,

et (8.7.2.3) pour conclure gu'il est essentiellement surjectif,

6.7.4. Reprenons un foncteur entre U-catégories

(B.7.46.1) f: C—>E s
ol E est une U-catégorie oi les petites limites inductives filtrantes

sont représentables, d'ol un foncteur

(8.7.4.2) £ (X)), —>1im £(X.) : Ind(C) —>E .
S 2 o : i

Nous nous proposons d'étudier des conditions sur f qui assurent que f
@st pleinement fidele, resp. une équivalence de catégories, Comme £ est

isomorphe au composé Toc et que ¢, : C—> Ind(C) est pleinement

Lol [

fideéle, on voit que pour que F soit pleinement fid2le, il faut gque f

le soit, Quitte & remplecer C par son image essentielle dans E, on voit
donc qu'on ne perd pas en généralité, essentiellement, en supposant

que f est le foncteur d'inclusion d'une sous-catégorie C de E, ce

que nous supposerons par la suite, pour simplifier les notations.

Proposition 8.7.5. Les notations sont celles de 8.7.4,

a) Pour que le foncteur f soit pleinement fidéle, il faut et

il suffit que l'on ait :

(i) Tout objet X de C satisfait & la condition suivante :

(PF) Pour tout petit systéme inductif filtrant (Yi)iEI dans C,

T A
f >

'_4
o
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de limite inductive lim Yi dans E, 1'application canonique
i

(8.7.5.1) lim Hom(x,Yi) —> Hom(X, lim Yi)
;4 i

est bijective.

b) Pour que le foncteur F soit une équivalente de catégories,

i1 faut et il suffit que C satisfasse la condition (i), et les deux

conditions suivantes :

(ii) C est une sous=-catégoriec de E génératrice par &épimor-

phismes stricts (7.1).

(iii) Pour tout objet X de E, la sous=-catégorie pleine CIX de

EfK , formée des cbjets X' au-dessus de X de source dams Ob C, est

filtrante et essentiellement petite.

La condition (iii)est vérifiée en particulier si C est équi-

velente & une petite catégorie, et si les limites inductives finies dans

C sont représentables et le foncteur d'inclusion f£f: ¢ —> E y commute

(i.e. pour toute catéporie finie J et tout foncteur  : J —> C la limite

inductive de fw est représentable et est isomorphe dans E 2 un objet de C).

Démonstration. a) Avec les notations de la condition (i), si Y désigne
le ind-objet (Yi), ¥ le ind-ocbjet constant défini par X, alors (8.7.5.1)
n'est autre que 1'application cancnique

Hom(X,Y¥) —> Hem(E(X),E(Y))

donc si f est pleinement fidéle cette application est bién bijective.

Réci quement 1 X = (X
iprogquement, si X ( j;jEJ

et Y = (Yi)i sont deux ind-objets

€1
quelconques de E, zlors l'application u : Hom(X,Y) —> Hom(?(ﬁ),?(!)}
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est la limite projective sur j des applications
uj : vafzj»z) —_— Ham(ffﬁj),xﬁ, of Ej est le ind-objet constant de
valeur xj ; donc u est bijective si les uj le sont, et (i) implique
donec que T est Pleinement fidale,

b) Supposons (i), (ii), (iii) vérifiées, et prouvons que £
€St une équivalence. Il reste 2 prouver qu'il est essentiellement

surjectif, donc que tout X £ ob E est dans 1'image essentielle. Or

1'hypothése (ii) signifie que lim Z —> X est un isomorphisme, et

Cc
/X
(iii) que 1a catégorie CKK est filtrante et essentiellement petite,

donc X est 1l'image du ind-objet de E défini par le foncteur naturel

Cfx —> E ., Inversement, supposons que f est une €quivalence, donc

en vertu de a), il reste 3 vérifier (ii) et (iii), On peut Supposer que
E = Ind(C), C é&tant identifiée a 1la sous-catégorie c(C) de E . Mais

on sait (8.3.3 (ii)) que pour tout X € Ind(C), identifié si on le
désire au foncteur F sur G° qu'il ind-représente, C/X = CfF est une
catégorie filtrante essentiellement petite (ce qui prouve (iii)) et

Que la limite inductive dans ¢ du foncteur CIF — ¢ est F . A fortiori,
il en est ainsi dans 1ga Sous~catfgorie pleine E de © » Puisque F=X est
dans E, ce qui prouve (ii). Reste & prouver la derni2re assertion de b).
Or 1l'hypothése faite sur C implique évidemment que dans la catégorie C 3

les limites inductives finies sont représentables, a fortiori la catégorie

CIK est filtrante,
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Remarque 8.7.5.2. Le raisonnement qu'on vient de faire montre plus

généralement que lorsque la condition (i) est vérifiée, alors 1l'image

essentielle du foncteur pleinement fidzle F (B.7.4.2) est formée des

X € ob E tels que la catégorie C; soit filtrante et essentiellement petite

X

(condition automatiquement satisfaite si C satisfait les conditions énoncées

2 la fin de b)), et que la limite inductive du foncteur canonique

{6 —= E soit X .

/X

Corollaire 8.7.6. Soit E

PF la sous-catégorie pleine de E formée des

objets satisfaisant la condition (PF) de 8.7.5 a). Alors pour tout

foncteur J —> EPF , J une catégorie finie, gui admet une limite induc-

tive X dans E, on a X € ob EPF . Le foncteur canonique
. F 55 . : 2
(xi)iez —s lsz xi déduit de 1'inclusion g : EPFC——a E
g i S
(8,7.6.,1) g Ind(EPF) E

est pleinement fidéle, et si dans E les limites inductives finies sont

rerpésentables et si EPF est €quivazlente & une petite catégorie, alors

1'image essentielle du foncteur f est formée des objets X de E tels

que le morphisme canonigque 1im . Y —= X soit un isomorphisme. Si
(Epp) /x
on suppose de plus que la sous-catégorie E

de E est pénératrice par

PF

épimorphismes stricts (7,1), alors le foncteur (8.7.6.1) est une

équivalence de catégories,.

Tous les faits sont évidents, dans l'ordre o ils sont donnés,

L compte tenu de 8,7,5, en utilisant 2,8 pour la premiére assertion.
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Corollaire B.7.7. Supposons que dans E les limites inductives finies

soient représentables. Soit C une sous-catégorie pleine de E, &quivalente

a2 une petite catéporie, et considérons le fonctaur (Ki)i; —3 1im X,

E i
i

I

(8.7,7.1) f i Ind(C) — E .

Soit EPF comme dans 8.7.6. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le foncteur f : Ind(C) —> E est une équivalence.

(ii) La catégorie C dans E est génératrice par épimorphismes

stricts, contenue dans E » et tout objet de EPF est isomorphe dans E

PF

(ou dans EPF s cela revient au m@me (8,7.6)) 2 un facteur direct 4'un

objet de C ,
Lorsque la sous-catégorie C de E est stable par facteurs
directs (10. 6), les conditions précédentes équivalent encore aux

suivantes

(ii bis) C = Epp » et C est génératrice dans E par épimor-

phisme stricts,

(iii) La sous=catégorie ¢ de E est génératrice par épimor-

phismes stricts, contenue dans EPF s et les limites inductives finies

¥ sSont représentables.

Lorsque de plus dans E les limites inductives finies sont

représentables, ces conditions équivalent aussi 2

(iii bis) L2 sous—catéporie C de E est génératrice par &pi-

morphismes stricts, contenue dans EPF » et stable dans E poar limites

inductives finies (ou ce gui revient au méme, par sommes finies, et

par conoyaux de doubles fléches).
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On sait déja (8.7.5) que la condition (i) implique que
cc EPF , et que C est génératrice par épimorphismes stricts ; prouvons
aussi qu'alors tout objet X de EPF est isomorphe & un facteur direct
d'un objet de C . En effet on sait que X est ume limite inductive
filtrante 1lim X, dans E d'objets de C, et par définition de E , on
?l PF
voit que pour i convenable 1'homomorphisme canonique Xi —= X admet

un inverse 2 gauche, de sorte que X est bien facteur direct de l'objet

X, de C ., Cela prouve que (i) :ZZQ(iiJ (sans hypoth&se sur C ni E,
-

d'ailleurs). Prouvons (ii) __4>(i). Comme C est équivalente 2 une
petite catégorie et tout objet de EPF est facteur direct d'un objet
de C, on voit que EPF est Sgalement équivalente & une petite catégorie,

donc en vertu de 8.7.6 le foncteur (8,7.6.1) est une équivalence de

catégories, et on conclut gra3ce a 8.6.4 b) appliqué a 1l'inclusion o EPF .

Lorsque tout facteur direct dans E d'un objet de C est dans C,

il est clair gue (ii)<—>(ii bis), D'autre part {ii bis) implique (iii)

resp. (iii bis) en vertu de £,7,6. Enfin, (iii) (et a fortiori (iii bis))

implique (i) en vertu de 8.7.5. Cela ach&ve la démonstration.

Exercice 8.7.8. (Enveloppes de Karoubi). Soient C une U-catégorie,

E = Ind(C), et Epp = C la sous—catégorie pleine de E définie dans 8.7.6.

a) Prouver que dans Enp les images de projecteurs sont repré-

sentables, et que tout objet de E?F est facteur direct d'un objet de C .,
b) Appelons karoubienne une catégorie F dans laquelle les

images de projecteurs sont représentables. Soit alors

g C—>K

7
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un foncteur pleinement fidéle, tel que K soit karoubienne et que tout
objet de K soit facteur direct d'un objet de l'image de C . Prouver que
© est 2-universel parmi les foncteurs de C 3 valeurs dans des catégories
karoubiennes, de fagon précise : pour toute catégorie karoubienne F,

le foncteur

g > geo : Hom(K,F) —> Hom(K,F)
est une équivalence de catégories. (On utilisera le fait que tout foncteur
commute aux images de projecteurs.) La catégorie K munie de @, déterminée

2 équivalence prés (elle-mlme déterminée a4 isomorphisme unique pras)

par les propriétés précédentes, s'appelle 1l'enveloppe de Karoubi ¢ de C a

(Comparer aussi IV 7.5.)

c) Déduire de a) et b) que Ind(C)PF , munie du foncteur
cC —> Ind(C)PF induit par c: C —> Ind(C), fait de Ind(CJPF une
enveloppe de Karoubi de C .

d) Montrer que tout foncteur f: C — Q' se prolonge de fagon
essentiellement unique en un foncteur ?: E:——b E' des enveloppes de
Karoubi, et que si on prend ces enveloppes de Karoubi comme dans e),
¥ est le foncteur induit par Ind(f) : Ind(C) —> Ind(C'). Montrer que
les conditions de 8.5.4 b) équivalent encore 2 la suivante : T est une

équivalence de catégories,

Exercice 8.7.9. Soit E une U-catégorie.
a) Montrer que les conditions sont équivalentes :
(i) E est &quivalente 2 une catégorie de la forme Ind(C),

avec C une U=catégorie.
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(i bis) Comme (i), avec de plus C karoubienne (8.7.8 b)).
(ii) La sous-catégorie E,. de E (8.7.6) est génératrice

par épimorphismes stricts, et pour tout objet X de E, (E est une

pE’ /%
catégorie filtrante essentiellement petite.

Montrer que si C est une U-catégorie karoubienne telle que E
soit &quiwvalente 2 Ind(C), slors C est équivalente 2a EPF {par une équi=-
valence déterminée 2 isomorphisme unique prds). Btablir une 2-équivalence

entre la 2-catégorie formée des catégories E satisfaisant aux conditions

précédentes et les foncteurs entre icelles commutant aux petites limites

inductives filtrantes, et la 2-catégorie formée des U-catégories karou-

biennes et les foncteurs quelconques entre icelles.
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E est équivalente 2 une catégorie de la forme Ind(C),
ot C est une U-catégorie ot les limites inductives finies sont repré-
sentables.

(i bis) Comme (i), mais avec de plus C karoubienne.

(ii) Les limites inductives finies dans E sont repré-
sentables, la sous-catégorie EPF de E est génératrice par épimorphismes
stricts, et pour tout objet X de E, il existe une petite partie I de

Ob Eop JX telle que tout cbjet de E soit majoré par un objet de T .

PF /X
(Utiliser 8.9.5 b.)
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8.8. Représentation indicielle d'un foncteur J —> Ind(Q)

B.8.1. Soit
P : J—= Ind(C) i.e. ©EOb Hom(J,Ind(C))
un foncteur, C &tant une U~-catégorie, Rappelons (8.5.4) qu'une repré-

sentation indicielle de o est par définition un ind-objet de Hom(J,C)

¥ : I —> Hom(J,C) s
I catégorie filtrante essenticllement petite, dont la limite inductive
dans Hom(J,Ind(C)) scit isomorphe a ¢ par un isomorphisme donmné. Donc
@ admet une représentation indicielle si et seulement si il est isomorphe
2 une limite inductive filtrante essenticllement petite dans Hom(J,Ind(C))
d'objets de 1a sous-catégorie pleine Hom(J,C). Nous dirons que la caté-

gorie J est admissible pour C si tout foncteur © ! J—> Ind(C) admet

une représentation indicielle.

Comme dans Ind(C) les petites limites inductives filtrantes
sont représentables (8.5.1), il en est de meme dans Hom(J,Ind(C)), et
elles se calculent "argument par argument", Par suite, le foncteur

d'inclusion

(8.8.1.1) Hom(J, C) “—> Hom(J,Ind(C))

se prolonge canoniquement en un foncteur
(8.8.1.2) Ind(Hom(J,C)) —> Hom(J,Ind{(C))

(B8.7.2). Les &léments de 1'image essentielle de ce foncteur sont alors
précisément les © admettant une représentation indicielle ; donc dire
que J est mdmissible pour C signifie aussi que le foncteur (8.8.1.2)

est essentiellement surjectif, Signalons & ce propos :

100

116



- 101 - I

Proposition 8.8.2. Si la catégorie J est €quivalente a4 une catégorie

finie, le foncteur cancnique (8.8.1.2) est pleinement fidéle ; donc J

est admissible pour C si et seulement si c'est une équivalence de

catégories.

En vertu de 8.7.5 a) tout revient & prouver que pour tout
petit systeéme inductif filtrant (Cpi)iEI dans Hom(J,C) et tout objet g

de Hom(C,J), l'application canonique

(8.8.2.1) lim Hom(¢,¢i) —> Hom(tp, lim wi)

est bijective, ot lim tp, désigne la limite inductive prise dans
51
Hom(J,Ind(C)). Or, si tw,! sont deux foncteurs J —> C, on a un diagramme
exact d'ensembles, fonctoriel en g et § :
Hom(ep, ) —> I ] Hom(eo(X) , ¥(X)) __i;i i Hom{ep(X),¥(¥) ).
XE0b J fEFL J
f:X = Y
Comme les limites inductives filtrantes commutent aux noyaux de doubles
flaches et aux produits finis, la bijectivité de (8.8.2.1) s'ensuit

quand J est finie. Le cas ou J est équivalente & une catégorie finie

se raméne aussitdt au cas précédent,

Proposition 8.8.3. Soit ¢ : J —> Ind(C) un_ foncteur, avec J équivalente

4 une petite catégorie. Pour que ¢ admette une représentation indicielle,

il suffit qu'il satisfasse aux deux conditions suivantes, et cela est

épalement nécessaire lorsque J est &quivalente 3 une catégorie finie :

a) La catéporie Hom(J,C}lm (formée des flaches de Hom(J,Ind(C)}

de but 5 et de source dans Hom(J,C)) est filcrante,

117



b) Pour tout objet j de J, le foncteur

(8.5.3.1) > $(3) Hom(J,cJ!,E—s-:m(j)

est cofinal, i.e. satisfaisant sux conditions F 1), F 2) de 8,1,3,

Démonstration. Supposons a) et b) vérifiées, prouvons que ¢ admet une

représentation indicielle. On peut supposer évidemment J petite, Soit

(&.8.3.2) 1= Hom(J,C);m

qui est une catégorie filtrante par hypoth&se, ct supposons d'abord I
essentiellement petite, de sorte que "l'inclusion" de I dans Hom(J,C)
définit un ind-objet de Hom(J,C), i b—> *i . De plus, on a un homomor-

phisme canonique
(8.8.3.3) li:E:m w9 .

donné argument par argument par 1'homomorphisme

lim #i(j) —> plj) = éim b 4
(i)

déduit du foncteur (8.8.3.1). Comme de dernier est cofinal, on en conclut
que (8.8.3.3) est un isomorphisme, d'of la conclusion. Dans le cas od

on ne suppose pas I essentiellement petite, il suffit de construire une
sous-catégorie pleine essentiellement petite I', telle que (8.8.3.3)

reste un isomorphisme en prenant liT.au lieu de lim . Pour ceci, il
suffit que les foncteurs composés

]
' —>1—>C/ iy
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induits par les foncteurs (8.8.3.1) soient tous cofineuwx, On conclut
glors par le lemme suivant, dont la démonstration est immédiate grace

au critére (8.1.3 b)), et est laissé€e au lecteur :

Lemme 8,8.3.4. Soient I une U~-catégorie filtrante, et

£, : I — 1. (jeI)
b j

une petite famille de foncteur cofinaux de I dans des catégories filtran-

tes essentiellement petites. Alors il existe une sous-catégorie pleine I!

de I qui est filtrante et essentiellement petite, et telle que les

foncteurs induits par les £, soient cofinaux,

]

Prouvons enfin la nécessité dans 8,8,3 lorsqu'on suppose J

équivalente 2 une catégorie finie. Une représentation indicielle de ¢
2 1'aide d'une catégorie d'indices filtrante essentiellement petite I

définit un foncteur ¥

¥
(8.8.3.5) ] — Hom(.]',C)hp
\,\ 1
~ ]
\\ I
tg !
. N g
D Fel3) .

et il suffit de prouver que ¥ et chacun des foncteurs ¢j qui s'en déduit
sont cofinaux : en vertu de 8,1.3 b) il s'ensuivra bien que BEE(J»C);w

est filtrante, et par définition 8.1.1 que 1z flache verticale de (8.8.3.5)
est également cofinale, En vertu de 8.8.2 on peut identifier t© 2 un objet

de Ind(E), ol E = Hom(J,C), et le fait que le foncteur
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$: I —=>E,_ ;
L

déduit du ind-objet ¢ de E indexé par 1, est cofinal est un fait général,
qui se vérifie immédiatement & 1'aide des critéres F 1) et F 2) de 8.1.3,
La m@me raison (ob E,p sont remplacés par €, o(j)) montre que *j est

cofinal, ce qui ach2ve la démonstration.

Remarques 8.8.4. 2) Dans le cas ot J est équivalente 2 une catégorie
finie, si ¢ admet une représentation indicielle, on 2 vu que (8.8.3.5)
est un foncteur cofinal, ce qui implique que la catégorie BEE(J’C)iw
est elle-m8me essentiellement petite,

b) Supposons que dans C les limites inductives finies
soient représentables, Alors il en est de méme dans E = Hom(J,C), et
celles-ci se calculent argument par argument, et ce sont également des
limites inductives dans EEE(JaEJ et a fortiori dans Hom(J,Ind(C)).

I1 s'ensuit aussitdt que la condition a) de 8.8.3 est alors automati-
quement satisfaite, et tout revient i regarder la condition b), J'ignore
si elle est automatiquement satisfaite lorsque de plus J est supposée
petite.

Nous en arrivons au résultat principal du présent numéro :

Proposition 8.8.5. Soit J une catégorie &quivalente & une catégorie

finie, et supposons de plus J rigide i.e. que pour tout j € 0Ob J ,

tout endomorphisme de j soit 1'identité. Alors J est admissible pour C

(quelle que soit la U-catégorie C), i,e. tout foncteur J —> Ind(C)

admet une représentation indicielle,
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Quitte a remplacer J par une catégorie é&quivalente, nous
pouvons supposer que J est réduite i.e. que deux cbjets isomorphes de J
sont identiques. Alors J est m@me finie. Nous procédons par récurrence sur
card 0b J, le cas oli ce nombre est £ 0 étant trivial ; nous le supposerons

donc = 1 ., Seit j0 un objet maximal de J, i.e. tel que pour toute fléche

jo —> j, il existe une fléche j —> jc ; compte tenu du fait que J est
rigide, cela implique que jo —> j est un isomorphisme, &t comme J est
réduite, cela implique jo = j . Soit donec J' la sous-catégorie pleine
déduite de J en lui enlevant 1l'objet i, » et J" la sous-catégorie pleine

réduite 3 1'objet jo . La proposition résulte alors du

Lemme 8,8.5.1. Soient J une catégorie finie, J' et J" deux sous=catégories

pleine telles que Ob J = 0b J' U Ob J" , et que pour tout j'€ Ob J' et

J" € 0b J", on a2it Hom(j",j') = ¢ ., Si J' et J" sont admissibles pour C ,

il en ést de mBme de J .

Tout revient A prouver les critdres a) et b) de 8.8.3, ce qui
revient & faire six vérifications élémentaires, savoir les deux dernigres
conditions des catégories filtrantes pour EQE(J’C)fm , et les conditions
F 1) et F 2) pour les foncteurs (8.8.3.1), dans le cas j € Ob J' et
j € Ob J" successivement ; ces derni2res conditions impliquant d'azilleurs
que EEE(J*C}{m est non vide. La vérification assez fastidieuse n'offre
pas de difficulté, et est laissée au lecteur, (Le rédacteur z vainement
cherché une démonstration &légante qui court=-circuiterait ces déplai-

santes vérifications.)
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Exercice 8.8.6. a) Soient J,J' deux catégories admissibles pour C, 1'une
d'elles étant finie., Prouver que JxXJ' est admissible pour C , (Utiliser
B.8.2,)

b) Prouver qu'une petite catégorie discrate est admis-
sible pour toute catégorie C .

¢) Soit J une catégorie satisfaisant les conditions
suivantes : (i) J est rigide, (ii) Ob J est dénombrable, (iii) Pour
deux objets quelconques j,j' de J, Hom(j,i') est fini, (iv) Pour tout
objet j de J, l'ensemble des objets de J qui sont majorés par j i.e.
qui sont source d'une Flache de but j, est fini. Montrer que J est
admissible pour toute U-catégorie C . (Montrer d'azbord qu'on peut
€crire J comme réunion filtrante de sous~-catégories pleines finies Jn 7
telles que tout objet de J majoré par un objet de J“ soit dans Jn 5

Vérifier ensuite les crit2res a), b) de §.8.3.)

Exercice 8.8.7. Nous identifions dans les notations un ensemble ordonné
et la catégorie qu'il définit,

a) Soit C un ensemble ordonné. Soit € 1'ensemble des parties
A de C qui sont filtrantes et telles que x € A et y S x implique y € A ,
Soit L0 : C—> C7 1l'application qui associe 2 tout x € C 1'ensemble
Lo(x) des y € A tels que y £ x . Montrer que L est une application
injective et que l'ordre de C est induit par celui de C™. Pour tout
A € C7, considérons 1l'inclusion f(A) : A —= €, c'est un ind-objet
de C ; pour tout ind-objet g : I —> C de C, soit glp) € C~ 1a partie

de C formée des éléments de C majorés par un €lément de la forme wli).
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Montrer qu'on obtient sinsi deux équivalences quasi-inverses 1l'une

de 1'autre
f,8
Ind(C) «—% C~

transformant le foncteur Lo en le foncteur canonique L: C — Ind(C).

b) Supposons que pour tout x € C, l'ensemble des &léments
majorant (resp. minorant) x est fini, Montrer que tout ind-objet
{(resp. pro-objet) de C est essentiellement constant, et mfme que pour
tout tel ¢ : I —= C (resp.  : I° —> C) il existe un i, €0b1I
tel que le foncteur induit sur I;"i soit constant (i.e. transforme
toute fl2che en un isomorphisme). ¢

c) Prenons CCIN XN formé des couples d'entiers naturels (j,i)
tels que i2j . Montrer que W™ est isomorphe 2 l'ensemble ordonné déduit
de W (didentifié a un sous-ensemble ordonné de W™ comme dans a)) en
lui ajoutant un plus grand &lément o , Montrer que C~ est isomorphe

é‘.l\'o)( N™, Considérons le foncteur
q}:ﬂo—b{:" , o) = (3,=) .

Montrer que : 1) la limite projective de o n'est pas représentable dans
€™ , bien que les limites projectives filtrantes dans C soient repré-
sentables (et soient essentiellement constantes, en vertu de b)).

2) Pour tout foncteur : WO —> C, on a Hom(§,p) = @ , et a fortiori

le foncteur ¢ n'admet pas de représentation sous forme indicielle,
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Exercice B.B.B. Soient X = HNUN 1'ensemble somme de deuk copies de N ,
s la symétrie de X, et pour tout i €N , soit Xi la partie ai+1Ll&i de IV
(ot L; désigne la partie de IN formée des j tels que j<i). Soit C la
sous-catégorie de la catégorie des sous-—ensembles de X, dont les ocbjets
sont les xi s et les fléches les applications entre des Xi qui sont
induites par l'identité de X ou par sa symétrie s, et C~ la catégorie
définie de fagon analogue, mais od on admet de plus 1'objer X .

a) Montrer que Ind(C) est &quivalente 3 C™ s, le foncreur canonique

C —> Ind(C) correspondant 2 1'inclusion C —> C™ . Montrer qu'il
n'existe pas de couple (Y,f) d'un objet Y de C et d'un endomorphisme

f de Y, et de morphisme d'objets 2 endomorphisme de Ind(C) de (¥, £)

dans (X,s).

b) En conclure que si J est la catégorie ayant un seul objet, et en
plus de la flache identique une seule flache d'ordre 2, alors le foncteur

J —> Ind(C) défini par (X,s) n'admet pas de représentation indicielle.

8.9, Propriétés d'exactitude de Ind(C)

Proposition 8.9.1. Soit C une U-catégorie.

a) Les foncteurs canoniquesL (8.2.4.8) et ¢ (8.4.1)

¢ —*—> Ind(c) 2—s ¢

commutent asux limites projectives.

b) Supposons que dans C les limites inductives finies soient

représentables, et que C soit équivalente 3 une petite catégorie. Alors

dans Ind(C) les petites limites projectives sont représentables,
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c¢) Si dans C les petites limites projectives (resp. les

limites projectives finies) sont représentables, alors il en est de

méme dans Ind(C). Soit J une catépgorie qui est finie et rigide, ou

discréte ; si les limites projectives de type J sont représentables

dans C, ce m@me type de limites projectives est représentables dans Ind(C).

d) Les petites limites inductives filtrantes danms Ind(C)

(elles sont représentables en vertu de 8.5.1) sont exacts 3 gauche,

ji.e commutent aux limites projectives fimies.

Démonstration. a) Le fait gue L commute aux limites projcctives résulte
du fait qu'il est pleinement fidéle et du calcul des limites projectives
dans C "argument par argument', qui implique que pour vérifier gu'un
syst@me projectif de morphismes F —> F, (i€1) dans € fait de F ume
limite projective des Fi , 11 suffit de vérifier que 1'assertion ana-
logue est vraie pour les syst2me projectifs d'applications ensemblistes
Hom(X,F) —> Hom(K,Fi}, pour tout X€0b C , Or C < Imnd(C).

Le fait que ¢ commute aux limites projectives résulte formelle-
ment du fait que L y commute, ainsi que le composé Lec : C —> G

b) Compte tenu de a), l'assertion revient 2 dire que toute
limite projective de préfaisceaux ind-représentsbles est ind-représen=-
table, ce qui résulte aussit®t du critére §.3.3 (v), compte tenu qu'une
limite projective de foncteurs exacts i gauche est exact a gauche
(ce qui résulte du fait que "les limites projectives commutent aux

limites projectives'(2.5.0)).
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c) Résulte formellement de la propriété analogue de © 3.3},
et du fait que L est conservatif (&tant plcinement fidele) et commute aux
limites du type envisagé ( a) et 8.5.1). |
d} 11 est bien connu (cf, 2.3) que la représentabilité des l
limites projectives finies équivaut 3 celle des limites projectives

des types

e —

vide , . .
b i
(correspondants 2 des ensembles ordonnés finis particuliers), et celle
des petites limites projectives revient 2 celle des produits et des
limites projectives finies. Donc la deuxig&me assertion faite dans c)
implique la premiére.

Supposons d'abord I fini. Utilisant le résultat 8.8,5 sur 1la

représentabilité des foncteur o : J —> Ind(C) sous forme indicielle (8.5.,4)

(8.2.1.1) @ : IXI ——>C .
l'existence des lim @ est donc un cas particulier du résultat plus

précis et plus général :

Corollaire 8,8,2. Considérons un foncteur ® : J —> Ind(C) donné sous

forme indicielle & (8.9,1.1),J &tant une catégorie finie, Si pour tout

i € 0b I, le foncteur partiel J—> &(j,i) a une limite projective

(resp. inductive) représentable dans C, 2lors © 2 une limite projective

(resp. inductive) représentable dans Ind(C), et on a un isomorphisme
canonique

. " " s
{(8.9.2.1) lim o lim l%m 8(3,1)
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(resp.

(8.9.2.2) lim o -"—-""lim“ lj.m $(j,1i) ) ,

o lim (resp. lim) est calculé dans C,
] i’

Pour la premidre formule, on utilise simplement que dans Ind(C)

les limites inductives filtrantes commutent & aim , eC que c commute

J
a lim (8.9.1 d) et a)) :
J
5 ; o . Ind(C) - . W - S
= " " — " s o~ n 1"
lim o 1;m lim 8(j,1) lim lim 8(j,1) lim lgm #(j,1).

La seconde se prouve de m@me, en utilisant la commutation des limites
inductives de type I aux limites inductives de type J (2.5.0) et le
fait que c commute aux limites inductives de type J, prouvé dans 8.5.4
a) ciwmdessous,
Cas J discret. Ce cas est contenu dans 1'assertion plus précise

suivante :

Corollaire 8.9.3. Soient Ia des catégories filtrantes essentiellement

petites indexées par un petit ensemble A, et pour tout QaEA, soit

Xa) = Xl ), gy un ind-objet de C indexé par I . Seit I la

a o a
catéporie produit des Ia s, et supposcons que pour tout i = (1a)aEAEI s
le produit éEA K(u}i soit représentable dans C . Alors le produit

o 4
UEA X{(a) est représentable dans Ind(C), et il est canoniquement iscmor-

phe 2 1'ind-objet indexé par I donné par la formule

(8.9,3.1) T e X, = "a! (T A, ),

GEA iaET&’ o 1=(i ) ,€1 «ceA o1
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o le produit du deuxi®me membre est le produit calculé dans € . (On

hotera que 1 est filtrant et essenticllement petit, les Ia 1'étant,)

En effet, il est bien connu (et immédiat par réduction au cas
oy on travaille dans la catégorie des ensembles) gque la formule envisagse

est valable quand on calcule les limites dans C. La conclusion résulte

alors du fait que L commute aux limites envisagées (8,9.1 2) 2t 8.5.1).

Remarques 8.9.4. La démonstration donnéede 8.9.2, 8.9.3 montre, plus
généralement, que si pour tout i £ Ob I, l%m 2(j,i) (resp. 1%m g(j,i) )

] J
calculé dans Ind(C) est représentable, alors il en est de meme de lim )

s =
(resp. de lim ¢). Ceci et 1'argument de c) montre que pour une catégorie donnée
3

J provenant d'un ensemble ordonné fini ou discret (ou plus généralement,
qui est Ce-admissible (8.3.1)), les limites projectives (resp. inductives)
de type J sont représentables dans Ind(C) si (et seulement si) pour

tout foncteur ¢ : J —= C, 1la limite projective (resp. inductive) de o
calculée dans Ind(C) est représentable, Dans le cas non respé, cela
signifie 2ussi, en vertu de a), que toute limite projective de type J

de préfaisceaux représentables sur C est ind-représentable,

Proposition 8.9.5. Soit € une U-catégorie.

a) Le foncteur canonique

c: C —>= Ind(C)

est exact 2 droite (donc exact, compte tenu de 8.5.1 2)).

b) Si les limites inductives finies (resp. les sommes finies)

sont représentables dans C, alors les petites limites inductives (resp.

les petites sommes) sont représentzbles dans Ind(C). Soit J un ensemble
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préordonné fini ou discret ; si les limites inductives de type J sont

représentables dans C, il en est de m&éme dans Ind(C).

Démonstration. a) Supposons que dans C on ait X = lim X. , ot J est
37 A

une catégorie finie, X et les Xj dans C, On a alors, pour tout ind-cbjet

e (Yi}iEI de C :

Hom(X,¥) = 1§m Ho-m()(,‘fi) — 1lim Hom Hom(Xj,Yi)

i i 3j
2.8
= 1§m lim Hom(}{j,‘fi) = llj.:rn Ho;n(xj,p 5

et la conclusion voulue résulte de la comparaison des termes extr@mes.

b) ©On a déji noté dams £.5.4 que les assertions faites résul-
tent de a) et de 8.9.2, du moins pour les limites inductives finies,
Pour prouver les conclusions faites dans les cas infinis, on est ramené
au cas des sommes, gui peut s'interpréter comme une limite inductive

filtrante de sommes finies, et on conclut donc gr2ce & 8,5.1.

Remarque 8.9.6. On a déja observé que le foncteur c ne commute pas en
général aux limites inductives filtrantes, donc pas non plus aux sommes
infinies, contrairement & ce qui a lieu pour L: Ind(C) —> E . Par
contre, A l'exception de la commutation aux limites inductives filtrantes
(8.5.1), L n'a pratiquement jamais de propriétés de commutation & quelque
autre type de limites inductives (objet initial, somme de deux objets
conoyaux de doubles fléches), Ainsi, si C admet un objet initial GC ,

qui est donec objet initial de Ind(C) en vertu de a), ¢ n'est jamais

C

objet initizl de C (i.e. identique au préfaisceau constant de valeur @),

puisque Hom(dclﬁc) # ¢ 1
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Proposition 8.9.7. Soit

£ : C—> (!

un_ foncteur entre U-catégories, et soit J une catégorie finie et rigide

(8.8.5)., Si les limites inductives (resp. projectives) de type J sont

LY

représentables dans C et si f y commute, alors Ind(f):Ind(C) —> Ind(C")

commute &palement & ce type de limites.

Cela résulte aussitdt de 8.8.5 et du czlcul 8.9.2 des limites
finies dans une catégorie de ind-objets, pour un foncteur représenté

sous forme indicielle.

Corecllaire 8.9.8. Si dans C les limites inductives (resp. projectives)

finies sont représentables, et si f est exact i droite (resp. 2 gauche)

alors il en est de meme de Ind(f) ; dans le cas non respé, Ind(f)

commute meme aux petites limites inductives quelconques.

La premigre assertion résulte de 8.9,7 . La deuxiéme résulte
de la premi2re, compte tenu que Ind(f) commute aux limites inductives

filtrantes (8.6.3).

Exercice 8.9.9. Soit C une U-catégorie.

a) Supposons que dans C les sommes finies sont représentables.
Montrer que si dans C les sommes finies sont disjointes (resp. universelles)
(cf. II 4,5), alors dans Ind(C) les petites sommes sont disjointes (resp.
universelles),

b) Supposons que dans C tout morphisme se factorise en un

épimorphisme suivi d'un monomorphisme (resp. en un épimorphisme effectif
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suivi d'un monomorphisme, resp. en un épimorphisme suivi d'un monomor-
phisme effectif, resp. un &pimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme
effectif). Montrer que Ind(C) satisfait 3 la mPme proprieté.Dans le
dernier cas respé, on conclut donc que tout épimorphisme de Ind(C) est
cffectif, tout monomorphisme de Ind{(C) est effectif, tout bimorphisme
de Ind{(C) est un isomorphisme ; montrer que dans ce cas tout épimorphisme
(resp. monomorphisme) de Ind(C) peut se représenter par un systéme induec-
tif d'"épimorphismes (resp. de monomorphismes) de C. Si on suppose de
plus que dans C tout épimorphisme (resp. tout monomorphisme) est
universel, la méme propriété est vraie dans Ind(C).

c¢) Supposons C additive (resp. abéliemne),alors Ind(C) l'est
également.

d) Soient X = ”-%E; Xi un ind-objet de C, R —% X une relation
d'équivalence dans X, Pour tout i € Ob I, soit Ri :=:3Ki la relation

d'équivalence dans X. (considéré comme objet de Ind{(C)) induite par R

i
via xi —> X . (On suppose que le produit f£ibré Ri . RxXXxxixxi dans
{Ind(C})A est représentable par un objet de Ind(C), ce qui est le cas
si dans C les limites projectives finies sont représentables.) Montrer
que pour que R soit effective, il suffit que les Ri le soient.

e) Soient X un objet de C, R une relation d'équivalence dans
c(X) i.e., dans X considéré comme objet de Ind(C), Supposons que dans
C les produits fibrés soient représentables. Pour que R soit effective,
il faut que R soit de 1z forme "{%T: Ri s ol les Ri sont des relations

d'équivalence dens X (regardé comme un objet de C), et cette condition
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est suffisante si on suppose que dans G les relations d'équivalence
sont effectives,

f) Supposons que dans C tout morphisme se factorise en un
épimorphisme effectif suivi d'un monemorphisme effectif, ot que les
limites projectives finies soient représentables, Soit X un objet de
€, et R un sous-objet de XxX, regardé comme &lément de Ind{C). Eerivons
R sous lz forme "l;g; Zi s ©u (Zi)iEI est une famille filtrante crois-
sante de sous-objets de XxX dans C (c'est possible grace a b)). Montrer
queé pour que R soit une relation d'équiveslence dans X, i1 faut et il
suffit que pour tout icoOb I, existe un j€0b I qui contienne s(zi) et
ziozi s OO s est la symétrie de XxX,

&) Supposons que dans C les limites projectives finies apinsi
que les sommes finies soient représentables, que toute relation d'équi-
valence y soit effective, et tout morphisme s'y factorise en épimorphisme
effectif suivi par un monomorphisme effectif. Montrer que dans Ind(C) les
relations d'équivalence sont universelles si et seulement si C satisfait
4 la condition suivante :

8T) Pour tout objet X de C et tout sous—objet Z de XxX dans C,
si on définit par récurrence la suite de sous-objets Z, (n =z 0) de Xxx
dans C par 2 =12, z = Sup{Zn,s{Zn),ZnoZn) (le Sup pris dans 1'ensemble
des sous-objets de XXX, qui existe grace aux hypothéses faites sur c);
alors la suite {zn)nzo est stationnaire,

k) Montrer que dans Ind(Ens)), les relations d'équivalence
ne sont pas nécessairement effectives,

* NB. Pour des crit2res pour que Ind(C) soit un topos,

cf. VI 8.9.9 -
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Exercice 8.9,10. Soit C une U-catégorie. Posons Pro(C) = (Ind(c®))°

(cf, 8.11),
a) Supposons que dans C les sommes finies (resp. les petites
sommes) sont représentables, Montrer que si elles sont disjointes
(cf, II 4.5), alors Pro(C) satisfait la mBme condition.
b) Soit J un petit ensemble, tel que les sommes indexées
par J soient représentables dans C, donc aussi dans Pro(C). Soit

(x(aJ)ﬂEJ une famille d'éléments de Pro(C), avec X(a) = "lim" X. .

Montrer que pour que la somme des X(a) dans Ind(C) scit universelle,

il suffit qu'il en soit de mfme pour chacune des familles lim X 5
i ia
o (i) € 11 I_ . En conclure que si dans C les sommes de type J
a’ ael ey

sont universelles, pour gqu'il en soit de m@me dans Pro(cC), il faut et

il suffit que pour toute famille (X(a])ae comme dessus, avec Ia =TI

J

pour tout a€J, l'homomorphisme canonique dans Pro(C)

"lim" 1) X(a), <— "Lim" Ll x(e)
EI o} = IJ acJ ia

soit un isomorphisme. En conclure gque dans Pro({(Ens)) les sommes de

type J sont universelles si et seulement si J est fini,

Exercice 8.9.11. Soit C une U~-catégorie.

a) Soit (Xi — x)iG une famille de morphismes dans C., Montrer

I
que pour qu'elle soit épimorphique dans Ind(C), il suffit qu'il existe
une sous=-famille finie qui soit épimorphique dans C. Prouver que cette

condition est également nécessaire lorsqu'on suppose que dans C toute

famille finie de morphismesde but Xi se factorise en une famille épimor-
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phique, suivie d'un monomorphisme effectif (10.5), (Pour cette
dernigre assertion, soit P 1'ensemble des parties finies de I, ordonné
par inclusion, et soit X! = (X&JJEP le ind-objet formé des images des
sous-familles finies de la famille donnée, enfin soit

X" = xux,x = "Iim" xux}x . Montrer que les deux morphismes canoniques
X =2 X" sont distincts, mais coTncident sur les K& o)

b) Supposons que dans C toute famille finie de morphismes
de m@me but se factorise en une famille épimorphique, suivie d'un
monomorphisme effectif, Prouver que Ind(C) admet une petite sous-catégori=
génératrice par épimorphismes (7.1) si et seulement si € admet une
petite sous=catégorie C' telle que tout objet de C soit but d'une
famille épimorphique finie de source dans C', Lorsqu'on suppose gue
C admet une petite sous-catégorie génératrice ( 7,1), alors Ind(gC)
admet une petite sous—catégorie génératrice par épimorphismes si et
seulement si C est équivalente 2 une petite catégorie, (Pour ce dernier

énoncé, utiliser 7.5.27,

c) Ind((Ens)) n'admet pas de petite sous-catégorie génératrice.

Exercice 8.9.12, Seit € une U~catégorie, et considérons Pro(C)=Ind(c®)°.
a) Montrer que si Pro(C) admet une petite sous-catégorie P!

génératrice par épimorphismes ( 7.1), alors il existe une petite

sous-catégorie C' de C qui est génératrice par épimorphismes dans Pro(C),

(Prendre la catégorie des composants des objets de P'.)
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b) Montrer que la catégorie Pro((Ens)) n'a pas de petite
sous-catégorie génératrice par épimorphismes, (Si C' est comme dans 2),
choisir un ensemble X dont le cardinal majore strictement les cardinsux
des €léments de C', et considérer le pro-ensemble X formé par les
complémentaires dans X des parties de cardinal < card(X), Montrer que
pour tout ensemble Y non vide de cardinal < card(X), on a Hom(Y,X)= @ ,

mais que X n'est pas isomorphe au pro-ensemble constant @ .)

8.10. Motions duales : proobjets, foncteurs pro-représentables

Soit C une U-catégorie. On appelle pro-objet de C tout foncteur

(8.10.1) ©w:1°—>c ,

ot I est une catégorie filtrante essentiellement petite (appelée la
catégorie d'indices), et comme d'habitude 1° désigne la catégorie
opposée. Scit V un univers tel que VO U . On fera attention que les
pro—objets de C indexés par des I€ V sont en correspondance biunivoque

avec les ind-objets de ¢® indexés par des I € V, en associant 2 tout

© . 1°=—=c. S'inspirant

tel ind-objet § : I —> c® 1e pro-ocbjet o = ¥
de cette correspondance, on définit "par transport de structure et

renversement des fléches" la notion de morphisme entre pre-objets de C
3 partir de la notion analogue (8.2.4,2), (8.2.5.1) pour les in-objets,

et on définit en conséquence la ceatégorie des pro-objets de C indexés

par des I € V, et un isomorphisme canonique :

(8.10.2) Pro,(C,U) == 1Ind (c°,1)° ;
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pour V=U on parle simplement de la catégorie des pro-objets de C , notée

Prou(C) ou simplement Pro{(C), gqui est donc définie par
(8.10.3) Pro(C) = Pro (C,U) == Ind(c®)® .,

Si deux pro-objets sont donnés sous forme indicielle

(8.10.4) X = (xi}i‘EI 3 Y = (Yj}jEJ R
la formule (8.2.5.1) prend ici la forme
(8.10.5) Hom(X,Y) = lim lim Hom(xi,YjJ -

3 i
Le foncteur (8.4.1) appliqué 2 c® donne, par passage aux catégories

opposées, un foncteur canonique (dénoté par la mfme lettre ¢ s'il n'y

a2 pas risque de confusion), permettant d'identifier C 2 une sous—catégorie

pleine de Pro(C) :

(8.10.6) c: C ——> Pro(C) -
c'est pour avoir un tel foncteur, et non C —> Pro(c)c, qu'on a

"renversé les fl2ches" dans la définition des morphismes de pro-ocbjets
4 partir de la définition analogue pour les ind-objets. Les pro-objets

dens 1'image essentielle de (8.10.6) s'appellent encore pro-cbjets

essentiellement constants.
Posons

(8.10.7) T = (" = Hom(C, (Ens))

b
alors le foncteur (8.2.4.7) peut Btre considéré comme un foncteur

cenonique pleinement fidale
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4
(8.10.8) L: Pro (C,U) —> C Sl

et on trouve en particulier
~
(8.10.9) L: Pro(C) > ° ;

Nous laisserons au lecteur le soin de traduire, au fur et
mesure des besoins, les résultats des sections précédentes et de celles
qui suivent du langage des ind-objets dans celui des pro-objets. Suivant
le contexte mathématique, c'est 1'un ou 1'autre langage qui est le plus
utile, sans compter les cas ot les deux notions s'introduisent simul-
tanément, par exémple lorsqu'il y a lieu de considérer des catégories
complexes comme Pro(Ind(C)) ou Ind(Pro(C)). Nous nous contentons de
donner quelquas indications supplémentaires, pour fixer la terminologie

et les notetions, et préciser le "yoga".

8.10,10., Un foncteur covariant F: C —> (Ens) est dit foncteur

pro-représentable s'il est dans 1'image essentielle de (8.10.9) (ou

8.10.8, cela revient au meme) ; la sous-catégorie pleine de E formée
de ces foncteurs est donc équivalente & Prc{CJa . On préférera géné-
ralement travailler dans la catégorie opposée, image essentielle

en tant que sous-catégorie de (8.10.9), qui est donc équivalente 2
Pro(C) lui-m&me. En accord avec cet usage, il est souvent préférable

de regarder les foncteurs covariants

F: € —> (Ens)

W
CO

comme des objets de Hom(C, (Ens))® , et d'écfire en conséquence la

catégorie des homomorphismes
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X~—>F dans C )

i.e. des couples (X,u) d'un objet X de C et d'un u € F(X), comme

(8.10.11) }F .

Avec cette convention, on trouvera donc un foncteur covariant (foncteur

source)

(8.10.12) i\c — C ;

et 3.4 se récrit sous la forme

(8.10.13) F~=> "Iim" X
AT
f%@)
8.10.14. Le crit2re 8,3.3 appliqué a ¢° devient un critére de proreprésen-
tabilité pour F : 1l faut et il suffit que (F\c)“ soit filtrante et
essentiellement petite, cette derni2re condition étant superflue si C
est équivalente 2 une petite catégorie ; si de plus dans C les limites

projectives finies sont représentables, il revient au méme de dire
que F y commute i.e. est exact a gauche,
8.10.15. Dans Pro(C) les petites limites projectives filtrantes sont

représentables et le foncteur (8.10.9) y commute ; en d'autres termes,

ce foncteur transforme limites projectives en Pro(C) en limites inductives

W W
de C = Hom(C, (Ens), tout comme son composé C —> C° avee (8.10.6), qui
partage avec lui la fAcheuse propriété d'etre contravariant quand on

'
le considdre 2 valeurs dans C. On fera attention que les foncteurs
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pro-représentables de C dane (Ens) sont les foneteurs qui sont des
petites limites inductives filtrantes de foncteurs représentables

(et non des limites projectives, comme la terminologie pourrait éventuel=-

lement le suggérer).

8.11. Ind-adjoints et pro-adjoints
8.11.,1. Seoit

{(8.11.1.1) £ : C—>C!

un foncteur entre U=-catégories, d'ol un foncteur F — Faf

(8.11.1.2) £% : CY —= .

On dit que f admet un ind-adjeoint si le foncteur précédent transforme
foncteurs ind-représentables en foncteurs ind-représentables. Comme f¥
commute aux limites inductives, et que la sous-catégorie pleine de C'
formée des foncteurs ind-représentables est stable par petites limites
inductives filtrantes, il revient au m@me de dire que f admet un
ind-adjoint, ou que £f¥ applique objets de C {(identifié a une scus-catégorie

plaine de C) dans des foncteurs ind-représentables sur C, i.e.

(8,11,1.3) X —> Hom(£(X),¥') est ind-représentable pour tout Y'€Ob C',
Une autre fagon d'exprimer la condition que f admette un ind-adjoint

est de dire qu'il existe un foncteur
(3.11.1.4) g: Ind(C') ——= Ind(C)

qui soit essentiellement induit par f# , i.e. tel qulon z2it un isomor-

phisme de bifoncteurs
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(8,11.1.5) HomInd(C)EK,g(x')) - HumInd(C,}(E(KJ, ¥') i

ol X € Ob C et Y' € Ob Ind(C'), En fait, {1 suffit méme d'avoir un

foncteur

(8,11.1.6) g, ! C! ——= 1nd(c)

et un isomorphisme de bifoncteurs
L] oo ]
(8.11.1.7) HomInd{c)(K,go(Y 1) Hom ., (£(X),¥")

en X € 0b C, Y' € Ob C' , Le foncteur g (resp. go) est évidemment déter-
miné 2 isomorphisme unique prés par f, et inversement on récenstitue f
& isomorphisme cancnique pra2s par la connaissance de ce g (resp. 35}-
Il est clair sur (8,11,1.5) que le foncteur g commute aux limites induc-
tives, et qu'il "prolonge" le foncteur 8, 3 cela le détermine donc 2
isomorphisme unique pras en termes de g, (8.7.2). Le foncteur g, et
parfois aussi le foncteur 8, qu'il prolonge, est appelé le foncteur
ind-adjoint de f (inutile ici de préciser : a droite, car 1'autre,s'il
existe, s'appellera le pro-adjoint, cf. 8.11,5 plus bas),

Bien entendu, lorsque f admet un adjoint 2 droite

ad

£ : C' —= ¢ s

il admet un ind-adjoint g, et celui-ci est isomorphe canoniquement au

prolongement canonique de f aux ind-objets
(8.11.1.8) g < Tna(e®h .

La notion de ind-adjoint est donc une généralisation naturelle de la

notion d' adjoint a droite.
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Considérons maintenant le prolongement canonique
(8.11.1.9) Ind(£f) : Ind(C) —> Ind(C') .

On a aleors :

Proposition 8.11,2, Pour que le foncteur f: C —> C' admette un ind-adjocint,

il faut et il suffit que le foncteur Ind(f) (8.11.1.9) admette un adjoint

2 droite. Ce dernier est canoniquement isomorphe au ini-adjoint (8.11.1.4).

La suffisance et la dernigre assertion sont triviales sur lsa
formule de ind-adjonction (8.11.1.5)., Pour la nécessité, on note que
par passage a la limite projective sur cette formule sur des xi , on

déduit un isomorphisme d'adjonction en les pro-objets X = (Ki)

(8.11.2.1) Homy sy (X » 8(X')) == Hom .00y (Ind(£)(X),X")

cqfd.

Corollaire 8.11.3. Si f sdmet un ind-adjoint, 2lors Ind(f) commute aux

limites inductiwves, et le ind-adjoint g commute aux limites projectives.

Proposition 8.11.4, Pour que le foncteur f: C —> C' admette un ind-adjoint,

il faut que f soit exact 2 gauche, et cette condition est suffisante

lorsque C est &quivalente & une petite catégorie.

Cela résulte du critére (8.11.1.3), et de 8.3,1 et 8.3.3 (iw).
Pour un autre critére en termes de la notion de foncteur

accessible, cf., 8,13.3,

141




8.11.5. Considérons maintenant le foncteur Fr— Fef

v W
{8.11.5.1) 2% . 0t —= ¢

induit par F ., On direz quz f admet un pro-adjeint si le foncteur précédent

applique foncteur pro-représentablz en foncteur pro-représentable, i.e.

s'il existe un foncteur {appelé foncteur pro-adjeint de f)

(8.11.5.2) g: Pro(C) —= Pro(c') 3
et un isomorphisme de bifoncteurs
' Lt 1
(8.11.5.3) Homp (o) (8(X"),X) Homy, oy (¥, £(X)) ;

Bien entendu, dire que f admet un pro-adjoint signifie que £9 admet

un ind-adjoint, de sorte que les notions et résultats pour les ind-adjoints
se traduisent trivialement en termes de pro-adjoints, Signalons seulement
que f admet un pro-adjoint si et seulement si Pro(f) : Pro{C) — Pro(C')
admet un adjoint 3 droitz, et que dans ce cas le foncteur g précédent

est un tel adjoint 2 droite de Pro(C) : et gqu'il faut pour ceci que f

soit exact A gauche, cette condition &tant également suffisante lorsgue

C est £quivalente & une petite catégorie. Dans ce cos, £ est donc exact

si et seulement si il admet 2 la fois un ind-adjoint et un pro-adjoint.

Exemple 8.11.6. Considérons le cas d'un foncteur

f : C~—> (Ens) =
§i ce foncteur admet um pro-adjoint, il est pro-représentable, 2t la
AV

réciproque est vraie si et seulement si la sous~catégorie pleine de C

formée des foncteurs pro-représentables est stable par petits produits ;
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c'est le cas en particulier si C est équivalente 2 une petite catégorie
(8.10.14) ou si dans C les petits produits sont représentables (8.9.5 b)
appliquée 2 yag) BOP | peu de choses pras, on peut donc dire que pour un
foncteur £: C —> C', la notion d'existence d'un pro-adjoint est la

généralisation naturelle de la notion de pro-représentabilité de £ ,

qui est définie lorsque C!' = (Ens).

0.12, Ind-objets et pro-objets stricts, Application 3 un critére de

représentabilité

8.12,1, Soit

X
X= (%)
un ind-objet de la U-catégorie C, et soit F le préfaisceau qu'il ind-repré-

sente, On voit alors aussitdt qu'il revient au m&me de dire que les

morphismes canoniques

X, —=>F = "1lim" X.
i - F &

sont des monomorphismes de Ind(C) (ou, ce qui revieat au méme, de c i
i.e. des monomorphismes de foncteurs "argument par argument"), ou de
dire que pour toute fl2che i —» j de I, la fl2che de transition

correspondante
X, —m= X,
3
est un monomorphisme. Lorsque ces conditions sont remplies, et si de

plus I est une catégorie ordonnée, on dit que X est un ind-objet strict.

7

o/
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On notera que cette condition n'est pas invariante par isomorphisme de

ind-objets ; un ind-cbjet sera appelé essentiellement strict s'il est

isomorphe 2 un ind-objet strict. Un préfalsceau sera appelé strictement

ind-représentable s'il est ind-représentable par un ind-objet strict ;

donec F = "l:i.m"}'{:.l est strictement ind-représentable si et seulement si
i

X =(X,).,. est essentiellement strict.
= i“iel

8.12,1.1. Soit F un préfaisceau sur €, et considérons la sous-catégorie
pleine de CfF formée des fldches X —= F de source dans C qui sont des

monomorphismes. On 1'appelera la catéporie des sous-foncteurs représen-

tables de F ; c'est la catégorie associée 2 1'ensemble ordonné des
sous-foncteurs représentables de F, ordonné par l'ordre induit de celui
de l'ensemble des sous-objets de F . Il résulte alors aussitdt des

définitions :

Proposition 8.12,2, Pour que le préfaisceau F sur C soit strictement

ind-représentable, il faut et il suffit que la catégorie (ordonnée) I

des sous-foncteurs représentables de F soit filtrante et essentiellement

petite et que l'on ait

(8.12.2,.1) lim X, ~—=> F =
—-—*)I 2

Lorsque pour tout objet X de C, 1l'ensemble des sous-objets de X dans

C est petit (par exemple si € admet une petite sous-catégorie génératrice

(7.4)), cela implique que la catéporie des sous-foncteurs représentableas

8st mE8me petite,
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8.12.2.2. Si F est strictement ind-représentable, il y a2 donc une fagon
privilégiée de le ind-représenter par un ind-cbjet, et ce dernier est
m@éme un ind-objet strict : on prend ls représentation (8.12,2,1). Un
ind-objet strict Y est dit saturé s'il est isomorphe 2 un ind-objet de
la forme (Xi} figurant dans (8.12.2,1), pour F convenable ; donc il
existe 2 isomorphisme unique pras, un seul ind-objet strict saturé
{somorphe au ind-objet strict donné, savoir celui envisagé dens £.12.2,

en prenant F = 1lim Y (limite dans C).
ilm t

8.12.2.3. Supposons qu'on sache d€ja que l'on puisse trouver une petite
partie cofinale dans 1'ensemble Ob CJIrF . ce qui est le cas en perticulier
si F est ind-représentable ; alors il s'ensuit que lz m2me condition

est vérifiée dans la sous-catégorie pleine I envisagée dans 8.12.2, donc
on peut dans le critdre 8,12.2 omettre la condition que I scit essentiel-

lement petite,

8.12.3. Soit F un préfaisceau sur C, et considérons un objet
a !X —>F

de C{F . On dit que u (ou le coople (X,n)) est minimal si pour toute

factorisation de u en
L}
{8.12.3.1) X 2> x' 25 F

avec p un &pimorphisme strict (10.2), p est un isomorphisme, Considérent

u comme un objet de F(X) (1.4) , dire que u est minimal signifie donc
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™

que tout épimorphisme strict p: X —> X' tel que u & Im(Flp): F(X') —= F(x))
est un isomorphisme. Cette notion s'éclaire par 1la partie a) du lemme

suivant

Lemme 8.12.4, Soit F un préfaisceau sur C .

a) Supposons que F transforme conoyaux €n noysux et considérops
un_morphisme

u: ¥ —3 F

avec X € 0Ob C , Pour que u soit un monomorphisme, il suffit,lorsque dans

C les conoyaux de doubles flaches sont représentables, que u soit

minimal ; cette condition est €également nécessaire si dans C les produits

fibrés sont représentables.

b) Supposons que dans C les lim finies soient représentables.

Pour que le sous-catégorie des sous=foncteurs représentables de F

(8.12,1.1) soit filtrante (pas nécessairement petite) et ait pour

limite inductive F , il suffit que F soit exact & gauche et que tout

morphisme u: X —> F, avec X € Ob C, se factorise en
ul
X——= X' — > F

avec u' minimal ; cette condition est également nécessaire si dans C les

produits fibrés sont représentables,

c) Supposons que C admette une petite sous-catéporie génératrice

(7.1), et que I 1a catégorie des sous-foncteurs représentables de F soit

filcrante, alors I est petite,
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Démonstration, a) Supposons u minimal, prouvons que u est un mono-

morphisme, i.e. que pour toute double-fl2che v,v' : ¥ ——X(X telle que

uv = uv! , on a v=v' . En effet, si X' = Coker(wv,v'), alors u se factorise
L]

en X —B—= %' 2= F (F traonsformant conryaux en noyaux), et comme p

est un &pimorphisme strict par construction, il s'ensuit que p est un
isomorphisme i.e. v=v' ., Supposons que u est un monomorphisme, prouvons
qu'il est minimal, Considérons une factorisation (§.12.3.1) ; comme p
est un épimorphi sme strict, c'est le conoyaux de la double flache

canonique v,v' : KKK,X —=x% X, et comme (u'plv = (u'plv' et que u'p=u

est un monomorphisme, on a v=v' donc p est un isomorphisme,

b) Suffisance : Comme F est exact 2 gauche, CfF est filtrante,
Comme on sait que F = lim X, on est ramené par 8.1.3 ¢) & prouver que
C
/F

la sous-catégorie pleine I de C!F des sous-objets de F est cofinale dans
C/p 3 or em vertu du "il suffit" dans 2), c'est ce qu'assure 1'hypothése
que tout objet de C!F est majoré par un objet "minimel"., Nécessité :
Comme toute limite inductive filtrante de foncteurs exacts 3 droite
est itou, la premi2re condition est trivialement nécessaire. La deuxiéme
résulte alors du "il faut" dans a),.

c) Un scus—foncteur représentable X C—> F de F est connu

quand on connalt la sous-catégorie pleine C'}

] -
% de C /g » OU C est une

petite sous-catégorie génératrice fixée de C . (Utiliser l'hypothése I
filtrante.) Comme CrfF est petite, l'ensemble de ses sous-catégories

pleinesest petitc, d'oli la conclusion.
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Proposition 8.12.5. Soit C une U-cetégorie ot les limites inductives

finies sont représentables, et admettant une petite sous-catégorie géné-

ratrice (7.1). Soit F un préfaisceau sur C . Pour que F soit strictement

ind-représentable, il suffit qu'il satisfasse les deux conditions

suivantes, et celles-ci sont également nécessaires si dans C les produits

fibrés sont représentables :

a) F est _exact 3 gauche.

b) Tout couple (X,u), avec X € Ob C et u € F(X), est majoré
dans C,p P2r un couple minimal (8,12.3), i.e. il existe un couple minimsal

(X',u') (X" € 0b C, u' € F(X)) et . un morphisme £: X —> X' tel que
Xel que

u= F(£)(u'),

Lz suffisance résulte de 8.12.2 et de 8.12.4 b}, ), la

nécessité de 8,3,1 et de 8.12.4 a).

Remarque 8.12.6. Lorsque F transforme sommes amalgamées de C an produits
fibrés, on voit aussit®t que pour un couple (X,u) donné comme dans b),
l'ensemble des quotients stricts X' de X tels que u € Im(F(X') — F(X))
est filtrant décroissant, ce qui implique que si 1l'ensemble des quotients
stricts de X est artinien, alors la condition b) de 8.12.5 est automa-
tiquement satisfaite, Si donc la condition précédente sur X est satis-
faite pour tout objet X de C (on dit aussi alors, parfois, que les objets
de ¢° sont artiniens), alors il résulte de 8.12.5 que F est strictement
ind-représentable si et seulement si F est exact 2 gauche ; dans ce cas,
F est donc strictement ind-représentable dads qu'il est ind-représentable

(8.3.1).
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Corollaire 8.12.7. Scit C une U-catépgorie ol les petites limites pro-

jectives sont représentables, et admettant une petite sous-catégorie

cogénératrice (7.9, 7.13). Alors un foncteur F: C —> (Ens) est repré-

sentable si et seulement si F commute asux petites limites projectiwves,

La nécessité est claire, Pour la suffisance, on applique 8.12.,5
3 la catégorie opposée c® . Pour prouver d'abord que F est (strictement)
pro-représentable, on est ramané A prouver que tout couple (X,u), X € Ob C
et u € F(X), est majoré par un couple "minimal", Or la famille (xi}iEI
des sous-objets stricts de X tels que u € Im(F(Xi) —> F(X)) est petite
(7.5 sous forme duale)., Gr2ce au fait que F est exact & gauche, elle
estcomfiltrante (8,12.6), et grace au fait que F commute aux petites
limites projectives on veit que X' = %m Xi est un plus petit objet de
cette famille, (Utiliser le fait que, F étant exact 2 gauche, transforme
monomorphismes en monomorphismes.) Si u' € F(X') est 1'unique &lément
dont 1l'image dans F(X) est u, on voit alors que (X',u')
est un couple minimal majorant (X,u). Cela prouve que F est pro-repré=-

sentzble, et la conclusion résulte alors du

Lemme 8,12.8.1. Seoit F:C —> (Ens) un foncteur, oii C est une U-catégorie

ot les petites limites projectives sont représentables. Pour gue F soit

représentable, il faut et il suffit qu'il soit pro-représentable et qu'il

commute aux petites limites projectives.
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La nécessité est claire, prouvons la suffisance. Dire que F
est représentable signifie évidemment que ?E admet un élément initial
(en fait, les objets initiaux de ﬂF sont précisément les isomorphismes
F—> X, i,e. les donnfes de représentation pour F). Or F étant prorepré-
sentable,{ﬁgo}est filtrante et équivalente 3 une petite catégorie, donc

X = limo X est représentable dans C, et comme F commute 3 la limite

0o

envisagée, il s'ensuit que ¥ est un objet initial de ﬁQ s cqfd.,

Corcliaire 4.12,8, Les hypoth2ses sur C &tant celles de B,12,7, soit

f: C—> C' un_foncteur de C dans une U-catégorie C' ., Pour que f admette

un adjoint & gauche, il faut et il suffit que £ commute aux petites

limites projectives,

Cela se raméne en effet trivialement 2 8.12.7, en appliquant

cet énoncé aux foncteurs composés de la forme X b—> Hom(Y', £(X)).

Exemples 5.12.9., Comme on a signalé dans 7.13, les hypoth2ses sur E de
8.12,7 et 8.12.8 sont vérifides si C est la catégorie des U-faisceaux
d'ensembles sur un espace topologique X € U (ou plus généralement, sur
un U-site (II 3.0.2)). Donnons un exemple instructif (¥) qui montre que
1'hypotheése d'existence d'une petite sous-catégorie cogénératrice D de
C n'est pas sursbondante dans €.12.7. Prenons pour C la catégorie des
groupes éléments de U . Soit J l'ensemble des classes d'isomorphie de
groupes simples € C, choisissons pour tout j € J un groupe simple Gj
dans la czlsse de j, et soit I l'ensemble ordonnd filtrant des parties

U-petites de J, et pour i € I, soit Ki = E%%—G‘ . Les Xi forment alors
- |

(*) (don » H. BAsSS),
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un systéme projectif (xi)iel dens E, 2 morphismes de transition des

épimorphismes, et le foncteur correspondant

(%) F(x) = 1im Hom{xi,x}

prend ses valeurs dans (U=-Ens) (bien que 1'ensemble d'indices I n'ait
&videmment pas un cardinal € E) ; plus précisément, montrons que pour
toute petite sous-catégorie pleine C0 de C, il existe un io €I tel

que la restriction de F a Co soit représentable par Ki ; ce qui prouvera

2 la fois que F est & veleurs dans U-Ens, et qu'il com;ute aux petites
limites projectives. Pour prouver notre assertion, il suffit de noter

que pour tout X &€0b CO, 12 cardinzl de l'ensemble J(X) des j € J tels
qu'il existe un homomorphisme non trivial de Gj dans X est nécessairement
petit, puisque un tel morphisme est nécessairement un monomorphisme

(Gj étent simple) ; par suite, si i, est la partie de J réunion des J(X)
pour X € ob CO, i_ est petit i.e. io € I, et il fait 1'affaire. D'autre

part il est clair que F n'est pas représentable, puisque on a card I £ o .

De ceci et de 8.12.7 on conclut donc que la catégorie C des groupes € U

n'admet pss ume petite sous-catégorie pleine cogénératrice, Comme 1'objet

Z de C est d'autre part un générateur, il résulte alors de la démonstration
de 7,12 qu'il existe un groupe G 2 deux générateurs qui ne se plonge pas
dans un objet injectif de la catégorie C des groupes € U. Il semble
d'ailleurs plausible que C n'admette pas d'autre objet injectif que

les groupes unités,
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84,13, Foncteurs proreprésentables et foncteurs accessibles

B.,12.1. Dans le présent numérec, nous utilisons quelques notions et
résultats du paragraphe suivant, et notammeat 9.11 et 9.13, pour obtenir
un critére de proreprésentabilité que nous utiliserons (incidemment)
dans IV 8. 16 . C désigne par la suite une U=catégorie satisfaisant

la condition L de 9.1 b), cette condition étant remplie par exemple si

dans C les petites limites inductives filtrantes sont représentables,

Proposition 8.13.2. Scient C comme ci-dessus, et

£ : C—> (Ens)
un_foncteur,

2) Supposons gue chaque objet de C est accessible (9.3). B5i

f est pro-représentzble, f est accessible (9.2) et exact i gauche,

b) Supposons que dans C les limites projectives finies soient

représentables, et que C admette une filtration cardinale (9.12), s8i £

est zccessible et exact & gauche, alors f est proreprésentable,

Démonstration. a) L'hypothése sur C signifie que les foncteurs covariants

représentables de C dans (Ens) sont accessibles. Il en est donc de m@me
de toute petite limite inductive de tels foncteurs (S.6 (i)), done
aussi de tout foncteur pro-représentable,

b) En vertu de 8,3,3 (iii), il reste & prouver que dans
Ob{ﬁgio il ¥ 2 une petite sous-catégorie eofinale, Or par hypothise

il existe un cardinal 71 tel que f soit T=accessible, Scit alors

136

152




- 137 - I

(X,ul), u € F(X), un objet de #€ . Avec les notations de 9.12 ¢) on a
alors X = 1lim X. , avec I filtrant grand devant 7 et les X, dans
5 = :
gl = Fil:ﬂ(C}, d'oli F(X) <= lim F(X,). Cela montre que la petite
= i

i
sous~-catégerie (PQ‘}O est cofinale dans (ﬁp)c, et aché&ve lz démonstration.

Corcllaire &.,13.3, Soit C une U-catégorie satisfaisant sux conditions
suivantes :

2) Dans € les limites projectives finies sont représentables,

b) Dens C les petites limites inductives filtrantes sont

représentables,

c) Le foncteur Ker sur la catégorie des doubles Flaches de C

est accessible (par exemple, il commute a2ux petites lim filtrantes).
-

d) Tout épimorphisme strict de C est strict universel (10,2).

e) Il existe une petite sous-catégorie de C génératrice par

Epimorphismes stricts (7.1).

Sous ces conditions, un foncteur f: C —> (Ens) est proreprésentable si

et seulement si il est exact & gauche et accessible (9,2),

En effet, les conditions de 8,13.2 a) et b) sur C sont vérifiées,

en vertu de 9,11 et 9,13 respectivement.

Corollaire 8.,13.4, Soit £: C — C' un foncteur entre U~catégories

satisfaisant gux conditions a) a4 e) de 8.13.3. Pour que f admette un

pro—adjcint, il faut et il suffit que f soit exact 3 gauche et accessible.
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Comme les foncteurs représentables
hY' : X' —> Hom(Y"',X") : C' —> (Ens) sont exacts 3 gauche et
accessibles (9.11), si £ 2 ces mBmes propriétés, il en cst de mlme
de ses composés avec les foncteurs précédents, qui sont donc pro-
représentables par §,13.3, i.e., f admet un proadjoint. Inversement,
supposcons que f admet un proadjcint, et soient C{ une petite sous-
catégoris génératrice de £,7T un cardinal tel que les ¥' € Ob C' soient
Tl=accessibles ; pour prouver que f est T—accessible, il suffit donc de
prouver qu'il en est zinsi de ses composés avec les hY' , ¥Y' € Ob T ;
or par hypothese ces composés sont proreprésentables, donc ils sont
accessibles (8.13.3), donc T=accessibles pourvu qu'on prenne T assez

grand, cgfd.

9. Foncteurs accessibles, filtrations cardinales ct construction de

petites sous-catégories génératrices,

Le présent paragraphe, de nature plus technique que les autres
paragraphes de cet exposé, ne servira dans ce séminaire que dans IV 9
et dans VI 4, qui ne sont pas utilisés ailleurs dans le Séminaire. Il

s'impose donc d'omettre la lecture du présent paragraphe, du moins en

i premidre lecture |

9.0. Toutes les catégories envisagées dans le présent numéroc sont
{ supposées 8tre des U-catégories, Sauf pour les petites catégories d'indic
I, J ... que nous aurons & utiliser, les développements qui suivent

s'appliqueront surtout & des "grosses'" catégories E,F ... qui sont

stables par petites limites inductives filtrantes. Il suffira cependant
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le plus souvent qu'une condition un peu plus faible soit vérifiée (condi-
tion L dans 9.1 ci-dessous). Tous les cardinaux envisagés dans le présent
numéro sont supposés € U .

Suivant une suggestion de P, DELIGNE, nous allons &tudier,
pour un foncteur f: E —> F entre grosses catégories, une condition
de commutation de £ & certains types de limites inductives filtrantes,
condition remarquablement stable, et qui sera vérifide pour les foncteurs
les plus importants qu'on rencontre dans la nature. Les applications
que nous avons en vue, pour notre séminaire, sont §,13,3, 9.13.4(utilisés
dans VI 4) et surtout 9.25, qui donne, dans ur cas non trivial, 1'exis-
tence d'une petite famille génératrice dans une catégorie de sections

d'une catégorie fibrée ; ce résultat sera utilisé& dans IV $.16.

Définition $.1. a) Scient I un ensemble préordonné, T un cardinal. On

dit que I est grand devant 7 si I est filtrant, et si toute partie de I

de cardinal = 7 admet un majorant dans I

b) Soit E une catégorie. Si T est un cardinal, on dit

que E satisfait la condition L_ si pour tout petit ensemble ordonné I

grand devant 7 , E est stable par les limites inductives de type I

On dit que E satisfait & la condition L s'il existe un cardinal 7 € U

tel que E satisfasse 3 la condition LF

%.1.1. Lorsque dans 9,1 a) on a 7m = 2, la deuxiéme conditicn énoncée
implique déja que I est filtrant, et si T est fini, I grand devant 7
signifie simplement que I est filtrant., Nous ne nous intéresserons gueére
par la suite qu'au cas ol 7 est infini. Notoms que si 7, 7' sont deux

cardinaux tels que ™'z 7, alors I grand devant 7' implique &videmment I

grand devant 7 .
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Sl Comme annoncé dans 9.0, les conditions L_ , L doivent 8tre
considérées comme des variantes techniques de la condition plus forte
de stabilité par petites limites inductives filtrantes, Il est clair
que si 11, 7' sont des cerdinaux tels que ' = T, alors lz condition

L_ implique la condition LF' .

Définition 9.2. Soit f£f: E —> F un foncteur. Si 7 est un cardinal, on

dit que f est T-préaccessible (resp. T-accessible) si E satisfait L_

(9.1) et si pour tout ensemble ordonné I € U grand devant 7, et tout

systéme inductif (xi}iEI dans E de type I, le morphisme canonique

lim £(X_ ) —= £ (1lim X.,)
— X — i

est un monomorphisme (resp. un isomorphisme). On dit que f est préacces—

sible (resp. accessible) (relativement 2 l'univers U) s'il existe un

cardinal 7 € U tel que f soit T-préaccessible (resp. T-accessible).

La catégorie des foncteurs T-accessibles (resp. accessibles)

de E dans F sera noté Hom(E,F)r resp. Hom(E,F)acc "

9.2,1. Evidemment, un foncteur commutant aux petites lim filtrantes
(p. ex. un foncteur admettant un adjoint & droite) est Tl—accessible

pour tout cardinal 7= 2

D&finition 9.3. Soient E une catégorie, X un objet de E ,

hK : E —> (U-Ens)

le foncteur covariant qu'il représente, 7 € U un cardinsl. On dit que X

est un objet T—préaccessible (resp. T—-accessible) de E si le foncteur
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h; est T-préaccessible (resp, T~accessible) ; on dit que X est préacces-

sible (resp. accessible) s'il existe un cardinal 77 € U tel que X soit

un objet T-préaccessible (resp. T-amccessible) de E .

9.3.1. On désigne par E_ 1a sous-catégorie pleine de E formée des objets
T—accessibles de E

Lorsqu'on applique la définition 9.3 2 une catégorie de la
forme Hom(C,F), la terminologie introduite présente a priori une
ambiguité avec la terminologie anaslogue introduite dans 9,2, lorsqu'eon
interpréte les objets de EEE(CIF) comme des foncteurs ; il ne semble

pas cependant qu'il y ait un risque de confusion sérieux,

Définition 9.4. Soient E une catégorie, T € U un cardinal. On dit que E

est une catégorie T-préaccessible (resp. T~accessible) s'il existe dans

E une petite sous-catégorie pleine C qui est génératrice {7.1) et dont

les objets sont T-préaccessibles (resp. T-accessibles) (9.3). On dit

que E est une catégorie pré-accessible (resp. accessible) s'il existe

un _cardinal 7 € U tel que E soit T-préaccessible (resp. T-accessible).

Pour des exemples importants, cf. 9.11.3 plus bas.

Proposition 9.5. Seit f: E —> F un foncteur entre catégories telles

que F soit accessible et que tout objet de E soit accessible. Alors,

si f admet un adjoint & gauche, f est accessible.
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En effet, par hypothése, F admet une peticte famille conser-
vative de foncteurs représentables F —= (U-Ens) gqui sont accessibles,
donc on est ramené aussitdt 3 montrer que le composé de f avec chacun
des foncteurs précédents est accessible, Or comme f admet un adjoint

a4 gauche, ces composés sont des foncteurs  —s (E—Ens) représentables,

donc accessibles d'apres 1'hypothése sur E ,

Proposition 9.6, Soient E et F deux catégories, 7 £ U un cardinal et

considérons la sous-catégorie pleine Hom(E,F) de Hom(E,F) formée des
¥ T] —— —— .

foncteurs T-accessibles (¢,2) de E dans F,

(i) Cette sous-catégorie est stable par tout type de lim

qui est représentable dans F ,

(ii) Supposons F T-accessible {(9.4), et soit J une catégorie

telle gue card FL J < T et que les lim de type J scoient représentables

dans F , donc les lim de type J sont représentables dans Hom(E,F). Alors

la sous-catégorie Hom(E,F}ﬁ est stable par les lim de type J .

Corecllaire 9,7, Socient E et F deux catégories, avec F accessible {(9.4).

Alors la sous-catégorie pleine Hom(E,‘r")acc de Hom(E,F) formée des foncteurs

accessibles est stable par tout type de limite inductive ou projective,

relative & une petite catégorie d'indices J , qui est représentable

dans F (donc dans Hom(E,F)),.

Preuve de $.6. L'assertion (i) résulte trivialement de la

commutation du foncteur liq;aux limites inductives gqueleconques. Pour (ii),

soit (fj)jEJ un systéme projectif de foncteurs T-accessibles E —> F
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f = 1im £, sa limite projective, qui se calcule "argument par argument',
prouvons que f est T—accessible, i.e. que pour tout ensemble ordonné
1 € U grand devant T, et tout syst2me inductif (xi)iél dans E, le mor-

phisme canonique

lim ((lim fj)(xi)) — (1§m fj)(liﬂ Ki)

est un isomorphisme. Or le calcul "argument par argument" du foncteur
1im f. nous permet d'identifier le morphisme canonique précédent au

3
morphisme canonigque

lim lim £,.(X.) — lim lim £ _(X )
Gl S S S

sssocié au bifoncteur

(i,3) — fj(xi) : I —> F .

Donec 9.6 est une conséquence de l'assertion plus générale

-

B

Corollaire 9.8. Soient F une catégorie T—accessible, I un ensemble

ordonné grand devant 17, J une petite catéporie telle que card BL s 115

et que les lim de type J scient représentables dans F , h: IRT —=> F

un foncteur ; alors le morphisme canonigque

NS T Wy v T

(9.8.1) lim lim h{i,j) —= 1lim lim h(i,j)

-y

est un isomorphisme, En d'autres termes, le foncteur
]

,*‘..
k-
il

(9.8.2) lim, : Hom(I,F) —=> F
E i A

commute aux limites projectives de type J (pour toute petite catégorie
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J tellc que card FL(J) = 7 et telle gue les limites projectives de type

J scient représentables dans F), Ou encore, pour toute J comme ci-dessus,

le foncteur
(5.8.3) lim : Hom{(J, F}) —= F
est T=accessible,

Comme par hypothése F admet une famille conservative de
foncteurs covariants représentables T-accessibles g: F —> (U-Ens), on
voit aussitdt qu'on est ramend & prouver 9.8 dans le cas oa F = U~Ens,
Hous prouverons alors l'assertion sous la forme de la commutation de
($.5.2) aux lim de type J, avec card FL J = 7 , Comme I est filtrant,

feoiiaknd
nous savons quz (9.8.2) commute aux limites projectives finies (2.8).
Cn est donc ramené par un argument standard (cf, 2,3) & prouver qu'il
commute aux produits indexés par un ensemble J tel que card J < 7 .
Cela nous ram2ne & prouver la bijectivité de (9.8.1) lorsque J est
discréte, Prouvons l'injectivité : considérons deux &léments a,b du
premier membre, ils provienment donc de TTh{ic,j} pour ioEI convenable,
soient | a(i_,3) eth?b(ic,j) 3 supposgns que les é&léments TTTE{W,j}
du deuxigme membre qu'ils définissent soient épaux, i.e. que piur tout
j, il existe i(j) = i tel que a(ic,j) et b(io,j) aient m2me image dans
h{i,j}. Comme I est grand devant card J, il s'ensuit qu'il existe un
majorant commun i1 € I de tous les i(j), ce qui implique que les deux
£léments envisagés de TTTh(iO,j} ont m@me image dans "fTh(il,j}, done

3
définissent le méme &lément du premier membre de (9.8.1), ce qui établit
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1'injectivité, Pour la surjectivité, soit | [2(=,j) un élément du second
i

membre ; donec pour tout j € J, ale,j) provient d'un é&lément de h(i(j), i),

pour un i(j) € 1 convenable, Comme précédemment, on peut trouver un

majorant commun i € I des i(j), done [ al=,j) provient d'un élément
J
TTal(i,j> deTTh(i,j), donc est dans 1l'image de (8.8.1). Cela achéve
j J

|
12 démonstration.

Corollaire 9,9. Soit F une catégorie T-accessible (resp. accessible),

alors pour toute catégorie J telle que card FL J = 7 (resp. toute pctite

3 : J—> F dont la limite

inductive dans F est représentable, si les Xj sont T—accessibles

catégorice J) et pour tout foncteur (xj)jE

(resp. =zccessibles) il en est de m@me de lim xj ;

En effet, le foncteur F —> (U-Ens) représente par lim X, ast
- e
la limits projective des foncteurs représentés par les Xj, et on applique
.6 (ii) au systéme projectif formé par ces foncteurs.

Remarque ¢.1C, Dans les énoncés 9.6, €.7, 9.8 et 9,9 on peut remplacer
partout les mots “T-accessibles'", "accessibles" par "T-préaccessible',
"prézecessibles", La démonstration donnée prouve en zffet &galement

cette veriente des énoncés précédents,

Proposition 9.11. Soit E une catégorie, satisfaisant la condition L (9.13,

C une petite sous=-catégorie pleine pénératrice (7,1). On suppose satisfaite

la condition :

a) L est stable par noyaux de doubles fléches, et le fonctour

Ker sur la cotégorie des doubles fléches de E est accessible {(par exemple,
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il commute sux petites limites inductives filtrantcs,.

Alors tout obict de E gst pricccessible (9.3), a fortiori E

est préaccessikle, Supposons que C soit mBme s€nfrstrice par épimor-

piiisme stricts (7.1), et supposons que E satisfrsse aux conditions

b) E est stable par produits fibrés,

)

c) Toute petite famille &pimorphique stricte dans E est

Spimorphique stricte universelle (10.3 ) , ou dans E les petites

sommes directes sont représentsbles, et tout &pimorphisme strict de E

est un épimorphisme strict universel,

Alors tout cbijet de E est accessible, a2 fortiori E est accessi-

ble,

Le fait que, moyennant a), tout objet de E soit accessible,
résulte du fait que pour tout objet X de E, 1'ensemble des sous-objets

stricts de E est petit (7.4), et du

Lemme 9.11.1. Sous les conditions de 9.11 a), scient X € ob E et T un

cardinal tels que E satisfasse L_ (5.1), que le foncteur Ker dans 9.11 a)

soit T—-accessible, et que 1'ensemble des sous-objets stricts de X

soit de cardianl majoré par ™ . Alors X est T-préaccessible,

En effet, si I est un ensemble grand devant I, (Yi)iEI un
systéme inductif dans E de limite inductive Y, et (ui,vi : X ::sti}
u, v
une double flache telle que 1a double fléche composée X ———=2Y satis-

fasse u=v, prouvons qu'il existe j = i dans I tel que uj = W, . Pour
J
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ceci, considérons le systéme inductif des doubles fléches
{uj,vj: X :::%Yj)jzi , dont la limite inductive est (u,v}. Par

hypoth2se on a X = Ker(u,v) = ¥§39Ker(uj’vj) = E%E;X' , ob xj = Ker(uj,vj).
Or les xj sont des sous-objets stricts de X, donc il existe une partie
I' de I formée d'indices j = i, telle que card J = T et que tout Kj

soit &gal & un des Xi1 (i'€ 1'), Comme I est grand devant 77, il existe

un mejorant j de I' dans I . Alors Xj contient tous les xj, pour j' = i

done Xj —> X est un épimorphisme (puisque la famille des X —= X

jl
est épimorphigque), donc un isomorphisme puisque c'est un monomorphisme

strict, Donc on a uj=vj , €e qui prouve 9,11.1,

La deuxi2me assertion de 9.11 résulte de la premiére, et du

Lerme $,11.2, Sous les conditions de 9,11 a), b), ¢), scient X un objet

de E, et 7T un cardinsl infini tels que E satisfasse L_ (9.1), que 1'on
ait card ob C, = ™ , gue pour deux objets X' —= X et X" — X EE-CKK 5

X'XXK" soit T-préaccessible, enfin que X soit T-préadmissible, Alcrs

¥ est un T-accessible,

Avec les notations de la démonstration de 9.11.1, il suffic
de prouver que tout morphisme u: X — Y provient d'un morphisme
CP X—>7Y, . Or considérons la famille des morphismes Yi - ¥
qui est épimorphique stricte ; grace & b) et c¢), la famille des
YixYx —=> X est également épimorphique stricte ; d'autre part, pour
tout i, comme C est génératrice par Epimorphismes stricts, 1= famille

des fléches
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T Yi)g{x
de source dans C est €pimorphique stricte. Dans lz deuxigme al ternative
envisagée dans c¢), on peut trouver une telle fléche épimorphique strictas,
de eource, une (petite) somme d'objets de C, En vertu de 14 transitivité
de la notion de famille épimorphique stricte universelle (IT 2.5)
il s'ensuit alors que la famille des flaches Ta_fgh* X de source dans O
qui se factorisent par un des YixYX est épimorphique stricte. Soit J
l'ensemble d'indices de cette famille, qui est de cardinel majoré par
card ob C/jgx = 7 . Cheoisissons pour tout o € J un i= i{a) € I et un
X=-morphisme Ta — YixYx, ou ce qui revient au méme, un eyt Ta —#-Yi

tel que PiVy = de s Ol1 pi: Yi —> Y est le morphisme cenonique, Comme
I est grand devant 7, on peut choisir i) indépendant de a, soit i .,

Pour tout couple d'indices @, B € J, considérons les ccmposés

Prl vOL’

pr, va : TO.XXTB :-g‘fi .

Leurs composés avec Yi —> Y sont &égaux, donc, comme TEIXXTe est
T-préaccessible par hypoth2se, il existe un indice i'= ila,BY = i

tel que les composés des flaches envisagées avec Yi —= Yi' soient
égales, Comme l'ensemble des couples a,f est de cardinal = ﬂ2 = 7

(7 &tant infini), il s'emsuit encore que 1'on peut choisir i' indépendant
de 0,8 . On peut évidemment supposer i'=i . Mais alors, la famille

{fa : Ta'—ﬂr X) étant épimorphique stricte, on peut trouver un morphisme

# r ai = = o
ug X — Yi tel que 1l'on ait u, fu vy . On a alors Pu, Ps Car

pour tout @ on a (piui)fg = pi(uifaJ =y fa » et 1la famille des

= PiVa

fa est épimorphique. Cela achdve lz démonstratiocn de 9.11.2,
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Remarque 9,11.3. On voit, comme cas particulier de 9.11, que dams la
catégorie E tout objet est accessible, dans chacun des deux cas suivants
1) E est une U-catégorie abéliennc 2 limites inductives filtrantes
exactes et admettant une petite sous-catépgorie génératrice (ici, c'est
la deuxiéme alternative de c), qui s'applique). 2) E est la catégerie

des faisceaux d'ensembles sur un espace topologique X € U. Plus géné-

ralement, il suffit que E soit la catégorie des faisceaux d'ensembles

sur un U-site (II 2.1), ou encore, que E soit un U-topos (Iv 1.1).

Définition 9.12. Soit E une catégorie. On appelle filtration cardinzle

s T P =
de E une filtration croissente (Filt (E)) de E par des sous-catégories

strictement pleines Filt (E), indexée par les cardinaux 7 € U tels que

TR (o T, est un cardinal infini fixé, dépendant de la filtration

cardinzale envisapgée), et satisfaisant aux conditions suivantes :

=

a) Pour tout =T s Filt' (E) est égquivalente & une petite

catégerie.

b) E satisfait 3 L_ (9.3), et pour tout =T, Filt (E)
o

est stable dans E pour les limites inductives filtrantes indexées par

des ensembles ordonnés I grands devant T tels que card I=T ,

c) Pour tout T=T_ , et tout X& ob E, on peut trouver un
)

isomorphisme
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I grond devant 7 (9,1), et od les Ki sont dans Filt (E). De plus, si

X & ob Filt (E), 7'=m, on peut prendre I tel que card I < =t

§.12.1, On notera qu'il résulte de b) et ¢) que tout X € ob E apparticnt 3

.
un Filt (EJ, pour T asssz srand.

Tt
Exemple 9.12.2, Prenons E = (U-Ens), T =3¥0, Filt (E) = sous-catégoerie

rleine de E formée des znsembles tels que card X < = . Plus générnlement

Proposition 9,13, Scit £ une U-catégorie, On suppose gque E est stroblo

par petites lim filtrantes, par somme de deux cbjets et par conoyaux de

doubles fléches, que E est stable par produits fibrés, et que les

morphismes épimorphiques dens E sont épimorphiques stricts univarsels,

Soit C une petite sous~catégorie pleine de E qui est génératrice par

épimorphismes stricts, Soit T, so cardinzl infini = card F1 C . Pour

o g " i1} « e 3
tout cardinal m = T, » Soit Filt (E) la sous-catégorie strictement pleine

de E formée des objets X de E tels qu'il existe une famille &pimorphique

stricte (Ki — x}iEI de but X, telle que card I < T ot que Xi € ob C

pour tout i £ I. Alors (Filtﬂ(E)}l est une filtration cardinale de E ,
= T

De plus, pour tout X € ob Filtﬂ{E}, le cardianl de 1'ensemble des fléches

de C/X (et a fortiori, de 1'snsemble des obijets de Cfx) est majoré par T ° ,

Cecte derniire assertion n'est autre que 7.6,
Pour montrer qu'on a une filtration cardinale, il faut prouver
les conditions a), b) et c) de 5.12, La condition a) résulte aussitdt

de 7,5.2, Pour b), supposons qu'on ait X = lim X

. 3 avec card I = 1 et
=2 &
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les xi £ ob Filtﬁ(E). Donc la famille des morphismes canonigues Ki — X
est épimorphique stricte, et par hypothese sur les Xi , il existe pour
tout i € I une famille épimorphique stricte (xij i xi}jEJ{ , avec
cerd J, ST . Passant aux Sommes .%LX_ et 9_% X;. , on voit par tran-—
sitivité des épimorphismes strictsluniverse;;J{II 2.5 ) que la famille
des composés xij —> X, —®X (indexée par l'ensemble somme des J, ,
pour if€I) est épimorphique stricte. Or on a card J = ﬂz =1, d'oa la
conclusion. (NB. on a seulement utilisé le fait que E%E,Xi existe, et
non le fait que I soit grand devant ﬂb ni méme filtrant.) Prouvons
enfin c). Notons que pour tout X € ob E, la famille des fléches xi —> X
de source dans ob C est strictement épimorphique, puisque C est généra-
t rice par épimorphismes stricts, et évidemment petite, donc il existe
un cardinal TET tel que X € ob Filt (E). Il reste & prouver que si on

"
a des cardinaux T'2M=T,,“t si X € ob File! (E), alors on a un isomorphisme

X = lim X,
3 8
T ali
avec 1 grand devant T, card 1 = 7' , les Xy dans ob Filt (E). Cr om =

C étant génératrice par épimorphismes stricts,

(#) X~ 1lim T 5
G,
/X
Notons aussi gu'en rajoutant successivement 3 C des sommes et des
conoyaux de doubles fl&ches de C, et de meme pour la catégorie ainsi
obtenue etc, on se raméne au cas oa C est stable par somme de deux objets

dans E et par conoyaux de doubles fliéches dans E, et ceci sans détruire

L'hypothése T = card F1 C. On peut supposer de plus que, si E contient

167




un objet initial fixé @E s on ait QE € ob C . Ceci implique que la
catégorie C/X est stable par somme de deux objets et conoyaux de doubles
fleéches, Elle est alors filtrante, car elle est non vide, puisque si
elle était vide, la relation (*) montrerait que X est un objet initial,
donc C;x contient la flache ﬁE —> X, une contradiction, Soit alors I
l'ensemble, ordonné par inclusion, des sous-catégories pleines i de

Cfx qui sont filtrantes et telles que card ob i = 77 ., Pour tout i € I,
soit Xi € ob E la limite inductive du foncteur composé i — C,x —>E,

qui existe par hypoth&se, Alors on 2 &videmment

lim X, = 1i T =X .

. m
il c/x’
D'autre part, on = déj2 noté que card ob C/x smo . 11 s'ensuit que I
T TITT,
est grand devant T, et que card T = ("' ©)" = ™o = T o, vertu du

lemme suivant, dont la démonstration est laissé au lecteur (ot on fera

ks
f}{:czq’o}:

Lemme $,13.1. Soient J une catégorie filtrante, ¢ et T deux cardinaux

tels que ¢ = Sup(card F1 J,7), et telle que card Hom(j,j') = T, Ppour

toutr couple d'objets j,j' de J. Soit I 1'ensemble des sous-catépgories

pleines filtrantes i de J telles gque card ob i € 7 , Alors, ordonné

par inclusion, I est grand devant T, et on a card I = ¢ .,

Ceci acheve la démonstration de 9.13.
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Remarque 9.13.2. Un léger effort supplémentaire doit permettre de rem-—
placer dans 9.13 1'hypotheése que E est stable par petites limites induc-
tives filtrantes par l'hypoth2se que E satisfait 3 L (9.1), si on suppose
E stable par petites sommes, ou que dans E toute famille &pimorphique
est épimorphique universelle. Il faut zlors, dans la démonstration de c),
choisir T, tel que E satisfasse 2 LW , et se borner aux sous—-catégories
pleines i de (:J,.x qui sont non seulement filtrantes, mais telles que
l'ensemble préordonné ob i soit grand devant ﬂo . Utilisant 8. et
1'hypothése que E satisfait 2 L? , on trouve alors que les Ki existent,
et on devrait conclure par une vzriante convenable de 9,13.1, que le

rédacteur n'a pas vérifiée,

Proposition 9.14, Soient f: E —> F un foncteur accessible (9.2) entra

deux catégories munies de filtrations cardinales (Filt (E)) : et
_- o
(Filt (F))n—né . Alors il existe un cardinal m oz Sup(ﬂo,ﬁé} tel gque

pour tout cardinal T = T

;2 oon ait

m
(9.14.1) £ (FiltT(E)) © Filt"  (F)

" 5 - c
En particulier, si 1'on a 7 = 27 avec ¢ 2 7

on a2
(9.14.2) € (Filt (E)) < Filt (F)

Signalons tout de suite le
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Corollaire 9.15. Soit E une catégorie, munie de deux filtrations ecar-

™ . T
dineles (Filt'(E))__ et (File'(E))__,
_— et — =

-
= Sup(uo,fé) tel gue, pour tout cardinal ¢ = ™, » posant T =2 ,

on ait Filt (E) = Filt' (E).

. Alors il existe un cerdinal

Preuve de 9.14. Soit ¢ un cardinal tel que ¢ = Sup(“b, }, et tel que

'ﬁl
o
£ solt c-admissible. Soit d'autre part ™ = ¢ tel que l'on ait

(#) £ (Fi1t“(E)) < Fi1t"1(p) .

11 existe un tel ﬁl » Erace au fait que Filtc(E) est équivalente a une
petite catégorie (9.12 2)), donc £ (FiltS(g)) l'est également, de sorte
qu'on peut appliquer $,12.1 aux objets de cette dernidre pour trouver
une Filtﬁ(FJ qui les contient tous (compte tenu gque les Filtﬂ(F) sont

1T
des sous-catégories pleines). Soit donc = = Ty » et X € ob Filt (E),

-1
prouvons que £(X) € Filt' (F). Ecrivons en effet

X = lim X, 3
-—T--} i
TT.
avec les X, € ob Filt“(E), I grand devant c, card I < 7° < n'1 (9.12 SHR

Comme f est c-admissible, I grand devant c, on =z

£(X) = 1im £(X.) ’
— i
1 T

T T L
et comme card I < 11 1 e f{xi) € ob Filt' 'I(F) c ob Filt" (F) par (*),

il
on a f(X) € Filt  (F) par 9,12 b), cqfd,

9.15.1. La notion de filtration cardinale 9.12 n'a guére d'intéret
que lorsque les objets de E sont accessibles. Signalons qu'il résulte

de 9.11 que cette condition est satisfaite lorsque, en plus des hypotheses

170




- 155 - I

de 9.13, on suppose que le foncteur Ker sur la catégorie des doubles

flaches de E est accessible., Signalons d'autre part :

Proposition 9.16. Scoit E une catépgorie munie d'une filtration cardinale

(Filtr(E))_ . Supposons gue les éléments de Filt ©(E) scient des
e i LU

bjets accessibles de E ; alors il existe un cardinal 71 = AL dans U

tel que les objets de Filt ©(E) soient ﬂi-accessibles ; si T, est choisi

ginsi, alors pour tout cardinal T 2 T on a (avec les notations de 9.3.1):

1 3

(9.16.1) E_< Filt (E) © E( o) .

o

L'existence de Fl résulte imédiatement du fait que Filt °(E)

est équivalente & une petite catégorie (9.12 2)). Seit alors T = L
Si X est dans Filtt(E), Scrivant X == 1lim X, avec card I < 7 2 ,

—f*? i
xi € ob Filt ©(E) pour tout i (9,12 e¢)), alers il résulte de 9.9 que

X est T C-accessible, d'od la deuxidme inclusion ($.16.1). Supposons

que X soit T-zccessible, et écrivons X — lim Ki , avec I grand devant
I
T et les X, € ob Fil1t'(E) (9.12 c¢)). Par hypoth&se sur X, l'isomorphisme

P z
donné X —=> lim Xi se factorise par un des Ki

facteur direct de cet Ki. On en conclut que X € ob Filtﬂ(E}, donc la

, done X est isomorprhe a un

premi2re inclusion (9.16.1), gr2ce au

Lemme $.,16,2. Tout objet de E qui est un facteur direct d'un objet de

c T 1
Filt (E) est dens Filt (E).
En effet, si X est 1l'imoge d'un projecteur p dans l'objet ¥

de E (i.e. d'un endomorphisme p tel que p2 = p), et si I est un ensemble
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ordonné filtrent,X est limite inductive du s stéme inductif filtrant
» ¥

133

Cx, 2. défini par Y, = Y pour tout i

ilie I, pt Yi — Yj si 1 <3 .

H

Prenent I grand devant T, @t e2rd I < 7, on voit donc que si Y € Filtﬂ(E),

il en est de m2me de X en vertu de 9.12 b).

Corollaire 9.17. Sous les conditions de 9.16, pour tout cardinal ¢ = ™o

c b ' ; g
posant 7 = 27 , Filt (E) est identique & 1a Sous=~catégorie strictement

pleine de E_de E formée des objets maccessibles,

Corollaire 9.18, Scient E une catégorie satisfaisant la condition L.

(9.1), ot 7 est un cardinal, et C une sous—catéporie pleine de E .

On désigne par Ind(c)ﬁ la sous-catégorie pleine de la catégorie Ind{(C)

des ind-objets de C (8,2) formée des ind-ocbjets de la forme (Xi}

LEE 2

ot I est un ensemble ordonné grand devant T , Considérons le foncteur

canonisue
(9.18.1) (xi)iGI —_— l;m X, Ind(C)ﬂ —= E .

a) Pour que ce foncteur soit pleinement fid3le, il faut et

il suffit que tout objet X de C soit un objet T-accessible (9.3) de E ,

b) _Placons-nous sous les conditions de $.17, en particulier

w=2° » et prenons C = Filtﬂ{E). Alors le foncteur (9.1£.1) est une

€quivalence de catégories.

L'assertion a) est une généralisation immédiate de 8,7.5 a),
et se prouve de la m@me fagon. Alors b) résulte de 9.17 et de la condi-
tion 9,12 c) des filtrations cardinales, qui implique que le foncteur

envisagé est essentiellement surjectif,
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m
Corollaire 9.19. Sous les conditionms de 9.17, soient C = Filt (E),

F une U-catégorie, et considérons le foncteur

(9.19.1) Hcm(E,F)ﬂ_———b Hom(C,F)

-~

induit par le foncteur "restriction a C " fiI—> flC), ot la source de

(9.19.1) est la catégorie des foncteurs T-accessibles de E dans F {2.2).

Le foncteur précédent est pleinement fidele. Si F satisfait & la condi-

tion Lﬂ ($.1), alors le foncteur (9,19,1) est une équivalence de catégories.

La premi®re assertion se prouve comme 7,8, en utilisant 9.18 b),
La deuxi&me s'obtient en construisant un foncteur quasi-inverse de (9,19.1),

en associant & tout foncteur f£: C —> F le foncteur (X, ). —= lim £(X_.)
i"4i€T *—i'—, 1

de Ind(E_) dans F, et en utilisant 9,18 b) pour en déduire un foncteur

f : E —> F. Tout revient & montre que de dernier est T-accessible, Or

cela se prouve comme 1'assertion analogue 8,7.3,

Corecllaire 9.20, Soient E une catégorie admettant une filtration cardi-

nale et telle que tout objet de E socit accessible (ecf, 9.16), F une

catégorie. Alors :

a) La catégorie Hom(E,F)acc des foncteurs accessibles de E

dans F (9.2) est une U-catégorie., (NB on rappelle (9.0) que les catégories

données E,F sont supposées &tre des U-catégories.)

b) Supposons que F scit stable par petites limites inductives

filtrantes. Pour toute sous-catégorie pleine C de E égquivalente 3 une

-

petite catégorie, 3 foncteur d'inclusion i: C —> E, considérons le

foncteur correspondant

._.
i
~4
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(5.1). Pour qu'un fonecteur f: E —> F soit gccessible, il faut et il

suffit gqu'il existe une petite Sous-catégorie C de E, telle que f soit

dans 1'image essentielle du foncteur précédent i, .

Démonstration. a) Il suffit de prcuver que pour tout cardinal
™ tel que E satisfasse L_ , la sous-catégoerie pleine ﬂgg(E,F)t de
EEE(E’F}QCC est une U-catégorie., Il suffit évidemment de le vérifier
pour les cardinaux de la forme 2° sy avec ¢ assez grand, Mais alors
cela résulte de 9.19, puisque (C = Filt (E) &tant essentiellement
petite) Hom(C,F) est évidemment une U-catégorie.

b) Par transitivité de la formation des foncteurs i! , on
peut dans 1'énoncé se bormer aux sous-catégories C de la forme Filtv(E),
ot T est comme dans 9,17, On voit alors aisément que le foncteur cCompO=
sé Hom(Filt'(E),F) —=> Hom(E,F)_ —> Hom(E,F), ol la premi2re fliche
est quasi-inverse de (9.19.1), et la deuxidme est 1'inclusion, n'est

| autre que le foncteur i, , 3 isomorphisme pr&s. Donc 1'asserticn b)

résulce de 9,19,

#Exercice 9.20.1. (Le présent exercice utilise les notions de site et

de topos, développés dans les exposés II et IV.) Soient E un I-topos,

——

V un univers tel que DEV, C upe petite sous-catégorie pleine génératrice

——

§ du U~-topos E, T € U un cardinal infini tel que T, € eard F4 C . Pour
|
TE - . N
| tout cardinal T = T T € U, soit Filt (E) la sous-catégorie strictement

! pleine de E formée des objets X tels qu'il existe une famille épimorphiqui
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stricte (xi———9 X)iEI de but X, telle que card I = 17 et que xi € 0b C
pour tout i € I .

a) Montrer que (Filtﬁ(EJ)ﬂzﬂ est une filtration cardinzle
o

de la U-catégorie E, et qu'on peut choisir T, tel que pour tout T

on ait les inclusions
oni T
E_C Filt (E) € E
il 1_|. o

ou pour tout cardinal c, Ec désigne la sous-catégorie strictement pleine
de E formée des objets c-accessibles,
b) Choisissant un cardinal 2T, tel que T = T © (par exemple

c T
T de la forme 27, avec c > ﬂo), et posant C=Filt (E), montrer qu'on a

une équivelence de catégories

Ind(C) —= > g ,

(notation Ind(C}ﬂ de 9,18),

c) Gardons les notations de b), et soient V un univers tel
que U ¥V, E; le V-topos de V-faisceaux sur le site E (muni de sa
topologie canonique). Désignons par Ind(C,E)ﬂ la catégorie des V-Ind-objets
de C indexés par des ensemble d'indices préordonnés grands devant T .

Montrer qu'on a une équivalence de catégories

Ind(C,¥)  —> Ej .

d) Scient ¢ € V un cardinal, Ind(E,E)é la sous-catégorie
pleine de Ind(E,V) formée des V-ind-objets de E indexés par un ensemble

préordonné qui est grand devant tout cardinal < ¢, Prenant ¢ = card u,
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montrer qu'en a une éguivalence de catégories

Ind(E, V)" —= E~ .
e v

9.21, La présente section 9.21 développe des préliminzires techniques

pour la démonstration du théor2me 9.22 ci-dessous, qui constitue le

résultat principal du présent paragraphe 9. Soit

(9.21,1) p: E—=>B

un foncteur fibrant, ol B est une petite catégorie, et ol les foncteurs

imzges inverses

¥ .
£ 3 EEI S Ea

associés aux flaches f: @ —> & de B sont accessibles
culier, les catégories fibres ECL (o € ob B) satisfont

{9.1), donec, B é&tant petite, il existe unm cardinal ﬂg

(9

a

M

les catégories EG satisfont & 1la condition Lﬁ' . Soit ﬂo
infini > 7' , de sorte que 1l'on a

o
(9.21.2) > ﬂ; » B satisfait Lﬁé

.2). En parti-

la condition L

U tel que toutes

€ U un cardinal

pour tout &

=
=

D'ailleurs, les hypothdéses faites impliquent aussitdt L'existence d'un

cardinal ¢ € U satisfaisant aux conditions suivantes

a) c est infini,

(9.21.3) b) ¢ = card Fl B,

c) pour toute flache f: o« —> £ dans B, le

foncteur £% : EB —_— Ea est c-accessible,
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Supposons de plus qu'on puisse trouver, pour chaque a € ob B, une

sous-catégorie pleine C& de Ea , satisfaisant les conditions suivantes :

a) Pour tout X £ ob qa y X est c-zccessible dans
E. (9.3).
a
(9.21.4) b) Pour tout X € ob E_ , on peut trouver un
isomorphisme X == lim X, dans E_ , ob les
el o

T
Xi sont dans CCL et ofi 1T est un ensemble ordonné

grand dewvant c,
Soit T un cardinal tel que l'on ait
(6.21.5) w2

s dome > 11!
o

et pour tout & € ob B, soit

= .
21, c c
(9.21.6) - Ea
formée des objets qui se peuvent représenter sous la forme lim Ki , ou
I
I est un ensemble ordonné grand devant ﬂ; y tel que card I = 7 , et o

les Ki sont dans Cu . I1 est clair alors, grdce a 7.5.2, gue C; est

essentiellement petite, i.e, est équivalente 2 une petite catégorie.
Soit

(9.21.7) F = Hom,(B,E)

la catégorie des sections dz E sur B, et soit

(9.21.8) F' — F

la sous-catégorie strictement pleine de F formés des sections X:a > X(o)

telles que pour tout & € ob B &n ait
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I1 est eclair, les Ca étant essentiellement petites, qu'il en est de
T -
méme de la catégorie F . Mous allons montrer que cette catégorie cst

génératrice, et plus précisément :

Lemme $.21.9. Sous les conditions et avec les notations pré&cédentes,

on a ¢ce qui suit @

(i) Tout objet de F est accessible (9,3), Si d est un

cardinal = 7], et si o > X(a) est un élément de F tel que pour tout

2, X{(a) soit d-accessible dans Ea » alors X est d-accessible dans F ,

(ii) Supposons T = ¢, ou gue ﬂé soit fini (i.e. les E

o

stables par petites lim filtrantes), Alors tout objet X de F est iso-

=
morphe & un objet de la forme lim X, , ou les Xi sont dans F et od

II

1 est prand devant T ,

Pour prouver (i), notons qu'en vertu de (9.,21,4) et de 9.9,
tout objet de Ea est accessible, D'autre part, F satisfait 3 la condition

L_, , en vertu du
Lo

Lemme 2.21.10. Soit p: E —> B un foncteur fibrant, F = HomB(B,E),

I une catépgorie , 1 rH—> Ki un foncteur
de I dans F , Pour que lim X
I Cd
gue pour tout & € ob B, lim X, (a) soit représentable dans la catégorie
— i
fibre £1 ; lorsqu'il en est ainsi, alors 1im‘xi "se calcule argument
> s
1
par argument'" , En particulier, si les catégories fibres satisfont & la

soit représentable dans F, il suffit

5
€&

condition L_, fﬂ; €tant un cardinal donné) il en est de m2me de F .
o
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Hous laissons le détail de la démonstration (facile) de
9.21.1C a2u lecteur, en nous contentant de remarquer qu'il est conmode

d'utiliser le résultat suivant, dont la démonstration est immédiate :

Sorollaire 9.21.10.1, Avec les hypothi&éses et notations de 9.21.10 pour

p: E—> B, et pour 1 , pour tout & € ob B, le foncteur d'inclusion

Ea —=> E commute sux limites inductives de type I

Revenant zlors aux conditions générales de §,21.9, soit X un
objet de F , Comme pour tout @ € ob B, X(a) est accessible dans E, » il
existe un cardinal d € U tel que pour tout & , X{(a) soit d-accessible

dans E_ . On peut cheoisir dztg s de sorte que F szatisfait 2 L, en vertu

d

de 2.,21.1C, Utilisant encore ©.21.10 pour le celcul des limites induc-

tives lim Y. dans F, avec 1 grand devant d, on constate aussitdt gue
= i

X est d-accessible, Celz prouve (i).

Nous allons prouver maintenant 9.21.9 (ii) en plusieurs étapes

({9.21.11) -2 9.21.16)).

Soit donc

XA obH— (o}

un objet de F. En vertu de {£.21.4 b)), on peut, pour tout @ < ob B,

trouver un ensemble ordonné I_:L grand devant e, et un isomorphisme

X{g) = lim X(a), , ot i+ X(Q)i est un systéme inductif de type

Lclc
I dens E_ , les X(g)i dans C. . Couneidérons l'ensemble ordonné produit
ke e ——
I =11 5 il est elair qu'il est grand devant c, =t que les systimes
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inductifs précédents donnent naissoncez 3 des systZmaes inductifs dans les

{9,21,11) i h—a-K{JJiE ob Ca 5 i€ agb I »

indexés par le m@me ensemble ordonné I, et & des isomorphismes

(8.21,12) Xa) = 1lim X(a). dans E s
T 4 @
pour toui @ € ob B . Nous supposons fixées par la suite des données

{5.21.11) et (9.21.12),.

Lemme 9.21.13. Sous les conditions précédentes, on peut trouver una

application ¢ : I —> I telle gue ofi) = i pour tout i € I, et une
application (i,f) = A\(i,f) de IXFL B dans FL E, satisfaisant aux

conditions suiwvantes :

a) Pour i € I, (f:q —> B) € FL B, XMi,f) est un f-morphisme

rendant commutatif le diasramme

de X(Ct)i dans X(8)

epli) *
X(a) ALE) X(8)
']‘ A
| i
[ m/fj' B (1)
X{aj.
i
@ = S 3

oht les fléches verticales sont les morphismes canoniques déduits do

(9. 21,123,
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b) Pour tout i € I, et (f: o —> B) € FL B, on a commuta-

tivité dans le diagramme

XCBI2¢5)
Weplid, £ T
x(a)m(i} x(a)w(i)
T n(i, £)
X(a),
8§
a £ > B .

c) Pour tout couple de fl2ches consécutives a f—)— g —> vy de B,

on a commutativité dans le diagramme suivant

X{E) X(g)

x(a) > X(B8) > X(v)
" |
X(y)@z(i)
Wi, g) T
K(B)@(i) x(‘r)m{i)
:ni(car,)i
o : 8 = > Y §

ot les flaches verticales sont celles déduites de (5.21.12).
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On notera d'ailleurs que la commutativité des deux trapézes
supérieurs dans b) est déj3 contenu dans a), de sorte que b) affirme
en fait la commutativité du triangle inférieur du diagramme envisagé,
Prouvons 9.21,13. Seient i € I, et f: o —> g une fléche dans B,

Considérons le composé X(ni) —= X{a) —ELE; X(B8) = 1im X(8), , il

5 ]
définit un morphisme dans E :
X(a), —= £* (X(B)) == £#(1im XK(2),) == 1lim 7 (X(3).) ,
i *3*? = —3—# J

ol la dernidre égalité provient du fait que f%# est c—accessible (9.21.3 <)
€t que I est grand devant c. En vertu de (9,21.4 a)), comme X(a) € ob Ca .
le morphisme envisagé se factorise par un f*(x(u)j), or j a priori

dépend de i et de f € FA(B). Mais en vertu de (9.21.3 b)), et comme I

est grand devant c), on peut choisir j indépendant de f, soit j = w=(i).

I étant filtrant, on peut supposer (i) = i. On trouve ainsi, pour

i €I et £€ FL F, un morphisme

x(c)i —_ f*(X(S)w(i)3 s

ou ce qui revient au m@me, un f-morphisme

KGEuEY 2 X(a}i —— xfa)aci) ,

qui par construction rend commutatif le diagramme

X(E)
X(a) x(g)
N y *Btiy
X(u)i
[o 5 £ — B .
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Considérons alors, pour i,f,g donnés, le triangle inférieur du diagramme

envisagé dans 9,21.13 ¢) ; il n'est pas clair qu'il est commutatif, mais

les deux composés X(a)i —=xX(8) 2(i) deviennent €gaux aprés composi=-
e

tion aveec X(8) 5 —— X(8), comme il résulte de la commutativité
s

o i
des deux trap&zes supérieurs, et du trapéze contour global, qui sont

les diagrammes D(f£),D(g) et D(gf) respectivement. Donc, comme X(a) 2(_)
o (i
est c—accessible (9.21.4 a)) et que X{(a) = Lim X(a), , avec I
jer )
grand devant c, il s'ensuit qu'on peut trouver un élément j = o (i)

de I, tel que les deux fléches envisagées deviennent &gales aprés

composition avec X(E) 2

o

— K(ﬁ)j . A priori, j dépend de i,f et g.

- i
Mais pour i fixé, 1'ensemble des couples possibles f,g est de cardinal
= cz = ¢, en vertu de (5.21.3 a) et b)), done, I étant grand devant c,

on peut choisir j indépendant de f et de g, soit j = @'(i) = mz(i) =2 glidX.

Soit alors, pour tout i € I et f: @ —> B,
e . 3
AV G, £ K(E)i — K(B)w'(i)

le f-morphisme composé X(u)i — X(E)m(i} —_— x<5)¢,(i) , ot la deuxigme
fléche est le morphisme de transition. Il est alors immédiat, par
construction, que (c',A') satisfait les conditioms 9.21.13 a) et c),

pour (w,A). Procédant de méme pour la condition b), on veoit qu'on peut
choisir ="' de telle fagon que cette condition soit également satisfait

pour (m',%'). Cela acheve la preuve de 9.21.13).
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5.21.14, Soit maintenant
J € 1
une partie de I satisfaisant les conditions suivantes :
a) J est filtrente,

b) pour tout j £ J, on a o{i) € 3,

i

¢) pour tout @ € ob B, X_(a) = lim X(a). est représentable
< T4 .

dans E .

Les conditions a) et ¢) sont satisfaites en particulier si J est grand
devent ﬁ; (9.21.2). Il résulte alors de $.21.1C.1 que pour tout

o € ob B, X (@) est 1a limite inductive % :»1(«::)1i dans E , Or pour
une fléche f: @ ~—> 8 de B, les fliches Ai,£), pour i variable dans J,
définissent grace a2 9.21.13 b) un morphisme de ind-objets de (X(&)i)iEJ

dans (X(ﬁ)iJiGJ » d'od un homomorphisme
X (£) - XJ(CL) —> X,(8)

sur les limites inductives, qui est manifestement un f-homomorphisme,

Utilisant 9,21.13 e}, on trouve que l'on =z des relations de transitivité
KJ(gf) = KJ(g) KJ(E) 3

de sorte que l'on 2 défini une section XJ € ob F de E sur B . Enfin

$.21.13 2) nous montre que les homomorphismes canoniquss

KJ.(CX.J —=>X(g} , o€ ob B,

sont fonctoriels en @ , des sorte qu'on a un homomorphisme canonique

X, —= X

u : .
. J
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D'autre part, si
J' = J
est une autre partie de I satisfaisant aux conditions a),b),e) ci-dessus,

on trouve un homomorphisme canonique

uJ',J:xJ_)xJ' »

de sorte que les KJ forment un systé2me inductif dans F, paramétré par
l'ensemble (ordonné par inclusion) des parties J de I satisfaisant les
conditions envisagées. Enfin, les homomorphismes uJ ci-dessus définis-

sent un homomorphismes de ce systéme inductif dans (le systéme inductif

constant défini par) X .

9,21.15. Soit maintenant K un ensemble de parties J de I, satisfaisant
aux conditions a),b),c) envisagées dans 9.21.14, et supposons que K

soit filtrant, et de réunion I. Alors il est clair que l'on a

¥EE§ xJ —_—> X 3
JeK
en utilisant 2.21.10.1 qui nous raméne a vérifier qu'on 2 un isomorphisme
argument par argument,
Prenons par exemple pour K l'ensemble de toutes les parties
J de I qui sont grandes devant ﬂ; , Stables par @, et telles que
card J < 7 . Alors par définition (9.21.6) de C; , on a, pour tout
a € ob B, XJ(G) € ob C; , donc XJ € ob F| . Par suite, 9.21.9 (ii)
sera prouvé si nous établissons que K est grand devant 7 (done filtrant)

et de réunion I , Il suffira évidemment, pour ceci, de prouver que toute

partie S de I telle que card 5 =< 77 est contenue dans une J € K . Ceci
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résultera en effet de 1'hypothise préliminaire énoncée dans ©.21.9 VEEY,

et du

Lemme 9,21.16. Scient T un ensemble ordonné, ™ un cardinal infini,

@ : L —> 1 une application de I dans lui-m®me,

a) Supposons 1 filtrant, Alors pour toute partie S de I

telle que card 8 < 7, il existe une partie filtrante J = S de I, telle

que ©(J) = J et card(J) = 7 ,

b) Soit 7' un cardinal < T, et supposons I grand devant 17,
o

Alors pour toute partie S de I telle gue card S s 1, il existe une

partie J 2 S de I grande devant ﬁé » telle que o(J) = J et card J = 7,

Prouvons par exemple b) (la démonstration de a) étant amalogue
et plus simple). Soit P l'ensemble des parties de I de cardinal < m 3
et soit T kﬂa-iT : P —> I une application telle que pour T £ P 5 iT
soit un majorant de T dans I ; 1l'existence de cette application exnrime
simplement 1'hypoth2se gue I est grand T . Soit A un ensemble bien ordonns

tel que card A = 11, et tel que pour tout a € A, l'ensemble des a' = a

soit de cardinal < m , Il s'ensuit en particulier, comme ﬂé < T , Que A

eést grand devant ﬂg . Définissons par récurrence transfinie des appli-

cations
S F— Sa : P—>rp (a2 € A) .

par les formules suivantes :

898 , B 4 = Sau:p(Sa) U{isa} » S, = a=5 S, sl aun ordinal limite.
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Posons alors, pour S € P,

J(s) =U s

achA a =
11 est clair alors que J(S8) = 8, que J(S) est stable par ©, que
card J(5) s 71 (puisque card A = 1), enfin que J(S) est grand devant
ﬂ; (en utilisant le fait que A est grand devant ﬂ;}.
Celz démontre 9,21,16 et achdve la démonstration de §.21.9.

Signalons aussi une variante de 9.21.9 :

| Lemme 9.21.16, Les notations sont celles de 9.21.9. On désigne par F!

la sous-catégorie pleine HomcartB(B,E} dé Fi= HomB(B,E) formée des

! sections cartésiennes de E sur F , Alors :

l (i) Tout objet de F' est accessible. Plus précisément, soit

] a+——> X(a) un &lément de F', et soit d un cardinal tel que d = 7 ,

d 2 ¢, et _tel que pour tout ¢ € ob B, X(a) soit un objet d-accessible

de E , Alors X est un objet d-accessible de .,

(ii) Suppeosens T = c et que les foncteurs f¥ : Ea — Ea

. soient ﬂg-accessibles, ou que les catégories Ea soient stables par

petites limites inductives filtrantes, et que les foncteurs 5.2t 5 o —a—E&

b commutent aux dites limites inductives. Alors tout objet X de F' est

n

isomorphe 2 un objet de la forme l;m Ki , ou pour tout i € I, Xi est

1 m
F un objet de la sous-catégorie pleine F' = F'MF 2 de F', et o I

est grand devant T .

e —
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La démonstration étant toute anzalogue & celle de 9.21.%, nous
nous contentons d'indiquer les points olt une modification de cette

derni2re est nécessaire, On note d'abord :

Lemme 5,.21.18, L'énoncé 9.21.10 reste valable lorsqu'on y remplace

F = Hom (B,E) par F' = Homcart (B,E), pourvu que 1'on suppose gque les
fomy Zomcan pox

08

foncteurs images inverse f£% : EB —> E_ commutent aux limites inductives
de type I .

5i donc sous les conditions de 9.21.17, d est un cardinal tel
que d = ¢c et d = ﬂg s 1l résulte de ce qui précdde et de 1'hypothase
(9.21.3 ¢)) que pour tout ensemble ordonné I grand devant d, les limites
inductives de type I sont représentables dans F' et se calculent argument
par argument, d'ol la conclusion 9.21.,17 (i) par un argument immédiat,

Pour prouver (ii), il faut domner un complément & ¢,21,13 :

Lemme 9.21.19. Sous les conditions de 9.21.13, supposons gque X € ob F!

i.e. que X soit une section cartésienne de E sur B . Alors on peut

renforcer la conclusiaon par l'assertion qu'il existe une fonction U qui,

a_tout i € I et toute fldche f: g —> B de B, associe un morphisme

i< - Eid [ e -
(i, f) « £ X{B)i —> K(a)m(i) dans Ea » de telle facon que 1'on ait :

d) Pour tout i € I et toute flache f: o —> B de B, les

deux diagrammes suivants sont commutatifs :
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f*ﬁ(ﬁ} - X(a) 2
x(a)m{i} f*x(u)${i)
u(i, £) wi, i)
F¥(8) . Xla), .
i 1

Pour le prouver, on procéde comme dans 9.21.3, en considérant
i " = x(£)~1 g
le morphisme composé £ (X(E)i) — £¥(x(8)) —2=—> X(a), o (comme
déjz dans 1'écriture de la condition d)) on identifie dans les notations
un f-morphisme R —> 8 de E avec le morphisme correspondant R —> £%(5)
de E_ . Comme X(a) = lim X(a), , et I grand devant c, on peut factoriser
& ¥ iig .
le morphisme précédent par un des X(u)j , on j a priori dépend de i et
de f, mais peut 8tre choisi indépendant de £, soit {$(i). Quitte 2 agrandir
1z fonction o de 9.21.13, on peut supposer que ¥ =t . En procédant
comme pour les conditions b} et ¢) de 2.21.13, on voit que, quitte a

agrandir encore 1l'application on peut supposer que les deux diagrammes
£ PP Loy P PP 2

de 9.,21.,19 &) sont commutatifs,

9.21.20, L'application tp étant choisie comme dans 9,21.19, reprenons
1'argument de 9.21,14, ol il faut cependant supposer que J satisfzit,
en plus des conditions énoncées 2) b} e), & la condition :

d) Pour tout fléche f: @ —> § damns B, le foncteur

£ ; EB —> E  commute aux limites inductives de type J .
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J¢ dis que, moyennent cotte cendition supplémentaire, la

]
[
(3]
r

ion XJ de E sur B est eartésienne, i.e. pour toute fléche

£: a—> £ de B, le morphisme
(#) XJ(Q) — f*KJ(E)

est un isomorphisme. En effet, en vertu de la condition d) ci-dessus,
le but du morphisme envisagé s'identifie 2 lim} f*(x(s}i), et le

iEF
morphisme s'obtient par passage aux lim A partir du morphisme de

J
ind-objets dans E
(e ]

(X(ax),) —_— (f*}(K{S}i))i

A N | eJ *

déduit des morphismes l(i,f):x(a)i —_— f*{X(E}¢(i}} pour i € J. Or les
conditions explicitées dans 9.21,19 nous assurent que 1'homomorphisme
précédent de ind-objets est cn fait un isomorphisme, un inverse étant
obtenu par 1 "homomorphisme déduit du systeéme des u(i,f), pour i € J,
Cela prouve notre assertion que (*) est un isomorphismes, donc que

X E ¢b F".

9.21.21. Nous allons suppeser maintenant que les foncteurs fRE. —> 8

sent ﬁé-accessibles. Alors les conditions sur J envisagées dans §,21.20
sont satisfaites si J est grand devant ﬁé, stable par wp et tel que

card J = T, et on achéve 1la démonstration de 9,21.17 comme en 2.21.15,
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Théordme 9,22, Soit p: E —> B un foncteur fibrant, ol B est une catégorie

essentiellement équivalente 3 une petite catégorie, et ofi pour toute

flache f: o —> B dans B le foncteur image inverse £ E, —> Ea est

accessible (9.2). Supposons de plus que pour tout o € ob E, 1la catépgorie

fibre Eﬂ admette une filtrationm cardinale (9.12) et que tout objet de

E soit accessible ($.3). Alors chacune des catégories F = HomB(B,E}

o

st F! = HomcartB(B,E) admet une petite sous-catégorie pleine génératrice

par épimorphismes stricts (7.1), et chacun de Bes objets est accessible.

Il est immédiat que 1'énoncé ne change pas essentiellement
quand on remplace B par une sous-catégorie pleine B telle que le
foncteur d'inclusion BO —> B soit une équivalence, et E par EO=E:¢BBG "
Cela nous permet de supposer que B est une petite catégorie.

Soit, pour tout o € ob B, (Filtﬁ(E))ﬂzf une filtration cardi-

o4
nale de E_ . Seit c0 £ U un cardinal satisfaisant les conditions suivantas I
o -t

c_ = Sup T, TN 2 card FL B }
o€ob B T
(9.22.1) pour toute flache f: & —> B de B, f*:EE —= E_ est

co-accessible;
pour toute & € ob B, les objets de Filt G(E_) sont ¢ —acces-
sibles. i

Posons

= 2Co
de sorte que ¢ > €, et pour tout o £ ob B, soit

¢ = FiltS(E.) .
o a

A
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Je dis que les conditions préliminaires & 9.21.9 ot $.21.17 sont vérifides,

en faisant 17 = T, = ¢ . Clest clair pour (9.21.2) et (9.21.3). Pour

(9.21.4 a)), cela résulte dao 9.17, et (9.21.4 b)) résulte de 1a condi-—
tion %.12 ¢} pour une filtration cardinale, Notons d'ailleurs que la

condition 9.12 b) des filtrations cardinales implique que pour tout
@ € ob B, on =z G, = €. = Filtc(Eﬁ), oft C; est défini dans (9.21.6).

Par suite, 9.22 résulte de 9.21.9 =t de 9.21.17, et de fagon plus

précise, on 2 prouvé le

Corollsire 9.23. Sous les conditions de 9.22, si e € Ugest un cardinal
c

satisfaisant aux conditions (9.22,1), et si ¢ =2 ©, alors la sous—caté-

orie F°© de F (resp. F'® de F') formée des X tels que X{a) € ob Filtc(E)
Borie He

pour tout @ £ ob B est essentiellement petite et génératrice par Epimor-

phismes stricts ; plus précisément, tout obiat X de F (resp. F!') est

= s & c
isomorphe 3 un objet de 1z forme 1lim X. , ot les X. sont dans F (resp.
T .
dans F'"), et od I est un ensemble ordonné grand devant o

Moyennant des hypoth2ses légeérement plus fortes dans 9.22, on

peut d'ailleurs préciser considérablement 9.22 et 9.23 :

Corollaire 5,24, Sous les conditions de 9.22, supposons gque chacunc des

M

ob E) est stable par petites limites inductives

catégories Ea (o

filtrantes, &t que pour tout T = Ty » Filc'CEa) est stable par limites

inductives filtrantes indexées par des ensembles crdonnés filtrsats I

tels que card I = 77 (ee qui renforce légérement 1= condition $.12 b)
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des filtrations cardinales), Dans le cas o c'est F' qu'on considére,

supposons de plus que pour toute fléche f: @ —> § de B, le foncteur

£f#% : E, —> Ea commute aux petites limites inductives filtrantes. Scit

8

enfin ¢ € U un cardinal satisfaisant aux conditions (9.22.1), et

c
considérons, pour tout cardinal T = c= 2 @, la sous-catégoric stricte-

™
ment pleine B (resp. F' ) de F (resp. de F') forméec des X tels que 1l'on

ait X(a) € Filt“(Ea) pour tout a € ob B, Alors les sous-catégories

ecnvisapSes définissent une filtration cardinale (9.12) de F (resp. de F').

I1 faut vérifier les conditions 2), b), c) de 9.12. Les
conditions a) et b) résultent des conditions anslogues pour les filtra-
tions cardinales données des E_, et de 9.21.10 (resp. $.21.18, compte
tenu de la deuxigme des conditions (9.,22,1)). Reste 2 prouver c), dont
le premidre partie résulte aussitdt de 9.21.9 (resp. 9.21.17), en

faisant ﬂé =0, no=c. I1 reste a prouver que si on a deux cardinaux

—t 1 .
=T = ¢, alors pour tout X dans F (resp. F'" ) on a X = lim, X, ,
iex’ *

L] Ll i
avec les X, dans F (resp. F''), K grand devant 7 , et card X = 77
3 s =4 3

o

)

Pour ceci, reprenons les démonstrations de 9.21.9 (ii) et de 9.21.17 (ii).
On peut supposer que chaque Ia est de cardinal = 7' en vertu de la
condition 9.12 ¢) sur la filtration cardinale de ECL ., donc on aura
card ob B c Eal

card I < (') < (m )€ = = 1t

L'ensemble d'indices K utilisé dans 9.21.15 resp. 9.21.21 est l'ensemble
des parties J de I qui sont filtrantes (i.e. grandes devant T; = Q),

stables par w et telles que card J < 71, Il est alors immédiat que 1'on &
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1

card K (card 1) = (' H7 = —
ce qui achéve lz démonstration de .24,
Pour terminer, il convient de donner un é&noncé débarassé des hypohtéses
un peu techniques de 2,22, en remplagant celles-ci par 1a conjonction,
pour les E_,des hypothéses qui interviennent dans 9,11 (qui assurent
1'accessibilité des objets des E} et dans 9,13 (qui assurent 1'existence

d'une filtration cardinale dans E) :

Corollaire 9.25. Soit p: E —= B un foncteur fibrant, ol B est une

catégorie équivalente 2 une petite catégorie, et on pour toute fléche

f: & —> g8 de B, le foncteur £# : E, —> E_ &st accessible (9.2), On
=

suppose de plus que, pour tout g £ ob B, la catégorie fibre Eﬁ Satisfait

aux conditions suivantes :

a) E_ admet une petite sous-catégorie pleine, génératrice par

£pimorphismes stricts (7.1).

b) E_ est stable par produits fibrés, par noyaux de doubles

fléches, par sommes de deux objets et par conoyaux de doubles fléches,

enfin par petites limites inductives filtrantes (%),

c) Le foncteur Ker(u,v) sur la catégorie des doubles flaches

de E_ est accessible (par exemple, commute aux petites limites inductives
ko

filtrantes),

d) Tout £pimorphisme strict de E_ (10.2 ) est un épimorphismc

sStrict universel.

Sous ces conditions, chacune des catégories F = HomB(B,EJ et

Fl = Homcart (B,E) admet une petite sgus-catéporie génératrice par épimor-
e ]

phismes stricts, et tous ses objets sont accessibles {(e.3).

(#) Cette derni2re condition étant probablement inutile, cf, 913,59
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De plus, $.24 nous donne :

Corollaire 9.26. Sous les conditions de 9.25, et dans le cas ol on
LorollalTe

considére F' = HomcartB(B,E), supposons que les foncteurs £¥ : E, > E

w1t

commutent aux petites limites inductives filtrantes. Alors F (resp. F')

admet une filtration cardinale, qu'on peut expliciter par le procédé de §.24,

10. Glossaire.

Four la commodité du lecteur, nous rassemblons ici les
définitions de quelques termes utilisés dans les numéros précédents,

Nous désignons par C une catégorie.

10.1. Cartésien, Cocartésien : Un diagramme de C

A B

Lo i

D

est dit cartésien s'il est comutztif et si le morphisme cznonique

de A dans le produit fibré CKDB est un isomorphisme, Il est dit cocar-
tésien si le diagramme correspondant de la catégorie opposée & A est

cartésien.,
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10.2. Epimorphisme, ¢pimorphisme strict ete. Cf, 10,3,

10,3, Famille épimor~hique, épimorphique stricte etc, : Une famille

£, v A, —= B, {€1 g
i i

de fléches de m®mebut dans C est dite femille épimorphique, si pour

tout objet C de C, 1'application induite par les fi -
e low S |1 T e 5
{10.3,1) Hom AfB,C) Hom éFAl c)

est injective,

On dit que 1la famille envisagée est épimorphique stricte si

l'image de 1'application (10.3.1) est formée des familles (gi) telles
que pour tout objet R de C, tout couple d'indices i,j € I et tout
couple de fla2ches u: R ﬁ—b-Ai, v: R —=a Aj avec fiu = Ejv, on a

aussi gyu = 8;V - Lorsque les produits fibrés aixBAj sont représen-
tables pour i,j € I, il revient au méme de dire que 1'image essentielle
de (10,3.1) est formée des (gi) telles que pour tout couple d'indices

i,j € I, on ait g;Pr; = 8;PT, , ol PT) > pr, sont les deux projections

1
de AiXBAj . On dit que la famille (fi)iEI est une famille é€pimorphique

effective si la condition précédente est vérifide, i.e, ai elle ost

¢pimorphique stricte, et si les produits fibrés Aixaﬁj sont représentables,

On dit que 1la famille (fi)iCI est une famille épimorphique

universelle, (resp. épimorphique effective universelle) si les morphismes

fi sont quarrables (10,3), et si pour toute fliche B! —= B, la famille
& r . ] A = i s = - 5 o

des fléches £l Al — ;%GB , 1€I, déduite de la famille {fi)iEI

par changement de Baose B! —> B, est épimorphique (resp. épimorphique

effective),
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La notion de famille épimorphique stricte universelle sera

définie dans (II 2,5, 2.6). Notons que leorsque les morphismes fi sont
quarrables (par exemple si dans C les produits fibrés sont représentables)
cette notion cofncide avec celle de famille épimorphique effective uni-
verselle (utiliser II 2.4). Dans le cas général, on a entre les six

variantes envisagées de la notion d'épimorphicité les implications logiques :
épimorphique effective universelle

N

épimorphique effective Epimorp h que stricte universelle

Q§§§§\ épimorphique s'E épimorphique universelle
N /4/

épimorphique

Un morphisme £f: A —> B de A s'appelle un épimorphi sme

(resp. un épimorphisme strict, resp. un épimorphisme effectif, resp.

un épimorphisme universel, resp., un épimorphisme effectif universel,

resp. un épimorphisme strict universel) si la famille de morphisme

réduit au seul &lément £ est épimorphique (resp. ....).

10.4. Famille monomorphique, monomorphique stricte ete, Une famille

de fléches fi : &, —> B de C est dite monomorphique (resp. monomor-

phique striete, ....) si en tant que famille de flaches de la catégorisa

opposée c”? elie est épimorphique (resp. épimorphique stricte, S,
Une flache f: A —> B de & est zppelée un monomorphisme (resp. un mono-

morphisme striet, ...) si lz famille réduite & f est monomorphique
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(resp. monomorphique stricte s sesty i.e. si £ en tant que iléche e
la catégorie upposée C° est un épimorphisme (resp. un &pi; rphisme

SETECE,: s )i

10.5. Monomorphisue, monomorphisme strict ete, Cf, 10.4.

10.6. Projecteur, image d'un projecteur, facteur direct d'un objer,

Soit f: X — X un endomorphisme d'un objet de C. On dit que
f est un projecteur si on a £2 = f . Alors le couple (£,id,)admet un
concyau représentable X' si et seulement si il admet un noyau repré-
sentable X", et lorsqu'il en est ainsi, il existe un unique isomorphisme
u: X! —== X" dans C tel que iup = f , o p: X —> X' et i: X" —= ¥

sont les morphismes canoniques. On identifie alors généralement X! et

X", et on 1l'appelle 1'image du projecteur f i on dit que le projectenr
PP hi

f admet une image si Ker(f,idx) est représentable i,e, Coker (f,id‘)

est représentable, Un sous-objet (resp. un quotient)} Y de X est appelé

un facteur direct de X si on pPeut trouver un projecteur f dans X se

Factorisant par Y, et admettant Y comme image en tant que sous-objet
(resp. en tant que quotient) de X, On dit parfois, par abus de langage,

-

qu'un objet de C est un facteur direct de X, s'il est isomorphe 2
P

1'image d'un projecteur dans X.

10.7. Quarrable : Une fléche f: A — B de C est dite gquarrable si

pour toute fléche B'—= B de C, le produit fibré AxBB' est représen-

table dans C ,
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10.8. Quotient, quotient strict etc.

Spit A un objet de C . Deux épimorphismes f: A —> B,
£': A —> B' de source A sont dits équivalents s'il existe un iso-
morphisme u: B —> B' tel que uf=f', On obtient ainsi une relation
d'équivalence dans l'ensemble des épimorphismes de source A, dont les

classes sont appelées les gquotients,ou cbjets guotients,de A . Pour

tout quotient de A, on suppose généralement choisi un élément de cette
classe, soit f: A —> B, et on parle souvent (par abus de langage)

du quotient B de A {ou du quotient f: A —> B de A). On dit gque B est

un quotient strict (resp. un guotient effectif, resp. un quotient
universel, ....) si le morphisme £: A —> B est un épimorphisme strict

(resp. un épimorphisme effectif, resp. un épimorphisme universel, ...)(10.3).

10.9. Reclations d'équivalence. Soient F,G deux préfaisceaux d'ensembles

sur C ., Un diagramme +P, ¢ F—=C est appelé une relation d'équiva-
B P1:Py PP

lence sur G si pour tout objet A de C, 1'application
(pl(ﬁ),pz(ﬂ)) : F(A) —= G(AYxG(A)

induit une bijection de F(A) sur le graphe d'une relation d'équivalence
sur 1l'ensemble G(A).

Un diagramme PysPp B ——3C dans C est appelé une relation
d'équivalence sur C si le diagramme de préfaisceaux correspondant est
une relation d'équivalence. Lorsque dans C les produits finis et produits
fibrés sont représentables, un foncteur ¥ : C —> C' commutant aux produits
finis et produits fibrés transforme les relations d'équivalence sur C

en relation d'équivalence sur F(C),
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Soit = : C — D un morphisme de A tel que le produit fibré
CxpC soit représentable. Alors le diagramme PT} » PT, @ Ox C=2¢

est wne relation d'équivalencs sur C R

10.10. Relation d'équivalence effective, effective universelle., Une

relation d'équivalence P1sPp ¢ R —=24 sur un objet A de C est dite

relation d'équivalence ¢ffeoctive s'il existe un morphisme 7 : A — 3

tel que le carré

2
R 2 > A
v
A > B

soit cartésien et cocartédsien. (Le morphisme 7 est le conoyau du couple
(pl,pz}, et est donc déterminé A isomorphisme unique prés). Le morphisme
T est alors un épimorphisme effactif ; si c'est un épimorphisme effectif

universel (10.3) on dit que la relation d'équivalence est effective

universelle,
waiverselle

10.11. Sous-cbijet, sous—objet strict etec. Ce sont les notions duales

de celles de quotient, quotient striet ete (10.8).
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SGCA &

EXPOSE I

11. Appendice : Univers (par N. BOURBAKI (¥))

1. Définition et premidres propriétés des univers

DEFINITICN 1, Un ensemble U est appelé un univers s'il satisfait aux

conditions @
(u.1) six €EUet si y €x, alorsy €U ;
(U.IT) si x, y € U, alors {x,y} € U ;
(U.II1) si x € U, alors P(x) € U ;
(u.1v) =i (xa)a ¢ y st une famille d'éléments de U, et si I € U, alors
la réunion L_J xu appartient 3 U ;
aEl
(u.?) si x, y € U, alors le couple (x,y) € U .

N.B, Comme il a été je crois décidé pour les prochaines éditions, on
définit le couple 2 la Kuratowsd per (x,y) ={{x,y} , {x}} , la condition

(U.?) est inutile car elle résulte de (U.II).

Exemples.
1) L'ensemble vide est un univers noté Uo ,
2) Considérons les mots finis non vides formés avec les quatre

symboles " { ", " }', ", " et " & " (cf, Alg. I). Définissons, par

(#) Nous reproduisons ici, avec son accord, des papiers secrets de

N. BOURBAKI. Les références de ce texte se rapportent & son savant ouvragz,
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récurrence sur la longueur n d'un tel mot, la notion de mot significatif
a) Pour n = 1, seul le mot ¢ est sipnificatif ;
b) pour qu'un met A de longueur n soit significatif, il faut et suffit

qu'il existe p mots significatifs distincts A Ap (p 2 1) de longueurs

170
< n tels que

A = [Al, Az,...,Ap} -
Par exempled, {83, {{4},{{¢}}, {0, {¢}}] sont des mots significatifs.
Il est clair, par récurrence sur la longueur, que tout mot significatif
désigne un terme de la Théorie des Ensembles ; par exemple, si

A = {Al, ﬂz,...,Ap], A désigne 1'ensemble dont les éléments sont

Al, Az,..., et AP 3 ctes termes sont évidemment des ensembles Ffinis,
Soit Ul 1'ensemble des ensembles ainsi obtenus. On vérifie aisément
que U, satisfait aux conditions (U.I), (U.II), (U.III) et (U.IV) de

la déf. 1 (mais non 2 cette idiote de (U.? » €& qui n'est pas grave si
on veut bien décanuler le couple). Donc Ul est un univers. On notera

que les éléments de Ul sont finis, et gue U1 est dénombrable,

Dans les énoncés qui suivent, U désigne un univers.

PROPOSITION 1. Si X €Uet si yc x, alors yeu.,

En effet, on a P(x) € U par (U.III), d'od y € ©(x) et vy € U par (U.1),

COROLLAIRE, Si x € U, tout ensemble quotient y de x est élément de U ,

En effet y est une partie de P(x). D'on ¥ € U par (U.III) et
P

la prop. 1.
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PROPOSITION 2. Si x € U , on a {x} e U .

¢Ca résulte de (U.IL) appliqué pour y = x .

PROPOSITICN 3. Tout couple, tout triplet, tout quadruplet d'éléments

de U est un élément de U .

C'est vrai pour les couples d'aprés le N. B, ou (U.?), On

en déduit le cas des triplets car (x,y,z) ((x,¥),2z), puis celui des

quadruplets car (x,y,z,t) = ((x,y,z),t),
PROPOSITION 4, Si X, Y€ U, alors X x Y € U .

En effet, pour x € X, {x} X ¥ est 1la réunion de la famille
{(x,y)]y ¢ y 3 comme on a {Cx,y)} € U d'apreés (U.I), (U.II) et la prop.3,
on a {x} X ¥ € U d'apréds (U.IV). Enfin X X ¥ est la réunion de la famille

({x} x Y}x ex b c'est donec un élément de U d'apregs (U,IV) encore.

COROLLAIRE 1. Si X, Y, Z,... sont des éléments de U, tous les ensembles

de 1'échelle construite sur X, Y, Z,... sont des éléments de U (cf. chap.IW$

$a résulte en effet d'applications successives de la prop. 4

et de (U.II1).

COROLLAIRE 2, Si (x ) est une famille d'éléments de U et si 1 € U ,

x
(o 8= {5 4

l'ensemble somme ¥ X est un é&lément de U .
o€l

En effet, cet ensemble somme est une partie du produit

¢\ xa} ¥ I (chap. II), produit dont les deux facteurs sont éléments
acl
de U {(par (U.IV) et 1l'hypothzse). On applique alors les prop. &4 et 1.
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FROPOSITION 5. Si X 2t Y sont des €léments de U, toute correspondance

gntre X et Y (en particulier toute application de X dans ¥) est un

€léments de U .

En effet, une telle correspendance C est un triplet (X,¥,T)
o T est une partie de X x ¥ (le graphe de C) (chap. 11, § ). On =

T € U d'aprés les prop. 4 et 1. D'oa C € U par la prop. 3,

PROPOSITION 6. S§i X, Y ¢ U, tout ensemble Z de correspondances entre
TRUTOSITION 6 S1

X et Y (en particulier d'applications de X dans Y) est €lément de U .

En effet, Z est une partie de {X} x {¥} x P(X x ¥). Or ce
produit est &lément de U d'aprés la prop. 2 et le cor. a2 la prop. 4, On

a donc Z € U par la prop. 1,

COROLLAIRE. Si (xu}cc € 1 &St une famille d'éléments de U, et si I € U 5

-

on_a b x e€u .,
a€r &

En effet, ce produit est un ensemble d'zpplications de I dans

il
L‘J ®o 2 ©C cette réunion est &lément de U par (U,IV).
a€l

PROPOSITION 7. S8i X est une partie de U dont le cardinal est au plus

celui d'un élément de U, alors X est un €lément de U

Soit I un élément de U tel que card(X) < card(I). On a une
surjection i —> X d'une partie I' de I sur X. Alors X est la réunion de
la famille {{xi])iEI' 3 Or cette réunion est élément de U par la prop. 1,

la prop. 2 et (U,IV).
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COROLLAIRE. Si U est non vide toute partie finie de U est un €lément

de U, et U a des €éléments de cardinal fini orbitraire.

Par contre, si U = @, @ est une partie finie de @ mais non
un élément de ¢ .

En effet, si U est non vide, la prop. 2 montre qu'un ensemble
x, A un élément appartient 2 U . Par récurrence sur n , posons

card(x_)

x = @(x_ ). On a x_ € U par (U.III), et card(x ) =2 , de

n+1 +1

sorte que U a des éléments de cardinal fini arbitrairement grand,
Remarque. Il résulte de la prop. 2 et du cor. & la prop. 7 que
tout univers non vide U contient 1l'univers U, de 1'ex, 2 ; en
effet on a @ € U d'aprés la prop. 1 . Ainsi U1 est l'intersection

de tous les univers non vides, Plus généralement :

PROPOSITICH 5, §i_(uk}k ¢ 1 &st une famille non vide d'univers, alors

1 (’\\ Ul est un univers,
rLEE

4}

eci résulte aussitdt de la déf, 1,

2, Univers et espéces de structurss

Soit & une esp2ce de structure ; suppesons, pour fixer les
idées et alléger 1l'exposé, gue chaque structure d'espécz £ est définie
sur un ensemble de base. Soit (X,85) une structure d'espgce £ (X étant
l'ensemble de base, et S la structure), et soit U un univers, 5i X & U,
alors tous les objets constitutifs de la structure 5 sur X sont &léments
de U (par le cor,lde la prop. %, n° 1 et par (U,1)) de sorte que la

structure (X,S) est &lément de U .
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Supposons maintenant que £ soit une espéce de structure
avec morphismes, X et X' sont des éléments de U munis de structures
d'espece £ , alors 1'ensemble des morphismes de X dans X' est encore
un élément de U (n® 1, prop. 6J.

Considérons alors la catégorie (U - £) définie au § 1, n° 2, ex,
Comme les objets et les fléches de (U -~ &) sont des &Eléments de U, (U - &)

est un couple de parties de U, muni d'un quadruplet d'applications £

ce n'est pas, en général, un &£lément de U ., La notation X € (u-¢g)
voudra dire que X est un élément de U muni d'une struecture d'espéce £

La catégorie (U - £) est stable pour de nombreuses opérations ;
a) Si X & (U - &), et si X' est une partie de X qui admet une Structura
induite, alors X' € (U - &), Ca résulte de la prop. 1, n° 1.
b) 5i X € (U - &), et si X" est un ensemble quotient de X qui admet

une structure quotient, alors X" € (U - £) (cor., de 1la prop. 1, n°l).

e) Si X, Y€ (U-2), et si X X Y admet une structure produit, alors

X xY € (U - &) (prop. 4, n®l). Plus généralement, si (xi}iﬁt est una

famille d'éléments de (U - &), si on a I € U, et si I Xi admet une
iel
structure produit, alors I X, € (U - &) (cor. de la prop. 6). Assertions
i€l
analogues pour les structures sommes (cor. 2 de la prop. 4).

d) Scient I un ensemble préordonné, et (Xi 5 f‘j)i,jEI un systéme
projectif (resp. inductif) d'ensembles munis de structures d'espéce £
et de morphismes ; scit L la limite de ce systéme, au sens du chap. III .
Si Ki € Upour tout i , si I € U, et si L admet une structure limite

projective (resp. inductive), alors on a L € (U - £) : en effet L est
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une partie de [ X, (resp. un ensemble quotient de T X, ), et est
i z i
i€l i€l
donc un élément de U d'apreés le n® 1 .

Donnons encore quelques exemples plus particuliers :

# 1) Soient X, ¥ € (U - Top) deux espaces localement compacts. Alors

1'ensemble fi(K,Y) des applications continues de X dans Y, muni de la
topologie de la convergence compacte (Top. Géné. X), est un élément de

(U - Top)., En effet on a S (X,Y) € U d'aprés la prop. 6 du n°® 1.
*#

# 2) Soient X, Y € (U - Ab). Alors le groupe Homzz(K,Y) est un élément
de (U - Ab) par la prop. 6 du n® 1 . Si on suppose de plus qu'on a
Z € U, le produit tensoriel X Q%E‘Y est un €lément de (U - Ab) ; en

(X % Y)

effet ce produit tensoriel est un quotient de Z ,» lequel est

une partie de Z:x % Y, qui lui-m@me est un €lément de U par les prop, &4

et 6 du n* 1 .

¥ 3) Soit X € (U - Unif) un espace uniforme. Alors son complété ¥ est
un élément de (U - Unif). En effet X est un ensemble de classes d'équi-
valences de filtres de Cauchy sur X ; or un filtre sur X est un élément
de P(P(X)), donc une classe d'équivalence de filtresest un &lément de
P(P(R(X))), de sorte que X est un &lément de 2(e(P(P(X)))), done un

€lément de U par (U.ITI) et (U.I).,

N.B. Moralité, Bourbaki devra weiller 2 bien "canonifier"
ses constructions. Par exemple, dans celles ol on adjoint un élément =

(compacrifié d'Alexandroff, corps projectif), il y aura intér2t i prendre

191

207




= =@ (car ¢ est &lément de tout univers nom vide) et 2 former
l'ensemble somme de {@} et de 1'ensemble donné. Bien entendu il
faudrait aussi "canonifier" 1'ensemble & deux éléments servant 3
construire les ensembles sommes ; ainsi {@ , 81} me parait un bon

candidat car il appartient 3 tout univers non vide,

3. Univers et catégories

Soient U un univers et C une catégorie. Nous écrivons C £ 7
si on a Gb(C) € U et F1(C) € U . Cette écriture est justifife du fait
que C est le sextuplet formé de Ob(C), de F1(C) et des quatre applicatione
structurales ; donc si Ob(C) € U et F1(C) € U , ces quatre applications
sont €léments de U (n® 1, cor. 1 de la prop. 4), donc aussi le sextuplet C
(n® 1, prop. 3, cum grano szlis). Ceci est d'ailleurs un cas particulier
du n® 2, si 1'on considire 1'espice de structure "cat" de catégorie.
Avec les notations du n® 2, lz relation C € U s'&crit aussi C € (U - cat),
Gn notera qu'une catégorie comme (U - Ems), (U - Ord), (U - Top)
ou (U - Gr) n'est pas, en général, un &élément de U .

Soient C, D deux catégories et U un univers tels que C, Deu.

Si C' est une sous-catépgorie de C, on a C' € U ; 1la catégorie produit
C X D, la catégorie somme de C et D, les catégories opposées c® et p°

sont aussi €léments de U (cf. n® 2), La catégorie de foncteurs E = Hom(C,D)

est également un élément de U : en effet Ob(E) est un ensemble de couples

d'applications Ob(C) — 0b(D), F1(C) — F1(D), donc Ob(E) € U par le
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n® 1 ; qQuant & F1(E), c'est un ensemble de morphisme fonctoriels,
¢'est-a-dire d'applications Cb(C) —= F1(D), d'oh FL(E) € U par

lz2 prop. 6 du n® 1 .

PROPOSITION 9. Socient € une esp&ce de structure avec morphismes, et

U, U' deux univers tels que U' < U . Alors (U' - E) est une sous-catégorie

pleine de (U - £).

En effet, si x et y sont des ocbjets de (U' - £), ce sont
par définition des objets de (U - E). Quant 2 Hom(x,y), c'est le méme
ensemble dans les deux catégories (cf. §1, n®2, ex. c)).

N.B. On notera que l'hypothése que U et U' sont des univers
est inutile, de sorte que la prop. 9 remonterait avantageusement au

§ 1, n® 4, Mais la Tribu 2 demandé qu'elle soit ici,

Remargue, Il arrive que les axiomes de l'esp2ce de structure £ impliquent
que les cardinaux des ensembles munis de structures d'espdce £ soient
bornés par un cardinesl fixe, soit [ (* par exemple 1'espiee de structure
de groupe fini, de groupe de type fini, de module de type fini sur un
anneau fixe A, ou d'algébre de type fini sur A *). Supposons alors qu'il
existe un élément z de U' tel que c s card(z), Alors, pour tout ensemble

x muni d'une structure d'espece £, il existe un élément x' de U' &quipotent
4 x, par exemple une partie de z ; munissons x' de la structure déduite

de celle de x par transport de structure ; on obtient ainsi un élément

de (U' ~ £). I1 s'ensuit que le foncteur d'inclusion de (U' - £) dans

(U - £) est alors essentiellement surjectif ($4, n®2, d8f.2) et est donc

une équivalence de catégories (§4, n°3, th.i),

193

209



- 1%4 - I

7

4, L'axiome des univers

Les fort agréables tésultats de stabilité du n® 2 n'ont
d'intér®t que si on peut les appliquer a autre chose qu'aux deux
petits univers Uo et Ul décrits au n* 1. Nous ajouterons dong aux

axiomes de la Théorie des Ensembles 1'axiome suivant :

(A.6) Pour tout ensemble x, il existe unm univers U tel que x £ U ,

Cet axiome implique que, si (XQ)GEI est une famille d'ensembles,

il existe un univers U tel que By € U pour tout ¢ € I : il suffit,

| E
en effet, d'appliquer (A.6) a x =

oEr *a et d'appliquer la prop. 1 du n°i,
En particulier, étant donnée une catégorie C, il existe un

univers U tel que C € U au sens du n°3 : on applique ce qui précade
a8 la famille (Ob(C), F1(C)). Ceci s'applique aux catégories de la forme
(V - £) ot € est une espice de structure avec morphismes et V un ensemble,

un univers par exemple ; en géndral on a V # U ,

Par exemple, si V est un univers, on a Ob(V - Ens) = V et
FL(V - Ens) € V (n® 1, prop. 5). Les univers U tels que (V - Ens) € U
sont donc ceux tels que V € U, Or la relation V € V est impossible pour
un univers : en effet, pour toute partie A de V, on aurait A € V

(n® 1, prop. 1), d'ot card(P{Vv)) < card(V), ce qui est impossible.
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5, Univers et cardinaux fortement inaccessibles

Soit U un univers, D'aprads la conditionm (U.I) de la déf, 1
tout élément x de U est une partie de U ; on a donc card(x) = card(U).
Comme les cardinaux des parties de U forment un ensemble bien ordonné,

le cardinal

(1) g(U) = card(x)

Sup. oy
existe. Notons que, pour tout cardinal ¢ < g(U), il existe un élément
x de U tel gque card(x) = £ ; en effet, il existe par définition y € U
tel que ¢ = card(y) = ¢(U), et 1'on prend pour x une partie convenable
de y . Réciproquement, si x € U, on a card(x) < ¢(U) ; en effet on a

2(x) € U par (U.III), d'od Zcm‘d(x) %

o

(U). Le cardinal ¢(U) a donc

les propriétés suivantes :

1) 8i ¢ est un cardinal < g(U), on 2 2€ < c(U) ; en effet, si x est
un &lément de U de cardinal ¢ , on a P(x) € U par application de (U.III},

d'on 25 < g(U).

2) 5i (gl)lEI est une famille de cardinaux telle que N < ¢(U) pour

tout ) € I et que card(I) < ¢(U), alors le cardinal somms T &y est
hel

< ¢{U)., En effet soit xk £ U tel gque card(x)) = gk ; quitte & remplacer

1 par un ensemble d'indices équipotent, on peut supposer qu'on a I £ U ;

]

alors 1l'ensemble somme des Xy est élément de U (cor. 2 de la prop. & du n°1],
ce qui démontre notre assertion.

Posons la définition suiwvante :
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DEFINITION 2. Un cardinal d est dit fortement inaccessible si

(FI.1) Si g est un cardinal tel que c<d, ona 2§ < d .
(FI.2) si (gl}lEI est une famille de cardinaux telle que g5 <d
pour tout X} € I et si card(I) < d, zlors T ¢ <4 .

Sy - T xexr X

Exemples. Le cardimal O et le cardinil infini dénombrzble sont fortement
inaccessibles, Aucun cardinal fini non nul n'est fortement inaccessible,
Ainsi nous venons de démontrer que 1'axiome (A.5) des univers implique
lz relation :

(A'.6) Tout cardinal est strictemsnt mzjoré par un cardinsl fortement

inaccessible,

Inversement :

THECREME 1, La relation (A',6) implique 1'axiome (A.6) des univers.

En effet soit A un ensemble, Il s'agit de construire un univers

U dont A est élément, Définissons par récurrence une suite (An}n

=0
d'ensembles au moyen de :
(2) A = A . A = réunion des éléments de A = ensemble des
[s] n+l n
é€léments de An .
[-=]
Posons B =|_ ) Ah . Soit, per (A',8), ¢ un cardinal fortement inaccessible
n=0
tel que card(B) < ¢ .
Il existe un ensemble bien ordonné 1 tel que card(I) = E W

Quitte & remplacer I par son plus petit segment de cerdinal ¢ , on

peut Supposer que tout segment de I distinct de I a un cardinal < ¢ .
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Nous noterons € le plus petit €lément de I . Il résulte dz 1'hypothese

sur les segments que I n'a pas de plus grand élément (sinon on 1'enle-
verait), donc que tout élément de I admet un successeur ; pour a € I,
nous notercns s{a) le successeur de g

Ceci étant, définissons, par récurrence transfinie, une famille

(Ba)uEI d'ensembles au moyen de :
Be = B
(3) Botad) = Ba U P(Ba)
By < %:é BE si @ n'a pas de prédécesseur,

Posons U = k_J Ba . NHous zllons montrer que U est 1'univers cherché.
agl

On a d'abord A € U, car A = Ao est une partie de B = Be » donc

un élément de F{Be) C‘BS(S) =

Notons ensuite que, pour tout a £ I, on a :

(4 card(Bu) <

no

Procédons en effet par récurrence transfinie sur o . C'est vrai pour
P P

G = ¢ par hypoth2se. De (4) on déduit card(Bs(a)) = cerd(Bu} - 2card(35)< o+

liey

(par (FI.1)) = ¢ (ecar ¢ est infinid. Enfin, si o n'a pas de prédécesseur,
l'ensemble I' des B < @ a un cardinal < € par construction ; d'on

(si cerd(BB} < ¢ pour tout B < @), card(Ba) = cara(\J B) < ¥ card (B )<¢

ger' P gert .
(par (FI.2)). Ceci démontre (4).
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Montrons maintenant qu'on a

f

{53 card(x) < ¢ pour tout x u z

m

En effet, il suffit de montrer que, pour tout a € I, on a "card(x) < c

pour tout x € Bu. ". Procédons encore par récurrcence transiinie sur g

C'est vrai pour a = g, car, si x € BE = B, il existe n = 0 tel que x € A
n
dlo X < A ,q par (2}, x © B et card(x) < card(B) < ¢ . Le cas ot «

n'a pas de prédécesseur est évident, Enfin, si x € BG et si a = s(g),

on a soit x € Bﬁ et 1'assertion "card(x) < ¢ " est vraie par récurrence,

soit x £ P (Bﬁ)’ d'oih x C:B3 et 1'assertion "card(x) < ¢ " est vraie par
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que U est bien

un univers :
(U.I) Soient x € Uet y € x , 11 s'agit de montrer qu'en ¥ £ U. Autrement

dit i1 s'agit de montrer que, pour tout g € I, on a2 la relation :

= (5 et —_— B " 5
X £ Ba ¥-€Ex g -

On procéde encore par récurrence transfinie sur g . Clest vrai pour

@ = ¢ car X € Be = B impliqu= x € ﬁn pour un certain n ; donc, si ¥y € x,
on ay € Ay d'oh y € B = BE . Le passage 3 un &élément o sans

prédécesseur est évident, Passons enfin de o 2 s(g) : si x ¢ Bs(a)

et si ¥y € x, on a, soit x € Bu , dloa ¥y € BG.C:B ) par récurrence,

s(a

.

soit x € P(Ba}, d'oll encore y € B&‘: B

-

s(a)

(U.I1) Soient x, y € U, Comme la famille (Ba)uﬁ est croissante per (3),

I

il existe o € I tel que x, y £ Ba . Alors {x , y] € € (B ) c Bigy €U -
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(U.III) Soit x € U . Il existe alors o € I tel que x € Eu . Il suffit

donc de montrer que, pour tout g € I, on a 1la relation :

"x € Ba &lx) € Bs(s(a}} o

On procéde encore par récurrence transfinie sur g . Si o = €, on a
x € an pour un certain n, d'oil ¥y < An+1 B = Be pour toute partie y

de X ; ainsi on a y £ 9(50] = Bs(e) pour tout y £ 2(x), d'on P(x) c B_

()
:t T(x) € P(B )< B de sorte que notre assertion est vraie
- = T %s(e) s(s(e)) ? W

pour @ = £ . La passage & un élément a sans prédécesseur cst immédiat,
car B8 < a implique alors s(s{(8)) < o . Passons enfin de g 2 s(a) ;

soit x € Bi(o) § S1xE B, on a Plx) € Botsta)) © Bs(s(s(u)J) par

récurrence ; si x

M

P(B ), on axc B, d'ot Px) c AB ) et
a a o

=(x) € P(2(B ) €

-]

s(s(s(a))) *

(U.IV) Soit {x}\)l €K

I1 s'agit de montrer que la réunion x = k_j x}k est é€lément de U ., Pour
AEK
tout } € K, choisissons un a()) € I tel que  x, € Ba(k) . Montrons

une famille d'éléments de U telle que K £ U .

que 1l'ensemble a(K) des a()) est majoré dans I : en effet, s'il ne

1'était pas, on aurait :

I = \\-._./! LE,G.(}\)] 3
ha K

ce qui contrediraic (FI.2) car card(g) < c et card([ ¢ , a())]) < ¢ pour

tout X € K . Soit donc € un majorant de al(K) ;: on a %x. € B pour

ke = A =

tout % € K car la famille (B_ ) __ est croissante. On a donc x. = B
o acI A

d'aprés ce qu'on a vu dans 1a démonstration de €U.I), d'on
i 'd - - -
x =|M,: ®x, © B, . Par (3) il s'ensuit qu'on a x € B

; , d'ott x € U. C.Q.F.D.
xEx N

i
0
—
L4 3]
-
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DEFINITION 3, Seoient x , y deux ensembles et n un entier = 0 . On

dit que v est un composant d'ordre n de x s'il existe une suite

(xj>j=0,...,n telle que X, S X, X =y, et xj+1 £ x, pour ¥ =000
Ainsi % est le seul composant d'ordre O de x . Les composants

d'ordre 1 (resp. 2) de x sont les &léments de x (resp. les éléments

des éléments de x). On dit que y est un composant de x s'il existe

n = 0 tel gue soit composant d'ordre n de x , La relation est
g y g2 58

un composant de x " est une relation de préordre. D'aprgs le schéma

de sélection-réunion (chap, II, ,..) la relation " ¥ est un composant dc
est collectivisante par rapport 3 y, de sorte que les composants de x

forment un ensemble ,

DEFINITICK 4. Soit € un cardinal., On dit qu'un ensemble x ast de type ¢

(resp. de type strict £ , de type fini) si tous les composants de x ont

des cardinaux < ¢ (resp. < ¢,finis).

Exemples. Les éléments de 1'univers U, (n® 1, ex. 2) sont tous de type
fini, Si £ &st un cardinal, et si x est de type c (resp. type strict c .,
type fini), alors tout composant de X et toute partie de x sont de tvpe
c {resp. type strict c , type fini) ; de meme 2(x) est de type 2-“.E

(resp. de type strict 25, de type fini). 5i x est de type ¢ et si

lin
()
[ITe]

alors x est de type &' .
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LEMME. Soient ¢ un cardinal fortement inaccessible non dénombrable,

et X un ensemble de type strict € . Alors il existe un cardinal d <¢

tel que X soit de type d.

En effet, pour tout entier n , notons Qn le cardinal de
l1'ensemble Kn des composants d'ordre n de X ., On a go =1,

= card(X) < ¢ , et, comme k= L_J ¥, on en déduit, par récurrence
yEKn-l
sur n et usage de (FI.2), qu'on a gn < ¢ pour tout n , Alors les gr

4

sont majores par le cardinal g = T gj s qui est < ¢ par (F1.2)
j=0
et l'hypothese de non dénombrabilité de € . Alors, si Y est un composant

d'ordre n de X, on a card(Y) = card(xn ) =d ., €,Q.F.D.

+1

PROPOSITION 1G, Soient U un univers et € un cardinal fortement inaccessible,

Alors l'ensemble U' des x € U qui sont de type strict € est un univers,

En effet, si %, vy € U' et si z € x, on a évidemment z £ U' er
{x, vy} € U'. si x € U', on a card(x) < €, d'od card(P(x)) < ¢ par
(FI.1) ; comme un composant de P(x) est, ou bien P(x), ou bien une
partie de x , ou bien un composant de x, on a ®(x) € V', Enfin si
{HGJGEI est une famille d'é€léments de U' telle que I £ U', on a
1

card({é'an < ¢ par (FI.2)} ; comme tout composant d'ordre > 0 de Lé Xy

]
est un composant d'un %, » on a bien té x € u' C.Q.F.D.

Remarque sur le cardinal gCU} . Soient U un univers et ¢{U) le cardinal

défini par (1}, i.e.

(uy = card(x) -

g}

s 'l.l]:lx cu
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On a évidemment g{U) = card(U}, car, rappelons-le, x € U implique x C U ,
Mais 1'€galité c(U) = card(U} n'est pas toujours vraie, Par exemple soit

(

)GEI une famille non dénombrable de symboles avec les axibmes :

x
o8

“xu = [xa} pour tout @ € T " , " X # Xg si a # 8"

(autrement dit x, est un ensemble 2 un seul élément, 3 savoir lui-mBme),
Formons, comme dans 1'ex. 2 du n® 1, les "mots significatifs" formés

avec les symbeles ¢ , x_, { , } et , . Chacun désigne un ensemble fini.

a

Soit U l'ensemble de ceux-ci. On vérifie aisément que les conditions
de la déf. 1 sont satisfaites, de sorte que U est un univers. Comme les
mots significatifs sont des suites finies d'éléments d'un ensemble de
cardinal card(I) + 4 = card(I) ; on a card(U) = card(1) (chap. III ;
en fait card(U) = card(I) suffit, et c'est &évidenmt). D'autre part,
¢(U) est le cardinal dénombrable, d'od ¢(U) < card(U).

L'inégalité stricte ¢(U) < card(U) tient 2 ce qu'on a introduit
ici des ensembles xa tels gque xCL € xa . Si on interdit des horreurs de
ce genre, on obtient card(U) = c(U) pour tout univers U, ainsi que d'autres
fort jolis résultats "ne pouvant servir 2 rien". C'est ce qu'on va faire

au numéro suivant,

6. Ensembles et univers artiniens

DEFINITION 5., On dit gu'un ensemble x est artinien s'il n'existe aucune

s infini te = x = 3
uite ie {xn)nzo lle que X, et gque x__. € x_ pour tout n = 0

Exemples. Les ensembles @ , { & }, { #,{¢ 1}, plus généralement les

éléments de 1l'univers U; du n® 1,sont artiniens.
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En termes imagés, si x est artinien, et si on prend un

&lément xl de x, puis un €lément x2 de xl , etc., le processus deit
s'arr@ter, et on arrive & un composant X de x qui est vide. Autrement
dit les ensembles artiniens sont "construits 3 partir de @& "; ceci
sera précisé plus tard (cf, (%) dans la démonstration du th. 2).

Les ensembles artiniens jouissent évidemment des propriétés
suivantes
(AR.I) S8i x est artinien, toute partie de x et tout composant de x sont
artiniens, Pour que x soit artinien, il faut et il suffit que tout &lément
de x soit artinien,
(AR.II) Si x et y sont artiniems, alors {x,vy} est artinien.
(AR.III) Si x est artinien, P(x) est artinien,
(AR.IV) Toute réunion d'ensembles artiniens est un ensemble artinien.

Ces propriétés montrent aussitdt qu'on a la

PROPCSITION 11, Si U est un univers, l'ensemble des éléments artiniens

de U est un univers, nécessairement artinien.

COROLLAIRE. Si x est un ensemble artinien, il existe un univers artinien

U tel que x € U .
En effet, par l'axiome (A.6), x est élément d'un univers V ;
on prend pour U l'ensemble des &léments artiniens de V .

La proposition suivante est encore moins utile que le reste du n°®
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PROPOSITION 12, Soit A un ensemble artinien. Alors :

a) Pour tout x € A , on a x € x ;

b) Bi x, y € A, on ne peut avoir 2 la fois x € y et y € x ;

¢} Pour tout x € A, la relation " y est un composant de z " entre
composants y , z de x est une relation d'ordre ;

d) Pour tout &lément non vide x de A, il existe y € x tel que x Ny

En effet la négation de a) (resp. de b)) entratne l'existence

d'une suite infinie {xn) contredisant la déf. 5, a savoir (%,x,x,...)

(resp. (%,¥,X,¥,%,¥,...) ). La négation de c) veut dire qu'il exista

X € A, des composants y , z de x distincts, et des suites d'appartenance

yEyIE..,Eyqez 3 z€zl€...Eery 3

d'oti, comme dans b), une suite infinie (annzﬂ contredisant la déf, 5 ,

Enfin, si d) est fausse, il existe un &lément non vide x ce A tel que

x Ny # @ pour teut y € x ; on pose X, =%, et on premnd pour x. un

 {

&lément de x ; comme x N xg # @ , on prend pour X, un €lément de x Xy

etcétera ; plus formellement on définit par récurrence une suites infinie

€Ex Nxpournz1 ;

1 =
(xn}nZI d'éléments de x au moyen de x) € %, X -

alors la suite (ann contredit la déf. 5 .

=0
Remarque. Soit B un ensemble. Pour que B soit artinien, il faut et
il suffit que tout ensemble A d'ensembles de composants de B satisfasse

42 la condition d) de la prop. 12, En effet la nécessité résulte de (AR.I
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et de la prop. 12, Réciproquement, si B n'est pas artinien, il existe |
i ini vec =B e -

une suite infinie (xn)n20 avec x e g € ® Ppour tout n = O ; |

on prend alors pour A la partie réduite & l'ensemble X des x 3 ainsi

A contient un élément non vide X tel que, pour tout &élément y de X B

on ait y NX # @ (en effet y est de la forme x , et ona Y € ¥y NX),

THEOREME 2. Soit ¢ un cardinal infini. Alors :

a) La relation " x est un ensemble artinien de type c (resp. de type

strict ¢)" est collectivisante par rapport & x ; 1'ensemble A des

< 2 <
ensembles artiniens de type £ a pour cardinal 2=

b} Si ¢ est fortement inaccessible, 1l'ensemble Uc des ensembles

artiniens de type strict € est un univers de cardinmal ¢ 3 le cardinal

ey

(Ug) = SUPXEUC card(x) est ¢ .

c¢) Si un univers U admet un &lément de cardinal g, tout ensemble

artinien de type ¢ appartient 2 U (autrement dit Ac =),

¢') Si un univers U est non vide, tout ensemble artinien de type fini

est élément de U .,

Avant de démontrer le th, 2, déduisons en quelques corcllaires

illuminants :

COROLLAIRE 1. Si un univers U est artinien, alors card(U) est fortement

inaccessible, et U est 1'ensemble des ensembles artiniens de type strict

card(U).

= e
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En effet posons g(U)=5uprUcard(x}. C'est un cardinal fortement
inaccessible (début du n® 5). Supposons le d'abord non dénombrable :
alors, pour tout cardinal infini e < g(u), tout ensemble artinien de

type est élément de U par e) ; donc tout ensemble artinien de type

e

strict g(U) est élément de U par le lemme du n® 5 , Cette dernidre
assertion reste valable si ¢c(U) est dénombrable par c'). Inversement,
d'aprés (U.1), tout ensemble de U est de type strict c(uy), Domec U est
1'univers U (yy de b), d'odt () = card(U) par b).

I{ résulte du cor. 1 qu'un univers artinien est déterminé
de fagon unique par son cardinal (d'ailleurs fortement inaccessible).
On a donc une "correspondance biunivoque" entre univers artiniens et

cardinaux fortement inaccessibles. En particulier :

CCROLLAIRE 2. La relation d'inclusion U — U' entre univers artiniens

|
|! est une relation de bon ordre,
| En effet la relation ¢ < ¢' entre cardinaux est une relation
de bon ordre (chap. III) et, avec les notations du b) du th. 2, les

relations ¢ = c' et Uc < U_, sont équivalentes,

Notons que le th. 2, b) donne une seconde démonstration du
th., 1 (n® 5),

Passons & la démonstration du th, 2 ., Etant donné un ensemble A,
nous appellerons chaine de A toute suite finie (xj>j=0,..., telle que

® = A et que xj+1 € xj pour j = 0,..., n = 1, Les chaftnes de A forment
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un ensemble, d'aprés le schéma de sélection-réunion ; notons le G(A),

Etant donnée une chafne X = (x ).

j’5=0 n ? les chafnes de la forme
Ty ey

(x.)i_o q avec g < n seront dites plus petites gue X ; on obtient
1L 155 ewes

ainsi, sur G(A), une structure d'ensemble ordonné. Pour que A soit

artinien, il faut et il suffit que G(A) soit un ensemble ordonné
"noethérien" (c.a.d. satisfaisant aux conditions équivalentes du chap., III,
§ 6, n° 5).

Nous allons montrer que :

(*) Si A est artinien, il est déterminé de facon unique par la classe

d'isomorphisme de 1l'ensemble ordonné G(A).

En effet, étant connés un ensemble ordonné G et un élément
g € G, nous noterons S(g) l'ensemble des g' € G tels que g < g' et
que g S h < g' implique h = g ou h = g' (autrement dit 1'ensemble
des "successeurs immédiats" de g), Considérons 1l'application 8 qui,

4 toute chatne X = (xo,...,xn) de G(A) fait correspondre 1l'ensemble x 3

on a alors, pour tout X &€ G(4&) :
8 (x) = { stx")] X' € 5(x)} =

Comme A est l'image par & du plus petit &lément Ko = (A) de G(A), il
va nous suffire de montrer que § est uniquement déterminée par la
classe d'isomorphisme de 1l'ensemble ordonné G(A)., Or ceci résulte

du lemme suivant :
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LEMME 1, Soient G un ensemble ordonné noethérien et s~ une application

de G telle que, pour tout g € G, on ait :
(13 wlg?) = { olg")] g' € s()} .

Alors v est déterminée de facon unique. De plus, si 7 est un univers

contenant un €lément équipotent 3 G , o prend ses valeurs dans U

L'hypotheése implique qu'on a w(g) = @ si g est un élément
maximal de G ,

Soient, en effet, u et ' deux applications telles que (1)
soit vraie ; si 9 # ', l'ensemble des g € G tels que wlg) # o' (g)
est non-vide, donc admet un £lément maximal h car G est noethérien 3
on a zlors wolg) = ©'(g) pour tout g > h , en particulier pour tout
"successeur" g € S(h) ; d'ou w(h) = »'(h) par (1), ce qui est une
contradiction ; on a donec bien o =o' . Soit maintenant U un univers
contenant un €lément x équipotent & G ; montrons que ¢ prend ses valeurs

dans U ; sinon soit h un élément maximal parmi les g € G tels que

o(g) €U ; on a wlg') € U pour tout g' & 5(g) de sorte gque

oth) = { wolg")| &' € s(h) }

est une partie de U ; or, comme son cardinal est inférieur a card(gQ)

donc z2u cardinal d'un élément de U, on a w(h) € U (n° 1, prop. 7) ;

]

cette contradiction montre que ¢ prend ses valeurs dans U
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Ceci étant, démontrons le a) du th., 2, On peut se borner

a2 l'assertion non-respée, car l'autre en découle aussitdt. Soit

e

un cardinal infini. Si A est un ensemble de type € on a:
(2) card(c(a)) = ¢ 5

En effet, si on note An l'ensemble des composants d'ordre n de A , on a

card(A,;) < ¢ et card(A__ ) < ¢ .card(A_), d'od card(a ) < ¢ par
b i = n+1 = n n =
n

récurrence ; or ¢ = ¢ car ¢ est infini (chap. III) ; d'oa

Il
liey

N <
card( %:é Ag Scard(FH).g (chap. ITI) ; or G(A) est un ensemble de

suites finles d'éléments de |_J An » de sorte qu'on a bien 1'inégalité (2}
- n

(chap. III). Ceci étant, si E est un ensemble de cardinal € , la donnée d'une

structure d'ordresur une partie E' de E équivaut & la donnée de la partie
de E x E formée des (x,y) tels que x € E' , y € E' et x = y. Donec,
en vertu de (2), les classes d'isomorphisme des ensembles ordonnés

G(A) (od A est de type ¢) forment un ensemble §_ , =t on a

c

card(ﬁc) < card(P(E x E)) = 2& | soit aé la partie de ag formée

des classes d'ensembles ordonnés noethériens ayant un plus petit

-

€lément ; si, & tout S € 7' , on fait correspondre la valeur de la
3 3 ¥ P

fonction i du lemme 2 au plus petit &lément de G , on cbtient une

application § de Eé dont 1'image contient tous lzs ensambles artiniens

de type ¢ . Ces derniers forment donc bien un ensemble Ac y €t on a

card(a ) = card({l) = card(F) = 28,
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Reste A& voir qu'on a card(Ac) = 2= , Pour cela il suffit

de voir qu'il existe un ensemble artinien B de type ¢ et de cardinal c

car les parties de B seront alors des €léments de A . Catte

le!

résulte du lemme suivant :

existence

LEMME 2, Pour tout cardinal € , 1l existe un ensemble artinien B

de type € et de cardinal

Ity

On procéde par induction transfinie sur € . Pour ¢

n'a pas le choix, et on prend B = @ ., Si € & un prédécesscur

soit B' un ensemble artinien de type c' et de cardinal ¢! ; on

]
alors ¢ = 28 » de sorte qu'il existe ume partie B de (B') d

cardinal ¢ ; les &léments de B sont des parties de B' et ont
des cardinaux < ¢' < ¢ ; les composants d'ordre supérieur de

des composants de B', et ont donc aussi des cardinaux < c! =

=]

a

donc

B

lir:

sont

Enfin, si ¢ n'a pas de prédécesseur, on choisit, pour tout cardinal

e

3 < » un ensemble artinien Bl de type c, et de c¢ardinal c

X

ey

X

alors B = L{ Bk répond & la question. Ceci démontre le lemme 2, et

achéve la démonstration de la partie 2).

Passons a b), Soit g un cardinal fortement inaccessible. On

sait déja, par a), que les ensembles artiniens de type strict c forment

un ensemble Uc . Le fait que Uc est un univers résulte aussitdt

=

des propriétés (AR.I) a (AR.IV) des ensembles artiniens (début du n"),
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et de majorations de cardinaux analogues 2 celles de la prop. 10 du n® 5§

La relation SUP <y card(x) = ¢ résulte du lemme 2, appliqué aux
c

cardinaux < ¢ . Enfin, pour montrer que card(UcJ = ¢ , supposons

d'aberd ¢ non dénombrable ; d'aprés le lemme du n® 5, U est la
P

réunion kwj A, , on Ad désigne 1l'ensemble des ensembles artiniens
d<c

[[[=™

g

de type d ; or on a card(Ad) = 2= <

ne

des cardinaux d < ¢ a2 un cardinal < ¢ (chap. III) ; d'od card{UCJ £ g
et aussi card(Ucl z ¢ car tard(Uc} = card{Ad) = 24 pour tout d < ¢ .
Le cas ¢ = 0 étant trivial, reste le cas od c est le cardinal

(par a)) ; d'autre part 1l'ensemble

infini dénombrable, Dans ce cas Uc est l'ensemble des ensembles artiniens

de type fini (i.e. finis ainsi que tous leurs composants), et on utilise:

un joli résultat de nature combinatoire.

LEMME 3. (D. Kbnig ?), Considérons deux suites infinies (E ) ()
e n’ nzl n n=1
d'ensembles finis E_ et d'applications £ : E —=E . S'il n'existe
n n n+1 n " —————

1 ini o o Fed ==
aucune suite infinie (xn)nZL telle que x € E_ et que fn(xn+1j x_ pour
tout n , alors En est vide pour n assez grand,

Autrement dit, si toutes les suites (x_) telles que f (x )=

n n o+l

sont finies, leurs longueurs sont bernées. {a peut s'exprimer en termes

de limites projectives : une limite projective d'ensembles finis non

P

vides est non vide (cf. Top., Géné., Chap. I, 2e éd. §9, n°6, prop.8, 2°)).
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Raisonnons, en effet, par 1'absurde, S'il existe des E_ mon

vides pour n arbitrairement grand, aucun E_ n'est vide (car En = §
n

entraine E__ . = @ vu l'existence de £ : E . —= E )}, Appelons
n+1 n n+1 n
"cohérentes'" les suites finies (x.). . telles que f (x_ _) = x._
j 1=jsn . L ]
pour j =1 ,..,., n -1 , DPEmontrons, par récurrence sur n , l'existence

d'une suite cohérente (al Sraiaiy an) (ai £ EiJ qui, pour tout @ = n ,

peut tre prolongée en une suite cohérente {al pecey @ 4 saeny XK

n *a+1 q

de longueur q . C'est €vident pour m = 0 , car aucun Eq n'est vide,

i 3 -
Passons de n 3 n 4+ 1 , 5i, pour tout x € £ ({an]} CE__, s toutes

-+

des suites cohérentes prolongeant (a, ,..., a_ , x) avaient des longueu:
P 1 n

born€es par un entier q{x), alors toutes les suites cohérentes

prolongeant (al S an) seraient de longueurs bornées (par sup_ q(x))

est fini ; il existe donc a € f;lf[an]) tel que la suite

car E
n n+l

+1

cohérente (a a an+1} admette des prolongements de longueur

1 *emes
arbitraire, Ceci étant on a une suite infinie (an}nzl qui contredit
1'hypothése,

Il résulte du lemme 3 que si A est un ensemble artinien de

type fini, alors l'ensemble ordonné G(A) de ses chatnes est fini : on

prend, en effet, pour En 1'ensemble des chatnes (x

*®
n n-1

€ vua i Xy €
an + 1 termes (qui est fini car les composants de A d'ordre < n + 1
sont en nombre fini et sont tous finis), et pour fn 1'application

(x € x_ £ x e /= (x € x € ...). Or 1'ensemble des classe:

n+l n n+1 n n-1

[
—
I
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d'isomorphisme d'ensembles ordonnés finis est dénombrable : en effet,

1a donnée d'une structure d'ordre sur une partie finie de N équivaut

a celle de son graphe, qui est une partie finie de Jﬁixjhj; d'autre

part l'ensemble des parties finies d'un ensemble dénombrable est
dénombrable (chap. ITI). Il résulte de (%) et du lemme 1, que 1l'ensemble
G des ensembles artiniens de type fimi est dénombrable, Il est infini
par le lemme 2 (ou, plus simplement, par usage de la suite (zn)n

=0

définie au moyen de z, = e, Z41 = [zn]). Ceci termine la démonstration de b),

Remarque, On vient de démontrer que, si A est un ensemble artinien
de type fini, il n'a qu'un nombre fini de composants., Il existe donc un

entier n tel que A soit de type n .

Passons & la démonstration de c),. Secient € un cardinal
infini, U un univers admettant un élément de cardinal € , et A un
ensemble artinien de type ¢ . Alors l'ensemble ordonné G(A) a un
cardinal = ¢ (formule (2) ci-dessus). La seconde assertion du lemme )
appliquée 3 G(A) , montre que 1'application (xo 3o sas xnlﬂﬂ~—b x de G(A)
prend ses valeurs dans U . Autrement dit tous les composants de A sont
éléments de U . Ceci démontre c), La démonstration de c') est analogue :
si A est un ensemble artinien de type fini, on vient de voir que G(A)

est fini ; comme U est non-vide, il contient un élément équipotent a G(A)

par le cor. & 1la prop. 7 (n° 1), C.Q.F.D.
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7. Remarques métamathématiques wvaseuses

a) L'axiome "tout ensemble est artinien" est inoffensif. En effet, si on =

un modéle M de la Théorie des Ensembles, 1l'ensemble M' desélé&ments
artiniens de M est aussi un mod2le (cf, prop, 11).

b) L'axiome (A.6) des univers (et 1'axiome équivalent (A'.6) des cardinaux
fortement inaccessibles) est indépendant du reste de la Théorie des
Ensembles. En effet soit ¢ le premier cardinal fortement inaccessible

non dénombrable, L'univers UC des ensembles artiniens de type strict €

(th, 2, b)) est un mod2le de la Théorie des Ensembles sans (A.6) :

on appelle "ensembles" les éléments de Uc y la "relation d'appartenance"

est la restriction & U, de l'ordinaire, etc, Les "univers" du mod2le sont

donc las univers ordinaires qui sont &léments de UC . Or on a vu que les

seuls univers qui sont €léments de Uc sont les deux pequefios Uo =@
et U, . Ainsi U; est un "ensemble" qui n'est élément d'aucun "univers".
On a donc un modéle de la Théorie des Ensembles on (A.6) est faux.

c) Bourbaki a été trop prudent en se contentant de "présumer" que

1'axiome de 1l'infini (A.5) est indépendant des axiomes et schémas

précédents, Il l'est effectivement, car 1l'univers dénombrable U. des

1
ensembles artiniens de type fini est un mod2le o (A.5) est faux, et o
les axiomes et schémas précédents sont vrais.

d) I1 serait trés intéressant de démontrer que 1'axiome (A.6) des univers

est inoffensif. Ca paraft difficile ¢t c'est méme indémontrable, dit

Paul Cohen.
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L'adjectif "vaseuses" dans le titre veut dire qu'on ne
s'est pas donné la peine, en construisant des modéles, de canuler
le symbole T de sorte qu'il n'en fasse pPas sortir. La clef de ¢a, si

on considére un mod2le M, est de remplacer le 7%(§(x)) ordinaire par :

T (R(x) et x €y .

Encore faut-il vérifier que ¢a transforme bien les quantificateurs

cn les quantificsteurs autrefois dits "¢ piques™
YT

(Y xeEM et (Ixewm

Exercices
e Sk Y

1) Soit n un entier = 1 . Montrer que l'ensemble des ensembles artiniens

de type n est infini (les ensembles z. =, z, = {81, zq+1 = {zq}

sont de type 1 ).

2) Appelons hauteur d'un ensemble A la borne supérieure (finie ou

infinie) des entiers n tels u'il existe une suite x € x € .os EX =
n=1 o

Montrer que les ensembles de hauteur < n sont finis et forment un ensemble
fini, dont le cardinal P, se calcule au moyen de P, = I , p = 2
(procéder pPar récurrence sur n, en notant que les éléments d'un ensemble

A de hauteur < n sont des ensembles de hauteur = n - 1),

3) Soit G un ensemble ordonné noethérien admettant un plus petit élément

g, et tel que pour tout h £ G, l'ensemble de g < h sont fini et totalement
o

ordonné ,
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a}

Montrer que tout €lément h # Eo de G admet un prédécesseur et un seul,
b) BSoit w» 1'application de G définie dans le lemme 1 (i.,e, w(g) est
l'ensemble des w(g') ot g' parcourt 1'ensemble des successeurs de g) .
On pose A = m(go) . Montrer que A est un ensemble artinien. Pour

g € G , soit By 8 < ... <8, =8 lasuite des €léments < g ; posons
£(g) = (m(go),w(gl),...,m(gn)J ; montrer que f est une application croiss:
et surjective de G sur l'ensemble ordonné G(A) du texte, Montrer que,

si f est injective, c'est un isomorphisme de G sur G(A).

¢) Pour g € G, soit Mg 1l'ensemble des majorants de g . On suppose que,
pour tout couple d'élémentsdistincts g , g' ayant meme prédécesseur P;

les ensembles ordonnés Mé et Mg' sont non isomorphes. Montrer que
1'application f de b) est alors un isomorphisme de G sur G(a).

[si £(g) = £(g') avec g # g' et si 8, <8 <...<g, =g et

gé d—gi L e £ g;. = g' sont 1a suite des éléments < g et celles des
éléments < g', montrer que n = n', et qu'on peut supposer que g et g' ont
le m2me prédécesseur p ; considérer alors l'ensemble des p € G tels qu'il
existe deux successeurs distincts g, g' de p tels que f(g) = £(g'), un
€lément maximal q de cet ensemble, et deux successeurs distinects h P
de q tels que f(h) = £f(h') ; noter que les restrictions de f 3 M et a
M, sont injectives, donc (par b))} sont des isomorphismes de M sur

Glen(h)) et de M, sur G(x(h')) ; déduire de 1'hypoth®se de non-isomorphis

de M, et M, qu'on a g(h) # o(h'), ce qui contredit £(h) = £(h') 1.
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N.B. L'exercice 3) donne des renseignements tr2s précis sur la manidre
dont sont "fabriqués" les ensembles artiniens, On savait déja qu'un

tel ensemble A est déterminé par la classe d'isomorphisme de 1'ensemblae
ordonné G(A) (lemme 1), On sait maintenant caractériser les ensembles

ordonnés G isomorphes 2 des G(A) :

@) G est noethérien et admet un plus petit élément ;
g) Pour tout g £ G , l'ensemble des h £ g est totalement ordonné

et fini{d'ol l'existence et l'unicité du prédécesseur de g) ;

y) Si g , g' sont des &€léments distincts ayant méme prédécesseur,
1'ensemble Hg des majorants de g et celui Mg' des majorants de g ne sont

pas isomorphes,

4) Soit Kﬁn)nzo

la suite des ordinaux finis, définie par AO =0
= ' & o .

An+1 An 8] {An] . Montrer que 1l'ensemble ordonné G{An) a 2 &léments,
et que le nombre de ses éléments de hauteur q (au sens de 1'exerc., 2))

T
est {q) i

BIELIOGRATHIE

B S B, MITCHELL, Theory of categories, Academie Press (1965),
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EXPOSE II

TOPOLOGIES ET F&ISCEAQ{

par J.L. Verdier

Apreés la définition des topclogies et prétopolegies (n" 1)
et des faisceaux d'ensembles (n" 2), on aborde dans le n® 3 le théordme
central de cet exposé (3,4) : l'existence du faisceau associé 2 un
préfaisceau. Afin de couvrir tous les cas rencontrés dans la pratique,
l'existence de ce foncteur est démontrée pour les préfaisceaux sur un
U-site (3,0.2), Les n® 4 et n® 5 tirent les conséquences de ce théoréme
sur le comportement des limites inductives et projectives dans les
catégories de faisceaux. Au n® 6 on définit et étudie les faisceaux
2 valeurs dans des catégories quelconques, pour porter tout de suite
l'attention sur les faisceaux d'anneaux, de groupes, de modules etc

1. Topologies, Familles couvrantes, prétopologies

Définition 1.1. Une topologie sur une catéporie C est la donnée. pour

tout objet X de C,d'un ensemble J(X) de cribles de X, cette donnée

étant soumise aux axiomes suivants :

T 1) (Stabilité par changement de base). Pour tout objet X de C, tout

crible R € J(X), tout morphisme £ : Y —> X (Y € ob (C)), le crible Rx, ¥
de Y appartient a J(Y).

T 2) (Caract2re local). Si R et R' sont deux cribles de X, si R € J(X),

et si pour tout Y £ ob (C) et tout morphisme Y —> R le crible R'xxY
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appartient & J(Y), alors R' appartient & J(X).

-1

T 3) Pour tout objet X de C, X appartient & J(X).

1.1.1. Les cribles appartenant & J(X) seront appelés les cribles couvra

X, ou encore les raffinements de X. Des axiomes (T1), (T2), (T3), on

déduit immédiatement que 1'ensemble des cribles couvrant X est stable
par intersectiors finies, et que tout crible contenant un crible couvrant
est un crible couvrant, L'ensemble J(X), ordonné par inclusion, est

done cofiltrant (I 8 ).

1.1.2, ©Soient C une catégorie, T et T' deux topologies sur C, La topo-

logie T est dite plus fine que la topologie T' si pour tout objet X de C

tout raffinement de X pour la topologie T' est un raffinement de X pour
la topologie T. On définit, de cette fagonm, une structure d'ordre sur

l'ensemble des topologies,

1.1.3. Soit (Ti)iEI une famille de topologies sur C. Les ensembles,
pour tout objet X de C, des cribles de X qui sont couvrants pour toutes

les topologies T,, vérifient les axiomes (T 1), (T 2) et (T 3) et

définissent donc une topologie : la topologie intersection des Ti’ i,e,
la borne inférieure des Ti' C'est la plus fine des topologies gqui soit

moins fine que toutes les topologies T.. La famille (Ti}iEI admet par

i

suite une borne supérieure : la topologie intersection des topologies

plus fines que chacune des Ii'
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1,1.4., En particulier la donnée J(X) = 1l'ensemble de tous les cribles de
X, est une topologie plus fine que toute topologie sur C, que nous

zppellerons topologie discréte,

Il existe une topologie moins fine que toute topologie sur C ;
1z topologie pour laquelle J{(X) = {X} pour tout X de C. Cette topologie

est appelée la topologie grossi&re ou chaotique.

1.1.5. Une catégorie C munie d'une topologie est appelée un site. La

catégorie C est appelée la catfgorie sous-jacente :u site,

Définition 1.2, Soient C un site, X un objet de C. Une famille de mor-

phismes (fc - xﬂ_-;-x), . € A, est dite couvrante i le crible engendré

par la famille %a (I 4.3.3) est un crible couvrant X,

1.1.6. Soit C une catégorie, Donnons-nous pour chaque objet X de C,
un ensemble de familles de morphismes de but X, Il existe alors une
topologie T qui est la moins fine des topologies pour lesquelles les
familles données soient couvrantes, 2 savoir 1l'intersection (1.1.3)
dz toutes les topologies en question, On appelle cette topologie la

topologie engendrée par les ensembles de familles de morphismes donnén

Il est malaisé de décrire, en général, tous les cribtles couvrants de
cette topologie, Cependant la situation est plus agréable dans le

cas sulivant :

Définition 1.3. Soit C une catégorie. Une prétopologie sur C est la

donnée, pour chaque objet X de C, d'un ensemble Cov(X) de familles de

morphismes de but X, cette donnée é&tant soumise a2ux axiomes suivants :

(5]
(55
-
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PT O) Pour tout objet X de C, les morphismes des familles ce morphismes

de Cov(X) sont quarrables. (Rappelons gu'un morphisme Y —> X est dit

quarrable si pour tout morphisme £ —> X le produit fibré Z xxY est

représentable),
PT 1) Pour tout objet X de T, toute famille (X, —> X) . , appartenant

& Cov(X), et tout morphisme Y —> X (Y € ob (C)), la famille :

16:38 X ¥ —> Y)a €A appartient 3 Cov(Y). (Stabilité par changement de base)

PT 2) 8% (X, —> X)y ¢ ,

o X appartient a Fami
€ A,(uaa-—4>-xu)ﬁa €8 PP a Cov(xa), 2lors la Famille

appartient 3 Cov(X) et si pour chagque

e tt 4 p = 3 p
Yy et Ba{ou our tout Y (u,ﬁa}, @ €A B € B, le morphisme

KV —=> % est le morphisme composé : KY = XE — Xa — ¥) appartient
i ) a

-

2 Cov(X)., (Stabilité par compositiom),

-
PT 3) La famille ; X ————> X appartient 3 Cov(X).
1.3.1. La définition de 1.1.6 nous permet de considérer, pour une
prétopologie donnée sur C, la topologie sur C engendrée paxy cette pré-
tepologie. Notons que si C est une catégorie ol les produits fibrés sont
représentables, alors toute topologie T de C peut &tire difinie par une
prétopologie, savoir celle pour laquelle Cov(X) est formé de toutes les

familles couvrant X pour la topologie T.

Proposition 1.4, Soient C une catégorie, E une prétopologie sur C, T

la topologie définie par la prétopologie E (1.1.6), X un objet de C.

Désignons par JE(K) 1l'ensemble des cribles de X engendrés par les familles

de la prétopologie, et par JT(X) 1'ensemble des raffinements de X pour
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la topologie T. Alors JEix) est cofinal dans JT(X). En d'autres termes,

pour qu'un crible R de X appartienne 2 JT{X}, il faui et il suffit qu'il

existe un crible R' € JE(X) tel que R'CR,

Preuve, Soit, pour tout objet X de C, J'(X) 1l'ensemble des cribles de

X qui contienment un crible de JE(K). On a évidemment J'(X) C JT(KJ_
Pour montrer que J'(X) = JT(X), il suffit de montrer que la donnée des
J'(X) définit une topologie sur C. Or les J'(X) vérifient évidemment
les axiomes (T 1) et (T 3). Il reste donc & vérifier (T 2). Pour cela

il suffit de démontrer que si R' est un sous-crible de R € JE(K) tel

que pour tout ¥ —> R, le crible R'XKY de Y appartienne a J'(X),

le crible R' appartient & J'(X). Or le crible R est engendré par une
famille (X, —> X) appartenant 2 Cov(X), et pour tout & le crible

a'xﬁxﬁ contient un crible engendré par une famille (X, —> Ku) appar-

L

tenant 2 Cov(X_ ). On en dé&duit que le crible R' contient un crible en-
o

gendré par la famille (X, — X). Donc,d'aprés 1'axiome (PT 2), R'

a
contient un crible de JECX) et par suite appartient a J'(X), cgfd,

2, Faisceaux d'ensembles

Défimition 2.1, Soit C un site dont la catégorie sous-jacente est une

U~catégorie, Un préfaisceau F & valeurs dans U-Ens est dit séparé (resp.

est un faisceau) si pour tout crible R couvrant X, objet de C, 1'application

Hom, (X,F) ——> HomCA(R, F)

est une injection (resp. une bijection). La sous—-catégorie pleine de C~
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dont les objets sont les faisceaux est appelée la catégories des faisceaux

d'ensembles sur C, et est notde le plus souvent C (1}, Lorsqu’aucune ambi-

gutté n'en résultera, nous dirons simplement catégorie des faisceaux

sur C; en revanche nous préciserons quelquefois en disant catégorie des

faisceaux & valeur dans U-Ens ou encore catégorie des U-faisceaux,

Proposition 2.2. Soient C une U-catéporie, j = (FiJiEI une famille

de U-préfaisceaux sur C. Désignons, pour chaque objet X de C, par J F{K)

l'ensemble des cribles R —> X tels que pour tout morphisme ¥ —> X

de C de but X, le crible R X ¥ posséde la propriété suivante : 1l'application

Hom,..h(‘f,}"i) —> Hom_..(R X

KY,Fi)

est bijective (resp. injective) poeur tout i € I, Alors les ensembles

J"j'(){} définissent une topologie sur C, qui est la plus fine des topo-

logies pour lagquelle chacun des F:L soit un faisceau {(resp. un préfaisceau

séparé),
Preuve. Les JZ;(XJ vérifient évidemment des axiomes (T 1) et (T 3). Il
reste a montrer qu'ils vérifient (T 2). Pour cela il suffit de montrer que :
1) 81 R' ©“> R“—> X sont deux cribles de X, tels que R £ J&A(X) et
tels que pour tout Y —> R (olt Y est un objet de C) le crible R'XXY
appartienne a J(‘;(Y), alors le crible R' appartient 2 J,j(x}.
2) 8i R' &= R“— X sont deux cribles de X tels que R' € J,:_;‘(XJ, alors
le ecrible R appartient 2 .I,L-; (x).

Notons que, dans le cas 2), pour tout Y —> R (ot Y est un
objet de C) le crible R'Xx‘f appartient 2 in(Y). Or, dans les cas 1)

et 2), R est limite inductive des Y, objets de C, au-dessus de R (I 3.4).

1
(") ou €7, suivant 1'humeur de la machine 2 é&crire,
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Les limites inductives dans C~ sont universelles (I 3,3), Par suite dans
les cas 1) et 2), R' est limite inductive des R'XXY. Or, dans les
cas 1) er (2), R'XXY appartient 2 JfF(Y)‘ On en déduit, en passant

# la limite inductive sur les objets Y de C au-dessus de R, que 1'application
— '
H"mc-{R’Fi) Homc..(R ,Fi}

est une bijection (resp, une injection) pour tout i € I. Par suite les

c.]_")l_‘)l ications
(8] F — ' F F —
Hi mC,(X, E) HONCA(R s L. ) et HDII'].C,.. (K., i ) Homc__(R,F‘ }

sont, dans les cas 1) et 2), des bijections (resp. des injections).
De plus, les hypotheses 1) et 2) sont visiblement stables par chan-
gement de base quelconque ¥ —> X (Y objet de C)., On en déduit alors

que pour tout objet Y de C au-dessus de X et tout i € I, les applications

HU“‘C*(Y’F:'.) —> Hom__(R x Y,Fi)

c T x
Hom_..(¥Y,F.) ——> Hom__(R' X Y,F.)
(& i G X i

.

sont dans les deux cas des bijections (resp. des injections) ; ce qui

montre que R' et R appartiennent & Jrﬁ(x), cqfd,
‘w

Corollaire 2.3. Soient C une U-catégorie, et pour tout X de C un ensemble

K{X) de cribles de X. On suppose que les K(X) vérifient 1'axiome (T 1)

L

(]

(1,1). Pour gu'un préfaisceau F soit un faisceau (resp. un préfaisceau

sZparé) pour la topologie engendrée (1.1.6) par les K(X), il faut et il

suffit que pour tout objet X de € et tout crible R € R(X), 1'application

Homc,.(x,l"} —_— Homc, (R,F)

soit une bijection (resp. une injection),

I
Tk
L
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Lorollaire 2.4, En _particulier,soit C une U-catégorie munie d'une pré-

tonologie. Pour qu'un préfaisceau F soit un faisceau (resp. un préfaisceau

séparé), il faut et il suffit que pour tout objet X de C et pour toute

famille (Ka —> X) appartenant & Cov(X), le diagramme d'ensembles

BGR) = T T g gyresm=g 1 bR, % Xg)
agaA (a,pde aAxa 3

soit exact (resp. 1l'application

F(X) ——= T T F(X_ )
Q€A bz

soit injective).

Preuve, On applique 2.3, puis (I 3,5) et (I 2.12),

On retrouve avec le corollaire 2.4 la définition donnée dans [ 41 3.

Définition 2.5. Soit C wune U-catégorie. On appelle tcpologie canonique

de € 1la topologie la plus fine pour laquelle les foncteurs représentables

soient des faisceaux (2.2). Un crible couvrant X pour la topologie cano-

nique sera appelé crible Epimorphique strict universel. Une famille cou-

vrante pour la topologie canonique sera appelée famille Epimorphique stricte

universelle. Lorsque de plus les morphismes de la famille couvrante sont

gquarrables, la famille sera dite é&pimorphique effective universelle [2}.

Remarque 2.5.1. Four presque tous les sites qu'on a eu & utiliser jusqu'i
présent, la topologie est moins fine que la topologie cancnique, en d'au-
tres termes, les foncteurs repré@sentables sur C sont des faisceaux, i.e.

les familles couvrantes de C sont épimorphiques strictes universelles.

]
L]
=23
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La seule exception 2 cette régle est le site E étudié au n® 5 (dont la
topologie est plus fine,et le plus souvent strictement plus fine, que

la topologie canonique).

Proposition 2.6, Pour qu'un crible R “~> X soit épimorphigque strict

universel, il faut et il suffit que pour tout objet ¥ — X de C au-

dessus de X, et pour tout objet Z de C, 1'application :

Hom (Y,2) —> _ lim Hom _(.,Z)
e c
/(Y xxR)

soit une bijection.

Preuve, Immédiat en appliquant 2,2 puis (I 5,3).

Remarques?.7. 1) La proposition 2.6 donne une caractérisation des cribles
épimorphiques stricts universels d'une catégorie C, indépendante de 1'uni-
vers dans lequel les préfaisceaux prennent leurs valeurs, & la seule con-
dition que les ensembles de morphismes Hom(X,Y) de C appartiennent &

cet univers, Elle permet ainsi de définir la topolegies canonique pour
toute catégorie C, sans qu'il soit pour cela nécessaire de préciser les
univers,

2) Soient € un site dont la catégorie sous-jacente soit une U-catégorie,
F un U-préfaisceau et V un univers contemant U. La catégorie sous-jacente
a2 C est une V-catégorie, et F peut &tre considérd comme un V-préfaisceau,
Le U-préfaisceau F est un faisceau (resp. un préfaisceau séparé) si et

seulement si le V-préfaisceau F est un faisceau (resp, un préfaisceau

w

éparé). En d'autres termes, la condition pour un préfaisceau F d'8tre

un fasisceau (resp. un préfaisceau séparé) ne dépend pas (au sens qu'en

L]
la
I
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vient de préciser) de 1l'univers dans lequel le préfaisceau F prend ses

valeurs, En particulier soient C un site et F un U-préfaisceau ; on dit

que F est un faisceau (resp. un préfaisceau séparé) s'il existe un uni-
vers V contenant U tel que la catégorie C soit une V-catégorie et tel
gue F soit un V-faisceau (resp. un V-préfaisceau séparé), Cette propriété

ne dépend pas dépend pas e 1'univers V.

3. Faisceau associé€ & un préfaisceau

Définition 3.0.1. Soit C un site, On appelle famille topologiquement

génératrice (ol lorsqu'aucune confusion n'en résulte, famille génératrice)

de C, un ensemble G d'objets de C tel gque tout objet de C soit but d'une

famille couvrante de morphismes de C (1.2) dont les sources sont des

&éléments de G,

Définition 3.0.2. Soit U un univers. On appelle U-site un site C dont

la catéporie sous-jacente est une U-catéporie (I 1.1), qui possdde une

petite famille topologiquement génératrice. Soit C une U-catégorie; on

appelle U-topologie sur C une topeclogie sur C faisant de C un U-site.

On dit qu'un site C est U-petit, ou par abus de langage, petit, si le

catégorie sous-jacente 3 C est petite (I 1.0).

3.0.3. Il résulte immédiatement des définitions que toute topologie
plus fine qu'une U-topologie est une U-topologie, et qu'un petit site

est un U-site,
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Proposition 3.0.4. Soient C un U-site, G une petite famille topologi-

-

gquement pgénératrice de C. Pour tout X € ob C, dé'signons par JG(X) 1'en-

semble des cribles couvrant X engendrés par une famille de morphismes

u
(YQL-}}L}, a€ A, ob Y € G,

1) L'ensemble J.(X) est petit.

2) L'ensemble .IG(.!() est cofinal dens 1'ensemble J(X) de tous les cribles

couvrant X, ordonné par inclusion.

3) Pour tout R € JG(K}, il existe une petite famille épimorphique (I 10.2)

(u,: Y —>=R), GE A, avec Y € G.

Preuve, 1) Posons A(X) = JEJ”_Ham{Y,X). L'ensemble A(X) est petit (I 0)
et card(J (X)) < goard{A(X)) oo suite J,(X) est petit,

2) Soit R € J(X). Posons A(R) = &?I@IE Hom(Y,R) et soit R' le crible de X
engendré par la famille (Y ——> R &—> X), u€A(R). On a R'CR et il suffit
de montrer que R' est couvrant. D'aprés 1l'axiome (T2) de 1.1 , il suffit
de montrer que pour tout morphisme Z — R, Zfob , le crible R'J\'.XZ de Z
est couvrant. Or le crible RTKKZ contient le crible engendré par la famille
de tous les morphismes Y — Z avec YEG, famille qui est, par hypothise,
couvrante, Le crible R'KXZ de Z est donc couvrant { axiome T2 de 1.1).

3) Soit REJG(X). La famille (Y —> R), u€a(R) = ﬁ Hom(¥,R) est, par

hypothése, épimorphique. Or, pour tout Y€ob C, Hom(Y,R) est contenu dans

Hom(¥,X) qui est petit. Par suite A(R) est petict,

3.0.5. Scient C un U-site, V un univers tel que C € V et UC V, G une
U-petite famille topologiquement génératrice de C. La catéporie C~ des

préfaisceaux de U-ensembles sur C est une V-catégorie (I 1.1.1). Soit
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X un objet de C. L'ensemtle J(X) des eribles couvrant X est V-petit et,
ordonné par inclusion, il est cofiltrant (1.1.1). Pour tout U-préfaisceau
F, la limite inductive 1lim HomCA(R,F) est donc représentable par un
élément de V (I 2.4.1). ge plus, il résulte de (3.0.4 3)) que, pour tout

R E JG(X),HcmC-(R,F) est U-petit, et comme JG(X) est un U-petit ensemble cofina
dans J(X) (loc. cit.), il résulte de (I 2.4.2) que 1i HomCA(R.F) est U-petict,
Cholsissons alors, pour tout F et pour tout X, un éi]é(:;zz.'nt de U qui représente
cette limite inductive et posons

LF(X) =1lim_ Hemc_{ -
J(X

Soit g : Y —> X un morphisme de €. Le foncteur changement de base

g¥ : J(X) —> J(Y) définit une application :

LF(g) : LF(X) —= LF(Y)

gui fait de X —> LF(X) un préfaisceau sur C,

Le morphisme id, : X —> X étant un élément de J(X) on a,

pour tout objet X de C, une application

LIFX(x) : F{X) — LF(X),

définissant visiblement un morphisme de foncteurs :

L(F) : F ——> LF i
I1 est clair de plus que F > LF est un foncteur en F et que les mor-
phismes L(F) définissent un morphisme

£ : 1d ——= 1, %
Enfin seit R“> X un raffinement de X. La dé&finition de LF(X) et (I 1.4)

nous fournissent une application :

2, ¢ Homc-(n,F) —> Hom.(X,LF),
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et pour tout morphisme de C , Y —B 5 X, la définition du foncteur LF

nous montre que le diagramme ci-apr2s, est commutatif :

ZR : Homc,‘(R,F) _— Hcmc.b(}{,LF}
! !
ZRKXY: HochCR KXY,F) = Homc..{'!',L‘r")

(les fléches verticales sont les fléches évidentes).

Copions alors [27.

Lemme 3.1.

1) Pour tout raffinement iR : R&“~—> X et tout u : R —> F, le diagramme :

L (F)

LF

(¥ #) u zp(v)

——

est commutatif.

2) Pour tout morphisme v : X —> LF, il existe un raffinement R de X et

un morphisme u : R —> F tel que Z (u) = v.

3) Soient Y un objet de € et u,v : Y ——=.F deux morphismes tels que

L(F)eu=L(F)av, Alors le noyau du couple (u,v) est un raffinement de Y.

4) Soient R et R' deux raffinements de X, u + R—> F et u' : R' — F
deux morphismes. Pour gque ?'R(u) = ?_R,(u'), il faut et il suffit que u

et u' cofncident sur un raffinement R" <> R XXR'

Przuve. La seule assertion non triviale est l'assertiom 1). Il faut

montrer gue ZR{u)DiR = £(F}su. Pour cela il suffit de montrer (1 3.4)

que les composés de ces morphismes avec tout morphisme Y e R (Y objet
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de C) sont égaux. Or, cousidérons f = iRag et le produit fibré R xin
£

» (F) = LF

uT T 2 (w)
R © - > X
I z !
. £

g .8

R XY > Y .
X s

Dans ce diagrarme ci-dessus, i' est un monomorphisme qui admet
une section, Par suite (1,3.3) i' est un isomorphisme, Or par défimition

du morphisme L(F), le morphisme 2

" rx Y(ung'} est égal 3 L{F)ouog .
X

D'autre part la commutativité du diagramme (¥) nous fournit 1'égalité

Zg xXt_{(uog') = Zplu)sf,et par suite on a bien 1'€galité L(F)oueg = Zp(u)oigeg,

Proposition 3.2,

1) Le foncteur L est exact & gauche (T 2.3.2).

2) Pour tout préfaisceau F, LF est un préfaisceau séparé .

3) Le préfaisceau F est séparé si et seulement si le morphisme

4(F) : F —> LF est un monomorphisme. Le préfaisceau LF est alors

un faisceau,

4) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) 4L(F) : F —> LF est un isomorphisme.

ii) F est un fajisceau,

Preuve
1) Il suffit de montrer (I 3.1) que pour tout objet X de C, le foncteur

Fr—> LF(X) commute aux limites projectives finies. Or par définition de

-
L
2
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II

la limite projective,le foncteur

F —> HomCA(R,F) R X € ob(J(X))
commute aux limites projectives, et la limite inductive I%m commute
aux limites projectives finies car J(X) est un ensemble cgfjitltrant (x 2.7).
2)soientX un objet de C et £,g : X —3 LF deux morphismes qui cofnei-
dent sur un raffinement R%“—> ¥ de X, En vertu de 3.1 2), il existe
un crible couvrant R' < X, qu’on peut toujours supposer contenu dans
R,et deux morphismesu,v : R' —3 F tels que ZR,(u) = f et ER,(V) = g.
En vertu de 3.1 1) on a aloxs £(F)eu = L(F)ev, Par suite (3.1 4)u et w
cofcident sur un raffinement R" > R', Soit w la restriction de u a R",
on a ZR"{w) = ZR,(u) = ZR,(V) et par suite f = g, Le préfaisceau LF
est donc séparé.
3) Si F est séparé, le morphisme L(F) est un monomorphisme car une limite
inductive filtrante de monomorphismes est un monomorphisme. Si #£(F) est un
monomorphisme, le préfaisceau F est un sous—préfaisceau d'un préfaisceau
séparé, donc il est sépard, Montrons que LF est alors un faisceau. Soient
i : R~ X un crible couvrant un objet X de C,et v : R —> LF un mor-

phisme. Il nous suffit de montrer que u se factorise par X, Posons

LT : = -
R F X pR et v ZR,(ptl}.
¥ L(F) - ¥
f T
Prl prz u "
RI — R = x
P1 T - Tm
RII l2 Y
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Pour moutrer que u = voi, il suffit de montrer (I 3.4) que pour tout
morphisme m : ¥ — R (Y cobjet de C), v.iem = uom. Posons R" =Y xRR'
et soient Py et p, les projections, La projection R" LEE&-Y est un
monomorphisme et fait de R" un crible couvrant Y (3.1.2)). On a
Veloepr, 2'5(F)opr1 (3.1 1)), et par suite veiepr, = uepr, . On en
déduit voiaprzepl = uepr,epy i.g, Voiomnpz = Uomop, . Comme le préfaisceau

LF est séparé, on a veiem = uem, =gfd.

4) Clair,

Remarque 3.3, Scoit J'(X) un sous-ensemble cofinal de J(X). On a

LF(X) = lim Homc.(. ,F) !
J
En particulier, si la topologie de C est définie par une pré-
topologie X = Cov(X) (1.1.3), le foncteur L peut se décrire a 1'aide

des familles couvrantes de Cov{X) (I 2,12 et I 3.5). En explicitant

les formules on retrouve la construction de [

Théordme 3.4, Soit C un U-site. Le foncteur d'inclusion i : C~ &= ¢~

des faisceaux dans les préfaisceaux admet un adjoint & gauche a, exact

4 gauche {I 2.3.2) :

s

— <
el = T

Le foncteur i“i est <canoniquement isomprphe au foncteur LeL (cf

Pour tout préfaisceau F le morphisme d'adjonction F —> i.a (F) se déduit

par 1'isomorphisme précédent du morphisme L(LF)L(F) : F —=> L.L(F).
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Pour montrer que u = voi, il suffit de montrer (I 3.4) que pour tout
morphisme m : ¥ — R (Y objet de C), voiem = uom, Posons R" =Y xRR’

s
et socient p, et les projections, La projection R “—> Y est un

¥2
monomorphisme et fait de R" un crible couvrant ¥ (3.1.2)). On a

Velopr, = i(?)nprl (3.1 1)), et par suite veiepr, = uepr, . On en
déduit Voieprzﬂpl = Ucpr,op; i.e, Vuiamop2 = UoMep, - Comme le préfaisceau

LF est séparé, on a veiem == uem, =gqfd,

&) clair,

Remarque 3.3. Seoit J'(X) un sous-ensemble cofinal de J(X). On a

LF(X)

lim Hom_.(. ,F) .

o
J'tﬁ)

En particulier, si la topologie de C est définie par une pré-
topologie X —= Cow(X) (1.1.3), le foncteur L peut se décrire & l'aide

des familles couvrantes de Cov(X) (I 2,12 et I 3.5). En explicitant

les formules on retrouve la construction de [

Théordme 3.4. Soit C un U-site. Le foncteur d'inelusion i : ¢~ &= C°

des faisceaux dans les préfaisceaux admet un adjoint & gauche a, exact

3 gauche (I 2.3.2) :

a

(A
y

c

c= .
i

Le foncteur isa est canoniquement isomorphe au foncteur LeL (cf. 3.605

Pour tout préfaisceau F le morphisme d'adjonction F —> i.a (F) se déduit

par 1'isomorphisme précédent du morphisme L(LF)A(F) : F — L.L(F).
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Définition 3.5. Le faisceau aF est appelé le faisceau associé au pré-

faisceau F,

Le théoréme 3.4 résulte immédiatement de la proposition 3,2,

Proposition 3.6. Soient C un U-site et VO U un univers., Notons Cp et Cy

(xesp. Cj 2t C/) les catégories de U-préfaisceaux et de U-faisceaux
(resp. de V-préfaisceaux et de V-faisceaux) 55‘52 T o —> CE

{resp. a, ¢ GG —4>t:;} les foncteurs "faisceaux sssociés" correspon-

dants. Le diagranmme

ay

- ~

Cl'} Cg
EE '1
CV > C! 3

ou les foncteurs verticaux sont les inclusions canoniques, est commutatif

34 isomorphisme canonique prés,

Freuve. Résulte de la counsiruction des foncteurs &y et ay (3.4 et 3.0.5).

4. Propriétés d'exactitude de la catégorie des faisceaux
P

Les propri&t&s d'exactitude de la cat8gorie des faisceaux se da-
duisent des propriétés d'exactitude de la catégorie des préfaisceaux via
le théor&me 3.4. Le présent numéro explicite cette philosophie sur des
énoncés-types parmi les plus utiles.

- - ) % * - o~ - - - - o
Théoréme 4.1. Scient C un U-site, C la categorie des faisceaux, a : C° —=

~ " - - - Lo - —- - 3
le foncteur faisceau assocle, 1 : C —= le foncteur d'inclusion.

1) Le foncteur & commute aux limites inductives et 2sSt exact.
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2) Les U-limites inductives dans C sont représentables, Pour toute petite

catégorie I et pour tout foncteur E : I —> C, le morphisme canonique

lim E ——— a(lim i.E)
e =

est un isomorphisme.

3) Les U-limites projectives dans T sont représentables, Pour tout objet

X de C,le foncteur sur C : F —> F(X) commute aux limites projectives,

o~

i.e, le foncteur d'inclusion i : C —> C commute aux limites projectiwves,

Freuve, Ces propriétés résultent essentiellement du théorgme 3.4 et
de (¥ 2.11).

Ainsi, dans la catégorie des faisceaux, les produits indexés par
un €lément de U, produits f£ibrés, sommes indexées par un £lément de U,

sommes amalgamées, noyaux, conoyauX, images, coimages sont représentables,

Corollaire 4.1.1. soient C un U-site et F un faisceau d'ensembles sur C.

L‘'homomorphisme canonigue

¥
&

est un isomorphisme.

Preuve, Résulte de (I 3.4) et du fait que a commute aux limites inductives,.

Proposition 4.2, Tout morphisme de E, qui est 2 la fpis un épimorphisme

et un monomorphisme, est un isomorphisme.

Preuve., Soit u : G —> H un morphisme de C qui est un épimorphisme et un

monomorphisme, Remarquons tout d'abord que le morphiiisme u est un monomorphisme
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de préfaisceaux (4,1 1)), Construisons la somme amalgamée HJJGH =K
et les deux morphismes canoniques il 5 12 : H —32 K dauns la catégorie
des préfaisceaux, Comme u est un monomorphisme de préfaisceaux,on vérifie

immédiatement que le diagramme ci-apr2s est cartésien et cocartésien (I 10.1)

H
K

En appliquent le foncteur "faisceau associé', on obtient donc un diagramme

u

l

(

[
L Ee—n0
[

cartésien et cocartésien de la catégorie des faisceaux (4.1 1)) :

(%) v

ai W

1

o —n
o
e
a

Comme u est un épimorphisme de faisceaux, le morphisme 311 est un iso-
morphisme et comme le diagramme (¥) est cartésien, le morphisme u est

un isomorphisme.

Proposition 4.3.

1) Les limites inductives dans C~ qui sont représentables, sont universelles

¢ 2,50

2) Toute famille épimorphique (I 10.2) de morphismes est &pimorphique

effective universelle (2.6).

3) Toute relation d'équivzlence est effective universelle (I 10.6).

4) Les U-limites inductives filtrantes commutent aux limites projectives

finies (I 2.6).
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Preuve. Les assertions 1) & &4) sont vraies dans la catégorie des ensembles
donc dans la catégorie des préfaisceaux (I 3.1). Les assertions 1) et 4)
résultent alors immédiatement des assertions correspondantes pour les
préfaisceaux et de 4.1. D3montrons 3)., Soit Pys Py ¢ RT_ X une relation

Pl

d'équivalence de C~ , Le diagramme R _.3 X est alors une relation
P2
d'équivalence de préfaisceaux (4.1 1)). Il existe donc un morphisme de

préfaisceaux u ;: X —> Y tel que le diagramme

soit cartésien et cocartésien dans la catégorie des préfaisceaux. En
appliquant le foncteur "faisceau associé", on obtient un diagramme car-
tésien et cocartésien dans la catégorie des faisceaux (4.1 1)). Par
suite R pﬁl,x est une relation d'équivalence effective. Comme toute
relation d?équivalence est effective d'aprés ce qui précéde, toute
relation d'équivalence est effective universelle, Démontrons 2). Soit
{ui 2 Xy —> X),i€I, une famille &pimorphique de C™, D'apréds (II 2.6)
et (I 2,12), il suffit de démontrer les assertions suivantes :

a) Pour tout morphisme de faisceaux v : Y —> X,la famille de morphismes
pr?,i : xiX}(Y —> ¥, i€I, est une famille épimorphique de C™ .,

b) Pour tout faisceau Z le diagramme d'ensembles :

Hom(X,2) —> 17 Hom(X,,2) — 3 T uom(x_xxxk,z)
i€1 - (i,k)EIXI X

est exact.

T
fad
o0
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Soient X' la réunion des images des morphismes u, au sens

des préfaisceaux et j : X' “—=> X 1'injection canonique. Pour tout i€I,
le morphisme u;, : X, —> X se factorise en un morphisme u]_'_ R Xt

et le morphisme j, et la famille u{ é Ki —> X', 1i€I, est une famille

épimorphique de C*, Comme j est un monomorphisme, le morphisme

aj ¢+ aX' —> X est un monomorphisme de faisceaux (4,1), Comme pour
tout i€TI, on a ui = _jgu{ ; A2j est un épimorphisme de faisceaux, Par
suite aj est un isomorphisme (4.2). Scit v : Y —> X un morphisme de

faisceaux. On en déduit par changement de base un morphisme jv 2 x'xXY —-= ¥
1 -

et des morphismes u! : X.XXY —= X'X,Y . Comme a commute aux produits
i,v i X =

fibrés, _ajv est un isomorphisme. Comme les familles épimorphiques de C-
conservent ce caractére par changement de base, la famille ui w?

est €épimorphique dans C~. Comme 2 commute aux limites inductives, la

€T,

. 1 3 ' : : ¥
famille aug ¢ KiYXY — alx XXY), i€I, est &pimorphique dans € d'on a).

£l

Démontrons b). Soit Z un faisceau. Comme aj est un isomorphisme, 1'application
Hom{X,Z) —> Hom(X',Z)

est une bijection. Comme les u{, i€I, forment une famille é&pimorphigque

de C°, le diagramme d'ensemble :

Hom(X',Z) —3> 7 Hom(X.,2Z) —2 T T Hom(X.x_ ,X, ,2)
i€1 . (i,k)EIXT Ux

est exact, Enfin comme X' est un sous-préfaisceau de X, le préfaisceau

Xixxr){k » (i,k) € IX1, est canoniquement isomorphe 2 Xix d'ot bl}.

x5 o
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Remarqueg4.3.1.

1) La proposition 4.3 2) nous fournit formellement une seconde démons-
tration de 4,2 : Il est clair que, dans toute catégorie, un morphisme

qui est 3 la fois un épimorphisme effectif universel et un monomorphisme
est en fait un isomorphisme.

2) On déduit des propositions précédentes que tout morphisme dans la
catégorie des faisceaux se factorise de mani2re unique en un épimorphisme
effectif et un monomorphisme effectif., Cette propriété généralise de
fagon naturelle, pour les catégories non additives, 1'axiome (AB2) des

catégories abéliennes (coim = im) [Tohoku].

4.4.0, Soit C un U-site. Le foncteur h : C —> C~ (I 1.3.1), composé avec le

foncteur faisceau associé,fournit un foncteur

ec:c——-——)c"

2

appelé fongteur canonique de C dans C, qui sera constamment utilisé

par la suite. Le foncteur €, commute aux limites projectives finies,
Lorsque la topologie de € est moins fine que la topologie canonique, €4
est pleinement fidéle, et commute aux limites projectives; il est alors,
d'ailleurs,défini lorsque C ne possdde pas nécessairement de petite
femille topologiquement génératrice.Nousn'Gtudierons pas en détail

le comportement de €c par rapport aux limites inductives (cf, (sea 3 1v]).

Nous aurons cependant besoin des propositions ci-apras,

Théoréme 4.4. Soient C un U-site et{ui s Xi —> X),i€I, une famille

de morphismes de C de but X. Les conditions suivantes sont &quivalentes (¥) :

i) La famille(ecui 2 ecxi —_— ECX),iGI, est une famille épimorphique de

(¥) Lorsque le site C ne possdde pas nécessairement de petite famille
topologiquement génér.trice et lorsque la topologie de C est moins
fine que la topologie canonique, on a ii) == i) (cf. démonstration de 4.4
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c™(1I 10.2).

ii) La famille (, : X, —> X),1i€I, est une famille couvrante de C (1.2).

Preuve, ii) = i). Soient R <> X le crible engendré par les U, i€1
(14.3.3), et ui ¢ Xy — R les morphismes induits par les u;. La famille
des u}_'- » 1€I, est une famille &pimorphique de C",et R est un crible cou-

vrant X. Par suite, pour tout faisceau F, 1'application

Hom(X,F) —> Hom(R,F)

est bijective et 1l'application

Hom(R,F} —-::-T_Tuom(xi,1-'}
i

est injective. Donc 1'application
Hom(¥X,F) ——=T | Hom(Xi,F)
i
est injective et par suite 1'application
Hom(aX,F) —>T] Hom(aX_ ,F)
i
est injective, d'olt i).

i) == ii). Avec les notations introduites précédemment, soit J R X

R
l'injection canonique dans X du crible engendré par les us o, i€T. I
résulte de i) que le morphisme de faisceaux 8J, ¢ aR —> aX est 2 la
fois un épimorphisme de faisceaux et un monomorphisme de faisceaux. C'est

done un isomorphisme de faisceaux (4.2), On a, avec les notations du n® 3,

un diagramme commutatif :

t
. 2¢5) Ao
JRJ LIz IT aJp
P 1(R) S 1R LLR) all )
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Tout d'abord, d'aprés 3.1 7), il existe un crible couvrant Jg 25 =X
1

et un morphisme "y ¢ Sl — LR tel gque

(4.6.1) 'L(LX}WE’(X)"'S]_ = alpei(LR)eu; = L(LX)eLJ ou, .

Posons m = %(X.‘-‘u.]s et n = LJR°”1' Les morphismes m et n sont des morphismes
1

de S. dans LX. Soit 52‘%- s

1 le noyau du couple de fla2ches (m,n). Pour

1

tout objet Y de C et tout morphisme @ : Y —> S on a, en vertu de

1?
(6.6.1), 1(LX)emoa = £(LX)onea. Il résulte alors de (3.1.3)) que le
noyau SZXSIY du couple de fl2ches (mo,noQ) est un crible couvrant Y.
Far suite, d'aprés l'axiome (T2) des topologies, J’S2 : 52‘-——} X est un
erible couvrant X, On a done un morphisme uy : 82 —> LR et un diagramme

commutatif :

&
2
C
52 CIf////f”’//alx
(4.6.2) u, R Ir ()
L(r W
t’////?;) LJR
LR —- LX 5

Soient Y un objet de C et 8 : ¥ —= S2 un morphisme. D'aprés

3.1 1), il existe un crible couvrant ']Q ¥ Ql €= Y et un morphisme
i
vy ® Ql —3 R tels que u2°BlJQ1 = *’-(R)uvl . Posons £ = J52°B°JQI s
g = J,ov, . Soient Q, le noyau du couple (f,g) : Q —3Z X ec J Q.= ¥,
rR°V1 2 1 Q, 2

l'injection canonique. Pour tout objet Z de C et tout morphisme

Y : Z—>Q;, on a, en vertu de la commutativité de (4.6.2) :

L({X)ofoy = £(X)oJ. ofielJ oY = LI, ou,.eBeJ. oy =
% Y BT

= LJwa(RJavl-Y = L(X)aJRﬂvlnY = L(X)eogey .

-2
4=
5]
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I1 résulte alors de 3.1.2) que le noyau Q_x_. Z du couple (fey,gey) est un crible

20
1
couvrant Z . D'apr&s l'axiome (T 2) des topologies, JQ 5 QZC——-> Y est un crible
2
couvrant Y . Pour tout morphisme B : Y — 3> 8 |, il existe donc un crible couvrant
JQ : Qjc———) Y et un morphisme Vg 2 02 —>= R tels que le diagramme ci-aprés
> 2
soit commutatcif :
J
a 52
Y = > 52 > X
4
J
Q] 3
2J v R

By SS=————=2" R

Notons alors 52 N R 1le produit fibré de 52 et de R au—-dessus de X . Le cri:
ble (de ¥) : (Szf\R)KS Y contient le crible 02 et par suite {Sgr\ﬂ)xng est un
5 2
crible couvrant ¥ . Il rdsulcte alors de 1'axiome (T 2) des topologies que SZFIR

est un crible couvrant X et par suite le crible R qui contient Szr\R est un cri-

ble couvrant X , cqfd.

Corollaire 4.4.4. Scient T la topologie du WU-site €,T' (resp. T') 1a topologie la

plus fine sur € parmi celles pour lesquelles les objets de C sont des faisceaux

(resp. des préfaisceaux) (2.2). Alors T =T' = T" ,
En effet, on a trivialement T g T' ¢ T" , et 4.4 et 2.2 impliquent que

™ 2T , cqfd.

Définition 4.5. Un objet initial d'une catégorie A est un objet @, qui représente
2090 A

la limite inductive vide i.e. tel que pour tout X € ob A , il existe une fléche et

une seule GA — X . On dit qu'un objet Ba est initial strict s'il est initial et

si tout morphisme de but ﬁA est un isomorphisme. Soit (S.), 1€ 1 , une famille

i
d'objets d'une catégorie A . Supposons que la somme s = | S. soit représentable

i€l
On dit que la somme S est disjointe si les morphismes structuraux Si — 5

sont quarrables, s'ils sont des monomorpbismes et si pour tout couple i,j , i # j

le produit Siquj @st un objet initial de A . On dit que la somme S est disjointe
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universelle si elle est disjointe et si elle reste somme disjointe aprés

tout changement de base T —> 5; il en résulte que pour tout couple i, j

i#j, les objets Sixssj sont des objets initiaux stricts de A.

Exemple 4.5.1, Dans la catégorie des ensembles, les sommes directes sont
disjointes et universelles, Il en est donc de m@me dans toute catégorie
de préfaisceaux d'ensembles (I 3.1) et par suite dzns toute catégorie de
faisceaux d'ensembles sur un U-site (4,1) ; en particulier, 1'objet

initial de C™est strict.

Proposition 4.6. Soient C une U-catégorie e1:(si . }{i —> X),icIl, une

famille de morphismes de C. Pour toute U-topologie 5 sur C (3.0.2),

on désigne par C . la catégorie de faisceaux correspondante et par

1

e%: € —> ¢ le foncteur correspondant

1) Soit %5 une U-topologie telle que

&

(eqg (s.2)

e ‘Ki)_"% e (X)
ier B €

soit un isomorphisme. Alors pour toute topologie %' plus fine que Of,’,

le morphisme :

et o Lol B e

(€ qu1(8,))
Le ,x) ——8" )
ieg1 B 1 i

est un iscmorphisme,

2) Soit %5 une U-topologie sur C. Les propriétés suivantes (i) et (ii) sont

équivalentes ;

i) a) La famille (si : X, —= X),i€I, est couvrante pour % .

b) Pour tout i € I, le morphisme diagonal de préfaisceaux
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b, : X, — xixxxi est transformé par le foncteur"faisceau associé (pour 75 )

en un isomorphisme (ce qui est le cas si les si sont des monomorphismes),

c) Pour tout couple (i,j), i#j, d'éléments de I, le préfaisceau.

xixxxj est transformé par le foncteur "faisceau associé" (Paurqg) en

=
ii) %ﬁ(x} est somme de %ﬁixi).

1'objet initial de C

Preuve,

1) Un faisceau F pour ' est un faisceau pour 95 . Par suite, pour tout

faisceau F pour ®€', le morphisme

Homc_(X,F) ——> T Hom _(Xi,F)
iel

est un isomorphisme, ce qui entratne 1'assertion,
2) Par définition, on a la propriété ii) si et seulement si le morphisme

de préfaisceaux
¢ = (h(s;),1 €1) : Ul W(X,) — h(X)
i

est transformé par le foncteur "faisceau associg'" en un isomorphisme i.e.
(4.2) si et seulement si a2(?) est un Epimorphisme et et monomorphisme de
faisceaux. D'aprés (4.4), le morphisme a(?®) est un épimorphisme si et seu-—
lement si on a la propriété a). Le morphisme diagonal

Az _J_Lh(xi) —_— (J_L‘n(xi))x
i i

h(xl(‘tLh{xi))

est somme directe d'une famille Di 5 (i,j) € ixXXI, de morphismes définis
L]
comme suit ;

g8) Lorsque i =

.

» By g est le morphisme diagonal h(Xi) — n(xi}xh(x)

h(Xj) (QC‘ désigne

h{Xi)

¥) Lorsqus i #

=5

]

est le morphisme @.. —> h(X )x

A, .
.3 h(X)

1'objet initial de C°).

P
£
I
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Le morphisme a(Z) est un monomorphisme si et seulement si a(d)
est un isomorphisme, et d'aprés (4.1) a(l) est isomorphisme si et seule-
ment si les g(&i j} sont des isomorphismes ..e. si et seulement si on

]

a les propriétés b) et c).

Corollaire 4.6.1. Soient C une U-catégorie et X un objet de C,

1) Soit “2 une U-topologie sur C, L'objet X de C est transformé par le

foncteur "faisceau associé' (pour la topologie %) en 1'objet initial de

C, si et seulement 8i le crible vide recouvre X.

@

2) Lorsque X est un objet initial strict de C, le faisceau associé 2 X,

pour toute U-topologie plus fine que la topologie canonique, est un

objet inmitial.

Preuve,

1) On prend pour ensemble I dans 4,6 2) l'ensemble vide,

Z) D'aprés 1) et 4.6 1), il suffit de montrer que le crible vide recouvre
X pour la topologie canonique i,e, (2,.6) il suffit de montrer que pour
tout objet ¥ —> X au-dessus de X, Y est un objet initial de X, ce qui

résulte de la définition (4.5).

Corollaire 4.6.2. Scient C un U-site et(si : Xi —> X),i € I, une famille

de morphismes quarrables de C de m@me but poss2dant les propriétés suivantes

@) La famille des S i € I, est couvrante.

2) Pour tout i € I, s; ¢ Ki —=> X est un monomorphisme,

¥) Pour tout couple (i,j), 1 # j, d'éléments de I, xixxxj est recouvert

par le crible vide, i.e. pour tout faisceau F sur C, F(xixxxj) est un

ensemble réduit 2 un élément.

Alors £ _(X) est somme des = _(X.), i € 1.
=" e ———
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Preuve. Résulte immédiatemsnt de 4.6 2) et de 4.6.1 1),

Lorolleire 4.6.3, Soient C une U-catégorie et @i B Ki-—ﬁ* X),i € I, une

famille de morphisme quarrables de mEme but. Supposons que la topologie

canonique de C soit une U-topologie, Les conditions suivantes sont

équivalentes :

i) I1 existe une U-topologie 9% sur C, moins fine gue la topologie cano-

nique, telle que sqéx) soit somme des qvjxi}, i€ E,

a

ii) L'objet X est somme disjointe et universelle (4.5) (dans C) des X

Preuve., ii) => i), Comme X est somme universelle des xi, i £ I, 1a famille
des s ., i € I, est couvrante pour la topologie canonique de C (2.6). La
condition @) de &4.6.2 est donc satisfaite lorsqu'eon munit C de la topologie
cgnonique. La condition F) est évidemment satisfaite et la propriété Y)
résulte de 4.6.1) 2), d'ou i).

1) == ii). Soit % une topologie sur C moins fine que la topologie cano-
nique telle que Qg(x) soit somme des qg(xi). Pour tout feisceau F, pour {5 ,
l'application canonique Hom(X,F) ——*JTTHom(xi,F} est une bijection. De

plus, tout préfaisceau représentable ;st un faisceau, Il en résulte aussitdt
que X est somme dans C des Xi’ i € I. Appliquant ceci au cas ot 1'ensemble

I est vide, on voit que si un objet de C est transformé en l'objet initial

de C™, cet objet est un objet initial de C. Le foncteur & c—=>C

e’
est pleinement fid2le et commute aux limites projectives finies. Par suite
la condition b) de 4.6 2) entrafne que les s;» i € I, sont des monomor-

phismes de C,et la condition c) entraine, d'aprés de gui précéde, que les

X.th., i # j; sont des objets initiaux de C. Par suite X est somme disjointe
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des X.. Corme E:tﬁ commute aux produits fibrés, cette dernigre propriété
1
est stable par tout changement de base Y —= X et par suite X est somme

disjointe et universelle des )(i, i €7,

Lorollaire 4.6.4. Soient C une U-catégorie et X un objer de C. Supposons

que la topologie canonique sur C soit une U-topologie. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

i) Il existe sur C une topologie moins fine que la topologie canonique

telle que —:?,;(X) soit un objet initial de C?_.,"‘

L&

ii) X est un objet initial strict de C.

Preuve. On prend pour ensemble I 1'ensemble vide dans 4.6.3

Proposition 4.7. Soient C une U-catégorie, C” 1la catéporie des faisceaux

sur C pour la topologie canconique, € ¢ € —> Cc™ 1le foncteur canonique

(4.4.0), R —=3 X une relation d'équivalence dans C admettant un conoyau

Y dans €, Soit 77 : X —> Y le morphisme canonique et supposons-le quarrable.

Considérons alors les propriétés suivantes :

i) -:C(Y) est le quotient de la relation d'équivalence EC(R) :‘?,czc(}()‘

ii) La relation d'équivalence R ——= X est effective universelle (cf, n® 7).

On a ii) == i). Lorsque C possdde une U-topologie moins fine que la

topologie canomique, on a i) =—> ii).

Preuve, ii) ==> i). Le morphisme canonique R —> XXYX est un isomorphisme.
Seoit 5§ —> Y le crible engendré par m : X —> Y. Pour tout préfaisceau F,

on a un diagramme exact (I 2,12) :

Hom(S,F) —= Hom(X,F) —'?5 Hom(R, F)
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Il suffit donc de montrer que pour tout faisceau F pour la topoleogie

canonique, 1'application
Hom(X,F) ——> Hom(S,F)

est une bijection i.e. il suffit de montrer que S est couvrant pour la
topologie canonique, ou encore gque le crible engendré par T : X —> Y
est couvrant, ce qui résulte de la définition 2.5.

i)== ii). Le foncteur €c : C—> C” commute aux limites projectives
finies et est pleinement fidéle. Or le morphisme canonique

€c(R) — JC(X}XJC(Y)JC{X) est un isomorphisme (4,3). Par suite le
morphisme canonique R —> XXYX est un isomorphisme. Le morphisme

ec(x) — QC{Y) est un épimorphisme,ce qui entratne (4.4) que ™ : X —> ¥

est un morphisme couvrant de C pour la topologie canenique, cqfd.

Proposition 4.8. Soit C un U-site, La catégorie des faisceaux sur C

posséde les propriétés suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables,

b) Les sommes directes indexées par un élément de U sont

représentables. Elles sont disjointes et universelles.(4.5).

c) Les relations d'équivalence sont effectives universelles,

Cela a été wvu dans 4,1, 2) et 3), 4.3, 3), et 4.5.1.
Ces propriétés ont été mises en é&vidence car elles permettront
plus tard de caractériser les U-catégories €quivalentes 2 des catégories

de faisceaux sur des catégories appartenant a U (IV 1,2),.

Remarque. Rappelons que la propriété a) est &quivalente 3 la propriété :
il existe un objet final, et les produits fibrés sont représentables

€I 2.3.1).
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4.9. Soient C un site dont la catégorie sous-jacente soit une U-catégorie.
Alors la catégorie C des lU-faisceaux sur C satisfait aux conditions envi-
sagdes dans I 7.3 ((i) ou (ii), au choix), donc par loe, cit. les diverscs

variantes envisagées dans I 7.1 pour la notion de famille génératrice

dans C cofncident, Ceci posé :

Proposition 4.10. Avec les notations précédentes, considérons le foncteur

canonique € : C —> C (4.4,0), et soit G < ob C une famille topologigque-

ment génératrice dans C (3.0,1). Alors la famille (e(xﬁxsc d'objets de c

. = i > < g fooporn
est une famille génératrice. En particulier la fzamille (e(K})xEob c d'objets
de C est génératrice.

I1 faut prouver que tout morphisme u : F —> F' dans C tel que

4 (4.10.1) Hom{e (X),F) — Hom(e(X),F')
soit une bijection pour tout X € G, est un isomorphisme, Or 1'application

précédente s'identifie & 1'application

(4.10.2) ulX) : F(X) — FX)

Ll

et il faut montrer que si celle-ci est bijective pour tout X € G, il en

est de mPme pour tout X € ob C. Or soit (Ki — X) une famille couvrante

icl

de X par des objets de G, et pour tout couple d'indices (i,j) de I,

considérons 1l'ensemble de tous les morphismes X,

e C
£1K xixxxj dans C,

avec xijk £ 6 (k variant dans un ensemble d'indices Ii jJ' On obtient
»

alors un homomorphisme de diagrammes exacts d'ensembles

Tl
F(X) —:vT"IF(xi) == 15k F(xljk)

L E

. Py T TR ) T3 TT #hilx,
&

) »
ijk Jk
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ol par hypothése les deux derni2res fléches verticales sont des bijections.

Il en est donc de m8me de la premidre flache verticale, cqfd.

Corollaire 4.11. Supposons que C soit un U-site (3.0.2). Alors la catégorie

B d
C est une U-catégorie et admet une U-petite famille génératrice.

En effet, par hypoth2se on peut prendre dans 4.10 pour G une
petite famille génératrice, ce qui prouve l'existence d'une petite famille
génératrice. D'autre part, si F, F' € ob €, un homomorphisme de F dans F'
est connu quand on connait 1'homomorphisme (4.10.1) i.e. (4.10.2) pour

btout X € ob G (I 7.1.1), d'olt s'ensuit que 1'application

Hom(F,F') =7 Y Hom(F(X), F'(x})
XEG

est injective, Comme le deuxi®me membre est U-petit, il en est de meme

du premier, ce qui prouve que E est une U-catégorie,

Corollaire 4.12, Soit C un U-site. Alors pour tout objet de E, 1'ensemble

des sous-objets de X et 1'enseumble des objets quotients de X est U-pectit,

Cela résulte de I 7.4 resp. I 7.5, qui s'appliquent grace a 4.11.

5. Extension d'unetopologie de C 2 C°

Proposition 5.1. Soient C un U-site et f: H —> K un morphisme de C*. Les

conditions suivantes sont équivslentes :

i) Pour tout X —> K, avec X € ob C, le morphisme correspondant

HxKK —> X a pour image un crible couvrant de X.

ii) Le morphisme a(f) : aH —> gK sur les faisceaux associés est un

I3
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épimorphisme de C™.

ii bis) Pour tout faisceau F sur C, 1'application Hom(K,F) —> Hom(H,F)

déduite de £ est injective.

Preuve, Il est clair que ii) équivaut 23 ii bis).

Prouvons que (i) == (ii). En vertu de 4.4, (i) signifie que
u (H?%(}{) —> a(X) est un épimorphisme. Or, comme E(HKKK) — E(H)XE(K)EU(),
a commutant aux ﬂ finies (4,1), le morphisme envisagé se déduit de
a(£) : a(H) —> a(K) par changement de base, Corme les épimorphismes de
€ sont universels, cela montre que (ii) = (i). Inversement, comme la
famille des Xi —> K est apimorphique , il en est de mme de la famille
des a(X) —> a(K) dans C (4.1), donc pour vérifier que a(f) : a(H) — a(K)

est Epimorphique, il suffit de le wvoir aprés tout changement de base du

type précédent a(X) —> a(K), ce qui prouve i) => ii), cagfd,

Définitieon 5,2, 1) Un morphisme f : H —> K satisfaisant 2ux trois condi-

tions £quivalentes de 5,1 est gppelé un morphisme couvrant, Une famille

de morphismes fi : Hi —> K, i€I, de mEme but est dite couvrante si le

morphisme correspondant £ : _1| Hi — K est couvrant.
i
2} Un morphisme £ : H —> K est dit bicouvrant s'il est couvrant et si

le morphisme diagonal H —> HXKH est couvrant, Une famille fi B Hi —= K,

i € I, de mBme but est dite bicouvrante si le morphisme correspondant

- R | Hi —> K est bicouvrant.
&
Par la condition £) de 5.1, dire qu'une famille (fi P H, —= K),
i € I, est couvrante, signifie que pour tout morphisre X —> K, avec

X € ob C, la famille des HiXKX —> X, i € I, a pour image un crible couvrant
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de X ; ou encore, par ii), la famille des morphismes alfy) aH, —> aK

dans C~ est épimorphique (compte tenu de ce que le foncteur a4 commute
*)
aux sommes directes (4,1)).

Proposition 5.3, 5Secit C un U-site et f : H —> K un morphisme de C*. Les

conditions suivantes sont &quivalentes :

i) Le morphisme f est bicouvrant (5.2.2)).

i bis) Le morphisme f est couvrant et pour tout objet X de C et tout couple

de morphismes w,v : X T”—3Z H tel que fu = fv, le noyau de (u,v) est un

crible couvrant de X,

ii) Le morphisme a(f) : aH —> aK est un isomorphisme de C™

ii bis) Pour tout faisceau F sur C, 1'application Hom(K,F) —> Hom(H,F)

est une bijection.

Preuve, L'équivalence i) <—= i bis) résulte de la condition i) de 5.1,
appliquée au morphisme diagonal H —> HxKH ;3 1'équivalence ii) <> ii bis)
est triviale,

i) == ii). Le morphisme a(f) : aH —> aK est un épimorphisme (5.1).

Comme le foncteur a commute 3 la formation des produits fibrés (4.1), le
morphisme diagonal aH —> aHx_.aH est un épimorphisme (5.1). Comme le
morphisme diagonal est toujours un monomorphisme, c'est un isomorphisme
(4.2). Par suite le morphisme a(f) est un monomorphisme. C'est donc un
isomorphisme (4,2),

ii) = i). Comme le foncteur a commute 3 la formation des produits fibrés,
le morphisme f et le morphisme diagonal H ——?-HXKH sont transformés par

& en isomorphismes. En particulier, ils sont transformés par 2 en épimor-

phismes, Ils sont donc couvrants, cqfd.

(*) Notons que la propriété pour un morphisme ou une famille de morphismes
de C® d'&tre couvrant (resp. bicouvrant) est stable par changement de
base.
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5.3.1, Il résulte de 5,3, et du fait que a commute aux sommes directes,

qu'une famille(f, : H, —> K),i € I, de morphismes de C~ est bicouvrante
si et seulement si les fi induisent sur les faisceaux associés un isomor-
phisme de la somme directe ﬁ}gﬁ

; Sur 8K, ou encore si et seulement si,

pour tout faisceau F, 1'application
Hom(K,F) —— T [Hom{Hi,F)
i

est bijective.

Proposition 5.4, Soit C un U-site. Il existe sur C~ une topologie (évidem-

ment unique) telle qu'une famille H. —> K de fl2ches de C" de mEme but

i

soit couvrante pour cette topologie si et seulement si elle est couvrante

au sens de 5.2, C'est aussi la topologie la moins fine sur C* parmi les

topologies T ayant les propriétés suivantes :

a) T est plus fine que la topologie canonique de C~ (i.e. toute famille

épimorphique de C" est couvrante pour T),

b) Toute famille couvrante dans C est couvrante dans C~ .

Preuve, Nous nous bornerons i donner des indications, Nous laissons au
lecteur le soin de montrer que les familles couvrantes au sens de 5,2 sont
les familles couvrantes d'une topologie T, sur C° (on utilise 4.,1). Les
familles couvrantes de la topologie canonique sur C” sont les familles
épimorphiques sur C* (2,6 et T 3,1). Comme a commute aux limites induc-

tives (4,1), la topologie ‘1‘C est plus fine que la topologie canoniques de C7.
De plus les familles couvrantes de C sont des familles couvrantes de TC
(5.1). Si donc T' désigne la moins fine des topologie de C~ possadant les

propriétés a) et b), T, est plus fine que T'. Soit(f, : H, —> K),i €1,
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une famille couvrante de TC' Montrons que (fi, i€T) est une famille cou-

vrante de T', Secient 8, ¥ H, —>H =.gHi les monomorphismes canoniques
i

et £ = (fi,iﬁr} i =.I.£.Hi —> K le morphisme défini par les fi' La

famille des §; est couvrante pour T'. Pour montrer que (fi,iEI) est une
famille couvrante de T', il suffit donc de montrer, en vertu de 1'axiome
(T2) des topologies, que le morphisme f : B —> K est couvrant pour T'.

Il existe une famille épimorphique de C-, uy i Xl — K, A EN, Kl € ob C
(I 3.4). Pour montrer que f : H —> K est couvrant pour T', il suffit donc,
en vertu de 1'axiome (T 2) des topologies, de montrer que pour tout A € A,

le morphisme pr HX X, —= X, est couvrant pour T'. Soit alors

2 & Bopihy

vj : Yj — HXKXA, i I Yj € ob C, une famille épimorphique de C~, La

famille (przovj » § € J) est couvrante pour To. C'est donc une famille

couvrante de C (5.1). C'est donc une famille couvrante de T', Par suite

le crible engendré par PT, @ HXKK —> X contient un crible couvrant pour

T'. I1 est donc couvrant pour T' et par suite pr_ : HxKx —> X est

2

couvrant, cqfd,

Remarque 5.4.1. La démonstration de 5.4 montre en fait que toute topologie

T' sur C~, plus fine que la topologie cancnique de C~, est la moins fine
des topologies T sur C~ qui possédent les propriétés suivantes :
a) T est plus fine que la topologie canonique de C~,
b) Toute famille couvrante pour T' de la forme u; s Ki — X, i€I, on
X et les xi sont des objets de C, est couvrante pour T.

En particulier, toute topologie T' sur €, plus fine que la
topologie canonique, est uniquement déterminée par les familles

we r Xoo— X, i€ I, xi et X objets de C, qui sont couvrantes pour T',
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Remarque 5.4.2. On peut facilement montrer que pour toute topologie T'
sur C*, plus fine que la topologie canonique, 1'ensemble des familles

de mcrphismes(}{i — X),1i€I, de méme but de C, qui sont couvrantes pour
T', est 1l'ensemble des familles couvrantes d'une topologie sur C. Donc
5.4 et 5.4,1 permettent d'établir une correspondance biunivoque entre

les topologies sur C et les topologies sur C~ plus fines que la topologie

canonigque,

5.5.0. Soit C une petite catégorie, Désignons par Caf 1'ensemble des
sous-catégories strictement pleines (tout objet isomorphe & un objet de

la sous-catégorie est un objet de la sous-catégorie) de C~ dont le
foncteur d'injection admette un adjoint 2 gauche qui commute aux limites
projectives finies. Désignons aussi par % 1'ensemble des topologies sur C.

Le théorégme 3.4 mous définit une application :

3 :%¥ ——> caf

-

Nous allons définir une application en sens inverse. Pour cela,
]
il faut associer 2 tout élément e = (i' : ¢' €&—= c¢~, a' adjoint a
gauche de i') une topologie Te sur C. Pour tout objet X de C, nous défi-
nirons JE(X) comme é&tant 1'ensemble des sous-objets de X dont le morphisme
d'injection est transformé par a' en un isomorphisme., On vérifie immédia-

tement, 3 1'aide des hypothéses faites sur a', qu'on définit ainsi une

topologie Te sur C. On a donc défini une applicatien
¥ : Caf —= T :

On a alors le résultat (dd a J. GIRAUD) :
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Théorgme 5.5. L'application ? est une bijection, et ¥ est 1'application

inverse,

Preuve. L'application Yo est 1'identité, En effet, ceci résulte immédia-
tement de 5.1. L'application %#o¥ est l'identité. En effet, soient
'

CLY. o gt f:éi:; C") un élément de Caf, TB la topologie qui lui correspond
par ¥, Ce la catégorie des faisceaux pour Te' On démontre alors,en
utilisant la définition de la topologie Te et la définition des morphismes
bicouvrants (5.2), 1'équivalence des assertions suivantes :
i) Le morphisme u de C~ est bicouvrant pour la topologie Te.
ii) Le morphisme u de C~ est transformé par a' en un isomorphisme

Il est clair que C' est une sous-catégorie pleine de c.. Il
suffit donc de montrer que tout faisceau F pour la topologie Te est un
objet de C'. Mais, d'zaprds 1'équivalence ci-dessus, le morphisme

F——i' o a'"(F) est bicouvrant, et sa source et son but &tant des faisceaux,

on en d&duit par 5.3 (ii) que F—=1i' = a'(F) est un isomorphisme, cqfd.

6. Faisceaux 3 valeurs dans une catégorie

6.0. Scient C et D deux catégories. Un foncteur contravariant de C dans B,

F:c® —> D, est appelé un préfaisceau sur C & valeurs dans D.

Définition 6.1, Soient C un site, D une catégorie. Un préfaisceau F : C° = D

est appelé un faisceau sur C 2 valeurs dans D (ou, plus bridvement, un

faisceau 3 valeurs dans D) si pour tout objet S de D, le préfaisceau

d'ensembles :

W — uomD(s,F(x)} s X € oblC)

est un faisceau. La sous-catégorie pleine de Hom(CO,D} formée des faisceaux

sur C 3 valeurs dans D sera notée Hom™ (c°,D).
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Remarques 6.2,

1) La condition 6.1 signifie que pour tout objet X de C, tout crible couvran

R de X, et tout objet S de D, on a un isomorphisme (I 3.5 et 2.1) :

Homn(S,F(K}3 —=—=  1im F(.) .
/R

On retrouve ainsi, lorsque D est la catégorie des U-ensembles, la définitior
des faisceaux d'ensembles (loc, cit.).

2) Soient D' une U-catégorie et § : D —> D' un foncteur commutant aux
limites projectives, Le foncteur G transforme, par composition, les

faisceaux & valeur dans D en faisceaux & valeur dans D',

6.3.0. Soient vy une esp2ce de structure algébrique définie par limites
projectives finies (I 2.9) et U-vy la catégorie des y-ensembles qui appartier
nen: & U, Désignons par esj : U-y —> U-Ens le foncteur "ensemble sous-
jacent". Le foncteur esj commute aux limites projectives et, par suite,
d'aprgs la remarque précédente , définit par composition des foncteurs ;
esj” : Hom(c®,U-y) — C*
esji™ : Hﬂ’“(c",g-y) e o ¢ .
Le foncteur esj” est appelé le foncteur "faisceau d'ensembles
sous-jacent", En fait, il se factorise de fagon canonique par la catégorie
Y-C des yY-objets de €™, et désignant encore par esj le foncteur
Hom™(c%,u-y) — ¥-C

obtenu, on peut énoncer :

Proposition 6.3.1. Le foncteur esj  &tablit une équivalence de catégories

entre la catéporie des faisceaux sur C 3 valeur dans U-Y, celle des

v-ebjets de la catégorie des faisceaux d'ensembles, et la catégorie des

Y-objets de la catépgorie des préfaisceaux d'ensembles dont le préfaisceau

sous-jacent est un faisceau,
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Preuve. La preuve utilise essentiellement (I 3.2) et le fait qu'une limite
projective finie de faisceaux dans la catégoric des préfaisceaux est un

faisceau (4.1).

$.3.2. La proposition précédente justifie 1'abus de langage qui consiste
a identifier un faisceau 3 wvaleur dans U-¥ et le v-objet correspondant
dans C7. Nous ferons désormais systématiquement cet abus de langage.

Nous emploierons la terminologie classique : faisceaux de groupes,

faisceaux de groupes commutatifs (que nous appellerons le plus souvent

faisceaux abéliens), faisceaux d'anneaux, faisceaux de A-modules. ..

6.3.3 Nous désignons par

. .
CY (resp Y)

la catégorie des y-objets de C™ (resp. de C*). Lorsque ¥ est 1'espéce de

structure "A-module", on &crit aussi CK’OU simplement Ea lorsque A =Z

b

Supposons que C soit un U-site. Le foncteur "faisceau associé"

est exact & gauche (4.1) et par suite :

Proposition 6.4, Le foncteur d'inclusion iy : C; e C; admet un adjoint

4 pauche a,, exact 3 gauche, i.e. on a un isomorphisme :

) ——— Hom,__( i)

Homcm(aY, C; v i

Y

Soit X un objet de C;, Le faisceau d'ensembles sous-jacent a

aY(X) est canoniquempent isomorphe au faisceau d'ensembles associé au

préfaisceau d'ensembles sous-jacent 3 X. Le morphisme de préfaisceaux

d'ensembles sous-jacents au morphisme d'adjonction id Sl aY s'identifie

au morphisme d'adjonction appliqué au préfaisceau d'ensembles Sous-jacent.
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Proposition 6.5. Supposons que le foncteur esj : ¥=-U —> U-Ens admette

un _adjeint a gauche (*) :

Homy g oo (-se83(.)) —> Hom, _ (Lib(.),.)

Le foncteur esj” : C7 —> C (resp. esj” : CL == C~) admet

un adjoint 3 gauche Lib™ (resp. Lib"~) et on a un isomorphisme canonique

i~ -

Lib™ = a Lib~ i "
Y
Preuve. La preuve est formelle et est laissée au lecteur,

Corollaire 6.6. Soit (Ki), i€I, une famille génératrice de €7 (4.9),

Alors la famille Lib”{xi) est une famille génératrice de C; =

Preuve. La preuve est formelle une fois qu'on a remarqué que le foncteur
esj  commute aux limites projectives et qu'il est conservatif (esj™(u)

est un isomorphisme <=2 u est isomorphisme),.

Proposition 6:7. Soient A un U-faisceau d'anneaux, ou bien un petit

anneau,c;_(reSp. C;) la catégorie des faisceaux (resp. des préfaisceaux)

de A-modules unitaires (6.3.3) sur un U-site C. Alors C; ést une

U-catégorie ab&lienne vérifiant les axiomes (AB 5) (Mexistence de limites

inductives filtrantes exactes & gauche") et (AB 3) * ("existence de

produits infinis") de [TOHOKU]. Elle possidde une famille de générateurs

indexée par un élément de u,

Preuve. Il est clair que la catégorie C; est une catégorie abélienne

vérifiant les axiomes (AB 3), (AB 4), et (AB S) (I 2.8 et I 3.3). On

(*) On démontre qu'un tel adjoint existe toujours [C.F.] : groupe libre,
groupe abé&lien libre, A-module libre... .
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déduit alors de 6.4 que la catégorie CI est une catégorie additive ol
les noyaux et conoyaux sont représentables, Plus précisément, socient iﬁ
et a, les foncteurs inclusion dans les préfaisceaux et faisceaux associés
et u : X — Y un morphisme de C;. Le foncteur a, est exact 2 gauche et
commute aux limites inductives, Le foncteur 1A commute aux limites projec-
tives, Par suite le foncteur iA?A : C; ———9—0; est un foncteur additif

exact & gauche. On en déduit des isomorphismes canoniques :

(%) ia(Ker{u})L} Ker(i,(u)) ,

(e = coker(u) ——> a, coker(ia(u))

On a par suite un isomorphisme canonique :
(¥ = ) coim(u) —= a,coim(i_(u)) .

Montrons que le morphisme canonique coim(u) —3 im(u) est un isomorphisme.

Pour cela, il suffit de montrer, d'aprés (¥), que la suite :
0 — iA(cnim(u)) — iA{Y) — iﬂﬁcoker(u))

est exacte. Utilisant les isomorphismes (* *) et (¥ # ¥*) et remarquant

que a&iA{Y} est isomorphe 2 Y, on voit que cette suite est isomorphe 2

la suite :

0 — iaaA(coimciA(u)} — i a i&(Y) — i

A%A aA(aoker(iA(u}) ;

A

qui n'est autre que la transformée par le foncteur iAaA de la suite :

0 —> caim(iA(uJ} — iA(Y} — coker(iA(u)}

Or, cette suite est exacte et le foncteur iAa est exact a gauche, La

A

catégorie C; est donc une catégorie abélienne. Le foncteur a g == g

R | A
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€St exact & gauche et commute aux limites inductives quelconques,. Par
suite il est additif, exact et commute aux limites inductives. La caté-
gorie C; vérifiant 1'axiome (AB 5), il cn est de méme de la catégorie C; .
Enfin il est clair que dans la catégorie CI » les produits indexés par

un €lément de U sont représentables et, par suite, que 1'axiome (AB 3)%

est vérifié,ce qui achéve la démonstration de la premidre assertion.
Pour tout anneau A élément de U, le foncteur :

esj : U-A-module —> U-Ens
admet un adjoint & gauche KA (A-module libre engendré). Il suffit donc

d'appliquer 4.10 et 6.6 pour achever la preuve,

Notation 6.8, Soit H un faisceau d'ensembles. Le faisceau de A-modules

associé au préfaisceau (cf, notation 6.5)
X —> Lib,H(X) X EobiC

est noté Ay . Lorsque H = a(X) (faisceau associé au préfaisceau représentéd
par X) on écrit parfois simplement Ay (par abus de notation), La démons-
tration de 6.7 montre que la famille de faisceaux de A-module Ao (X€ob(C)),
est une famille génératrice, indexée par un élément de U, de la catégorie

des faisceaux de A-modules.

Remarque 6.9,

D'apraés zTOHOKU], 6.7 montre que 1la catégorie C; » lorsque A est un

€lément de U, posséde suffisament d'injectifs., On sait, par ailleurs,
que les produits infinis ne sont pas nécessairement exacts dans C; i
et, par suite, que la catégorie CI n'admet pas, en général, suffisament

de projectifs [ROOS].
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S GA 4

EXPOSE III

FONCTORIALITE DES CATEGORIES DE FAISCEAUX

var J,L, Verdier

Dans 1 5, on a &tudié le comportement des catégories de pré-
faisceaux par rapport aux foncteurs entre les catégories d'arguments.
Dans cet exposé, on &tend cette étude au cas des sites et des catégories
de faisceaux (n® 1 et 2), Aprés avoir introduit la topologie induite (n°
on aborde au n® 4 le lemme de comparaison qui jouera un r8le important
dans Exp. IV. Au numéro 5, on étudie, pour le lecteur patient, certains
diagrammes commutatifs 1iés aux catégories localisées (du type C/X).
Dans le thféor2me I 5.1 on fait des hypothéses de petitesse sur les caté-
gories envisagées. Ces hypoth&ses ne sont pas, en général , satisfaites
par les sites rencontrés dans la pratique (U-sites). Ceci oblige & quel-

ques contorsions (4.2, 4.3, 4. 4),

1. Foncteurs continus

Définition 1.1. Soient C et C' deux U-sites et u : C —> C' un foncteur

entre les catégories sous-jacentes, On dit que u est continu si pour tout

faisceau d'ensembles F sur C', le préfaisceau X —> F » u(X) ser € est un

faisceau.

Cette notion de continuité dépend a2 priori de 1'univers U pour

lequel les deux sites sont des U-sites. La proposition |.5 montre qu'elle

n'en dépend pas.

b
o
i
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1.11, Désignons par i : ¢~ —> C™ (resp. i' : ¢'T —= €'") le foncteur

d'inclusion canonique des Ffaisceaux dans les préfaisceaux, D'apris la

définition 1.1, le fonecteur u est continu si et seulement s'il existe
++

un foncteur ug C'™ —> €7 tel que 1l'on ait 1'égalité ius = u¥i'

(avec u®¥F = Fou (I 5.0)).

Proposition 1.2. Scoient € un petit site, C' un U-site et u : C —> C'

un foncteur entre les catégories sous-jacentes, Les propriétés suivantes

sont équivalentes

i) Le foncteur u est continu.,

ii) Pour tout objet X de C et tout crible R“— X couvrant X, le morphisme

u,R“~—> u(X) est bicouvrant dans C'~ (II 5.2 et I 5.1), (%)

iii) Pour tout famille bicouvrante Hi —>= K, 1 €I, de C~, 1la famille des

u,Hi —> u,K, 1 € I, est bicouvrante dans C'"~,

, z s ~ . .
iv) Il existe un foncteur w : €~ —> C'"™, commutant aux limites in-

ductives et "prolongeant u'", i.e. tel que le diagramme de foncteurs

canoniques

c c!
us
cT—— s '

soit commutatif 3 isomorphisme prés.

De plus, lorsque C n'est plus nécessairement un petit site,

5 ) . - 4 =] 5
mais un U-site, on a toujours i) <==> iv) et le foncteur u de iv)

—~

est nécessairement un adjoint 3 gauche du foncteur W, % T —=¢C, et

est par suite déterminé a isomorphisme unique prés,

(x) "Couvrant'" au lieu de "bicouvrant" ne suffisair pas nécessairement,
cf. exemple 1.9.3 ci-dessous.
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Preuve : La démonstration de i) <= iv) lorsque C est un U-site sera
faite en 4.2, Supposons C petit. Il est clair que iii) =—> ii).

i) => iii) : Soit H, —= K, i € T, une famille bicouvrante de C~, Pour
tout faisceau F sur C', le préfaisceau u¥F (I 5,0) est un faisceau sur C.

Done (II 5.3) 1'application canonique

Hom(K,u®r) ——Prrﬂom(ﬂi,u*F) 5
i

est bijective. Par adjonction (I 5.1), on en déduit que 1'application

canonigue

Hom(u,K,T) —+TTHom(u,Hi,F}
! : !

est bijective,Par suite (II 5.3) 1la famille uH, —> u,K, i € I, est
bicouvrante,
ii)== i) Soient X un objet de C , RS> X un crible couvrant, F un
faisceau sur C'. D'aprés (II 5.3), l'application
Hom(u,X,F) ———> Hom(u,R,F)
est bijective. Par adjonction (I 5.1), on en déduit que 1'application
Hom(¥,u*F) ——> Hom(R, u*F)
est bijective. Par suite u*F est un faisceau,
i)=> iv) : Utilisons les notations habituelle aet i (resp. a' et i' )
pour les foncteurs "faisceau associé€'et "inclusion dans les préfaisceaux’,

Pour tout faisceau G sur C, posons u G = a'u,i G. Pour tout faisceau F

sur C', on a la suite d'isomorphismes naturels :

Hom(G,u_F) —= Hom(:iG,ius‘:") — Hom(iG,u*i'F) —Hom(u,iC,i'F) ~—Hom(a'u,iG,F),

[
[
e |
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(Le premier isomorphisme provient de ce que i est pleinement fidéle ;

le deuxigms isomorphisme provient de la définition de u, i les troisizme
et quatrigme isomorphisme s'obtiennent par adjonction). Par suite u®

est adjoint & gauche a u_. En particulier u® commute aux limites induc-
tives. Pour tout préfaisceau K sur C et tout faisceau F sur C', on a

la suite d'isomorphismes naturels : Hom(uSEK,F) JL'Hom{gk,usF) ==
Hom(K,iusF) — Hom(K,u®i'F) — Hom(u.,K,i'F} - Hm(g'u!K,FJ (le troi-
si2me isomorphisme provient de la définition de u_ 3 les autres s'obtien-
nent par adjonction) ; d'ol un isomorphisme fonctoriel uSEK.;:_E'u, K.

En particulier, en utilisant cet isomorphisme lorsque K est représentable,
on obtient, compte tenu de I 5.4 3), un diagramme commutatif a isomor-

phisme prés :

c M c'
i .
., s
T 2 T

iv)=> ii) : Soit h : C —> C~ (xesp. h': C' —> C'~) le foncteur qui
associe 2 un objet le préfaisceau qu'il représente. Considérons le

diagramme :

1. I
{ .
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Le carré du haut est commutatif(l.4 3)) et on a ah = EC , a'h’ = ¢

gt =
Pour tout objet K de C~, on a un isomorphisme canonique (1 3.4) :

1im h(X) — K
—

(h(X) = K) € ob{(C/K)

S

Comme les foncteursu, , u , a et 3' commutent aux limites inductives,

on en déduit des isomorphismes :

lim u® ah(X) —— ® ax
—

(h(X) = K) € ob(C/K)
lim a' u,h(X) —_— a'uK ;

o .

(h{X) —&= ®) € ob(C/K)

On a2 u,h = h'u et, par hypothdse, on a un isomorphisme a'h'u — uséh, d'ou

un isomorphisme :

usg K — a'u, K 3

dont on vérifie immédiatement gqu'il est fonctoriel en K. Le diagramme

ul
CA - S CF“-
El l a'
L‘lS
c"" e C! .

est donc commutatif 2 isomorphisme prés. Comme ai est isomorphe au foncteur
identique, on a un isomorphisme u = a'u,i, d'ott 1'unicité de u®. soit

v : H —> ¥ un morphisme bicouvrant de C~. Alors a(v) est un isomorphisme
(IT 5.3) et par suite a'u,(v) (isomorphe 2 us_g_(v)) est un isomorphisme.

Ponc u,{v) est transformé par a' en un isomorphisme, et par suite u,(v)

est bicouvrant (IT 5.,3), d'od ii).
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'assertion supplémentaire, s petit, a té pr f
en cours de démonstration, cafd.
1. s A ) 2 N L e e
I.2.1. Le foncteur u : ™ —— ( de 2.2 1iv) pourra .s'interpréter

nage réciproque" par un "merphisme de topas”

souvent comme un foncteur
C'"™ ——¢™ , cf. IV 4.9. Ses propriétés sont rédsumées dans la proposition

suivante :

Proposition 1.3. Soit u : € ——> C' un foncteur continu entre un petit

site C et un U-site C' .

s ., N
1) Le foneteur u  est adjoint 3 gauche au foncteur u

. A 5 s "
2) On a un isomorphisme canonigue u = a'u, 1 .

. . : s
3) On_a un isomorphisme canonique u a= a'u

| - s <z y z
1 4) Le foncteur u~ commute aux limites inductives.

i i
Ii 5) Lorsque le foncteur u, est exact A pauche (cf. I 5.4 4)), le foncteur

. 4 s
u l'est aussi. Plus généralement le foncteur u~ commute aux types de

| limites projectives finies auxquels le foncteur u, commute,

Preuve : Les assertions 1), 2), 3), 4) ont &té prouvées en cours de
démonstration de 1,2. L'assertion 5) résulte de 1'isomorphisme 2), compte
tenu de ce que i commute aux limites projectives et de ce que a' commute

aux limites projectives finies (II 4.1).

Remarque 1.4. En combinant I 5,4 3) et 1.3 3) on cobtient un diagramme :

. &3 c!
h l h'L
1“II
G r————— . B
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ot le carré du haut est cormmutatif et le carré du bas commutatif 2
isomeorphisme prés, Mais les foncteursa, a', uy u® ne sont définis qu'a
isomorphisme prés, Le lecteur pourra vérifier qu'on peut choisir les
foncteurs a, a' et u® de facon que :

1) Les foncteurs composés ah et a'h' soient injectifs sur les

ensembles d'objets;

2) le diagramme
¢ ———>c'
2h J{ &'h’l
u®
C——a '~
soit commutatif.
Plus précisément, on peut choisir les foncteurs a et a' de fagon
2 remplir la condition 1). Les foncteurs a et a' &tant choisis, on peut

choisir le foncteur u® de facon 2 remplir la condition 2),

Proposition 1,5. Scient U © V deux univers, C et C' deuxU-sites, u : C = C'

un foncteur entre les catésories sous-jacentes, Alors u est continu rela-

tivement 2 U si et seulement s'il est continu relativement & V, De plus,

P = s s
lorsque u est continu, désisznons par Uy (resp. uv) le foncteur entre

catégories de U-faisceaux (resp. E-faisceaux) introduit en 1.2 iv), Alors

le diagramme

" vy "
CU CIH
(1.5.13 [
iy
°y k. I
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o les foncteurs werticaux sont les foncteurs d'inclusion canoniques,

est commutatif & isomorphisme canonique prés,

Preuve, Nous ne ferons la démonstration que dans le cas oir C est U-petir,
Le cas général sera démontré en 4,3, Il ect clair que si le foncteur u®
transforme tout V-faisceau sur C' en V-faisceau sur 2, il transforme tout

U-faisceau sur C' en U-faisceau sur C. Supposons que u* transforme tout

lﬁ;_;.. r=
(resp. CU CV

U-faisceau sur C' en U-faisceau sur C. Notons Cﬁcu—é; CG

les catégories de U-préfaisceaux et V-préfaisceaux, et ugy les

L‘HI

foncteurs'image réciproque" pour les U-préfaisceaux et les V-préfaisceaux
respectivement. On a un diagramme commutatif (cf, la construction explicit

de u, dans I 5.1) :

{53
i ul ‘-
“ %
) 1
- “v! e
Cg ——=—>

Les foncteurs d'inclusion des U-préfaisceaux dans les V-préfaisceaux
sont pleinement fidéles et commutent aux limites projectives, Il résulte
alors de (II 5.1 i)) qu'un morphisme bicouvrant de U-préfaisceaux est
un morphisme bicouvrant de V-préfaisceaux. Soit alors R &= X un crible

couvrant un objet X de C. D'apr2s 1.2 ii), le morphisme Uy R — u, X

2st bicouvrant. Utilisant la commutativité de (%) et ce qui précdde,
on en déduit que le morphisme UVER ——*-ule est bicouvrant, Par suite
(1.2), le foncteur u* transforme les V-faisceaux sur C' en V-faisceaux

sur C. La commutativité de 1.5.1 résulte alors de 1a commutativité de (*),

de IT 3.6 et de 1.3 2).
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Proposition 1.6. Soient C et C' deux U-sites, u : C — C' un foncteur

eintre les catégories sous-jacentes, Considérons les conditionms :

i) u est continu (cf. 1.1 et 1.2).

ii) Pour tout famille couvrante(xi —> X),i€I, de Z, la famille
(X, — uX) i€I, de C', est couvrante,

Cn a 1'implication i)=—> ii).

Supposons que la topologie de C puisse tre définie par une prétopologie

(%)
T (IT 1.3) et que le foncteur u commute aux produits fibrés, Alors les

conditions i) et ii) sont équivalentes et sont €quivalentes & la con-

dition suivante :

iii) Le foncteur u transforme les familles couvrantes de T en familles

couvrantes de C',

En particulier, supposons que dans C les produits fibrés soient

représentables et que le foncteur u commute aux produits fibrés. Alors

les conditions i) et ii) sont équivalentes,

Preuve., Montrons que i)} == ii). Soit Ki — X, i€I, une famille couvrante
de . Pour tout faisceau F sur C', u¥F est un faisceau., Par suite, 1'ap-
plication

Hom(X,u®F) ——= ,Hom(Xi ,u¥fF)
i

est injective (II 5.1). D'ol1r une application injective
Hom(u:X,F) —_— ii]Homiu:Xi,F} .

Donc la famille u, X, — u,X, i€1, est couvrante dans C' (IT 5.1),

Toute famille couvrante de la prétopologie T est une famille

couvrante de C, d'oh ii) = iii). Montrons que iii) = i). Soit X un

(%) En fait, il suffit que n commute aux produits fibrés intervenant dans
les changements de base pour des morphismes provenant de famille cou-
vrantes pour T

]
e |
e
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objet de C et Xi —> X, i%£I, une Famille couvrante de Cov(X) (II 1.3).
Les morphismes xi —> X sont quarrables et le foncteur u commute aux
produits fibrés. Par suite, les produits fibrés u(Xi)xu(x)u(Xj) sont
représentables et canoniquement isomorphes a u(xixxxi). Soit F un

faisceau sur C'., Alors le diagramme d'ensembles :

Flu(x) — TTr(u(x)) —3 Y FlulX xeX )
i i,]

est exact ( IT 2,1, I 3.5 et I 2,12 ) . Par suite le diagramme

d'ensembles
=2 T — %
uFF(X) —:»TT wFF (X, ) _,i} j] u F(Kix.xxj)
L

est exact, Donc u¥F est un faisceau (II 2.4), d'oir i). La dernidre asser-
tion de 1,6 résulte de ce qui précéde et du fait que, lorsque les produits
fibrés sont représentables dans C, toutes les familles couvrantes de C (1)

définissent sur C une prétopologie dont la topologie assocife est la

topologie de C.

Proposition 1.7. Soient C un petit site, C' un U-site et u : C —= C'

un foncteur continu, Soit ¥ une Structure algébrique définie par limites

projectives finies, telle que dans la catégorie des Y-objets de U-Ens

les U-limites inductives scient représentables (2). On utilise les

notations de la proposition II 6.4 . Le foncteur ug commute aux limites

projectives et par suite définit un foncteur 1.1Y ¢ — o'

i Le
Y

s ' Y °

s .
foncteur u_ admet un adjoint & gauche UY qui poss2de les propriétés suivantes

P

Py

indexéespar les ensembles appartenant 2 un univers convenable,

5]

(") ©Oun peut montrer en fait que cette condition est toujours satisfaite.
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I
7]

-

u commute

5
. : . ~ ' ;
1) On a un isomorphisme canonique UY —3 a ¥ uY:ly,

aux limites projectives finies auxquelles uY' commute,
5 L s i~
2) On 2 un isomorphisme canonigue uY a, e E'Y u%,

s 25y : .
3) Le foncteur uY commute aux limites inductives.

&) Ei u5 ect exact 3 gauche, le diagramme (notation de II 6.3.0)

oS
o Y n—
NCY HC v
esj L esj' l
oS
c™ ¢

5 - . - 5
est commutatif 3 isomorphisme prés et le foncteur u,, est exact.

5) Supposons que le foncteur esj~ (resp. esj"™ ) posside un adjoint 3

gauche Lib™ (resp. Lib' ™) (II 6,5). On a un isomorohisme canonigque

u® Lib™ —> Lib'~u

s
v .

De plus, lorsque C n'est pas nécessairement un petit site mais

;

" 3 s i
un U-site, le foncteur ui admet un adjoint 2 gauche u, . Enfin si V est

. . .8 s
un univers contemant U et si u, . (resp. u, v

gauche de u  relativement & 1'univers U (resp. V), le diagramme suivant,

) désigne 1'adjoint 2

analopue au diagramme 1.5.1 :

s
u
Yy
<y u - ?‘r’ u
(1.7.1) 1 1
]
UI'E ~I
C; v e Y V

est commutatif 3 isomorphisme canonique prés.

Preuve, La démonstration, dans le cas ol C est un petit site, est laissée

au lecteur, Elle sera complétée en 4.3 dans le cas ot C est un U-site,
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Notatrion i.8. Nous emploierons dorénavant la notation u, pour désigner
le foncteur u: . Cette notation ne risque pas d'apporter de confusion,
car le foncteur u (défini sur les faisceaux d'ensembles) commute aux
limites projectives finies,

De m&me, lorsque us est exact & gauche, nous emploierons la
notation u® pour désigner le foncteur u$ . Cet abus de notation est jus-

tifié par 1.7 4)

Exemple 1.9.1. Soit X un petit espace topologique, Désignons par Ouv(X)

la catégorie des ouverts de X (les objets de Ouv(X) sont les sous-ensembles

ocouverts de X, les morphismes de Ouv(X) sont les inclusions) munie de la
topologie canonique. Une famille(Ui C u), i€I, est couvrante si et seu-
lement si les ouverts Ui recouvrent U (II 2.6). Les faisceaux d'ensem-
bles sur Ouv(X) sont donc les faisceaux d'ensembles au sens de [TF).
Soit £ : X —>Y une application continue. On en déduit un foncteur

£ s ouvin) —s Ouv(X) : pour tout ouvert U de Y, £ L(U) est 1'image
réciproque de U par 1'application f. Le foncteur f_l est un foncteur
continu (1.5), Le foncteur f;l ¢ Ouv(X) T— Ouv(Y) “est le foncteur
image directe pour les faisceaux,au sens de [TF). Le foncteur

(£ h* Ouv(¥) "— Ouv(X) ~ est le foncteur image réciproque pour les
faisceaux au sens de [TF]. Le foncteur (£ 1)° commute aux limites

projectives finies, grace 2 1.3 5).

Exemple 1.9.2. Soient X un espace topologique et Y <= X un ouvert de X.

Tout ouvert de Y est un ouvert de X, d'od un foncteur & : Ouv(yY) = Ouv(X)}.

Le foncteur 2 est continu (1.6). Le foncteur 65 : Ouv(X) T— Ouv(Y) ™ estc
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R &, 111

le foncteur "restriction & Y"., Le foncteur Q:b : Ouv(Y);; — Ouv(X);B(IIGu3.3,
I 1.7) est le foncteur "prolongement par zéro en dehors de Y " introduit

dans [TF]. Le foncteur #° : Ouv(Y) ™~ — Ouv(X) ~(1.3) est anzlogue au
foncteur '"prolongement par zéro" : pour tout faisceau H sur Y et tout

point y€Y, la fibre en y de 3°H est canoniquement isomorphe 2 la fibre

ert ¥ de H ; pour tout peint x€X, xfY, la fibre en x de £5H est vide,

Le foncteur 3° est appelé le foncteur "prolongement par le vide en

dehors de Y". Le foncteur 3° commute aux produits fibrés et aux produits

finis sur un ensemble d'indices non vide, mais il ne transforme pas

l'objet final de Ouv(Y) ™ en 1'objet final de Ouv(X) ™.

Exemple 1.9.3. Soient C et C' deux petits sites, u : C —> C' un foncteur
entre les catégories sous—jacentes qui transforme toute famille couvrante
de C en famille couvrante de C', Le foncteur u n'est pas continu en général
(cf, cependant 1.6). Voici un contre-exemple. Soit S un ensemble de
cardinal infini de 1'univers U, et C la sous-catégorie pleine de la catégorie
des ensembles, dont les objets sont les sous-ensembles finis, non-vides,

de 5. On munit C de la topologie canonique. On remarquera que les familles
couvrantes de C sont les familles surjectives d'applications et que les
familles couvrantes ne sont pas vides. On remarquera de plus gqu'iln'y a,

a4 isomorphisme prés, que deux faisceaux constants sur C : le faisceau

de valeur 1'ensemble vide et le faisceau de valeur 1'ensemble & un &lément.
Posons C = C' et soit v : C —> C'" un foncteur constant. Le foncteur u
transforme les familles couvrantes de C en familles couvrantes de C', Le
foncteur u n'est pas continu. En effet, comme les préfaisceaux représen-

tables de C' sont des faisceaux, pour tout objet X de €', il existe un

[
~
b |
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faisceau T sur C' tel que le cardinal de 1'ensemble FiX) soit 2 2, et

o

par suite le préfaisceau u™F n'est pas un faisceau,

2. Foncteurs cocontinus

Définition 2.1. Soient C et C' deux U-sites et u : ¢ — C' un foncteur

entre les catégories sous-jacentes. On dit que u est cocontinu s'il

posséde la propriété suivante :

(20C) Pour tout objet Y de C er pour tout crible couvrant RC—= uly),

le crible de Y engendré par les fldches Z —> Y telles que u(Z) = u(y)

se factorise par R, couvre Y.

Proposition 2.2. Soient € un petit site, C' un U-site et u : C —= '

un foncteur entre les catégories sous-jacentes, Notons u, 3 ¢~ —> g’

lz foncteur adjoint & droite au foncteur F b3 Fou = u®F (I 5.1). Le

foncteur v est cocontinu si et seulement si pour tout faisceau G sur

Cy u.G est un faisceau suy Q'

Preuve. La condition est suffisante, Supposons que pour tout faisceau

C sur C, le préfaisceau G*C soit un faisceau. Soient Y un objet de C

et R“— u(Y) un crible couvrant. On a un isomorphisme

Hom{u(Y), u,6) —= Hom(R,u,C), d'od par adjoinction (I 5.1) un iso-
morphisme Hom(a*ou(Y),G} —~> Hom(u*R,G). On en déduit (IT 5.3) que le
morphisme U¥R — G*u(¥) est bicouvrant. Mais le foncteur u¥ commute aux
limites projectives et par suite le morphisme G¥R — u*u(Y) est un
monemorphisme. C'est donc un monomorphisme couvrant. D'autre part onm

& un morphisme canonique ¥ —B—= u*u(Y) déduit du morphisme d'adjonction
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td, —>= G""‘u, (1 5.4 3)). Faisons alors le changement de base Y —b—= u¥u(¥),.

On obtient un crible couvrant Y :
~ )
WRZ gyt ¥ :

et lorsqu'on cherche les flaches Z — Y qui se factorisent par ce crible,

on obtient le crible décrit par la propriété (COC).

La condition est nécessaire : Soient S un objet de C' et

R &> 5 un crible couvrant 8. On doit démontrer que pour tout faisceau

G sur C on a un isomorphisme

Hom(S,u,.6) ——> Hom(R,uyG) :

Utilisant alors la proposition II 5.3 et les isomorphismes
d'adjonction, on voit qu'il suffit de démontrer que le monomorphisme
u*R —> 0¥S est couvrant, Pour cela, il suffit de démontrer (II 5.1)
que pour tout changement de base Y —> u*S le crible u*R XougY est
couvrant, (Y objet de C), Mais, d'aprés les propriétés des foncteurs
adjoints et I 5.4 3), le morphisme Y —> U0¥S se factorise par
Y 2 I*u(y) — u*S, et par suite le crible G*R Xous¥ &> Y est le
transformé par le changement de base Y i a*u(Y) du monomorphisme
UFR xa,ﬁ_sﬁ*u{‘f)c‘h u*u(Y). Or le foncteur u* commute aux limites
projectives,et par suite le monomorphisme q est le transformé par u¥®
du crible R xsu(Y) — ul{Y¥), qui est couvrant, L'hypotiigse (COC)nous

permet alors de dire que le crible ¥R Xz Y—> Y est couvrant, cqfd.

*3

Proposition 2,3, Socient C et C' deux U-sites et u : € — ' un foncteur

— o, -
cocontinu, Notons u® : C' —3 C le foncteur u™ = zu¥i' oii a désigne

le foncteur "faisceau associé" pour €, u¥* le foncteur Fp—> Fou, i' 1
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o
foncteur d'inclusion C' — '™,

1) Le foncteur u™ commute aux limites inductives et est exact,

— -

2) Or a un isomorphisme canonique u®a' —— au* oir a' désigne le foncteur

"faisceau associé" pour C'”,

3) Le foncteur u* admet un adjoint A droite u, *: C—> C', Lorsque C

est petit, le diagramme

c cr

(2.3.1) 3 *

c~ — G

olh le foncteur du bas est adjoint 3 droite au foncteur u® (I 5.1), est

commutatif{ 3 isomorphisme canconique prés.

—

4) Soit ¥ 2 U un univers. Notons Uy Gy —> Cﬁ (resp. u I

1
v

le foncteur adjoint 3 droite relatif 3 1'univers U (resp. V) dont 1'exis-

tence est affirmé dans 3). Le diagramme
Ly

0

[=!
1

Uy

y

-~
)
La
%]
i)

ole—

-

l=t 2

I

est commutatif 3 isomorphisme pra2s,

Preuve. Les assertions 1) et 2) résultent immédiatement de II 3.4, L'assertio
3}, lorsque C est petit, résulte de 2.2, Lorsque C est un U-site, elle

sera démontrée en 4.4, L'assertion 4), lorsque C est petit, résulte de
l'assertion de commutativité analogue lorsque les topologies sur C et C'

sont chzotiques et de I 3.5. Lorsque les topolegies sur C et C' sont

280

295



- 17 - III

chaotiques,la commutativits de (2.3.2) se voit immédiatement sur la

description explicite de u, (I 5.1),

2.4, DNous ne développerons pas ici les considérations relatives aux
Y-objets des catégories de faisceaux, Il nous suffira de remarquer que

les foncteurs u* et u, introduits dans ce numérc commutent toujours

aux limites projectives finies (contrairement & ce qui se passait dans

le numéro précédent pour le foncteur us}. Par suite ils se prolongent
naturellement en des foncteurs définis sur les Y-objets, qui sont adjoints
1'un de 1l'autre et qui commutent aux foncteurs'faisceau d'ensemble
sous-jacent". Nous ferons les abus de notations signalés en 1,8, con-

sistant & noter par u¥ et u, les prolongements aux Y-objets,

v
Proposition 2.5. Soient C et C' deux U-sites et C ——=C' un couple
u

de foncteurs, ol v est adjoint 2 gauche de u, Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

i) Le foncteur u est continu.

ii) Le foncteur v est cocontinu,

De plus, sous ces conditions &quivalentes, on a des isomorphismes canoniques

. ~ 8 o &
Vy — ugs v¥ — u ., En particulier, le foncteur u commute aux limites

projectives finies.

Preuve. La propriété pour un foncteur d'2tre continu ou cocontinu ne
dépend pzs de 1'univers U pour lequel C et C' sont des U-sites (c'est
immédiatement dans le cas d'un foncteur cocontinu,et cela résulte de 1.5
dans le cas d'un foncteur continu), On peut donc, quitte 3 augmenter
l'univers, supposer que € et C' sont petits. La proposition résulte alors

de 2.2 et I 5.6,
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Proposition 2.6. Soit u : C — C' un foncteur continu et cocontinu entre

deux U-sites. Alors le foncteur u* : €7 —> €7 (2.3) commute aux U-limites

— -~

inductives et projectives. Notons u, : €7~ —>Cc" et u, : C~ —> C'™

les foncteurs adjoints 3 u® & gauche et 3 droite respectivement, Le

foncteur u, est pleinement fid2le si et seulement si le foncteur u, est

pleinement fid2le. Lorsque u est pleinement fideéle, u, est pleinement

T

fidele et la réciproque est vraie lorsqueles topologies de C et C' sent

moins fines que la topologie canonique.

Le foncteur u¥* admet un adjoint a droite u, (2.3) et un adjoint
2 pauche u, (1.2). Le foncteur u® commute donc aux limites inductives
et projectives (I 2.11). Le fait que le foncteur u, soit pleinement
fidéle si et seulement si le foncteur u, est pleinement fid2le est une
propriété générale des foncteurs adjoints (I 5.7.1). Lorsque u est
pleinement fid2le, le foncteur G* : Ca — C'; relatif aux V-préfaisceaux,
pour un univers V assez grand, est pleinement fidéle (I 5.7). Par suite
le foncteur u, : €~ —> ' est pleinement fiddle en vertu de la commu-
tativité de (2.3.1) et (2.3.2),, donc u, est pleinement fiddle d'apras
ce qui préc2de. La réciproque se déduit de 1'existence du diagramme
commutatif 1,2 iv), compte tenu du fait que les foncteurs £, et ¢ sont

C C!
pleinement fid2les lorsque les topologies sont moins fines que la topo-

logie canonique, cqfd,
Exemple Z,7. Avec les notations de 1.9.2, le foncteur

2 : Ouv(¥) —> ouv(X)

est continu (1.9.2) et cocontinu (2.2). De plus, soient i : Y —> X
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1'injection canonique et i-1 : Ouv(X) —> Ouv(Y) le foncteur qu'elle
permet de définir (1.9.1). Le foncteur i est adjoint 3 droite au fencteur 5.

On a donc une suite de trois foncteurs adjoints :

tal]
HM

3, Topologie induite

3.1, Secient C' un site, € une catégorie et u : C —= C' un fonecteur,
Pour tout univers U tel que C' soit un U-site et C une U-petite caté-

gorie, désignons par fu la plus fine parmi les topologies T sur C qui

rendent u continu (1.1). (Une telle topologie existe grace a IT 2.2).

La topologie %U ne dépend pas de 1'univers U. En effet, si VO U est

un univers on a "L—?U = °{§v (1.1 et 1.5). La topologie CESU est appelée

la topologie induite sur C par la topologie de C' au moyen du foncteur u (IJ.

Proposition 3.2. Soient C une petite catégorie, C' un U-site, u : C == C'

un foncteur, %35 la topologie sur C induite par u. Scoient X un objet de

C et R —> X un crible de X. Les proprié€tés suivantes sont équivalentes :

i) le crible R“ X est couvrant pour T3 .

ii) Pour tout changement de base Y —> X, oi Y est un objet de C, le

morphisme u,(RxxY) —> u(Y) est bicouvrant dams C'~ (II 5.2).

Freuve, i) = ii) résulte del'axiome (Tl) des topologies et de 1.2,

ii) === i) : Pour tout faisceau F sur C', 1'application

3 1
(") Lorsqu'aucune confusion n'en résulte cette topologie est appelée 1a
topologie induite sur C par la topologie de C',
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Hom(Y,u*F) ——> Hom(Rx,Y,u¥F)
est isomorphe, par adjonction (I 5.1), a l'application
Hom(u(Y),F) —> Hom(u:(RxxY),F)
qui est bijective (I1 5.3). Par suite (II 2.2) le crible R<— X est

couvrant pour qz "

Corollaire 3.3. Soient C' un site, C une catégorie, u : ¢ —/83» C' un faisceau,

% la topologie sur C induite par la topologie de C' . Soit (Xi —> X)) 1€ I

une famille de morphismes quarrables de C et supposons gue u commute Aaux pro-

(%)

duits fibrés . Les propriétés suivantes sont @quivalentes :

i) La famille Ki —> X, i€ I, est couvrante pour G .

ii) La famille (u(Xi) —su(X)) , i €1 s, 85t couvrante.

Preuve, i) == jii) résulte de 1.6.
ii)=> i) : Soit U un univers tel gque C soit U-petite et C' un U-site.
Soit R&—= X le erible engendré par les Ki —> X. Le préfaisceau R est
le conoyau du couple de flzches (I 2.12 et I 3.5)

P e R
(la somme directe est prise ici dans C”), Comme le foncteur u, commute
aux limites inductives (I 5.4), le préfaisceau uIR est le conoyau du
couple de flaches

f}uo{i&xj) :L&u{XLJ .
Comme le foncteur u commute aux produits fibré&s, le préfaisceau u,R est

le conoyau du couple de fléches

(x) En fait, il suffit que u commute aux produits fibrés de la forme xixxx' .
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f"}"(xi)xu(x)u(xj) e ,ui.u{xi) '

et par suite u,R —> u(X) est un crible de u(X) engendré par les

u(Xi) —> u(X) , i€I. Utilisant encore une fois le fait que u commute aux
produits fibrés, on montre que pour tout changement de base Y —> X , oi
Y est un objet de C, u:(RxxY) —> u(Y) est un crible de u(Y) engendré

par les u(Ki}xu(x}u(Y} —> u(Y), i€I. Comme la famille u(Xi) — u(X),
i€I, est couvrante, la famille u(xi)xu(x}u(Y) —> u(Y), i€I, est
couvrante, Donc u!(RxxYJ —> u(Y) est un crible couvrant et par suite

(3.2) R —> X est couvrant pour T , cqfd.

Corollaire 3.4, Soient C' un U-site, C une sous-catégorie pleine de C',

u : C—> C' le foncteur d'inclusion, On suppose que les produits fibrés

sont représentables dans C et que u commute aux produits fibrés, Les

conditions suivantes sont égquivalentes :

i) a) Pour tout objet X de C, toute famille couvrante(Yj — X)), j€J,

de C' est majorée par une famille couvrante Ki —> X, i€I, ol les Xi

sont des objets de C.

b) Il existe un petit eunsemble G d'objets de C, tel que tout objet

de C soit but d'une famille couvrante dans C' de morphismes dont les

sources sont dans G .

ii) La topologie induite par la topologie de C' est une U-topologie (I 3.0.2)

et le foncteur u est continu et cocontinu pour cette topologie.

Preuve, Résulte immédiatemsnt de 3.3 et 2.1.
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Proposition 3.5. Soient C un U-site et EC :C— ™ le foncteur canonique

(I &4.4.0). Munissons CV de 1la topologie canonique. Alors la topologie du site

C est la topologie induite par 1la topologie de C™.

Preuve. Les familles couvrantes de CV pour la topologie canonique sont les familles
épimorphiques effecrives universelles (IT 2.3), i.e. (II 4.3) les familles épimor-

phiques. Soit T la topologie du site C et ‘ﬁ; la topologie la plus fine des topo-—

logies T' sur C telles que pour tout faisceau F sur €™V, F o ¢_ soit un faisceau
g q : C

pour T' . Il suffit de montrer que T d_._q?{} s car alors ‘gU est une U-topologie et
= 1
par suite q;.U est la topologie induite.

A) La topologie T est plus fine que ‘B’U : Soit (X, ——X) , i€1I , une famille

couvrante de :gu - Alors pour tout faisceau F sur c™ 3 F(n—:c(x) —_ F(ec_(}{i))
i

est injective et par suite (II 5.2} (acxi — ECX) » 1€1 , est couvrante pour la

topologie canonique de CV , done (I1 5.2) (:{i — X) , 1€1 , est couvrante pour T .

B) La topologie T est moins fine que ‘GU : I1 suffit de montrer que o * C —— ™

est continu (1.1). Or on démontrera en IV n® | que tout faisceau sur C™ est repré-

sentable et par suite, pour tout faisceau F sur Cv , F . EC est un faisceau sur ]

€ . (Un n'utilisera pas 3.5 jusqu'a IV 1).

Notons deux résultats qui seront utilisds en VI ¥ o

-

Propesition 3.6. Soient {Ci)iEI une famille de sites, C une categorie et pour 4

tout i € 1 » Uy o2 Ci —> C un foncteur, 111 un univers tel que les catégories Ci et

C soient U-petites. Il existe une topologie 'GL sur C gui est la moins fine des to-

pologies pour lesquelles 1les u, soient continus. La topologie %L‘ ne dépend pas de

l'univers U pour lequel les catégories considérées sont petites.

La dernidre assertion de 3.6 résulte de 1.5.
Seit T wune topologie sur C . Alors les foncteurs wu. sont continus si et
I

seulement si pour tout i € T et pour tout crible couvrant RS“— X gd'un objet X de
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c. , le morphisme

i
u, (R) —> u_(X)
il i

dee est bicouvrant (1.2 (ii)). Done 3.6 est une conséquence du

mne 3.6.1 Soient C wune petite catégorie, (u, : F, —> G, ) . une famille de
Lemnt i i i” iEI

-~

fléches de € . Alors il existe sur C une topologie la moins fine parmi celles qui
repdent les morphismes u, couvrants (resp. bicouvrants) (II 5.2).

Dire que u : F—>0G est couvrant pour une topologie donnée T signifie que
pour toutes fléche X —> G , avec X €0b C , la fliache FxGK —> X correspondante
est couvrante, ou encore que la famille des fldches X' —> X de C qui se factori-
sent par la fldche précédente est couvrante. Le fait qu'il existe une topologie la
meins fine parmi celles pour lesquelles les u, s Fi. G‘i sont couvrants résulte
donc de I 1.,1.6, d'oli 1'assertion non respée de 3.6.1. L'assertion respée s'en dé-

duit, en se rappelant gqu'un morphisme u F—>0G est bicouvrant si et seulement

8i les morphismes u : F—> F et dia.gu $ B —> FxGG sont couvrants.

Proposition 3.7. Soient (Ci) j€r une famille de sites, C une catégorie, pour tout /s

1 €1, u, ¢ Ci —>» C un foncteur, et u un univers tel gque les catégories Ci et
C soient U-petites. Il existe une topologie EL‘ qui est la plus fine pour laquelle

les u; sont cocontinus . La topologie EU ne dépend pas de 1'univers U pour leguel

les catégories considérées sont petites.

Soit U un univers pour lequel les catégories considérées sont petites. Les
foncteurs u, sont ecocontinus pour une topologie € de C si et seulement si pour
tout i € I et tout faisceau F sur Ci le préfaisceau ﬂ‘i*F est un faisceau pour
g (2.2). 11 en résulte que la topologie gl‘ est la topologie la plus fine pour

laquelle les préfaisceaux ﬁi‘ F,i€1I,FE€ob Ci y sont des faisceaux (II 2.2).

La dernidre assertion résulte de 2.2.
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&, Lemme de comparaison

Théor2me 4.1 (lemme de comparaison). Soient C une petite catégorie, C'

un site dont la catégorie sous-jacente est une U-catégorie et u : C —=> C'

un_foncteur pleinement fidéle, Munissons C de la topologie induite par u

(3.1). Considérons les propriétés :

i) Tout objet de C' peut 8tre recouvert par des objets provenant de C,

ii) Le foncteur F b—> Feu induit une équivalence de catégories de la

catéporie des faisceaux sur C' dans la catégorie des faisceaux sur C.

On a toujours i) = ii). Lorsque C' est un U-site et lorsque

la topologie de C' est moins fine que la topologie canonigque, on a

ii) == i),

%4.1.1., Démontrons d'abord i) == ii), La démonstration se fait en deux pas.

Premier pas. Pour tout préfaisceau H de C'" le morphisme d'adjonction

© : u,u¥H —> H (I 5.1) est bicouvrant (II 5.3) et le foncteur ug ot =T

(1.1.1) est pleinement fidele.

Soit C/H la petite catégorie dont les objets sont les objets
¥ de C muni d'un morphisme u(Y) —> H,et dont les morphismes sont les
diagrammes commutatifs :

u{m)

ul(Y) ———— u(¥')

N\,

H

On a u®H = lim Y (I 3.4) et par suite (I 5.4) u,u™H = lim u(Y).
YéobEfH * Yeobtfﬁ

Le morphisme d'adjonction est le morphisme évident qui résulte de la

description de u,u™H comme limite inductive. Le morphisme @ posside la
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propriété suivante : (¥) Pour tout objet Y de C, tout morphisme m : u(Y) = H
se factorise de mani2re unique en le morphisme canonique @{m) : ul¥) = u, u*H
et le morphisme © . Il résulte immédiatement de i) que le morphisme ©

est couvrant (II 5,1), montrons qu'il est bicouvrant., Soient

;9 ¢ Z —= u,u*H deux morphismesd'un objet Z de C' dans H' tels que
wp = wq . Pour tout objet Y de C et tout morphisme n : u(¥Y) — Z, on

a wpn = pqn. La propriété (¥*) entratne alors que pn = gqn, et comme les
u(Y) recouvrent Z, le noyau de (p,q) est un crible couvrant Z, Le mor-
phisme © est donc bicouvrant (ITI 5.3)., Pour tout faisceau H sur C',

u*H est un faisceau sur C noté u_H (1.1.1). On a de plus ususﬁ = EluquH
(1.3), et 1le morphisme d'adjonction usuEH —> H s'obtient en appliquant le
foncteur "faisceau associé" au morphisme ¢ : u,u¥H — H, Par suite

(IT 5.3) 1le morphisme d'adjonction ususH —> H est un isomorphisme,.

Donc u, ¢ €' — € est pleinement fid2le.

i~ i~

. s
Deuxidme pas. Le foncteur u est cocontinu et le foncteur u : C —= c!

(1.2) est pleinement fidéle. Par suite u_ s C'™ —> ¢ est une équivalence,

Soient Y un objet de C et i : R“ u(Y¥) un crible couvrant. Comme le

foncteur u® commute aux limites projectives (I 5,5) le morphisme

v¥(1i) : o¥(R) & u¥u(Y) est un monomorphisme. Comme u est pleinement fidéle,
on a u¥ul(¥) =¥, d'ot un crible de Y, u¥*(i) : u*(R) —> ¥. Pour montrer

que u est cocontinu, il suffit de montrer que u¥(i) : u¥*(R) “> Y est

un crible couvrant pour la topologie induite sur C (2.1). Pour cela,
il suffit de montrer (3.2) que pour tout changement de base m : X = Y,

le morphisme u.(u*(R)xYX) —> u(X) est bicouvrant, Mais comme u* commute
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aux limites projectives, on a u*{R)xYX = u*(RX ul(X)) et Rx u(X)

ulyY)

st un crible couvrant X. Tl suffit donc de montrer que pour tout objet Y

uly)

de C et tout crible couvrant i: R &= u(Y), le morphisme de

u,u¥®(i)
c'~ , uu®(R) ———> u(Y), est bicouvrant. Or ce rorphisme se factorise
en le morphisme d'adjonction u,u¥(R) —> R, gui est bicouvrant (premier
pas), et le monomorphisme R > u(¥) qui est couvrant, Il est donc
bicouvrant {II 5.3). Ceci montre que u est cocontinu, Comme u est continu
et pleinement fidzle, il résulte de 2.6 (utilisé dans le cas oii C est peti
que u® (noté u, dans 2,6) est pleinement fiddle. Comme u" et u_ sont

adjoints 1'un de l'autre et qu'ils sont pleinement fid2les, ce sont des

foncteurs quasi-inverses et par suite u_. est une équivalence.

4.1.2. Démontrons maintenant que ii) =—> i). Les objets Y de C forment
une famille génératrice de C" (II 4.10) et par suite, pour tout objet

X de €', il existe une famille épimorphique (dans €~ ) v Y, = u.X,

3 ¢ A

i€I, On a usu(Yi) =¥, et, le foncteur L étant une Squivalence de

i
catégories, on a vy = us(xi}, ol les w, : u(Yi) — X forment une
famille épimorphique de €'~ ., Il résulte alors de IT 5.1 que la famille

LA HCYi) — X, i€I, est couvrante,

4.2, Fin de la démonstration de 1,2,

Scient G une sous-catégorie pleine de C dont les objets forment
une petite famille topologiquement génératrice de € (IT 3.0.1). Munissons
G de la topologie induite par le foncteur d'inclusion i i G—C (3.1
Le foncteur (Uoi)s =1 eu_ (1.1.1) admet un adjoint a gauche d'apreés la

premi2re partie de la démonstration de 1.2, Comme is est une &quivalence
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de catégories (4.1), le foncteur u admet un adjoint 2 gauche u® et on

a un isomorphisme fonctoriel u® = (uai}sois . Montrons que le diagramme

4 C

(4.2.1) ecl i‘:c'
s —
C c

est commutatif 2 isomorphisme pras, Pour tout faisceau H sur C', on a

-

Hom'tl(&‘c, u X, H) — u  H (X), pour tout X € ob C. On a de plus

s ~ ; :
Hc;m‘tl(u e. X, H) Hom_c(i:cx,us}i) par adjonction, puis

Hom%(r:cx,usl-l} == u_H(X) par définition de €.+ D'olt un isomorphisme

s

€oiu X = u X pour tout X € ob C. Ceci démontre i) === iv). Montrons

“c

que iv) == i), On a un diagramme commutatif

G c c
(4.2.2) °Sg l s'.:l ecj
e 5 c

et par suite, d'apr2s la premidre partie de la démonstration, le foncteur

iou : G —> C' est continu. On en déduit aussitdt par 4.1 et 1.1 que
u est continu, d'oli iv) == i), On obtient de plus 1'unicité de u® 3
connaissant, par la premikre partie de la démonstration, l'unicité lorsque

C est petirct,
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4.3. Fin de la démonstraticn de 1.5 et de 1.7

Seient u : € —> €' un foncteur entre deux U-sites er G une
sous—catégorie pleine de C dont 1'ensemble des cbjets est une petite
famille topologiquement génératrice de C (II 3.0.1). Munissons G de
la topologie induite par le foncteur d'inclusion i : G —s=C . I1 résulte
immédiatement de 4.1 et de 1.1 que u est continu si et seulement si
u.1 est continu. De cette remarque et de la premi&re partie de 1la
démonstration de 1.5 résulte le cas général. Cette remargque permet

aussi de ramener la démonstration de 1.7 au cas ofi la catégorie C est petit

4.4. Fin de la démonstration de 2.3.

Soient u : C —> C' un foncteur entre deux U-sites, G une sous-
catégorie pleine de C dont 1'ensemble des cbjets est une petite famille
topologiquement génératrice de C (II 3.0.1), munie de la topolegie induite |
par le foncteur d'inclusion 1 : 6 —— ¢ . Tl résulte de la démonstration |
de 4.1 (4.1.1 deuxidme pas) que i est cocontinu. Par suite, lorsque u

est cocontinu, le foncteur u ¢ i : G — ¢! est cocontinu. De plus,

S v = m Z p

17 : €' —> G est une équivalence de catégories (4.,1). Donc le foncteur
® oo ~ o < ; s s _

u : €' —— € admet un adjoint i droite. Ceei démontre 3). Pour démontrer
4), il suffit de remarquer que (uoi}* = u, ® ix et que i* est une équi-

valence (4.1). La commutativitd de (2.3.2) résulte alors de la commutati-

vité de ces diagrammes lorsque C est petit.
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5. Localisation

5.1, Socient maintenant C un U-site et X un objet de C*, Sauf mention
expresse du contraire la catégorie C/X sera munie de la topologie G
induite par le foncteur ig ¢ C/X —> C (3.1). La notation C/X désignera

la catégorie C/X munie de la topologie 95 . La proposition I 5.11 nous
montre que le foncteur jx: commute aux produits fibrés et par suite trans-
forme tout monomorphisme en monomorphisme. En particulier, pour tout

objet (Y — X) de C/X,le foncteur Jy1 €tablit une correspondance biuni-
voque entre les cribles, dans la catégorie C/X, de 1l'objet (Y — X)

et les cribles, dans C, de 1'objet Y,

Proposition 5.2, Soient C un U-site, X un objet de C~ et jx 2 B —C

le foncteur continu correspondant,

1) Un crible R d'un objet (Z —> X) est couvrant dans C/X si

et seulement si le crible jx,(R)‘H—} Z est couvrant dans C,

2) Le foncteur ig ¢ C/X —> C est cocontinu et continu.

3) Soit m : Y — X un morphisme de C~, On a alors le diagramme

commutatif :
Smll L2 A3 S

E

c/y o — C/X
jY \\\\\\\A g/////’ jx
c

La topologie induite par le foncteur jY sur C/Y est &gale i la

topologie induite par i, sur c/Y.

4) La topologie induite par iy C/X —> C est une U-topologie

(I1 3.0.2).

293

308




Preuve. 1) Si le crible E de (Z — X) est couvrant, le crible j x,(R)Cﬁﬁ FA
est couvrant (1.6).

Réciproquement, si le crible {R) — Z est couvrant dans C,

Ixy
on voit qu'il en est de mPme pour tout crible obtenu en faisant un
changement de base dans C/X. Le crible R est donc couvrant (3.2),

2) Se déduit immédiatemant de 1) en appliquant 2.1,

3) Se déduit immSdiatemant de la description des cribles
couvrants donnée par 1).

4) Soit (G)i,iEI, une petite famille topologiquement généra-

trice de C. On vérifie immédiatement que la petite famille

(u:Gi — X}, u& JJ_HomCﬁ(Gi,K), est topologiquement génératrice dans C/X ,
i€l

Terminologie et notations 5.3, D'aprés la proposition précédente le foncteur

jK est 4 la fois un foncteur continu et cocontinu, Il définit donc une
suite de trois foncteurs adjoints (4.3.2.) entre les catégories de faisceaux

d'ensembles (1.3 et 2.3) :

Iy (c/x)™ — ¢~

. c™

4% = = o~
iy Jx,s : ————a LX)

Igu (L/x)~ —cC
Nans la situation particuli2re de la proposition 5.2 nous

emploierons la terminologie et les notations suivantes :

1) Le foncteur iy, sera appelé le foncteur image directe.

2) Le foncteur Ix e = j% sera noté j§ et sera appelé le foncteur restric-
s p

tion & C/X.
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3) Le foncteur j; sur les faisceaux d'ensembles sera appelé le"foncteur

prolongement par le vide 2 la catéporie C" et sera noté igs (ef, 2.9.2).

On a donc une suite de trois foncteurs adjoints entre

(C/X) T et C7;

Proposition 5.4. Le foncteur jx,:(cfx)”—-—:a- C™ se factorise par la

catégories C° /faX (a est le foncteur faisceau associs) :

o
CFIK)~-—X+ C™ /aX —> C”™, Le foncteur :

e 1 (C/X)™ — Tfax

est une équivalence de catégories, Le foncteur restriction & C/X, com-

posé avec 1'équivalence e'x', €st isomorphe au foncteur '"changement de

b " T . ~ . pré
ase par aX —> ¢ ",(¢ l'objet final de C™) : F > (F x aX ax),

Preuve. L'image par jyi de 1'objet final de (C/X)™ est 1'objet aX ; d'on

la factorisation. Pour montrer que le foncteur e; est une équivalence,
nous nous bornerons & quelques indications, D'aprés I 5,11, un pré-
faisceau sur C/X est défini par un préfaisceau F sur C muni d'un morphi sme
F —> X. On démontre alors que les deux propriétés suivantes sont équi-
valentes :

i) Le préfaisceau sur C/X défini par F —> X est un faisceau,

ii) Le diagramme suivant est cartésien (on dénote par i et a les foncteurs

injection dans les préfaisceaux, et faisceau associé) :

F i

!

F

[

r&{-—l

k2
A
i
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On en déduit alors immédiatement que eg" est une £quivalence.

La derniérs assertion est triviale,

Proposition 5.5. 1) Soient C un U-site, X un objet de C~. Le diagramme

ci-dessous de catégories et foncteurs est commutatif 3 isomorphismes

canoniques prés:

s

2x ix

C/X —=— (C/X)~ ——= (g/x) "~ (c/X)~
l ‘ e” e”™ e~ /X
X X
h/X M alX i/ aX £\ b
B — 07X —= =% . faX - e~figk —> ¢ /X

Les notations a, et iH désignent les foncteurs "faisceau

associé" et injection dans les préfaisceaux pour le site C/X . La nota-

tion a/X désigne le prolongement naturel du foncteur a (faisceau asso-

cié pour le site C ) & la catégorie des fléches de but X , de méme pour

la notation i/aX . Enfin la notation 7 désigne le foncteur changement

de base par la fléche canonique X ——= igX

2) Soit de plus m : Y —> X un morphisme de C~, Le

Giagramme ci-aprés est commutatif a isomorphisme canonique prés :
. £
€7 /aX/ay < (c/X)™ /a ¥

H (c/x/v)~
a8
=1/

ayY (cryy ™

L]

1]
=]

<

[
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La fléche f est le prolongement naturel de 1'équivalence

e /X & la catéporie des flaches de but ExY,et est par cuite une égui-

valence de catégories. La fléche g n'est autre que 1'&quivalence de 5.4

appliquée 2 la situation (C/¥)/[m].

3) Désignons par Jgg + t €7 /2X —> Cc7 le foncteur

—~—

—> €7 /aX le foncteur "produit par ax ",

"oublions aX ".et par j:x : e

Les diggrammes ci-aprés sont commutatifs 2 isomorphisme canonique prés :

g § &
(c/x)™~ —B= 5o~ e X (c/x) ™
y l ; | e™ /%
l A% } | J;; v
cT/a ————> ™ : c~ > 7 fex ;

Preuve. La preuve de ces assertions est immédiate 2 partir de la définition

des #quivalences e£’ (5.4) et eq (1 5.11).
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E %F O SE IV

TOPOS

par A. Grothendieck et J. L. Verdier

0. Introduction

0.1. Nous avons wvu dans II diverses propriétés d'exactitude de caté-

a A - 3 - v -
gories de la forme C = catégorie des faisceaux d'ensembles sur €, ot C
est un petit site, propriétés qu'on peut exprimer en disant qu'z beaucoup
d'égards, ces catégories (que nous appelerons des topos) héritent des
propriétés familidres de la catégorie (Ens) des (petits) ensembles. D'un

autre cOté, 1l'expérience a enseignéd qu'il y a lieu de considérer diverses

situations en Mathématique surtout comme un moven technique pour comstruire

les catégories de faisceaux (d'ensembles) correspondantes, i.e. les "topos"

correspondants. Il apparalt que toutes les notions vraiment importantes

lies @ un site (par exemple ses invariants cohomologiques, étudids dans

V, divers autres invariants "topologiques', tels ses invariants d 'homotopie
gtudiés récemment par M. ARTIN et B. MAZUR [l] et les notions étudiées dans
le livre de J. GIRAUD sur la cohomologie non commutative) s'expriment en
fait directement en termes du topos associé. Dans cette optique, il con-
vient de regarder deux sites comme &tant essentiellement équivalents
lorsque les topos associés sont des catégories Equivalentes, et de consi-
dérer que la donnée d'un site (du moins dans le cas, surtout important en
pratique , oll sa topologie est moins fine que sa topologie canonique)

revient 3 eelle d'un topos E (savoir le topos associé, formé des faisceaux

d'ensembles sur le site), et d'une famille génératrice d'éléments da E
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(cf. IT 4.9, et 1.2.1 ci-dessous). Ce point de vue est analogue 2 celui
qui consiste 2 associer un groupe & tout systéme de générarteurs et tout
systime de relations entre ces générateurs, et 2 attacher son intérét
plutdt & la structure de ce groupe qu'au systéme de générateurs et
relations qui ont servi & l'engendrer (considérés comme des données acces-
soires de la situation). D'ailleurs le "lemme de comparaison' III 5.1.
fournit de nombreux exemples de couples de sites €, €' non isomorphes,

&: mBme non €quivalents en tant que catégories, et donnant naissance 2

des topos équivalents, de sorte qu'il y a lieu de considérer L et

comme essentiellement &quivalents.

0.2, Dans le présent exposé, nous donnons uneé caractérisation des
topos par des propriétés d'exactitude simples (due 2 J, GIRAUD), nous
€tudions la notion naturelle de morphisme de topos, inspirée par la notion
d'application continue d'un espace topologique dans un autre, et nous
développons dans le cadre destopos certaines constructions famili2res en
théorie des faisceaux habituelle (faisceaux Hom, faisceaux produit ten-
soriel, supports)}. Enfin, nous montrons (en suivant M. ARTIN) comment

on peut réconstituer un topos & partir d'un "ouvert" de celui-eci, du
"fermé" complémentaire, et d'un certain foncteur exact 2 gauche qui les
relie, qui, a peu de choses pri&s, peut Btre choisi d'ailleurs arbitrairemer
0.3. On a 12 un procédé de recollement de topos qui, appliqué 3 des
topos provenant d'espaces topologiques ordinaires, donnera en général

un topos qui ne sera plus du méme type. Cela est une premiére indication
de la stabilité remarquable de la notion de topos par diverses constructior

naturelles, qui manque i la notion d'espace topologique (dont la notion
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de topos est inspirée). Pour un deuxi2me exemple remarquable, signalons
aussi celle de topos classifiant relatif 2 un groupe d'um topos (cf. [1]
ou 5.9 ci-dessous), inspirée de la notion classique d'espace classifiant
d'un groupe topologique, et la notion de "topos modulaire®™ associé a
divers "probl2mes de modules" en Géométrie Algébrique ou en Géométrie
Analytique [10] [13].

D'autre topos, tel le topos é&tale d'un schéma (&tudié systéma-
tiquement dans le présent Séminaire, 2 partir de Exp, VIL) ou le topos
cristallin d'un schéma relatif [6] s'introduisent de fagon naturelle
lorsqu'on veut développer pour des variétés algébriques abstraites (et
plus généralement des schémas) des théories de cohomologie utilisables,
qui remplacent la cchomologie de Betti classique des variétés algébriques
sur le corps des complexes,

0.4, On peut donc dire que la notion de topos, dérivé naturel du

point de wvue faisceasutique en Topologie, constitue 2 son tour un &largis-

sement substantiel de la notion d'espace topologique (¥), englobant un
grand nombre de situations qui autrefois n'étaient pas considérées comme
relevant de l'intuition topologique, Le trait caractéristique de telles
situations est qu'on y dispose d'une notion de "localisation", notion qui
est formalisée précisément par la notion de site et, en derni&re analyse,
par celle de topos (via le topos associé au site), Comme le terme de
"topos" lui-méme est censé précisément le suggérer, il semble raisonnable
et légitime aux auteurs du présent Séminaire de considérer que 1l'objet

de la Topologie est l'étude des topos (et non des seuls espaces topologiques).
0.5. Il nous a semblé utile d'inclure dans cet exposé général sur
les topos un assez grand nombre d'exemples, dont beaucoup n'ont que des

(*) cf£, (9], ou 4.1 et 4,2 plus bas, pour les relations précises entre 1la
notion de topos et celle d'espace topologique.
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ranports lointains avec le but initial que se proposait ce séminaire,
{c'est-a-dire 1'&tude de la cohomolozie étale). Le lecteur pressé, intéressé
exclusivement par la cohomologie étale, pourra bien entendu omettre sans
inconvénients la lecture d= ces exemples, ainsi d'ailleurs que de la

plus grande partie du présent exposé, auquel il 1ni suffira de se Teporter

€n cas de besoin.

l. Définition et caractérisation des topos

Définition 1.1. On appelle U-topos, ou simplement topos si aucune confusion

n'est 4 craindre, une catégorie E telle qu'il existe un site CE U tel

que E soit équivalente 2 la catégorie C™ des U-faisceaux d'ensembles sur C.

1.1.1. Soit E un U-topos. Nous considérons toujours E comme muni de sa
topologie canonique (IT 2.5), qui en fait donc un site, et m@me, en

vertu de 1.1.2 d) ci-dessous, un U-site (II 3.0.2). Sauf mention expresse
du contraire, nous ne considérerons pas d'autre topologie sur E que celle

qu'on vient d'expliciter.

1.1.2. On a wvu dans II 4.8, 4.11qu'un U-topos E est une D-catégorie (1 1.1 )
satisfaisant aux conditions suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables dans E.

b) Les sommes directes indexées par un élément de U sont repré-
sentables dans E. Elles sont disjointes et universelles (11 4.5),

c) Les relations d'équivalence dans E sonr effectives universelles
(110.6).

d) E admet une famille génératrice (IT 4.9) indexée par un &lé-

ment de U.
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En fait, nous allons voir que ces propriétés intrins&ques carac-

térisent les U-topos:

Théoréme 1,2 (J, Giraud), Soit E une U-catégorie, Les propriétés suivanres

sont équivalentes :

i) E est un U-topos (1.1).

ii) E satisfait aux conditions a), b), c) et d) de 1.1.2.

iii) Les U-faisceaux sur E pour la topologie canonique sont

représentables, et E posstde une petite famille génératrice (condition

1.1.2 4)).

iv) Il existe une catégorie C € U et un foncteur pleinement

fidéle ¢ : E —> C (oi C désigne la catégorie des U-préfaisceaux sur C)

admettant un adjoint 3 gauche a qui est exact & pauche.

i') 1l existe unm site C € U, tel que les limites projectives

soient représentables dans C et que la topologie de C soit moins fine que

sa topolopie canonique (II 2,5), tel que E soit équivalent 2 la catégorie

C™ des U-faisceaux d'ensembles sur C.

De plus :

Corollaire 1.2.1. Soit E un U-topos, C une sous-catéporie

Pleine de E, qu'on munit de la topologie induite (IITI 3.1) par celle de

E (1.1.1). Considérons le foncteur

—~—

E —31

qui associe & tout X € ob E la restriction & C du foncteur représenté

par X. Ce foncteur est une équivalence de catégories si et seulement si

ob C est une famille génératrice de E,
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L'équivalence i) <> iv) résulte aussit8t de II 5.5 , Bt on a
déja rappelé plus haut qu'on a i) => ii). Comme i')=—> i) trivialement,
il reste 2 prouver ii)=—=> iii) et {ii)==> i'), ce qui sera fait dans
1.2.4 et 1,2.3 ci-dessous. Le corollaire s'obtient alors en remarquant
que le foncteur envisagé se factorise en E —> E~ —> ¢~ , de sorte que,
E — E” &tant une équivalence en vertu de (iii), la question revient 2

celle de déterminer quand E~ —> C™ est une équivalence. On conclut alors

grace au'lemme de comparaison" III 4.1 , cf, démonstration 1.2.3 ci-dessous,
1.2.3. Démonstration de iii)—= i'). Soit xa(xi)iEI » IEU, une petite

famille génératrice de E. Comme E est une U-catégorie, 1l'ensemble des
classes d'isomorphie de diagrammes finis dans E dont les objets sont des
éléments xi est U-petit, Par suite le plus petit ensemble X' d'objets de E,
contenant les limites projectives finies d'objets de 3%, est une réunion dé-
nombrable de petits ensembles et est donc petit (*), Posant I(n‘1)=¥.{n”1),
et X = L_ﬁjjé“:'} on voit que, guitte 3 augmenter la famille de générateurs,
on peut supposer que 3£ est stable par limites projectives finies, Soit- ¥V
un univers contenant U tel que E soit V-petite. Pour tout objet H de E,
notons I(H) 1'ensemble 1. 1 Hom(xi,H). Scient H un objet de E et H'“—= H
le sous-faisceau de H, Pifl: la topologie canonique, "réunion" des images
des morphismes u : X, = H, (u,i) € I(H) (I 4.1). Comme H' est un
scus-faisceau d'un U-faisceau, H' est un D-faisceau. Il est donc repré-
sentable. Comme la famille 3€ est génératrice et que pour tout i € I,
1'application Hom(Xi,H‘) — Hom(}(i,l-l) est bijective, le morphisme

H' &> H est un isomorphisme (II 4.9). Par suite (1II 6.1) 1la famille

(u:xi —> W, (u,i) € I(H), est couvrante pour la topologie canonique de E,

(*) Nous raisonnons ici sur les classes d'objets de E & isomorphisme prés.
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Donec tout objet de E peut ftre recouvert,pour la topologie canonique de E,
par des objets de 3¢, Soient € la sous-catégorie pleine de E dé&finie par
les objets de X et u:C“—> E le foncteur d'inclusion. La topologie B
induite sur C par la topologie cancnique de E est moins fine que la
topclogie canonique de C,et lorsque U poss2de un élément de cardinal
infini, les limites projectives finies sont représentables d.‘ans c, I1
résulte de III 5.1 que le foncteur FI—> F o u est une &quivalence de E

sur la catégorie des U-faisceaux sur C pour la topologie °3, cqfd.

1.2.4.Démonstration de ii) == iii). La démonstration comporte quatre pas.
Soit V un univers contenant U, tel que E soit un élément de My
Soient E la catégorie des V-faisceaux sur E pour la topologie canonique,

et JE : E—>E le foncteur canonique.

1.2.4.1, Soit(gi : G, —>H),i € I € U, une famille épimorphique de E.
i
Si les Gi et les produits fibrés G‘JL x Gj sont représentables, alors le
H
faisceau H est représentable,

En effet, la somme directe J_J_Gi est représentable dans E

i€l
@I 4.1)par un faisceau représentable G (propriété b) et II 4.6), Il en
est de méme pour la somme directe K = bt G,X G

(4,3 €1x1 g 3
De plus, le diagramme K —3 G —> H est exact et K est le carré fibré de C

au-dessus de H., (Cette dernidre propri&té est vraie dans la catégorie des
préfaisceaux,donc vraie dans la catégorie des faisceaux(II 4.1.)On en

déduit, d'aprés c) et II 4.7, que la faisceau H est représentable.

1.2.4.2, Soit KO. » @ € AE U, une famille de générateurs de E. Pour tout

faisceau H, désignons par I(H) 1'ensemble _{ | HomE(XG , H). La famille
a € A

()
(@]
n
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(u ; %1‘—%> H, (u,a) € I(H))} est épimorphique dans E. Lorsque H est un
U-faisceau, I(H) est un £lément de U.

En effet, tout faisceau H étant but d'une famille épimorphique
de morphismesdont les sources sont des faisceaux représentables(I 3.4 et
IT 4,1),i1 suffit de montrer la premiére assertion lorsque le faisceau
H est représentable., Soit alors G l'image de la famille
{u : Xu —> H, (u,@)€I1(H)). Le morphisme G —> H est un monomorphisme.

Par suite, on est dans la situation du premier pas, car %1 X est isomorphe

X
G 8
a xaxHKS qui est représentable, et de plus I(H) est un &lé&ment de U. On en
déduit que G est représentable. Mais Ka €tant une famille génératrice,

G — H est un isomorphisme. La dernidre assertion est triviale par

définition des U-faisceaux.

1.2.4,3. Tout sous-faisceau d'un faisceau représentable est représentable.
En effet, soit G —> H un sous-faisceau d'un faisceau représen-

table. G est alors un U-faisceau. La famille (u : X, > 6, (u,2)E1(6))

est donc &pimorphique dans E et indexée par un élément de U. De plus,

les produits fibrés %u Xe xﬁ sont isomorphes aux produits fibrés

%a XH XB qui sont représentables. Par suite, on est dans la situation

du premier pas et G est représentable,

1.2.4.4, Tout U-faisceau est représentable,

En effet, en vertu du premier et du deuxizme pas, il suffit de
montrer que les produits fibrés %n *u xs sont représentables, Or, ces
produits fibrés sont des sous-cbjets des produits %1 x XB . On coneclut

donc par le troisi2me pas. Ceci achdve la démonstration du théor2me 1.2.
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Remarque 1.3. Bien entendu, pour un U-topos donné E, il n'y a pas en
gé€néral de fagon privilégiée de le représenter i équivalence prés sous

la forme C~, avec C un petitc site ; ou, ce qui revient essentiellement

au mBme en vertu de 1.2.1 lorsque 1'on se borne aux C dont la topologie
est moins fine que la topologie canonique, il n'y a pas de petite famille
génératrice priviligiée dans E. Lorsqu'on cesse d'imposer a C la condition
que C soit petit, il y a par contre (en vertu de 1.2 iii)) wun choix

tout 2 fait canonique d'un U-site C tel que E soit équivalent a2 C~, &
savoir E lui-m@mel Ceci est une des raisons techniques pour lesquelles

il n'est pas commode en pratique de travailler seulement avec des petits
sites : en fait, les sites les plus importants de tous, savoir les U-topos,
ne sont pas petits ! De plus, les sites générateurs de topos qui s'intro-
duisent dans de nombreuses questions en géométrie algébrique (voire en
topologie, cf. 2.5) ne sont pas non plus petits ; exemple : le site étale

d'un schéma(VIII 1).

Proposition 1.4, Soient E un U-topos, E' une catégorie (pas nécessairement

une U-catéporie), F un préfaisceau sur E 3 valeurs dans E', Pour que F

[}
soit un faisceau 2 valeurs dans E(II 6.1 ), il faut et il suffit que F

transforme U-limites inductives dans E en limites projectives dans E'.

Soit V un univers contenant U ¢t tel que E' soit une V-catégorie,
Composant F avec les foncteurs Hom(X',-): E' —> V-Ens définis par les
objets X' de E', on est ramené au cas ot E' = V-Ens, o V est un univers.
Supposons que F transforme U-limites inductives en limites projectives, alors

il résulte aussitdt des diéfinitions que F est un faisceau, puisque une
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famille couvrante Ki => X dans E, par définition de la topologie canonique
de E, permet de considérer X comme une limite inductive du diagramme

(X, %, %, **?Xi}. Supposons que F soit un faisceau, et prouvons qu'il
17X 75~y x,

transforme Q—limites inductives en limites projectives. Si V< U, on peut
supposer V = U et il suffit d'appliquer le critére 1,2 iii). Pour traiter

le cas général, il faut travailler um peu plus. Soient C une sous-catégorie
pleine de E engendréepar une famille génératrice indexée par un élément

de U, et u : C —> E le foncteur d'inclusion. Munisssons C de la topologie

induite par la topologie canonique de E(III 4.5).Notons CE » Cf les caté-

gories de faisceaux sur C, E; la catégorie des V-faisceaux sur E pour la
: B i i s G =g
v E -—9-EV le foncteur canonique, 1U,V CU cv

topologie canonique, JIe

le foncteur d'inclusion., Le diagramme :

‘uy =

=1

(*)

(%)
W —2 |g)
o
-

m -

i )

o1 les fléches verticales sont induites par le foncteur F —> F 0 u,est
commutatif. I1 résulte de la construction explicite du foncteur faisceau
associé (II 3)et de II 4.1 que le foncteur ?Q:E
inductives. De plus, il résulte de III 5.1 et de 1.5 que les flaches

commute aux U-limites

verticales de (*) sont des équivalences de catégories, Par suite

Jz * E —~b-E; commute aux U-limites inductives. Pour tout objet X de E,

on a 3

F(X) — HomE;(JE(X),F} i
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Donc F transforme les U-limites inductives de E en limites projectives.

Corvllaire 1.5. Soient E un U-topos, E' une U-catégorie, £ : E — E'

un_ foncteur. Pour que f admette un adjoint & droite, il faut et il suffit

que f commute aux U-limites inductives.

C'est une conséquence immédiate de 1.4 pour le cas E' = U-Ens.

Corollaire 1.6. Soient E,E' deux U-topos, f : E —> E' un foncteur, Les

conditions suivantes sont €guivalentes :

i) f commute aux U-limites inductives,
ii) f admet un adjoint 3 droite,
iii) f est comiinu (IXT 1.1 ).

L'équivalence i) <——= ii) a été vue dans 1.5, Pour prouver
i) <<= iii), appliqueons la définition des foncteurs continus, en choisis-
sant un univers V tel que U £ E_(donc E,E' sont des sites V-petits). Il
faut exprimer que pour tout V-faisceau F sur L', le composé Faf est un
faisceau sur E, c'est-3-dire(l.4)qu'il transforme U-limites inductives en
limites projectives. Il suffit pour ceci que l'on ait i), puisque en
vertu de 1.4 F lui-m@me transforme U-limites inductives en limites
projectives ; c'est aussi nécessaire comme on voit en prenant pour F
un foncteur représentable.

Corollaire 1.7. Avec les notations de 1.6, pour que f soit le foncteur

image inverse u* pour un morphisme de topos (3.1)u : E' —= E, 11 faut

et il suffit que f soit exact & gauche et transforme familles épimor-

phiques en familles &pimorphiques.

309

323




La nécessité est rriviale par définition (B tout foneteur exact
4 droite transforme épimorphisme en épimorphisme), La suffisance résulte
de III 2.5, qui implique que [ est continu sous les conditions indiquées,

donc commute aux U-limites inductives en vertu de 1.6,

Remarque 1.8. Avec les notations de 1.5, on peut montrer que f admet un
adjoint 2 gauche si et seulement si il commute aux U-limites projectives.
En d'autres termes, un foncteur covariant E —> (U-Bns) est représentable
si et seulement si il commute aux U-limites projectives ). Nous
indiquons seulement le principe de la démonstration, qui se fait en deux
étapes :

a) Des arguments standards [5, n°® 195, § 3] montrent que si F
commute aux lim, il est proreprésentable par un systéme projectif strict

& ) S ot T est un ensemble ordonné filtrant, pas nécessairement petit,
17iel E
:

On peut supposer que si i > j. alors Ti —rs Tj n'est pas un isomorphisme,
et sous cette hypothdse, F est représentable si et seulement si I est
petit (ce qui implique en fait que le systéme projectif est essentielle-
ment constant).

b) Pour prouver que I est perit, sachant que pour tout objer
X de E, 1l'ensemble F(X) = lig Hom(Ti,x) l'est, il suffit de disposer

1
d'une petite famille copénératrice (Xj)j (i.e. qui est génératrice

eJ

pour la catégorie opposée E°). Or on montre que dans un U-topos E existe
toujours une petite famille cogénératrice,

¢) Pour prouver ce dernier point, on note par des arguments
standards [Toh] que tout objet X de E admet un monomorphisme dans un

objet "injectif" ; puis que pour toute famille génératrice (Lh) de E,

(%) Un énoncé plus général se trouve dans I 8.12.8, 8.12.9, 1'esquisse de
démonstration qui suit a) 3 ¢) correspondant 2 la démonstration donnée
dans loc. cit.

310

324



- 13 - v

si on plonze ainsi chaque Hl dans un objet injectif %1, la famille (%1)

est copénfratrice,

2. Exemples de topos

2.0. Nous avons réuni dans le présent numéro un assez grand nombre
d'exemples typiques de topos, que le lecteur aura déja eu 1'occasion

de rencontrer par ailleurs, et qui sont destinés a lui faciliter 1'acces
au "yoga' des topos. Pour d'autres exemples (tirés de la géométrie
algébrique) de topologies sur des sites, donnant lieu 2 autant de topos,
il pourra consulter SGA 3 IV 6, et (pour le topos étale) 1'exposé VII

du présent séminaire. Comme nous ne reférerons guére par la suite au
présent numéro que pour des questions de notations ou de terminclegie,
nous laissons au lecteur le soin de faire 2 titre d'exercice la vérifi-
cation des €noncés dont nous avons assorti ces exemples pour son ins-
truction générale. Tous les exemples du présent numéro seront précisés
dans 4, ol on examinera leur dépendance fonctorielle par Tapport aux
données, et dans les numéros suivants 2 titre d'illustration des notions

générales relatives aux topos.

2.1. Topos associé & un espace topologique

Soient X un petit espace topologique, Ouv(X) la catégorie des
cuverts de X, munie de la topologie canonique (III 2.9.1). Nous désignerons
par Top(X) le topes des U-faisceaux sur Ouv(X). Ce topos est équivalent
a4 la catépgorie des espaces topologiques &talés au-dessus de X, en
associant & tout tel espace X' sur X le faisceau U+—> I'(X'/U) = Hbmx(U,x')

sur Ouv(X) [TF]. On ne pourra pas s'emp&cher de noter parfois, par abus
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de langage, par la meme lettre X le topos Top(X) défini par 1'espace
topologique X,

C'est évidemment l'exemple précédent qui a servi principalement
de guide et de support intuitif pour le développement de la théorie des
topos. On fera attention cependant que les topos déduits des espaces
topologiques sont de nature tras particuligre, dO au fait notamment

qu'ils ont été décrits par des sites C = Quv(X) ofi tous les morphismes

_Sont des monomorphismes (donc dont 1a catégorie sous-jacente se réduit

2 un ensemble préordonné), De ceci résulte en particulier que les faisceaux
représentés par les objets de C sont des sous-faisceaux du faisceau

final, et par suite que les sous-faisceaux du faisceau final forment une

famille pénératrice du ropos envisagé. Cette propriété n'est pas parta-

gée par la plupart des topos qui s'introduisent de fagon naturelle en
géométrie algébrique ou en algébre, cf, exemples plus bas., Elle est
3 peu de choses prés caractéristique des topos de la forme Top(X)
(cf. 7.1.9 plus bas),

On vérifie facilement que 1'application Quv(X) —> Top(X),
qui associe 2 tout ouvert de X le faisceau qu'il représente, est une
bijection de Ouv(X) avec 1'ensemble des sous-objets de l'objet final
de Top(X), cette bijection étant méme un isomorphisme pour les structurcs
d'ordrae naturelles, i,e. induisant un isomorphisme des catégories
correspondantes, Cela suggére qu'il doit Etre possible de réconstituer

& hom€omorphisme pras 1'espace topologique X, lorsqu'on connait Top(X)

e

équivalence prés. Nous verrons plus bas (4,.2) qu'il en est bien ainsi,

moyennant une légére restriction sur X,

L)
—
[ B9
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2.2. Topos ponctuel ou final, et topos vide ou initial

Lorsque X est un espace topologique réduit 3 un seul point,

le foncteur

F —> F(X) : Top(X) —> U-Ens
est une é€quivalence de catégories, Ceci montre en particulier que la
catégorie U-Ens est un U-topos. Nous avons wvu sur des exemples dans
Exp II que cet U-topos est typique du point de wvue propriétés d'exac-
titude, en ce que la vérification de beaucoup de propriétés (notamment

des propriétés d'exactitude) des topos généraux se ram@ne 3 ce topos

particulier, L'interprétation que nous en donnons ici en termes de

l1'espace topologique ponctuel justifie 1'abus de langage consistant

4 appeler topos ponctuel un topos €quivalent 2 la catégorie U-Ens

(bien que, en tant que catégorie, il ne soit pas du tout équivalent

4 la catégorie ponctuelle ). C'est la terminologie qui correspond

2 l'intuition géométrique correcte du rdle joué par ces topos. On /
Fi A
appelle parfois, par abus de langage &galement, topos fimal un topos e

ponctuel, cf. 4.3 ; on dira "le topos final" pour le topos (U-Ens).
Lorsque X est réduit 3 l'espace topologique vide, donc

Ouv(X) 2 la catégorie ponctuelle, alors un préfaisceau F sur Ouv(X)
est un faisceau si et seulement si sa valeur en l'unique objet @ de
Ouv(X) est un ensemble réduit 2 un point. Il s'ensuit que Top(@) est
isomorphe & la catégorie des U-ensembles réduits 2 un point, catégorie
qui est équivalente & la catégorie ponctuelle. De ceci on conclut en
particulier que la catégorie ponctuelle (ainsi que toute U-catégorie

équivalenie 2 celle-ci) est un U-topos. On 1'appelle parfois, par abus

IR
-
L
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de langage, le topos vidc ou topos initial (cf. 4.4) ; on prendra garde

qu'il n'est pas équivalent 3 1a catégorie vide.

2.3, Topos associé a un espace 4 opérateurs

Scient X un espace topologique, G un groupe discret opérant sur
X mar homéomorphismes, On a défini alors dans [Tok. 5.1] 1a catégorie
des G-faisceaux sur X, ou comme nous dirons aussi, des faisceaux sur
(X,6) ; ce sont les faisceaux (d'ensembles) sur X, munis d'opérations
de G compatibles avec celles de G sur X. On constate aussitdt, a 1'aide
du critere de Giraud 1.2 iii), que cette catégorie est un topos (NB U
est scus-entendu dans tout ceci), qu'on notera simplement Top(X,G).
Lorsque G est réduit au groupe unité, on retrouve 1l'exemple 2.1 ;
lorsque X est réduit 2 l'espace ponctuel, on trouve le topos des ensem-
bles sur lesquels G opére 2 gauche (ou G-ensembles), appelé aussi

topos classifiant du groupe discret G, et noté Bg. On vérifie facilement

que le seul sous-objet de 1'objet final e du topos BG est e ou le
faisceau wvide @, en particulier, si G n'est pas réduit au groupe unité,
les sous-objets de 1'objet final du topos classifiant BG ne forment
pas une famille génératrice de BG' Donc BG n'est pas équivalent alors

2 un topos du type Top(X) envisagé dans 2.1.

La notion de G-faisceau était introduite dans loc. cit, pour
développer la théorie cohomologique des G-faisceaux abéliens. Inter-
prétant ces derniers comme les faisceaux abéliens du topos (X,G), ladite
théorie se trouve incluse dans celle de Exp. V, développée dans le cadre

des topos gzénéraux,
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On peut se proposer plus généralement d'attacher un topos
approprié & un espace topologique X, muni d'un groupe topologique G
(pas nécessairement discret) d'automorphismes, qui donnerait naissance
a une théorie cohomologique adéquate, De mEme dans le contexte des
variétés différentiables, ou analytiques réelles ou complexes, ou des

schémas. C'est effectivement possible, cf. 2,5 ci-dessous,

2.4, Topos classifiant d'un Groupe

Soit E un topos, &t G un Groupe de E. Seit (E,G) la catégorie
des objets de E sur lesquels G opére. On voit aussitdt, grice au cri-

tére de Giraud, que c'est un topos. On l'appelle topos classifiant du

Groupe G, et on le note BG' Lorsque E est le topos ponctuel(2.2)i.e.
lorsque G est un groupe ordinaire, on retrouve le topos classifiant de 2.3,
La terminologie adoptée ici se justifie, du fait que le topos BG
joue un rdle universel pour la classification des '"torseurs" (ou fibrés
principaux homogenes) sous G, ou plus généralement sous les GE' = £*(G),
ol E' est un topos "au-dessus de E" i.e. muni d'un morphisme f:E' —=> E
(ef. 3.1 ci-dessous). Ce rdle, explicité dans [ 3 Chap V] ou dans 5.9
plus bas, montre que BG joue, dans le contexte des topos, le méme rbdlec
que les classiques espaces classifiants des groupes topologiques en
théoric homotopique des espaces topologiques. Ces derniers peuvent &tre
regardés (cf. 2.5) comme une version affaiblie des premiers, obtenue en

ne retenant du topos classifiant que le seul "type d'homotopie" dudit topos,

én un sens convenable qu'il n'y a pas lieu de préciser ici.
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2.5. "Gros site" et'gros topos" d'un espace topoleogique., Tonos classifiant

()

d'un groupe topelogique

Soit U-Esp ou simplement (Esp) la catégorie des espaces topo-
logiques = U. On sait que dans (Esp) les limites projectives finies sont
représentables. Considérons sur (Esp) la prétopologie (I 1.3 ) pour
laquelle Cov(X) est 1l'ensemble des familles surjectives d'immersions
ouvertes u, :X, —> X. Nous considérerons (Esp) comme un site a 1'aide
de la topologie engendrée par la prétopologie précédente, Pour tout
objet X de (Esp), considérons la catégorie

(ESPJIX

des objets de (Esp) au-dessus de X, i.e. des espaces topologiques au-dessus
de X, comme un site, grace & la topologie induite par celle de (Esp)

via le foncteur d'oubli (Esp)ix —> (Esp) (II15,2 4)). Ce site est appels
le gros site assccié 4 X. On fera attention qu'il n'est pas € U ; ce

n'est pas non plus un U-site au sens de II 3.0.2, donc des précautions

sont nécessaires pour lui appliquer les résultats habituels. Pour
pallier cet inconvient, on peut choisir un univers ¥V tel que U E V,
de sorte gque (ESP)fx devient un V-site, et on peut travailler avec le
V-topos associé (Esp)fx, qui pourra &tre noté TOP(X) et sera appelé le
gros topos de X, Si on répugne a agrandir U, on peut choisir un cardinal
¢ majorant les cardinaux de X et de tous les espaces topologiques gu'on
compte faire intervenir dans les raisonnements (le plus souvent,
Sup(card X, card R) sera suffisant !), et on remplace [EspJ;x par la
sous-catégorie {Esp}}x formée des X' sur X tels que card X' £ c, munie

de la topologie induite, ¢t on note TOP(X) le topos des faisceaux sur

(x) L'introduction de ces sites et topos est due & M. GIRAUD, qui a mis
également en évidence leurs avantages sur le "petit" site traditionnel.
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ce site., Pour fixer les idées, supposons que ce soit la premiére définition
qui ait été adoptée.
L'avantage du gros topos de X sur le petit, c'est que le site
qui le définit contient (ESp}fK comme sous-catégorie pleine ; comme
la topologie de ce site est manifestement moins fine que la canonique,
on voit que le foncteur canonique de (Esl:;J.‘,x dans TOP(X), associant
4 tout espace X' sur X le faisceau qu'il représente, est pleinement

fidéle. Par suite, un espace X'*sur X est connu 3 X-isomorphisme prés

quand on connait le faisceau (€ TOP(X)) gu'il définit ; donc la notion

de faisceau sur (le gros site de) X peut 8tre considéré comme une

généralisation de celle d'espace topologique au-dessus de X, & l'aide

de laquelle toutes les constructions de la théorie des faisceaux
prennent un sens pour les espaces topologiques sur X,

Ainsi, lorsque G est un objet-groupe de la catégorie (ESPJIX
des espaces topologiques au-dessus de X, on peut lui associer le topos
classifiant BG (2.4), d'olt des groupes de cohomologie classifiante,
des groupes d'homotopie classifiante ete, (définis comme les invariants
correspondants du V-topos BG). En particulier, lorsque X est un espace
ponctuel, G s'identifie & un groupe topologique ordinaire, On peut
vérifier, moyennant les conditions locales habituelles assurant que la
cohomologie singulidre des produits cartésiens G cofncide avec la
coiomologie au sens des faisceaux (pour des coefficients constants,
disons), par exemple si G est localement contractible, gque la cohomo-
logie du topos classifiant de G est canoniquement isomorphc 2 celle

de l'espace classifiant de G au sens des topologues.
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L'introduction des topos classifiants (via las "eros sites")
a sur les espaces classifiants 1'avantage de fournir une théorie plus
riche, puisqu'ils fournissent notamment des invariants cohomologiques
utiles pour des coefficients plus zénéraux que les coefficients cons-
tants ou localement constants. De plus, la définition envisagée ici
s'adapte de fagon évidente aux autres contextes habituels : variétés
différentiables, variétés ou espaces analytiques (réelles ou complexes,
au choix), schémas, Ce point de vue permet notamment de faire le lien
entre 1'érude des classes caractéristiques du point de vue traditionnel
et du point de vue "arithmétique", en considérant les "groupes classiques”
comme provenant de schémas définis sur 1'anneau des entiers ; cf. [7]
pour des indications dans ce sens., De méme, les résultats généraux de
J. GIRAUD [3] sur la classification des extensions de Groupes, développés
dans le cadre trés général et trés souple des topos, peuvent grice
aux "gros topos" se spécialiser en des résultats sur la classification
d'extensions de groupes topologiques, ou de groupes de Lie réels ou
complexes, qui ne semblaient gudre connus des topologues que dans le

cas des extensions & noyau abélien [11].

2.6. Topos de la forme E

Soit C une petite catégorie. Alors la catégorie E des
U-préfaisceaux sur C est évidemment un U-topos, puisqu'elle est de 1la
forme C™ , oBt on munit C de 1la topologie chaotique, Nous donnerons plus
bas quelques détails sur les relations entre C et E. Notons seulement

ici qu'un topos E &quivalent & un topos de la forme C est de nature

assez spéciale, du fait qu'il admet une petite famille pénératrice (xi)

formée d'objets connexes projectifs, i.e, d'objets X tels que le foncteur
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Y —=> Hom(X,Y) transforme épimorphismes en épimorphismes et sommes en
sommes : i1 suffit en effet de prendre dans E la famille génératrice

forméc des foncteurs représeniés par les X € ob C, Notons d'ailleurs

que si dans un topos E on a une famille couvrante Xi—ﬂb X, avec des

Xi qui sont projectifs et connexes, alors toute autre famille couvrante de X
est majorée (I 4.3.2, 4.3.3) par la précédente. Par suite, dans un topos

E de la forme E tout objet X admet une famille couvrante majorant

toutes les autres. Un topos de la forme Top(X) (2.1), avec X un espace
topologique dont les points sont fermés, n'a la propriété précédente

que s5i X est discret.

Lorsque la catégorie C a un seul objet, C s'identifie 3 un
mono¥de G. Un préfaisceau sur C s'identifie alors % un ensemble sur
lequel G opére & droite (puisque c'est un fonecteur GO —> (Emns)), et
E est le topos des ensembles & monaTde d'opérateurs i droite, qu'on
pourra aussi noter BGQ » compte tenu de 2.3 : c'est le topos des en-

sembles 3 monofde d'opérateurs Gc(le monofde opposé 2 G). Lorsque G

St un groupe, utilisant l'isomorphisme g F—b—g_l de G sur GO, on

ratrouve le topos classifiant BG de 2.3,

2.7. Topos classifiant d'un pro-groupe

fa

«7.1. Seit G = (Gi)iEI un systéme projectif de groupes, avec G, IEU.
On supposc le syst2me projectif strict, i.e., les morphismes de transition

Gj — Gi surjectifs. Si E est un ensemble, on appelle opération de ¢
sur E (2 gauche, disons) la structure suivante : 2) une famille (E.)
i

if1

[+

@ parties de E, de réuniocn E ; b) pour tout i € I, une opération du

groupe Gi sur l'ensemble E. : on suppose de plus ces données soumiscs

i
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4 la condition suivante : pour j = i, Ei est le sous-ensemble de Ej
formé des éléments fixes scus le groupe noyau de Gj ——b—Gi. On dit
aussi que G opére sur E (2 gauche) si on s'est donnée une opération
de G sur E (2 gauche). Les ensembles € U munis d'une opération de G
forment une catégorie de facon évidente. On constate aussitdt, grice

au critére de Giraud, que cette catégorie est un U-topos. On le note

BG et on l'appele topos classifiant de G. Lorsque I admet un objet initial

io’ posant G=Gi » on retrecuve le topos classifiant de 2.3,
5 =
2.7.2. Un autre exemple important est celui ot les groupe Gi sont finis,

de sorte que G = lim @
e— i

est un groupe topologique compact totalement discontinu, ou groupe
profini. Une opération de G sur E revient alors 2 une opération de G
sur E qui est continue, ou ce qui revient au méme, telle que le sta-
bilisateur de tout point de E est un sous-groupe ouvert de G. Le topos

classifiant BG sera aussi noté BG, o, bien entendu, G doit Btre

considéré comme muni de sa topologie profinie,

2,7.3. 11 est facile de vérifier, utilisant les remarques de 2,6, que

le topos B, défini par un systime projectif strict G = (Gi}

ic1 de groupes
n'est équivalent 3 un topos de la forme C que si ce systéme projectif est
essentiellement constant ; dans le cas d'un groupe profini, cela signifie

que ce groupe est en fait fini,

2.7.4. L'interprétation gf€ométrique suivante du topos classifiant BG
d'un groupe discret G est utile, pour donner une intuition géométrique

correcte de ces topos. (Cf. aussi, dans le méme sens, 4.5, 5.8, 5.9 et

7.2 ci-dessous.) Soit X un espace topologique connexe, localement connexe

320

334



- 23 - v

et localement simplement connexe, X un point de X, G son groupe fonda-
mentale en x. (NB il est connu qu'a isomorphisme pré&s, tout groupe discret
G peut s'obtenir aimsi.) Alors la théorie de Galois des revltements de X

fournit une équivalence entre la catégorie B_, des G-ensembles, et la

G

catégorie des revétements étales de X, i.e. des espaces X' sur X qui

sont localement X-isomorplies & des X-espaces de la forme XxI, ot I
est un espace discret. (Comparer SGA 1 V 4,5). Cette derni2re peut
d'ailleurs s'interpréter comme la catégorie des faisceaux localement
constants sur X, i.e. la catégorie des ocbjets localement constants
(IX 2.0) du topos Top(X).

Lorsque G est un groupe profini, on a une interprétation géo-
métrique analogue de B_,, comme la catégorie des X-schémas qui sont
sommes de rev@tements finis &tales d'un schéma X connexe, muni d'un
point géométrique x et d'un isomorphisme G=1*1(K,x). Il est connu encore
que tout groupe profini peut s'obtenir comme groupe fondamental d'un
schéma connexe convenable (spectre d'un corps si on wveut). Enfin,
on rencontre également des pro-groupes (pas nécessairemant profinis
ni essentiellement constants) pour la classification des rev@tements
des espaces connexes et localement connexes qui ne sont pas localement
simplement connexes, ou la classification des revétements étales pas
nécessairement finis ou ind-finis de schémas connexes non normaux.

Pour ce dernier cas, cf. SGA 3 X 5.

Exercice 2.7.5. Définir pour un topos E la notion de connexité, de loczale

(%)

connexité , de simple connexité et de simple connexité locale, Définir

la notion d'objet constant et localement constant de E (ef. IX 2.0). Soir

(x) cf. 8.7 1).
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fiE' —> L un morphisme de topos (3.1), avec E' simplemen: connexe (par
exzample E' le topos ponctuel (2.2)), et E connexe ct localement connexe,
Définir un pro-groupe strict ﬁl(E,fJ = (Gi)iEI = G (appelé pro-groupe
fondamentzl de E en f) et une &quivalence de catégories de BG avec la

(%)

catégorie des objets loczlement constants de E. . Montrer que lorsgue E

est localement simplement connexe, ﬂl{E,f) est essentiellement constant
et s'identifie donc 2 un groupe discret ordinaire Fl(E,f), qui s'appelice

le& groupe fondamental de E en f. Montrer que tout pro-groupe strict G

est isomerphe (comme pro-groupe) au pro-groupe fondamental d'un topos
connexe et localement connexe convenable en un f convenable, avec E'

le topos ponctuel (prendre E = BG, et f:E' —> E défini par le foncteur
oubli £ : E —= E' = (Ens)). Lo;;que G est essentiellement constant,
i.e. isomorphe (comme pro-groume) & un groupe discret ordinaire, prouver

qu'on peut prendre ci-dessus E localement si lement connexe (prendre
P mp P

enc E=B8_).
ncore G)

2.8, Exemplée d'un faux ropos

Soit G = (GiJiEI un pro-groupe strict, ol I est ordonné filtrant
et oli i > j implique que Gy =3 Gj n'est pas un isomorphisme. Supposons
que l'on aitcard(I) ¢ U. Considérons la catégorie des ensembles E € U
sur lesquels G opere 2 gauche (2.7.1). C'est une U-catégorie, et on voit
comme dans 2.7.1 que cette catégoriz satisfait aux conditions a), b}, )
de 1.1,2, Cependant ce n'est pas un U-topos, car on veit qu'il n'admet

pas de famille génératricz qui soit U-petite. On voit de mBme que ce

n'est un V-topos pour aucun univers V.

(%) On pourra s'inspirer de SGA 3 X 6.
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3. Morphismes de topos

péfinition 3.1. Soient E =2t E' deux U-topos. On_ appelle morphisme de E

danc E', ou parfois(par abus de langage) application continue de E

dans E', un triple u = (u, ,u*, x), formé de foncteurs

U, & B—pE" , u¥ Bl —E

et d'un isomorphisme &» "d'adjonction' de bifoncteurs en X' € 0Ob E',

m

¥ Ob E 3
w i Hom (u*(X'),¥) ——> Hom_, (X',u, (YD)

le foncteur u® Stant de plus soumis & la condition d'&tre exact 2 gauche,

i.c. de commuter aux limites projectives finies. Le foncteur u, est

aopelé le foncteur image directe pour le morphisme de topos u, le

foncteur 1¢" est appelé le foncteur image inverse pour le morphisme de

topos u, 1'isomorphisme © est zppelé 1'isomorphisme d'adjonction, pour u,

3.1.1. Sauf mention expresse du contraire, on désignera par la suite,

pour un morphisme de topos u: E —> E', par u, et u* les foncteurs

image direscte et image inverse correspondants (*). On notera que, u,

étant adjoint 3 droite de u¥ et u¥* étant adjoint & gauche de u, par 1l'ieo-
morphisme d'adjonction &, chacun des deux foncteurs u,, u¥* détermine
l'autre & isomorphisme unique pr2s, d'aprés le sorite bien connu des

= 3 | = T - > -
foncteurs adjeoints (141 . En pratique, suivant les cas, il peut &tre

plus commode de définir un morphisme de topos u : E —> E' soit par

la donnée de v : E' —> E, soit par la donnée de u, : E —> E' ; dans !

le premicr cas, il faut simplement vérifier que le foncteur donné u®

- . " L . .o -1 .
(*) Il v a lieu parfois <'écrire aussi u au lieu de u®, cf, . )

Lt
I
(¥
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admet un adjoint 2 droite, et qu'il est exact & gauche. Dans le deuxiégme,

que le foncteur donné u

,, cdmet un adjoint & droite gui est exact & gauche,

Dans 1l'un ou 1'autre cas, on déduit de la donnée partielle, grice au choix
d'un foncteur adjoint et d'un isomorphisme d'adjonction, un morphisme

de topos u: E —> E', et ce dernier sera "unique 3 isomorphisme unique pr2s"
en termes dc la donnée u¥ resp. u,, en un sens assez clair, et qui sera

d'ailleurs entidrement explicité plus bas (3.2.1).

3.1,2, Bi u:E —> E' est un morphisme de topos, il résulte des propriétés
des foncteurs adjoints (I 2,11) que le foncteur image directe u, : E—>E'
commuite aux limites projectives, et le foncteur v : E' —> E commute

aux limites inductives (%), Comme on suppose de plus que ce dernier

est exact & gauche i.e. commute aux limites projectives finies, on voit

done en particulier que u* est exact. On peut donc dire que c'est le

foncteur imapge inverse u® , dans le couple (u*,u*}, qui posside les

propriétés d'exactitude les plus remarquables, Ces propriétés assurent

que pour toute espéce de structure algébrique T dont les données peuvent
se décrirent en termes de données de fleches entre les ensembles de

base et des ensembles déduits de ceux-ci par application répétée d'opé-
rations de limites projectives finies et de limites inductives quelconques,
et pour tout "objet de E' muni d'une structure d'espice ¥ "(notion qui

a un sens grace aux propriétés d'exactitude internes du topos E' (II 4.1)),

son image par u* est muni des m@mes structures, PlutBt que d'entrer dans

la ta3che peu engageante de donner un sens précis & cet énoncé et de le

{(*) D'ailleurs (1.5 et 1.8), pour un foncteur u, : E—= E' resp.
u®* ; E' —> E donné, ce foncteur admet un adjoint 2 gauche (resp. 2
droite si et seulement si il commute aux U-limites projectives (resp.

aux U-limites inductives).
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justifier de fagon formelle, nous conseillons au lecteur de 1l'expliciter
et de se convaincre de sa validité pour des espdces de structure telles
que celle de groupe, d'anneau, de module sur un anneau, de comodule

sur un anneau, de bigébre sur un anneau, de torseur sSous un groupe.

(Dans ces exemples, les trois premidres espéces de structure se définissent
en termes de limites projectives finies exclusivement, tandis que les
autres notions impliquent implicitement des constructions faisant appel
également & des limites inductives.) De plus, le foncteur uv* "commute"

a2 toutes les opfrations fonctorielles habituelles faites en termes de
telles siructures, plus précisément 2 toutes les opérations qui peuvent
s'exprimer en termes de LEE » et de %ig finies : constructions d'objets
libres (groupes ou modules libres, p.ex.) engendrés par un objet, produits
tensoriels (cf, § 12 plus bas) etc.

Quant au foncteur image directe u, : E— E' , qui commute
aux limites projectives, il "respecte' par suite toute structure algé-
brigque sur un objet (ou une famille d'objets) de E, définissable en
termes de limites projectives exclusivement (telles que les structures
de groupe, d'anneau ou de module sur un anneau, parmi les exemples
précédents), Par contre, le foncteur u, n'est en général pas exact &
droite i.,e., il ne commute pas en général aux limites inductives finies,
et méme ne transforme pas en général épimorphisme en épimorphisme (c'est
d'ailleurs ce défaut d'exactitude du foncteur u, qui est la source de
ces propriétés cohomologiques, qui seront étudiées (du point de vue de
1'algzbre homologique commutative) dans 1'exposé suivant). Par suite,

il ne s'étend pas, en général, en un fonecteur sur des objets du type
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comodule, ou bigébre, ou torseur sous un groupe, €t ne commute pas en
zénéral 2 des opérations telles que "module libre engendré'", produit

tensoriel dec modules, etc.

3.1.3. En pratique, lorsqu'on est en présence d'un foncteur f: E —> F
d'un U-topos dans un autre, il y a lieu d'en expliciter toutes les
propriétés d'exactitude, y compris l'existence éventuelle de foncteurs
adjoints & gauche ou 3 droite {(cf. la note de bas de page 26),

pour parvenir a une compréhension de la "nature géométrique" de £, com-
préhension qui sera généralement un guide indispensable pour une
intuition géométrique correcte de la situation. Ainsi, s'il s'avére

que f commute aux limites inductives quelconques et aux limites pro-

jectives finies, il y a lieu d'écrire f sous la forme

ol

u: F—=E
est un morphisme de topos, i,e. d'interpréter f comme un foncteur
"image inverse" par une "application continue" de topos. Lorsque f
commute aux limites projectives quelconques, done qu'il admet un adjoint
4 gauche, et si ce dernier (qui a priori commute aux limites inductives
quelconques) commute de plus aux limites projectives finies, il y a

lieu d'écrire f sous la forme

est un morphisme de topos, Dans certains cas, il peut arriver que f
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satisfasse aussi bien 2 1'une qu'a 1'autre des deux propriétés envisagées
(cf. 4,10 pour un exemple). Dans ce cas, il ¥y a lieu d'introduire simul-
tanément les morphismes de topos
w p Fe—E et wiBE—> B
qui donnent lieu & une suite de trois foncteurs adjoints (I 5.3) :
o, Vs u e &
I1 convient de distinguer alors soigneusement entre les morphismes de topos
u et v, sous peine de perdre l'intuition géoméStrique de la situation.
On notera & ce propos que lorsque entre deux topos E,F on a
une suite de trois foncteurs adjoints
e, £, g (e,g : F—E, £ : E—F) ,
alors f commute aux limites inductives et aux limites projectives quel-
conques, donec il peut toujours se mettre sous la forme u*, oft u: F = E
est un morphisme de topos. Alors g s'écrit domc g = u, . Par contre,
bien sfir, e me peut s'écrire sous la forme v¥ (et alors f sous la forme Vi)
que s'il commute de plus aux limites projectives finies, Cela sera évidem-
ment le cas s'il est lui-meme 1'adjoint 2 droite d'un quatriéme foneteur d.
Sans condition de cette nature, on écrira souvent
e = u,
pour l'adjeint a gauche d'un fonecteur image inverse f = uv¥, quand un tel
adjoint & gauche existe, cette notation étant suggérée par l'exemple d'une
immersion ouverte u : X —> Y d'espaces topologiques. De mEme, si e est

de la forme v¥, i e, f de la forme Vs, ©on note parfois g = v 1'adjoint

& droite d'un foncteur image directe vy, lorsque cet adjoint existe (%),

() Cf. plus bas, dans le cas de faisceaux abéliens.
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3.2. Soient E, E' deux U-topos, et
u= (u,u®, 0) 4, vs= (vg,v¥, % ) : E —. B

deux morphismes de topos de E dans E'., On appelle morphisme de u dans v

tout morphisme de u, dans v, (au sens de la catégorie Hom(E,E') des
foncteurs de E dans E'). Les morphismes de morphismes de topos se
composent de fagon évidente, et on définit de cette fagon une catégorie,
qui est en fait unelL—catégarie (I 7.8) notée

Homtop(E,E*) 4
appelée catégorie des morphismes (ou des applications continues) de E

dans E'. On définit alors de fagon évidente un foncteur
ub—=> u, : Homtop(E,E') —> Hom(E,E') .
foncteur qui est pleinement fidele par définition des flaches dans le

premier membre (mais qui n'est pas injectif sur les objets).

3.2.1., On fera attention que, si u et v sont donnés comme dessus, la
théorie des foncteurs adjoints fournit une bijection canonique
Hom(u, ,v,) —2 Hom(v*,u*) S

en particulier, on obtient un contrafoncteur sur Homtop(E,E') :

ub= u* : Homtop(E,E')° —> Hom(E,E')
Conformément 2 1l'intuition géométrique, suivant laquelle le foncteur
image directe u, '"va dans le mfme sens" que 1'application continue qui
lui donne naissance, il ¥ a donec lieu de définir le sens des flaches

pour les morphismes entre morphismes de topos en termes des foncteurs

images directes, et non en termes des fonecteurs images inverses (bien que

¢e soient ces derniers qui, nous 1'avons vu, possédent les propriétés

d'exactitude caractéristiques de la notion de morphisme de topos).
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3.2.2. Ayant défini la catégorie Homtop(E,E') des morphismes du topos E
dans le topos E', la notion d'isomorphie entre deux morphismes u,v de E
dans E' est également définie. En pratique, il n'y a pas lieu de dis-
tinguer essentiellement entre deux morphismesde topos isomorphes, tout

au moins lorsqu'on dispose d'un isomorphisme canonique entre les deux
(tout comme il n'y a pas lieu souvent de distinguer entre deux é&léments
d'une catégorie, lorsqu'on se donne un isomorphisme canonique entre eux).
Signalons a ce propos que le plus souvent, lorsqu'on traite de diagrammes
de morphismesde topos et de questions de commutativité de tels diagrammes
(notion qui a un sens gr3ce a (3.3 )), il ne s'agit que de commutativicé
2 isomorphisme ("canonique") prés ; par abus de langage, on traite alors
ces diagrammes comme des diagrammes effectivement commutatifs.

On peut songer 3 justifier cet abus de langage en introduisant-
1'ensemble Homtop(E,E')/Isom des morphismes de E dans E' 2 isomorphisme
prés, et en appelant morphisme une telle classe d'isomorphie, au lieu
de suivre la définition 3.2. Mais ceci se heurte aux inconvénients trés
graves qui se présentent, chaque fois qu'on essaie d'identifier deux
objets isomorphes d'une catégorie, sans disposer d'un isomorphisme
canonique entre eux. L'expérience prouve qu'un tel point de vue est
impratiquable, et qu'il Ffaut garder la notion "fine" 3.1 de la notion
de morphisme entre morphismes de topos, quitte i &8tre obligé, parfois,

de se battre avec des compatibilités entre isomorphismes canoniques (*).

() y
Pour des exemples de telles batailles (victorieuses, semble-t-il) nous
renvoyons le lecteur au livre de Mme M. HAKIM sur les schémas relatifs [97.
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3.3.A. Soient E, E', E" trois U-topos, et considérons des morphismes de
topos

u : E—E'" , v : E' —E"
La théorie des foncteurs adjoints nous donne alors un isomerphisme
d'adjonction entre les foncteurs composés v, u, et u'v¥, en termes des
isomorphismes d'adjonction pour les couples (uy,w*) et (v,,v*). D'autre
part, le foncteur u*v* est exact 3 gauche, comme composé de deux foncteurs
exacts a gauche. Par suite, on trouve un morphisme de E dans E", qu'on

appelle composé des morphismes u et v, et qu'on note wu :

va : E — E" .
On vérifie alors trivialement que la composition des morphismes est
associative, et que pour tout U-topos E, il y a un morphisme de E dans
lui-méme qui est une unité bilatZre pour la composition : c'est le
morphisme (idE,idE, ®), olip est 1'isomorphisme d'adjoncrion évident
de id. avec lui-méme. Soit alors V un univers tel que U € V . On définit
une caté@gorie

(V-U-Top) "

dont les objets sont les U-topos qui sont € V, les fléches sont les
morphismes entre de tels U-topos, et la composition des flaches &tant

celle qu'on vient d'expliciter.

3.3.2, En fait, l'application de composition
Homtop(E,E' )XHomtop(E' ,E") —> Homtop(E,E")

est l'application induite sur les objets par un "fonecteur composition

des morphismes" :
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Homtop(E,E' )xHomtop(E',E") —> Homtop(E,E") .

dont 1'effet sur les fl2ches est 1'opération "produit de convolution"
habituel pour des morphismes entre foncteurs (ici des foncteurs image
directe), Ces foncteurs composition satisfont 2 une propri&té d'associa-
tivité (stricte), pour quatre topos E, E', E", E™, précisant 1'associa-
tivité de la composition des morphismes de topos, On peut dire aussi,
dans un langage qui commence 2 devenir familier [2] [9], que les U-topos
sont les objets (ou O-fléches) d'une 2-catégorie, dont les l-flaches
sont les morphismes de topos, et les 2-flaches sont les morphismes de
morphismes de topos.

C'est le fait que les U-topos (éléments d'un univers V) forment
une 2-catégorie, et non plus seulement une catégorie ordinaire comme
les espaces topologiques ordinaires, qui constitue du point de wvue
technique la différence la plus importante entre la théorie des topos
et celle des espaces topologiques, Ce fait est la source de certaines
complications techniques auxquelles on a déja fait allusion, mais
aussi de faits essentiellement nouveaux par rapport & la topologie

traditionnelle,

3.4. Le fait que les U-topos (&léments d'um univers V) forment une
2-catégorie (3.3.2) permet en particulier de définir la notion d'équi-

valence de deux U-topos E, E' : on dira que E et E' sont équivalents

s'il existe des morphismes de topos u:E —> E' et v:E! — E, tels
que les composés uv et vu soient isomorphes respectivement au morphisme

identique de E et de E' ; on dit alors que les morphismes u et v sont
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des équivalences quasi-inverses 1'une de 1'autre.

On constate aussitdt que pour que le morphisme de topos
u : E—> E' soit une équivalence, il faut et il suffit que u, soit
une équivalence, ou ce qui revient au méme, que u® soit une &quivalence.
(Utiliser le fait qu'un foncteur £f: E —> E' entre deux topos qui est
une €quivalence est 2 la fois de la forme u, et de la forme v¥*, avec
u et v des morphismes de topos) ; et pour que E et E' soient équivalents
au sens de l'alinéa précédent, 1l faut et il suffit qu'ils soient
équivalents en tant que catégories (i.e. comme objets de la 2Z-catégorie
(V-cat)). Comme de juste, cela montre que les notions d'équivalence

introduites ne dépendent pas du choix de l'univers V de 3,3,1,

3.4.1. Pratiquement, il n'y a pas lieu le plus souvent de distinguer

essentiellement entre U-topos équivalents, tout comme il n'y a pas lieu

souvent de distinguer essentiellement entre deux catégories &quivalentes, -

a2 condition toutefeois qu'on dispose d'une équivalence explicite de 1'un
2 1'autre, ou tout au moins une équivalence définie a isomorphisme
unique prés. C'est la notion d'équivalence de topos qui remplace ici

la notion traditionnelle d'homéomorphie entre deux espaces topologiques.
Voir l'exemple 4.2 plus bas pour les relations précises entre ces

dezux notions.

4. Exemplés de morphismes de topos

Nous reprenons ici les exemples de 2, en utilisant la notion
de morphisme de topos, Les commentaires de 2.0 s'appliquent également

au présent numéro. L'univers U sera généralement sous-entendu.

332

346

s e B



- 35 - v

4t,1. Le topos Top(X) pour un espace topclogique X variabla

4.1.1. Soit une application continue
£f: X —> %
d'espaces topologiques, on va lui associer canoniquement un morphisme

de topos

Top(£f) ou £ : Top(X) —> ToplY) ,
avec les notations de 2.1. Lorsqu'on définit Top(X) comme Ouv(X)™ , la
description la plus commode de Top(f) est par le foncteur image directe

de faisceaux

£, : Top(X) —> Top(Y) 5
défini par la formule
£,(F) = Fof L

£l : ouv(Y) —> Ouv(x)

est le foncteur &vident U —> £ 1(U). On a déja noté que ce foncteur est
continu et exact 2 gauche, donc définit bien un foncteur f, ci-dessus,
admettant un adjoint a droite £¥ qui est exact 3 gauche (III 1.9.1).
Bien entendu, en toute rigueur, le morphisme de Topos Top(f) dépend
du choix de l'adjoint 2 droite £* de f,, donc n'est défini qu'a isomor-
phisme canonique pr2s. On se dispensera par la suite de signaler expres-
sément des phénoménes de ce genre.

Lorsqu'on adopte le point de wvue "espaces étalés" pour définir

Top(X), e'est le foncteur image inverse

£ : Top(¥) —=> Top(X)
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qui est le plus commode pour définir le morphisme de Topos Top(f), en

posant simplement

£ (y"')

XXYY'

pour tout espace étalé Y' sur Y ; il est évident que le produit fibré
est bien un espace érale sur X, et que le foncteur f£% 2insi obtenu est
exact 2 gauche et commute aux {Eﬁlquelccnques, et définit par suite un
morphisme de topos Top(f). Pour la compatibilité des deux définitions
obtenues, nous renvoyens a [ TF].

Lorsqu'on a deux applications continues co osables
PP mp

x-Ltoy Bz

on trouve un isomorphisme canonique

Top(gf) == Toplg)Top(f)

de morphismes de topos. Ces isomorphismes de trancitivité, pour trois

applications continues composables f,g,h satisfont 2 une relation de
compatibilité que nous nous dispensous d'écrire ici, et qui n'est autre
que celle envisagée dans SGA 1 VI 7.4 B) (pour & = (Esp)?). On peut

l'exprimer en disant que pour X variable dans la catégorie (Esp),

X F——= Top(X)

est un "pseudo-foncteur"

4.1.1,1) (U-esp) —> (V-U-top) ,
ou aussgi, dans la terminclogiz des 2-catégories, qu'on a un foncteur
non strict de 2-catégories [9], En pratique, on se permettra le plus
souvent 1l'abus de langage consistant 2 identifier Top(gf) et Top(g)Top(f)

»

c'est-2-dire de raisonner comme si (4.1.1,1) était un vrai foncteur de
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catégories ordinaires. On se permettra les abus de langage analogues dans

les autras exemples qui seront traités ci-dessous,

4,1.2, Les considérations précédentes s'étendent immédiatement au cas
des topos associés aux espaces topologiques 3 groupes d'opérateurs (2.3).

si £ = (£°%,£85),

£ : (X,6) — (Y,H)
est un morphisme d'espaces 3 opérateurs (ob

fes:}{—-}‘fet fgr:G—b-H

sont respectivement des applications continues et des morphismes de
groupes, compatibles dans un sens évident), on lui associe un morphisme

de topos

Top(f) ou £ : Top(X,G) —> Top(Y,H) s
dont la définition est laissée au lecteur, Lorsque les groupes G et H
sont les groupes unité, on retrouve la définition de 4.1.1 ; lorsque
par contre ce sont les espaces X et Y qui sont réduits i un point,

on trouve comme foncteur image inverse f¥ le foncteur "restriction du

groupe d'opérateurs"

associant & tout H-ensemble le G-ensemble qu'il définit gri3ce 3 f:6 = H.

On retrouvera cet exemple sous d'autres formes encore dans 4.5 et 4.6.1.

4.1.3, Etant donné une application continue f:X —> Y d'espaces topolo-
giques, on lui associe également un morphisme sur les "gros topos"

correspondants (2.5)
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TOP(£) ou f : TOP(X) —> TOP(Y) 5

défini le plus commodément par le foncteur image inverse

# : TOP{Y) —> TOP(X) )

qui n'est autre que le foncteur restriction, Ce morphisme TOP(f) est un

cas particulier du morphisme dit "d'inclusion" pour un topos induit,
qui sera étudié dans 5. On voit ainsi que, sous les mémes réserves que
dans 4.1,1, le topos TOP(X) peut &tre considéré comme un foncteur en X,

pour X variable dans (Esg).

4.2. Propriétés de fidélité de X —> Top(X)

Nous nous proposons de préciser dans quelle mesure un espace
topologique X peut se réconstituer en termes du topos Top(X), et dans
ce but il convient de décrire, pour deux espaces X et Y, la catégorie
des morphismes de Top(X) dans Top(Y) (3.2), de facon 2 pouvoir préciser
les propriétés de fidélité du "foncteur" X > Top(X). Nous nous bornons
a2 énoncer les résultats auxguels on parvient, en renvoyant le lecteur 3
Le] pour des détails, Le lecteur qui voudra faire 1l'exercice de vérification

lui-m@me pourra consulter l'exer, 7.8,

4.2.1. Rappelons qu'un espace topologique X est dit sobre si toute

partie fermée irréductible de X a exactement un point générique. Signalons
que presque tous les espaces utilisés en pratique sont sobres ; i1 en

eést en particulier ainsi d'un espace séparé, plus généralement d'un

espace dont tous les points sont fermés, ou de 1'espace sous-jacent &

un schéma. Si X est un espace topologique, on lui associe (loc. cit. ou

EGA 21’ réédition) un espace topologique sobre X op €t une application
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continue

(4.2.1.1) ® : X—>X_

qui soit universelle pour les applications continues de X dans des espaces
sobres ; en d'autres termes, on construit un foneteur adjoint 3 gauche

X — xsob du foncteur d'inclusion (Espsob) —= (Esp) de la catégorie

des espaces sobres dans celle des espaces topologiques "quelconques"

(les guillemets rappelant qu'il y a un univers !). La construction

explicite se fait en prenant comme points de xs les parties fermées

ob
irréductibles de X, comme ocuverts les ensembles de la forme U', ol

U est un ouvert de X et ot U' CiXs désigne 1l'ensemble des parties

ob
fermées irréductibles de X qui rencontrent U. L'application (4.2.1.1)
est obtenue en associant 2 tout x £ X 1'adhérence de [x}, L'espace X

est sobre si et seulement si 1'application précédente est bijective,

done un homéomorphisme,

On constate que le foncteur

-1
w0 : Ouv(Ksob} —= puv(X)

induit par ¢ est un isomorphisme, ce qui implique gue le morphisme de

topos

Top(p) : Top(X) ——&-pr(xs )

ob
défini par ¢ est également un isomorphisme, Ceci explique 2 priori pourquoi
X doit s'introduire nécessairement dans la question de réconstituer

sob

X a4 partir de Top(X) :comme ce dernier ne dépend que de xsob & isomor-

phisme prés, la question ne pourra avoir une réponse affirmative que si X

est sobre, Nous préciserons plus bas (7.1) comment Xscb peut effectivement
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se réconstituer en termes de Top(X), en interprétant ses points comme des

"points" du topos Top(X) (ou encore comme des foncteurs fibres).

4.2.2. Sur tout espace topologique, il y a lieu d'introduire la relation

d'ordre < pour laquelle on a
XSy T le c iyf i,e, x € iyi

(qu'en exprime encore en disant que X est une spécialisation de ¥, ou

que y est une générisation de x). Pour un espace de la forme xsob’
ce n'est autre que la relation d'inclusion entre parties fermées irré-
ductibles de X,

Ceci posé&, il y a lieu d'introduire, sur 1'ensemble des
applications d'un espace ¥ dans un autre Y, la relation d'ordre dite

de "spécialisation", déduite de celle de Y, savoir
f=pgp = f(x) = glx) pour tout x € X

Avec ces comventions, on a le résultat suivant :

4.2.3, Soient X, Y deux espaces topologiques, avec Y sobre, et soient

f et g deux applications continues de X dans Y. Alors il v a au plus

un morphisme de Top(f) dans Top(g), et pour qu'il y en ait un, il faut

et il suffit que g soit une spécialisation de f. Enfin, tout morphisme

de topos Top(X) —> Top(Y) est isomorphe 3 un morphisme de la forme

Top(f), oft £:X —> Y est une application continue (uniquement déterminée

£race a la premi2re assertion).
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Si on définit la cztégorie cat(I) associé 2 un ensemble ordonné
I en déclarant que pour i = j, il y a exactement une flache de i dans j,
on peut résumer le résultat précédent en disant qu'on a une équivalence

de catégories canonique

[d
cat(l—lomcesp}(x,‘!)) —— Homtop(Top(X),Top(¥Y))
(ot le deuxidme membre est défini dans 3.2).

On conclut formellement de ces résultats :

Corollaire 4.2.4, a) Scit f:X —> Y une application continue. Alors

Top(£) : Top(X) —> Top(Y) est une équivalence de topos si et seulement

si f X ——5-YB

sif_ o —_— est un homéomorphisme {(donc, lorsque X et ¥

ob

sont sobres, si et seulement si f est un homSomorphisme).

b) Soient X et Y des espaces topologiques. Pour que Top(X) et

Top(Y) socient équivalents, il faut et il suffit gue X et

Y soient
ob — sob —mmm—

noméomorphes (donc, si X et Y sont sobres, il faut et suffit que X et Y

soient homéomorphes).

4.3. Morphismes dans le topos final : objets constants d'un topos,

foncteurs sections

Désignons par P {(initiale de "point") le topos final type, i.e.

P = (Ens) (2.2). Soit E un topos quelconque, on va voir qu'a isomorphisme

unique prés, il existe un unique morphisme de topos

f ¢+ E=>P

plus précisément, que la catégorie Homtop(E,P) est équivalente 2 la

catégorie ponctuelle : pour deux objets de cette catégorie, il existe donc
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une unique fléche de 1'un dans 1l'autre, et c'est un isomorphisme, (Cela
justifie dans une certaine mesure 1'appellation "topos final"). Pour

ceci, rappelons (3.2.1) que Homtop(E,P) est équivalente & la sous-catégorie

pleine de Hom(P,E)® formée des foncteurs

£ : P = (Ens) — E

qui commutent aux Eig_et sont exacts & gauche, Soit e un ensemble ponctuel,
alors tout ensemble X s'écrit canoniquement comme "somme de X copies de e ",
d'oll résulte que la catégorie des foncteurs g : (Ens) —> E qui commutent
aux LEE est équivalente & la catégorie E, en associant i tout g 1'objet
gle) de E. On réconstitue g en termes de T=g(e), a isomorphisme unique
prés, par g(I) = TXI, ob on pose TXI = f%% Ti' avec Ti=T pour tout i £ I,
Que le foncteur en I ainsi défini par T commute bien aux 153 résulte du
fait qu'il est manifestement adjoint 2 droite du foncteur X —> Hom(T,X)
de E dans (Ens). Ceci dit, pour que g soit exact & gauche, il est
évidemment nécessaire que g({e)=T soit un objet final de E (puisque e est
un objet final de (Ems)), et il résulte facilement du fait que dans E
"les sommes sont universelles'" (1.1.2 b)) que cette condition est aussi
suffisante. On trouve donc que la catégorie des foncteurs f£# images
inverses est équivalente & la catégorie des objets finaux de E, qui est
évidemment elle-m@&me &quivalente 3 la catégorie finale.

D'aprés ce qui préc2de, on voit que le cihoix d'un morphisme

(4.3.1) équivaut essentiellement & celui d'um objet final de E, soit

€p- En termes de celui-ci, on a alors des iscmorphismes canoniques de

foncteurs
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(4.3.2) f*(I}:ieEXI = somme de I copies de e_ pour I € ob(Ens),
et
(4.3.3) £,.(X) = Hom(eE,X) pour X € Ob E ,

4,3.4. Les deux foncteurs précédents joueront par la suite un rdle

important. Pour un ensemble I, on appelle objet constant de valeur I

dans E (ou, lorsque E est réalisé comme une catégorie C en termes

d'un site €, faisceau constant de valeur I sur C ), l'objet £*(I) = epXI

£’ ol Ic lorsque E est défini

de (4.3.2). On le notera aussi souvent I
par le site C. Le fait que I+ I_. soit le foncteur image inverse d'un
morphisme de topos en précise les propriétés d'exactitude, qui impli-
quent en particulier que ce foncteur respecte toutes les espéces de
structure algébriques habituelles, transformant un groupe en un objet
groupe de E etec (3.1,2). Lorsqu'on a par exemple un Groupe G de E, on

dira que c'est un Groupe constant (ou, le cas échéant, un faisceau en

groupes constant) s'il est isomorphe & un groupe de la forme G ol

oE’

Go est un groupe ordinaire, Méme terminologie pour toute autre espéce

de structure "algébrique", au sens précisé (plus ou moins) dans 3.1.2.

4.3.5. On fera attention gque le foncteur I+ IE n'est pas nécessai-
rement pleinement fidele (ni mBme fidéle : prendre pour E le "topos
vide" (2,2)), donc un objet constant de E ne détermine pas en général
2 isomorphisme unique prés 1l'ensemble I qui lui donne naissance. On

dit que E est O-acycli ue, ou comnnexe-non vide, si le foncteur I M= I

E

est pleinement fidéle. I1 revient au m@me, d'aprés les propriétés

générales des foncteurs adijoints, de dire que le morphisme d'adjonction
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I —> £, (£(1)) = £.(1;) = Homley, I.)
est un isomorphisme (de sorte que le foncteur (4.3.3) permet de récupérer
laz "waleur" d'un objet constant de E), On vérifie facilement qu'il faut
et il suffit pour cela que ep ne soit pas l'objet initial EE de E, i.e,
que E ne soit pas un "topos vide" (ce qui exprime la fid2lité du fonc-
teur I > I (*)), et que e soit un objet connexe de E, i.e. ne soit

pas somme de deux cbjets de E qui ne soient pas "vides" (i.e. qui ne

soient pas des objets initiaux de E).

4.3.6. Le foncteur (4.3.3) est aussi souvent appelé foncteur sections

et noté TE ou T(E,-) ou simplement T :

(4.3.6.1) Hom(eE,X) =T, (X)) = T(E,X) = T(X) .

E
C'est un foncteur commutant aux limites projectives quelconques, mais
pas exact a droite en général, dont les foncteurs dérivés (sur les

objets groupes abéliens) seront &tudiés dans le prochain exposé.

4.4, Morphismes du "topos vide"

Soit ﬁtop un topos vide, qui correspond donc a4 une catégorie
de faisceaux & équivalente 2 la catégorie finale (2.2). Soit E un topos.
La catégorie des foncteurs de E dans 3 est évidemment équivalente 2 la
catégorie ponctuelle, et tout tel foncteur commute aux limites induc—
tives et projectives (sans aucun mérite d'ailleurs), donc peut &tre

considéré comme un foncteur image inverse f pour un morphisme de topos

Gtop —> E. Il en résulte que la catégorie Homtop(ﬁhop,E} est équiva-

lente & la catégorie ponctuelle, et en particulier qu'il existe a

(*#) ou encore le fait que ce foncteur est conservatif ( I 6.3).
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jsomorphisme unique prés un et un seul morphisme de topos

(4.4.1) atop—erE .

Ceci justifie dans une certaine mesure la terminologie "topos initial"
introduite dans 2.2.

On peut aussi déterminer les morphismes de topos

(4.4.2) E =3 6tup ;

on vérifie aussitdt qu'il existe un tel morphisme si et seulement si
1'objet initial de E est aussi un objet final, i.e. si et seulement
si E lui-mfme est un “t0pos vide", et que dans ce cas la catégorie

. 1 o =
HomtoE(E,ﬁtop) est encore équivalente a la catégorie ponctuelle, L'unique

morphisme (4.4.2) (modulo isomorphie) est alors une équivalence de topos

4.5, Le topos classifiant BG pour G Groupe variable

4.5.1. Soient E un topos, et

f: 6 —H
un morphisme de Groupes dans E, On en déduit un foncteur "restriction
du Groupe d'opérateurs"

B2E: BH — BG z

oli les notations sont celles de 2.4. Il est trivial gque ce foncteur
commute gux limites inductives et aux limites projectives, a fortiori il
peut 2tre interprété comme un foncteur image inverse associé A un mor-

phisme de topos
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On explicite aisément le foncteur image directe correspondant

fe : By —> By
par la formule
£,(X) = Hom (H_,X)
ol X est un objet de X avec G opérant 3 gauche, oi H_ est H regardé
comme muni des opérations A gauche par G déduites de F, et oii EQEG
désigne le sous-objet qu'on devine de l'objet Hom défini plus bas (10. )
on fait opérer H 2 gauches sur EQEG(HS,X) grice gux opérations droites
de H sur Hs par translations & droite.
Comme le foncteur image inverse f* commute aux {iﬂ quelconques

(et non seulement aux lim finies), il est lui-m@me 1'adjoint & gauche

d'un foncteur

: —
f: BG BH i

de sorte qu'on a une suite de trois foncteurs adjoints comme dans 3.1.3 :

flsf*?f* .

On explicite aisément £, par la formule

£,00 = &,
ol le deuxidme membre désigne le "produit contracté", déduit des opéra-
tions de G sur X (2 gauche) et sur H (2 droite via translations a droite
et f), défini comme le quotient de HXX par G opérant par la formule

3

g.(h,x) = (hg™ ", gx) :

Le foncteur £, , &tant un adjoint 2 gauche, commute évidemment

aux limites inductives, mais il n'est pas en général exact & gauche (i.e.
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il ne peut 2tre considéré & son tour comme un foncteur image inverse par

un morphisme de topos B

H

ne peut &tre exact & gauche que si f: G —> H est un isomorphisme. De

--a—BC). En feit, on vérifie facilement qu'il
¥

méme, le foncteur f,, qui commute aux limites projectives, n'est pas en
général exact & droite, et a fortiori n'admet pas en général d'adjoint
2 droite. Tout au moins lorsque E est le topos ponctuel i,e. que G et H
sont des groupes ordinaires, f, n'est exact 3 droite que si f est un
isomorphisme,

Lorsqu'on a un deuxi2me morphisme de groupes g:H —> K, on
trouve comme dans 4.1.1 une transitivité 3 isomorphisme canonique preés,
de sorte que, sous la réserve habituelle, on peut considérer que le

topos classifiant BG dépend fonctoriellement du Groupe G. On laisse

au lecteur le soin de généraliser comportement fonctoriel pour le

cas ol on fait varier simultanément G et le topos E,.

4.5.2, Le topos EG pour un pro-groupe variable G
On laisse au lecteur le soin de préciser le caractére covariant

du topos B, (2.7) par rapport 2 G, =n calquant l'exposé que nous en
=

donnons dans 4,5.1.0n fera sttention cependant que dans le cas d'un
morphisme £:6 —> H de pro-groupes qui ne sont pas essentiellement

constants, le morphisme de topos correspondant BG ———9—BH ne permet pas

en général la définition d'un foncteur £, (dont 1'adjoint & droite soit

.

le foncteur f* de restriction du pro-groupe d'opérateurs). Supposant,
pour simplifier 1'énoncé, gque G et H soient définis par des groupes
profinis G et H, on voit facilement que f, existe si et seulement si

.

l'image du morphisme envisagé £:G —> H est d'indice fini dans H, et
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dans ce cas f, est donné par la méme formule que dans 4.5,

4.6, Le topos C pour C catégorie variable

L.6.1. Soit
f:C—>'

un foncteur d'une catégorie C € U dans une autre C', d'ot un foncteur
E =

f* : €' —>C , f£*(F) = Fof =
Il est trivial que ce foncteur commute aux limites projectives et aux
limites inductives, a fortiori il peut &tre considéré comme le foncteur

image inverse pour un morphisme de topos

f ou f: € —= C' .
Le foncteur image directe correspondant
i e il

Ex

n'est autre que le foncteur également noté fx dans I 5.1. De plus
(comme il Stait & prévoir du fait que f* commute Sgalement aux lim

quelconques) £* admet aussi un adjoint 3 gauche

£,: ¢c— ¢ -

(qui était noté aussi f, dans I 5.1 ). On obtient donc une suite de

trois foncteurs adjoints

fl’f*)f* ]

le premier étant d'ailleurs un prolongement de £:C —> €' aux catégories

de préfaisceaux (pour le plongement habituel de C, C' dans les catégories

C, C'). On fera attention que le foncteur f, n'est pas en général exact

a gauche, ni f, exact a droite, ce qui l2ve donc toute ambiguité sur la
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direction de la variance du topos E associé 2 la catégorie wariable C

ce tonos est un foncteur covariant en C, sous la réserve habituelle
provenant des isomorphismes de transitivité (cf. 4.1.1). Lorsque
l'ensemble des objets de C et de C' est réduit 3 un élément, de sorte
que C et C' s'identifient & des monoldes G, G', les topos correspondants

sont les topos classifiants BG0 et B et on retrouve la variance de

G‘o,
ceux-ci pour G wvariable rencontrée déja 3 d'autres points de vue dans

4,1.2 et 4.5 (ot 1la restriction & des groupes au lieu de monoTdes

n'avait rien d'essentiel),

£y
4,6.2, On peut préciser la dépendance 2-fonctorielle du topos C par
rapport & C, en introduisant pour deux catégories C, C' £ U un foncteur

canonique

(4.6.2.1) Hom(C,CT') —> Homtop(C,C').
Il reste & définir ce foncteur sur les flaches, et pour ceci on note

que f > * permet d'identifier (& équivalence de catégories pras) le 5

-

deuxisme membre 4 une sous-catégorie pleine de ggg(é',6)° (3.2.1). or
si f,g: C —> C' sont deux foncteurs, tout morphisme u:f —> g de
foncteurs définit un morphisme fog —> Fof de foncteurs en F € ob E'
(F étant un contrafoncteur), qui est donc un morphisme g¥ —a % ot
définit par suite un morphisme E-—éh E comme annoncé,

Lorsque C est la catégorie pomctuelle, E est le topos ponctuel

(2.2) noté P, et (4.6.2.1) s'interpréte comme un foncteur naturel

- df ~
(4.6.2.2) C' — Homtop(P,C') =nP0intS(C')

de C' dans la "catégorie dos points" de C', qui sera &tudide dans 6.
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Ce foncteur n'est pas nécessairement une équivalence de catégories L7333
a2 fortiori (4.6.2.1) n'est pas nécessairement une équivalence de catégories,

Par contre, le foncteur (4.6.2.1) est toujours pleinement fidéle,

Pour voir ceci, notons que si f,g: E —> E' sont deux morphismes de topos
tels que [, et g, soient définis (3,1.3), il résulte de la théorie des
foncteurs adjoints qu'on a des isomorphismes canoniques

dfn

Hom(f,,g,) — Hom(g*, £¥) = Hom(f,,g,) Hom( £, g) g

Appliquant ceci & des foncteurs de la forme f, g associés 2 fopgs Clea= Gy
on trouve le résultat annoncé, compte tenu que 1'application naturelle

de prolongement Hom(f,g) —> Hom(f,,g,) est bijective ( 1 7.8).

4.6.3. On peut se demander quand le foncteur (4.6,2.1) est une équiva-
lence de catégories, i,e, quand il est essentiellement surjectif, ce qui
est un cas particulier de la question de déterminer tous les morphismes
de topos E — E'. Plus généralement, si C est une catégorie € UetE
un topos, on peut se proposer de déterminer les morphismes de topos

f: @ — =& .
La catéporie de ces morphismes est équivalente 2 la catégorie opposée
de celle des foncteurs f#¥: E —> { commutant aux limites inductives
quelconques et aux limites projectives finies. Interprétant les foncteurs
E —> E comme des foncteurs ExC° —> (U~-Ens) = (Ens), ou encore comme
des foncteurs F: ¢° —> Hom(E, (Ens)), la propriété d'exactitude envi-
sagée s'exprime par la condition que pour tout objet X de €, le foncteur

F{X) : E —> (Ens) commute aux limites inductives quelconques et aux

limites projectives finies, (ou, comme nous dirons dans 6, F(X) est un
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"foncteur fibre" sur E)., Il revient au mEme de dire que F(X) est le

foncteur image inverse pour un morphisme de topos P —> E, de sorte

qu'on trouve finalement une €quivalence de catégories canonique
(4.6.3.1) Homtop(C,E) —=—> Hom(C, Points(E)) .
o1 on désigne pour abréger par

Points{E) = Homtop(P,E)

la catégorie des points du topos E.
Lorsque E est de la forme C', on voit aussit8t & partir des
définitions que le composé de (4,6.2.1) et de 1'équivalence précédente

€4.6.3.1) est le foncteur

(4.6.3.2) Hom(C,C') —= Hom(C,Points(C'))
défini par FH—= ioF, ol i: C' —> Points(C') est le plongement canonigque
(4.6.2.2). Il s'ensuit aussitdt que pour que (4.6.2.1) soit une équi-

valence, il faut et il suffit que C soit vide ou que (4.6.2.2) soit

essentiellement surjectif (donc une équivalence de catégories). Cette

derni¢re condition sur C' est satisfaite dans certains cas intéressants,
et notamment lorsque C' est la catégorie 3 un seul objet définie par

un groupe G (7.2.5).

Remarque 4.6.4. Le fait d'avoir associé un topos E a4 une catégorie
arbitraire C sugpdre qu'une catégorie C admet des invariants de nature
topologique (groupes de cohomologie, d'homotopie etc), tout comme
un topos, Les groupes deé cohomologie de E a coefficients dans un objet

groupe abélien F (au sens général &tudié dans V) ne sont autres que

les valeurs des foncteurs dérivés lim(n) du foncteur lim, déja fami-
«—— —
349

363




liers aux topologues. J.L. Verdier et (indépendamment) D,G., Quillen ont
vérifiés que lorsqu'on s¢ borne aux coefficients constants, ou plus
généralement localement coustants, ces groupes de cohomologie s'iden-
tifient aux groupes de cohomologie de 1'ensemble sémi-simplicial Nerf(C)
canoniquement associé & C [5, n* 212, prop. &4.1] et que de plus, 2
isomorphie pr2s dans la "catégorie homotopique'" de [2], tout ensemble
semi-simplical peut 8tre obtenu a 1'aide d'une catégorie C. Moyennant
une notion convenable de type d'homotopie pour des topos, que nous ne
précisons pas ici, on peut dire que les types d'homotopie semi-simpliciaux
des topologues ne sont autresque les types d'homotopie des topos de la
forme spéciale E, plus généralement des topos E ol tout objet admette
un recouvrement qui raffine tous les autres (2.6) (*). En 1'absence de
cette condition sur E, on peut tout au mieux exprimer son type d'homo-

topie par un systdme projectif convenable d'ensembles semi-simpliciaux [1].

4.7. Le topos C™ pour un site C variable (foncteurs cocontinus)

Soit
fi: c—= !
un foncteur cocontinu (ITIY 2.1 ) entre sites € U, i.e. un foncteur tel
que le foncteur E* ou f, : Fl—> Fef de C dans C' (4,.6.1) applique T
dans €', c'est-2-dire induise un foncteur
(4.7.1) Fy: T—> '~

rendant commutatif le diagramme de foncteurs

(*) et, plus généralement encore, des topos qui sont "localement c -connexes"

en un sens €évident que nous laissons au lecteur le soin de préciser.
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c
i.l l it
(%.7.2)

o i, i' sont les foncteurs d'inclusion. On a wu alors (III 2.3 )
que le foncteur ﬂf“* admet un adjoint & gauche b , et que ce dernier
est exact a gauche, En d'autres termes, ﬂf* est le foncteur image
directe associé 3 un morphisme de topos

f ou £:C—c™ "
le foncteur image inverse correspondant étant bien entendu £* . Prenant
les adjoints a gauche des foncteurs en jeu, le diagramme commutatif
(4.7.2) donne d'ailleurs un diagramme commutatif 2 isomorphisme prés

I s cr~—

c~
(4.7.3) 5T

€ Sm————gh

' sont les foncteurs "faisceaux associés", diagramme qui redonne

ol a et a
aussitdt la formule (III 2.3 )

—~

7% = a E*i' %

La propriété de transitivité pour les morphismes de topos

Fho ¥

-~ -
: C—> C' implique la méme propriété pour les morphismes de topos

rnt

: €7 —=> €'™ associés 2 des foncteurs cocontinus, de sorte qu'on

peut dire que le topos C™ varie fonctoriellement en C de fagon covariante,

quand on prend comme "morphismes' de sites les foncteurs cocontinus.
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Dans tous les cas rencontrés jusqu'a présent, le foncteur
cocontinu f utilisé est également continu, c'est-a-dire (IIT 1.1 ) se

"prolonge" en un foncteur
P g

£, s CT—2'"

commutant aux limites inductives, et qui est adjoint & pauche de £*,

de sorte qu'on a une suite de trois foncteurs adjoints

F .

On fera attention que le foncteur f, n'est pas en général exact & gauche,
ni f, exact & droite, ce qui lave toute ambiguité sur la direction de 1la
variance du topos C™, pour C variable par des foncteurs dont on suppose

seulement qu'ils sont cocontinus, ou méme continus et cocontinus,

Remarques 4.7.4. Etant donné un morphisme de topos

F:E—E"
nour qu'il existe un foncteur F, adjoint 3 gauche de F*, il faut et il
suffit qu'on puisse "réaliser" (2 équivalence preés) E et E' sous la

forme €™~ et C'™ , pour deux sites C, C' € U, et qu'on puisse trouver

un foncteur continu et cocontinu f: C —> C' tel que F s'identifie a f.

C'est évidemment suffisant, et pour la nécessité, il suffit de prendre
pour C et C' des petites sous-catégories pleines génératrices de E et E'

respectivement, telles que

F,{ob C) < ob C' ,
munize des topologies induites par celles de E et de E', et de prendre
pour f le foncteur induit par F, (cf. 1.2.1). Rappelons (1.8) gque

l'existence de F, signifie aussi que F* commute aux limites projectives,
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ou, ce qui revient ici auv meme puisque ce foncteur est exact 2 gauche,
gu'il commute aux produits,

%,.5.5. Si on se demande quels sont les morphismes de topos F: E = E'
qui peuvent se réaliser par un foncteur cocontinu (pas nécessairement
continu) de sites, on voit de m@me que la réponse est la suivante :
1l'ensemble des objets X de E tels que le foncteur X' F—> Hom(X,F*(X'))
de E' dans (Ens) commute aux limites projectives (ou, ce qui revient

au méme, aux produits) doit &tre une famille génératrice de E.

4.8. Le morphisme de topos T —> C pour un site C.

Soit C un petit site, auquel sont donc asscciés les deux topes
C™ et C (le deuxigme ne dépendant pas de la topologie mise sur C). On

a défini dans II 3.4 le foncteur "faisceau associé&"
E:E—)*CN "
et £tabli qu'il est exact 2 gauche et commute aux limites inductives.
C'est donc le foncteur image inverse associé 4 un morphisme de topos
p: T — E » P¥F=a .
le foncteur image directe correspondant &tant 1'inclusion canonigue
i=p, ¢+ €™ —> E 5
Il est bien connu que ce dernier foncteur n'est pas en général exact i
droite (ses foncteurs dérivés sur les objets abéliens donnent naissance
aux préfaisceaux de cohomologie 3&“(?) de V 2), et que a ne commute pas
en général aux %iE_quelconques, ce qui léve toute ambiguité sur la direc-

tion du morphisme "naturel" de topos entre C et C™

Lorsqu'on a un foncteur cocontinu
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f : ¢ — '

de sites, on en déduit un diagramme de morphismes de topos

—~—

S ST
£
—_—

o

OF &

Oy €= 0
o

qui est commutatif A isomorphisme canonique prés : c'est en effet ce
qu'exprime la commutativité du diagramme de foncteurs (4,7.2). On peut
donc dire que le morphisme de topos p: C~ —> C est fonctoriel en C,

quand on varie C par des foncteurs cocontinus entre sites.

4.9, Effet d'un foncteur continu de sites. Morphismes de sites

4,9,1, 8i
£s 00— g"
est un foncteur continu de C dans C', i.e, tel que le foncteur

B* : C' —> C applique C' ~dans C™, donec induise un foncteur

f :C'7 —=(Cc™ .
s
on a vu (ITT 1.2 ) que ce dernier admet un adjoint & gauche

2 6™ gt =
qui "prolonge" d'ailleurs f dans un sens évident. On fera attention
qu'en général f° n'est pas exact A droite (méme si f est de plus
cocontinu), ni f5 ne commute aux limites inductives, de sorte que
la donnée de f ne permet pas, sans autre hypothése, de décrire un

morphisme de topos dans un sens ou dans 1'autre entre C™ et cr™. Le

cas o f est cocontinu, i.e, ol fs commute aux limites inductives et
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peut done &tre regardé comme un foncteur image inverse pour un morphisme
de topos T oY — C'™, a été examiné dans 4.7. Nous allons examiner
le cas ot le foncteur f° est exact 2 gauche, donc peut &8tre considéré
comme un foncteur image inverse pour un morphisme de topos en sens

inverse :
e—

€4.9.1.1) Top(f) =g : C' —> Cc™ .

On fera attention qu'on a pris garde de ne pas noter ce morphisme par la

lettre T ou f, pour éviter des confusions avec la situation de 4.7,

suivant en cela les recommandations pgénérales de 3.1.,3. On dit parfois

que le foncteur f : C —> C' est un morphisme de sites de C' dans C

. . - s
(attention, pas de C dans C') s'il est continu et si le foncteur f
est exact & gauche, en d'autres termes s'il existe un morphisme de

topos (4,9,1.1) tel que,le foncteur image inverse correspondant
gt T —= '~

prolonze le foncteur f, i.e, rende commutatif i isomorphisme pr2s le

diagramme de foncteurs

(4]
£ wE——
e aes
(3]

o g ot~
ol €, ' sont les foncteurs canoniques de II 4.4_0.
4,9,2, Pratiquement, on reconnait qu'un foncteur continu f:C —> C'

€St un morphisme de sites de C' dans C, par le fait que dans C les

limites projectives finies sont représentables, et que £ y commute (III 1.3 5)).

[
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Moyennant la condition indiquée sur C (presque touiours vérifide en

pratique), et supposant de plus que la topologie de C' est moins fine
que la topologie canonique (presgue toujours vérifiée également), la
condition suffisante précédente (f exact 2 gauche) pour que f soit un

morphisme de sites de C' dans C est d'ailleurs aussi nécessaire.

4,9.3. Dans l'esprit de ce qui précéde, si C et C' sont deux U-sites, il
¥ a lieu de définir la catégorie des morphismes de sites Morsite(C',C)

de C dans C' comme la sous-catégorie pleine de la catégorie opposée
EO_E(C,C')O de la catégorie des foncteurs de C dans C', formée des fonc-
teurs qui veulent bien &tre des morphismes de sites (de C' dans C), De
cette fagon, on obtient un foncteur canonique (défini 2 isomorphisme

unique prés)

Morsite(C',C) ——= Homtop(C'™ ,C™) i

Proposition 4.9.4. Soient E un U-topos, C un U-site, alors le foncteur

f —> E‘*IC = f*eec, associant 2 tout morphisme de topos f: E — Cc~

la "restriction" & C du foncteur image inverse associé £%:0~ — E,

induit une équivalence de catépories

Homtop(E,C™ ) —=> Morsite(E,C) (€—> Hom(C,E)°) .

Lorsque dans C les lim finies sont représentables, le foncteur pleinement

fidele correspondant

Homtop(E, C~)——> Hom(C,E)°

a comme image essentielle 1'ensemble des foncteurs g: C —> E qui sont

exacts 2 gauche et continus, ou encore qui sont exacts a gauche et
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transforment famille couvrante en famille couvrante,

La derniére assertion ré&sulte de la premidre grice 3 4.9.2.
D'autre part, on déduit de III 1.2 iv) et de IV 1.2 iii) que le foncteur
G — G° £ induit une équivalence de la catégorie des foncteurs conti-
nus de C™ dans E , ot la catégorie des foncteurs continus de C dans E , un
foncteur quasi-inverse &tant obtenu par g — gs dans les notations de loc.
cit. D'autre part, par définition méme, g est un morphisme de sites si et
seulement si gs est le foncteur image inverse associé 3 un morphisme de
topos E —> C™ , d'oll la conclusion grice & 3.2.1, le "ou encore" prove-
nant de III 1.6.

On retiendra surtout de 4.9.4 que (lorsque damns C les EEE
finies sont représentables) "il revient au mBme" de se donner un mor-
phisme de topos f : E —> C™, ou un foncteur g : C —> E qui est

exact i gauche et transforme familles couvrantes en familles couvrantes.

4.9.5., Utilisant les développements 4.9.1 et 4.9.3, on voit comme
d'habitude que pour un U-site C variable, via la notion de morphisme

de sites et de morphisme de morphismes de sites qu'on vient d'expliciter,
le topos €™ dépend fonctoriellement (ou plus exactement, 2-fonctorielle-
ment) du site C. On notera que grice 2 la terminologie introduice, C™

dépend de fagon covariante du site C.

4.2.6., 11 est immédiat que (contrairement 2 ce qui se passe pour la
notion de foncteur cocontinu, cf. 4.7.4) tout morphisme de topos

F : E—> E' peut se réaliser a 1'aide d'un morphicme de sites f : C —= (C'
(i.e, d'un foncteur continu f : €' —> € tel que...) : il suffic de

choisir dans E et E' des petites sous-catégories pleines génératrices

L
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C et C' respectivement, munies des topologies induites par celles de E

et de E', telles que 1l'on airtc

F¥{ob C') © ob C "
et de prendre pour f le foncteur induit par P¥, C'est ce qui expligue
91e la plupart des morphismes de topos qu'on rencontre en pratique sont

effectivement décrits 3 l'aide de morphismes de sites (plutdt qu'a

l'aide de foncteurs cocontinus comme en 4. 7).

4,10, Relations entre le nmetit et le Bros topos associés 3 un espace

topologique X

On reprend les notations de 2.5. En particulier, V est un
univers tel que U € V. Hous nous écartons de la convention de 200
en désignant par Top(X) le topos des V-faisceaux (et non pas des D-fais-
ceaux) sur X. Ainsi, nous raisonnerons avec des V-topos et non des
U-topos. (NB il serait possible de garder les U-topos, en adoptant la
convention approprife pour la définition TOP(X), de sorte que celui-ci

soit un U-topos, cf. 2.5). Ceci posé, nous allons définir DEUX morphismes

de topos

f: Top(X) —= TOP(X)

{4.10.1)
g: TOP(X) ——= Top(X) ) af —-—-id,rop{xJ 3
donnant lieu 3 une suite de trois foncteurs adjoints

(4.10.1.1) g = £, , g, =f , g =i, ;

les notations étant celles de 3.1.3. Nous allons définir successivement
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les deux premiers foncteurs de cette suite, le troisiéme étant défini

alors comme adjoint & droite du deuxiéme.

4.10,2. Le foncteur

gy = £ : TOP(X) —> Top(X)

est défini simplement comme le foncteur restriction de (Esp},x au site
Ouv(X) des ouverts de X, qui transforme bien faisceaux en faisceaux,
comme il résulte immédiatement de la définition. Désignant par des

lectres sculignées des faisceaux sur le gros site de X, on désigne,

v

pour un tel faisceau F, par F_ sa restriction au site Ouv(X), d'od

X

un foncteur

(4.10.2.1) Restr : F > F, : TOP(X) —> Top(X)

!
!
{

Il est évident que ce foncteur commute aux V-limites projectives, puis-
que celles-cl se calculent argument par argument (on pourrait aussi
invoquer 1'existence de 1'adjeint & gauche, construit dans 4.10.4
ci-dessous.) Je dis qu'il commute également aux V-limites inductives.
Pour s'en convaincre, on va donner une interprétation fort commode

des "gros" faisceaux sur X, i.e. des objets de TOP(X), en termes de
faisceaux ordinaires (NB il s'agit de V-faisceaux) sur les espaces

topologiques X' au-dessus de X,

4.10.3. Pour un gros faisceaux F sur X, etpour tout espace X' sur X
(sous-entendu : X' € E), on définit de fagon évidente, comme dans 4.10.2,
le "petit" faisceau EX' » restriction de F a X', Si

] u ; X" — x!

tad
n
D
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est un morphisme de (EsP)jX s on définit alors de fagon évidente un
morphisme u.(F_,,) —> Eyys ou ce qui revient au méme, un "morphisme de

transition"

(4.10.3.1) P, @ WE,D) —>

.E_-xl'
Ces morphismes, pour u variable, satisfont % une condition de transiti-
vité évidente pour un composé
g B oy ¥ o o
de morphicmes dans (EEP}JX' qu'on laisse au lecteur le soin d'expliciter.

On obtient de cette fagon un foncteur naturel, qui va de la catégorie

TOP(X) des gros faisceaux sur X, dans la catégorie des systémes

L R G
{gx.) (X' € ob (Esp)lx) 5 fmu) (u€ r1 EESP)IX) s
satisfaisant 3 la condition de transitivité envisapgée, et tels de

lus que pour tout morphisme u : X" —= X' qui est une immersion ouverte
P q T P

(ou, plus généralement, un étalement), le morphisme de transition @
soit un isomorphisme. Comme les foncteurs u®: Top(X') —= Top(X")
ucilisés pour la description des &u commutent aux V-limites inductives,

il en résulte aussitdt que dans la description précédente des objets de

TOP(X) en termes de "petits" faisceaux Fyes les V-limites inductives
se calculent argument par argument, i.e. les foncteurs de la forme

E — E;, commutent aux V-limites inductives.

En particulier, il en est ainsi du foncteur g!—ﬁ%_gx envisagé
dans 4.10.2. Il admet doncbien un adjoint 3 droite (1.5). Il reste 2
en construire un adjoint & gauche (dont 1'existence résulte d'ailleurs

a priori de 1.8), et de vérifier que ce dernier est exact i gauche,
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Cela ach&vera la définition des morphismes de topos amnoncés (4.10.1)

en termes des foncteurs (4.10.1.1).

4.10.4, Le foncteur

g¥ = £, : Top(X) —> TOP(X)
s'obtient en associant & tout petit faisceau F sur X le systéme de ses
images inverses (Fx.}, X' € ob (ESP)IX » par les morphismes structuraux
X' —> X, le morphisme de transitionlau pour un u : X" —> X' &tant
l'isomerphisme de transitivité pour les images inverses de faisceaux

(4,1.1). On voit aussit8t qu'on obtient aunsi un foncteur

Prol : Top(X) —> TOP(X) "

pleinement fidéle, dont 1'image essentielle est formée des gros faisceaux

F sur X pour lesquels tous les morvhismes de transitivité ®, de 4.11.3
sont des isomorphismes. Nous laissons au lecteur le soin de définir un
isomorphisme d'adjonction entre ce foncteur de prolongement canonique
et le foncteur restriction de %.10.2, prouvant que ce dernier est
adjoint 2 droite du premier, C'est immédiat en termes de la description

4.10.3 de la catégorie TOP(X).

Remarques 4.10.5. a) La construction 4.10.4 montre en m&me temps que

g* = f, est pleinement fidzle (ou, ce qui revient au méme, que g, = B
est un foncteur de passage 3 une catégorie de fractions, ou enfin que
g!=£* est pleinement fidzle). Les gros faisceaux sur X qui appartiennent
2 1'image essentielle du foncteur g*=f, = Prol méritent le nom de gros

faisceaug étales sur X, puisqu'ils forment une catégorie équivalente 2

celle des faisceaux ordinaires sur X, ou encore a celle des espaces étalés
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sur X, Qo voit d'ailleurs facilement gque si X' est un espace topelegique
au-dessus de X, alors le gros faisceau sur X gu'il représente est £tale
au sens précédent si et seulement si X'est un espace étalé sur X.

b) On peut encore exprimer la pleine fidélité de f, en écrivant

quie le morphisme d'adjonction f*f, —> idTop(K) est un isomorphisme,

c) Le fait que le foncteur g¥ = f, soit pleinement fidéle,
exact et qu'il commute aux V-limites inductives justifie partiellement
le point de vue fort commode (df & J. GIRAUD) suivant lequel il est
inoffensif, dans pratiquement toutes les questions de théorie des
faisceaux sur X, de remplacer les faisceaux habituels ou "petits"

faisceaux par les "gros" faisceaux associés. Il en est en particulier

ainsi des questions cohomologiques, puisque gy étant exact, les foncteurs

[

Rg, (V ) sont nuls pour i > 0, donc (V ) que pour tout gros
faisceau F sur X, on a des isomorphismes canoniques

i ~ i i
H (TOP(X),F) — H (TDp(X),Ex) = H (X,F) :

Lppliquant ceci a un faisceau de la forme Prol(F), ot F est un petit

faisceau sur X, on en conclut (puisque Prol(F)x = T canoniguement) un
isomorphisme canonique
1 .
H (X,F) = H (TOP(X), Prol(F)) 2

Ainsi, les invariants cohomologiques de X, calculés via le petit ou le

gros topos de X, sont essentiellement identiques. Le m@me résultat est

d'ailleurs valable en cohomologie non commutative.
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Exercice 4.10.6. Soient § un U-site dont la topologie est moins fine que
la topologie canonique, M une partie de F1 S satisfaisant les conditions
suivantes :
a) Les morphismes de M sont quarrables (I 10.3), et M est sta-
ble par changement de base.
b) M contient les fliches identiques et est stable par composition.
c) Une fléche u : X —> Y telle qu'il existe une famille cou-

vrante Y, ———= Y , avec les Xx Yi ————*—Yi dans M

, st elle-méme &l&-
i Y

ment de M .
d) Pour tout X € ob S , toute famille couvrante de X est raffinde

par une famille couvrante (fi s Xi — X) , avec les fie M.

Pour tout X € ob 5 , considérons le site S(X) ("petit site de
X ") dont la catégorie sous—jacente est la sous—catégorie pleine de Sfx
formée des objets dont le morphisme structural est dans M , munie de la topo-
logie induite (III 3.1) par celle de S .

1°) Pour toute flache u : X —> ¥ de S , montrer que le chan-

gement de base par u de S(Y) dans S(X) est un foncteur continu, d'ol

un foncteur commutant aux limites inductives (1XT)
o -~
Sw™ ¢ ST —— 5% ‘

A - "y s i
2°) Définir une équivalence entre le topos 8 et la catégorie des

Systémes

(Fy) (X €ocb S) |, @) (u €EF1 5 )
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formés d'objets FK € ob S(X)L , et pour toute fléche wu : X —— ¥ dans
5 4, d'un morphisme ‘Qu % SCu)x(FY) _— FX , Ces systémes étant soumis 3 une

condition de transitivité pour un composé v o u de fléches de § , et

fur
i
W

-

condition que u € M implique que P, soit un isomorphisme.

3%) Définir des foncteurs "restrictions" et "prolongement"

~n

Resy : (5,07 ——= S0 , Prol, : S(XY —> (s,x)"'

X /X
Montrer que ResX commute aux petites limites inductives et projec-

tives et que ProlX est pleinement fid&le, son image essentielle &tant formée

des faisceaux F tels que lPu soit un isomorphisme pour toute fldche u de SFI'

4°) Définir un morphisme d'adjonction faisant de Resx 1'adjoint 3

droite de Prolt - En conclure qu'il existe un morphisme de topos

£ s —> (s),x)"'

faisant de s(X)™ un sous—topos de (S,.)"™ et tel que
/X

f! = Prclx
=
= R .
£ es,
Montrer que Prol transforme faisceaux abéliens en faisceaux

X

abéliens.

5°) Montrer que si S(X) admet des produits fibrés, Prolx est exacte
En déduire qu'il existe alors un morphisme de topos g : (ij}N — 5(1‘0”lr

qui soit une rétraction 3 gauche de f , i.e. tel que
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g = ProlX

(Pour un exemple oii S(X) n'admet pas de produits fibrés, prendre pour S

v

la

catégorie des schémas munie de la topologie &tale, pour M 1les morphismes lis-

ses, pour X un schéma noethérien de dimension > 0 ).

6°) Montrer que pour tout faisceau abélien F de (S!KJN on a un
isomorphisme

HY(X,B) o~ Hq(X,ResxF) ¥ g .

Montrer, en utilisant par exemple les hyperrecouvrements, que pour tout

faisceau abélien G de S(X)™ on a un isomorphisme

B (x%,6) =~ Hq(X,Prcle} ¥ q )

7°) Acheter une médaille en chocolat pour le rédacteur.

5. Topos induit

5.1. Soient E wun topos, X un objet de E . Alors la catégorie E/X

des objets de E au-dessous de X est un topos, comme il résulte par
exemple immédiatement du critére de Giraud 1.2 ii) : On peut aussi, grice

a4 1.2.1, réaliser E comme une catégorie de faisceaux C , o C est une
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sous-catégorie génératrice de E qu'on peut choisir telle que X € ob C ;

alors on sait que E C™,, est équivalente 2 (C;x)ﬁ' (IIT 5.4 ), donc

XS Y

c'est un topos.

On appelle le topos E!x le topos induit sur l'objet X de E.
5.2. On va définir un morphisme de topos canonique

(5.2.1) iy * Ejg —>E A

qui est appelé morphisme d'inclusion du topos induit E dans le topos

/X

ambiant E, ou mieux (cf, 5.7), morphisme de localisation de E en X.

Ce morphisme correspond 2 une suite de trois foncteurs adjoints (cf. 3.1.3)

(5.2.2) g v o0 g

qui peuvent s'expliciter de la fagon suivante :

a) Le foncteur

i —_—
Ix 1 /X K

est le foncteur "oubli de la fladche structurale''de Efx dans E,

b) Le foncteur

j§ : E—>E,

est défini par
Ee. o i
JX\Z) (xx2Z, prl) 5
ol pr; : XXZ —> X est la nremifre projection. On peut aussi l'interpréter

comme le foncteur changement de base relativement au morphisme

- Zanans LW .

o1 e est l'objet final de E. Il est trivial, par définition du foncteur
changement de base, que jﬁ est bien adjoint 2 droite de jx v - 11 commute

en particulier aux limites projectives. Il commute également aux limites
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inductives, en vertu des propriétés d'exactitude spéciales des topos (II 4).
¢) De ce dermier fait résulte (1,6) que j; admet un adjeint 2
gauche

E o .

s AR

Pour un objet X' au-dessus de X, 1l'objet jx*{X') est aussi parfois noté
" 1 r 1

par 1l'un des symboles gfiE (X'/X), ou EEEK}EE(K’X ), ou Resx{eg(x /%)

("restriction de Weil™), dont 1'un ou l'autre est sans doute déji

familier au savant lecteur de notre modeste ouvrage,

5.3. On fera attention que le foncteur jx ‘ commute aux produits fibrés,
et transforme monomorphismes en monomorphismes, mais il n'est pas en
général exact & pgauche pour autant. Il ne l'est que si X est un objet
final de E (puisque X = Iy (x, idx), et (X, idx} est un objet final
de EIK)' c'ést-2-dire si et seulement si jx est en fait une équivalence
de topos (donc si tous les foncteurs (5.2.2) sont des équivalences).(*)
De mé€me, le foncteur jx* n'est pas en général exact 3 droite,
et ne transforme pas nécessairement épimorphismes en &pimorphismes.
On conclut de ces observations que la direction du morphisme
de topos reliant Efx 2 E, pour un objet X du topos E, est déterminée

sans ambiguité possible.

3.4. Le foncteur j; est souvent appelé foncteur de localisation ou

foncteur restriction. Cette derni2re terminologie se justifie en iden-

tifiant les objets de E resp. sur Elx aux faisceaux sur E resp. sur E

/X

(1.2 iii)), et en notant qu'avec cette identification, la formule d'adjonc-

tion entre j, , (foncteur oubli) et jg s'interpréte en disant que j§(F)

(%) Pour une propriété de commutation

ofis WUTE Ei3 o de j,, au changement de topos,
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Ay v
est le faisceau restriction 3 E/ﬁ du faisceau F sur E (en prenant

"restriction" au sens généraliss : composé avec le fomecteur "d'inclusian"

Jgy + B,y —=E . Conformément 3 des notations familidres en d'autres

contextes, on Ecrira azussi souvent, indifféremment :

Y(F) = F|x = FX = restriction de F 3 X .
De méme, lorsque E est de la forme C™~, ol C est un (petit)
site, et que X est de la forme €(5) avec S € ob C, de sorte qu'on a

une équivalence de catégories rappelée dans 5.1
Erx = Ce(s) = > (C)
(CIS étant munie de la topologie induite par celle de C), le foncteur

J; s'identifie simplement au foncteur "restriction" d'un faisceau

variable F sur C 2 la catégorie CIS

Ces réflexions permettent de prévoir d'ailleurs le rdle
important que joueront les topos induits et les morphismes de locali-
sation (5.2,1) dans toutes les questions oli on est amené A raisonner
par "localisation sur E" (cf, 8), c'est-a-dire pratiquement dans toutes

les questions faisant intervenir des sites ou des topos.

E:5. BolE

f: X —> Y
une flache de E, qui permet donc d'interpréter X (ou plus correctement,
(X,£)) comme un objet de E;y- Il est évident qu'on a un isomorphisme

canonique

{(5.5,1) (EIY)IK _ Efx

(transicivité des topos induits). Appliquant la construction de 5.1 2

EIY au lieu de E, on trouve donc un morphisme de topos canonique
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(5.5.2) loc(f) ou f: E — E

4 e ¥

appelé également morphisme de localisation (associé 2 f). Lorsque Y est
1'objet final de E, on retrouve essentiellement (5.2.1). Le morphisme

de localisation pour f est associé & une suite de trois foncteurs adjoints

{5.5.3) O + SR ,
qui peuvent s'interpréter raspectivement comme foncteur d'oubli, comme
foncteur restriction, et comme un foncteur noté au choix (X' &tant

1*argument)1j;fY(X’/K}, Homfo(K,X'} ou ResxiY(X'IX) g

5.6. La transitivité des foncteurs oubli implique que pour deux morphis-

mes composables

KLY-—EH“Z

de E, on a un isomorphisme canonique de morphismes de topos

loc(gf) — loc(g)loc(Ef) : E,, —> E/ —>E

/X /z
De plus, pour trois morphismes composables, on a 1a relation de compa-

tibilité il:abituelle pour les isomorphismes de transitivité précédents.

Ceci permet donc de considérer, moyennant 1'abus de langage habituel, que

E
Xt /X
est un foncteur covariant de E dans la catégorie (V-U-top) (3.3.1). Plus
précisément, on trouve un 2-foncteur (non strict en général) de E dans
la 2Z-catégorie (V-U-top).

Avant de continuer les généralités sur les topos induits (5.10),

donnons quelques exemples instructifs,
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5.7. Soit X un espace topolopgique, d'olt un topes Top(X) (2.1). Soit X'
un objet de Top(X), qu'il sera commode d'interpréter comme un espace
€ralé sur X, p: X' —> X, La catégorie ToP(x);x' s'identifie alors

a4 la catégorie des espaces &talés X" sur X, munis d'un X-morphisme

X" —> X', On sait qu'un tel morphisme fait de X" un espace étalé sur

X', et on trouve de cette fagon une €quivalence de topos canonique
TQP(X)IX' == Top(X') .

Le morphisme de localisation s'identifie donc & un morphisme de topos
Top(X') —> Top(X) , et on constate aussitdt que ce dernier n'est autrec
que le morphisme

Top(p) : Top(X') —> Top(X)
associé 2 1'application continue structurale p t X' —> X, Intuitivement,
le morphisme de localisation n'est donc autre que la traduction, en
langage de topos, du morphisme d'é&talement p : X' — ¥, Ceci explique
a4 la fois le bien-fondé de la terminologie "morphisme de lecalisation",
et incite & la prudence dans 1l'emploi du terme de "morphisme d'inclusion",
celui-ci semblant surtout approprié dans le cas o p est une immersion
ouverte. Il sera prudent par conséquent de réserver dans 5.1 le terme
de "morphisme d'inclusion" au cas ol le morphisme X —> ¢_ est un

E

monomorphisme, i.e. ot X s'identifie a un sous-objet de l'objet final de E.

5.8. Soient E un topos, G un Groupe de E, H un sous-groupe de G,
X = G/H
l‘espace homogéne quotient, gqu'on regarde comme un cbjet de E avec groupe

d'opérateurs gauche G, i.e. comme un objet du topos classifiant BG (2.4).
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Nous allons déterminer le topos induit

(BG)IK (X = G/H) i

en définissant une é&quivalence de topos
=
(5.8.1) ¢z By =2 (B )y

telle que l'on ait commutativité 2 isomorphisme canonique prés dans le

diagramme

c i
(5.8.2) B. —=> (B_.) — B
G /X (e}

olt j, est le morphisme de localisation dans B et ol

G!

B; BH—+BG

est le morphisme déduit de 1'inclusion i : H —> G (4.5).

Pour définir (5.3.1), nous allons simplement indiquer la
description des foncteurs image inverse c¥ et image directe cy, laissant
au lecteur le soin de vérifier qQue ce sont bien 12 des équivalences
quasi-inverses l'une de 1'autre, donnant lieu au diagramme commutatif
(5.8.2) de morphismes de topos. Soit e le sous-objet de E sous-jacent

a4 X, image de la section de X (sur un objet final e_ choisi de E) déduite

E
de la section unité de G. Si X' est un objet de BP au-dessus de G, zalors
L)

on désigne par c*(X') 1l'image inverse de e dans X',

c*(x') = X‘Xxe )
qui est stable par l'opération gauche de H sur X', restriction de 1'opé-

ration donnée de G sur X'. Cela définit bien un foncteur
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¥ (Bn)ﬁ{ — Bx{

D'autre part, si X' est un objet de EH, alors le morphisme de X' dans
1'objer final e, de By (i.e. 1l'objet final e, de E avec opération tri-
viale de H) donne, par application du foncteur i, {4.5) un morphisme

de BG

i (X') — i,(eH) =X ,

qui permet d'interpréter i,(X') comme un objet de (BF)

’x d'ott le

foncteur cherché

ce ! X' (1,(X") > X) - B, > B. .

5.8.3. On voit donc, grace a (5.8.2) que si G est un Groupe d'un topos,

H un sous-Groupe, le foncteur "restriction des opérateurs de G 3 H "

peut s'interpréter comme un foncteur de localisation. En particulier,

prenant pour H le sous-groupe unité, on voit que le foncteur "oubli des
opérations de G "s'interprite comme un foncteur de localisation., On en

conclut, plus généralement, que si (X,G) est un objet de E avec opéra-

tion de G (i.e. un objet du topos classifiant BG), alors le foncteur

"oubli des opérations de 3",

E' = {BG) ——=E

/(X,6) /%
peut s'interpréter comme un foncteur de localisation, relativement 3 un ob-

jet "E, (o Q) de E' convenable couvrant 1'objet final. Il suffit de prendre
2 »

E . = * (X ¥ ot i i ey = = g avec opé-
¢, (%,0) EG (X,G), d'ot le diagramme cartésien (oi EG G5 G P

ration de G par translation 3 gauche)
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e

|
(5.8.3.1) L

G, (X,G)

e, < (X,06)

et de noter que par transitivité des topos induits, le topos induit

comme (B.)

E' 2((BGJXIG)fZ est équivalent au topos ((BG)IEG)IZ 5 e /e

est
G

gquivalent 2 E par le foncteur c* de (5.8.1) (avec H = e), il suffit
de vérifier que cette équivalence transforme Z en l'objet X de E (ce

qui est trivial) pour déduire 1'équivalence cherchée de catégories

I - 1<
Efz Erx

On laisse au lecteur le soin de vérifier que le composé de celle-ci avec

le foncteur de localisation

r = L]
B' = By x,e) T Ejz
est le foncteur "oubli des opérations de G ". On voit z2insi que le

diagramme cartésien ci-dessus donne, par passage aux topos induits,
un diagramme, commutatif 2 isomorphisme canonique prés (5.6), de mor-

phismes de topos :

i
=t = L] =
(BG){,.EG B < (B, S B}, M E,
(5.8.3.2) i 3!
- f ) 1
Bg B yx,c) = F »

ol les foncteurs images inverses associés aux fleéches verticales £
sont les foncteurs "oubli des opératioms de G ", et ol le foncteur image

inverse i* s'jdentifie au foncteur de localisation E —> E Ce

%
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diagramme est d'ailleurs "2-cartésien" au sens 5.11 ci-desscus.

5.8.4., On laisse au lecteur le soin d'étendre les réflexions qui pré-
ctdent au cas d'un pro-groune G = (Gi), dans le cas particulier ou H

est défini comme "hoyau" de G —= Gi . (Dans le cas des groupes
(8]
pro-finis, cela signifie qu'on se limite aux sous-groupes H de G

ouverts, i.e. fermés et d'indice fini.)

Exercice 5.9. Soient E un topos, G un Groupe de E, B_ le topos classi-

G
fiant de G (2.4),

m 2 —
BG E

le morphisme de topos déduit de 1'homomorphisme de G dans le Groupe

unité e de E (compte tenu que B, = E).

a) Soit

l'objet de BG dont le E-objet sous-jacent est G, les opérations de C
étant définies par translation 2 gauche. Considérons T (G) comme un
Groupe de BG ({c'est le Groupe G de E avec les opérations triviales

de G dessus). Montrer que le morphisme de E

G XG —> G_

défini par les translations droites de G sur Gs’ est compatible avec les

opérations de G sur G, et sur G = T*(G), et définit un morphisme de B,

EGXTT*(G) — EG "
Montrer que ce morphisme fait de EG un objet de BG avec une opération a

droite du BG—Groupe T™(G), et que cette dernidre Fait de EG un torseur
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sous T (G) (i.e. l'objet final de BG peut se recouvrir par des objets

X, tels que pour tout i, la restriction de EG a X, soit isomorphe au
1

i
fibré 2 opérateurs trivial ("*(G)K )d)'
i
b) Soit

q:E' —> E

un topos sur E, Pour tout topos B sur E, définir la catégorie HbmtogE(E',B)
des morphismes de topos de E' dans B compatiblesavec les morphismes
structuraux E' —> E et B —> E 2 isomorphisme donné prés. Prenant B = BG’
définir par la formule f —> f*(EG) une équivalence de catégories

Homtop, E',BG} —> Tors(E,q*(G)) 5

ot 1le deuxi2me membre désigne la catégorie des q*(C)-torseurs (2 droite)
sur E.
c) Soit H un sous-Groupe de G, de sorte que T (H) est un sous-

Groupe de p¥(G), et op2re donc sur E_ par restriction du Groupe d'opé-

G
rateurs, d'ol un objet quotient

X = E_/T*(H) N
qui n'est autre que l'objet G/H muni de 1'opération 2 gauche habituelle
de G. Soit eq 1'ébjet final de B, (i.e. l'objetr final ep de E avec

opération triviale - il n'y a pas le choix - de G), et considérons dans

B. le diagramme de morphismes
Cd

E

' G
|
v/

= Ean*(H)

Lk
e |
w
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d'oli, en passant aux topos induits par B, sur ces objets, un diagramme

o]
de morphismes de topos, commutatif 3 isomorphisme canonique prés (5,6),

Montrer que ce diagramme est €quivalent au diagramme
E = B

{

v

a/

A

dont les treois fléches sont les fliches assocides par 4.5 aux morphismes

de Groupes e > H —> G de E. (Ainsi, le topos classifiant BH s'interpriéte

intuitivement comme un espace homogéne au-dessus de BG’ de groupe ™ (G),

associé au torseur (= fibré principal homog2ne) universel E_. sur BG).

G
d) Reprendre 1l'exemple 5.7 dans le cas ou X' est un revétement
€tale (localement trivial, cf. 2.7.4) de X, en 1'interpré&tant en termes

des considérations du présent exercice.

5.10. Images inverses de topos induits

Scient
£+ BY" —>»E
un morphisme de U-topos, X un objet de E, et X' = £#(X) son image inverse

dans E. On va alors définir un diagramme de morphismes de topos

£
/X
— '
Ex Ejx:
(5.10.1) iy Ig
v "

i7e
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ol jx et JK' sont les morphismes de localisation (5.1), et ou f est

/X

défini ci-dessous, diagramme qui sera commutatif 2 isomorphisme canonique

prés. Nous définirons ici £ a 1'aide du foncteur image inverse

/X
o # - -~ L]
(5.10.2) (L;,X} P Ey T Ej §
pour lequel nous prendrons simplement le foncteur "induit" par F*, en
un sens €vident. Comme les foncteursd'inclusion jx, H E!x == E et
Jger ¢ EfX > E commutent aux U-limites inductives et aux produits
fibrés, et qu'ils sont conservatifs, il s'ensuit aussitdt que le
foncteur Eflx)* commute aux U-limites inductives et aux produits fibrés
)*

tout comme le foncteur f* qui l'induit ; comme de plus (f trans-—

/X
forme évidemment objet final X en l'objet fimal X', il est exact &

gauche, donc est associé 2 un morphisme de topos

(5.10.3) £ E!

/X! B

> ° /x

défini 2 isomorphisme unique preés (3.1.1). D'autre part, le diagramme
déduit de (5.10.1) par passage aux foncteurs images inverses est commu-
tatif (2 isomorphisme canonique pr2s) par construction et grice au fait
que f¥ commute aux produiis XXY, donc (5.10.1) lui-mBme est commutatif,

2 un unique isomorphisme prés induisant 1l'isomorphisme canonique sur les

foncteurs images réciproques des deux composés f°jx' et jx°ffx (3.2 1).

5.10.4., Lorsque f : E' —> E est associé 2 une application continue

Y' —> ¥ d'espaces topologiques (4.1), de sorte que X s'identifie 2 un
espace é&talé au-dessus de Y, et X' au produit fibré XKYY' #
identifiant les topos induits TOp(Y)!x et TO?fY'J!X' & Top(X) et Top(X')

alors,

respectivement (5.7), on constate que le morphisme f/x qu'on wient de

L
~J
~
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= Id = v *

coustruire est (2 isomorphisme unique prés) le morphisme Top(X') = Top(y')
déduit de 1'application continue canonique X' —> Y'. On peut donc dire,

4 la lumigre de cet exemple, que le topos E}x, joue le rdle d'un produit
fibré de E{x et de E' sur E, Cette intuition se précise 2 1'aide du

résultat suivant :

Proposition 5.11. Les notations &tant celles de 5.10, le diagramme (5.10.1)

est

muni de 1'isomorphisme de compatibilité a : fe /%

jxl — jx° £

"2-cartésien" ; de facon précise our tout U-topos F, si on associe 2
3 g P s P y »

tout morphisme de topos g : F -—i-E}x, le triplet

(ffXQS} ig1°8, Oxg) = (gl,gz,B}, od g, i F > E, et g, : F—>E' sont

des morpluismes de topos, et B : jxogl =5 f-gz est un isomorphisme de

morphismes de topos de Fdans E, on trouve une é&quivalence de catégories

(F,E')

L] -
gg_ﬁomtoR(F,E,x) avec la catégorie Hom:op(F,E/x)EHUmto (F,EJ“omtOE

de tous les triples {gl,gz,S) comme ci-dessus,

(NB. On a mis un 2 au-dessus du signe du produit cartésien pour
rappeler qu'il ne s'agit pas d'un produit fibré ordinaire de catégories,
mais d'un "Z-produit fibré&", dans le sens explicité dans 1'énoncé,)

Pour prouver 5.11, on explicite les morphismes de topos a 1l'aide
des foncteurs image inverse associés. Nous aurons besoin pour cela de

résultats auxiliaires, donnés dans 5,11.1 & 5.12 plus bas,

3.11.1. Considérons de fagon générale la situation oli on se donne deux
catégories E, E', un objet X de E qu'on suppose quarrable i.e. tel que

le foncteur

j¢ A= AXY : E —>» Efx
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soit défini, enfin un foncteur exact & gauche

(-ﬁ—) (e I EIK —= E! -

Comme E a un objet final, savoir (X,id_,) = X , il en est donc de méme
]

/X
de E', qui admet 1l'objet final

e! = o(X)
Supposant choisi l'objet final e' de E', on va & tout (¢ comme ci-dessus

associer un couple
{%h) (¢ , w) , avec § = ej: E—>E', et u € Hom(e",$(X)) .

Pour définir u, on note que

t(X) = XxX

a une section canonique &, sur 1l'objet final X de E savoir la section
e

/x>
diagonale, et on définit

u = m(éx) :p(X) = e' —> p(¥xxX) = ¥(X) .
Je dis que la connaissance du courle (**) permet de réconstituer le fonc—

teur © de (¥*) a isomorphisme unique prés. Pour ceci, pour tout objet

p: XK' —X

de E{x, considérons le diagramme cartésien suivant de EJlrx :

X! —— (X' )=X"%X

l 5 lj(p)

X —2> 5(X) =xxx

»
ot la premi2re flache horizontale est le morphisme graphe Tp = (idx,p).

Appliquant le foncteur exact & gauche @ a ce diagramme, et utilisant 1la

définition de ¥ comme ®=:, on trouve un diagramme cartésien
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o{¥'p) ——=F(x")

l JI (p) r

e' ——— = y(X) 7
en d'autres termes on trouve un isomorphisme canonique »

(5.11.1.1) o(X',p) I oy :

On constate aussitdt qu'il est fonctoriel en l'objet (X',p) de E ce

/X’
qui explicite comment on réconstitue & isomorphisme pris le foncteur
s E/X —> E' A l'aide du couple (¥,u) de (¥%).  Notons d'ailleurs que

le foncteur § est exact 2 gauche ; plus généralement, § commute 2 tout

type de limites projectives auquel commute %, car j commute aux limites

projectives,
Inversement, supposant maintenant que dans E et E' les limites

projectives finies sont représentables, et partant d'un couple

¢,u) , % : E—>E', u€ Hom(e',l (X))

]

ot le foncteur ¥ est exact 3 gauche, on définit par la formule (5.11.1.1)
un foncteur o : fo —> E'. On vérifie aussitdt que ce foncteur est exact
2 gauche, plus généralement, qu'il commute 3 tout type de limites pro-
jectives représentables dans E auquel commute t ., Cela résulte aussitdt
du diagramme cartésien

|

1i X 4———2—“——— X
I
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reliant les limites projectives calculées dans E ou dans E{X

le morphisme diagonal dans la limite projective du foncteur constant de

(ol 5 désigne

valeur X), en lui appliquant le foncteur §, d'ol un diagramme cartésien
dans E', et en composant ce dernier avec le carré cartésien déduit de
¥(X) <— e', faisant apparaltre un carré cartésien composé qui exprime
la compatibilité de oo & la limite projective envisagée,

On réconstitue 2 isomorphisme prés le couple (¥ ,u) & 1'aide

de t», en notant que l'on a un isomorphisme canonique

(5.11.1.2) ¥I(X') = o(3(X'))

»

déduit de (5.11.1.1) en y remplacant (X',p) par j(X') = (X'xX, prz),

et notant que § (X'xX) = ¢ (X')¥ ' (X). L'isomorphisme précédent est

manisfestement fonctoriel en X', i,e. il donne un isomorphisme
v @e] s
et on vérifie de m&me que moyennant cet isomorphisme, u : e' — | (X)

s'identifie 3 m(éx). On a ainsi obtenu l'essentiel du

Lemme 5.11.2. Soient E et E' deux catégories ol les limmites projectives

finies sont représentables, X un objet de E, Sex(E,E') la catégorie

des foncteurs exacts 3 gauche® de E dans E', et Sex(E

i ;XJ

gorie analogue des foncteurs exacts 3 gauche v de EfX dans E'., On a

E') la caté-

alors une équivalence entre la catéporie SEK(E!X’EIJ et la catégorie
Sex(E,E')fr des couples ({,u), avec ¥ € ob Sex(E,E') et u : e' - §(X)

(oft e' est 1l'objet final de E'), dont la définition est explicitée dans

5.11.1, ainsi que celle d'un foncteur quasi-inverse. Si @ et (¥,u) se

correspondent. alors ¢ commute 2 un tvpe déterminé de limites projectives
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si et scul=ment si il en est ainsi de® ., Si dans E et E' les foncteurs

changement de base commutent & un type déterminé de limites inductives,

alors pour que © commute aux limites inductives dudit type, il faur et

il suffit gqu'il en scit ainsi detl .

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter la structure de
catégorie EEE(ErE'J;r correspondant aux couples ( ,u). Définissant le
foncteur T : Sex(E,E') —> (Ens) par T'()}) = Hom(e',l (X)), on peut
interpréter u dans le couple (¥ ,u) comme un élément de T() i.e. un
homomorphisme ¥ —> T dans la catégorie des préfaisceaux sur §§§(E,E'}D,
ce qui justifie la notation s utilisée dans l'énoncé de 5.11.1, Il
reste, pour prouver 5.11,2, 2 expliciter dams 5.11.1 le caractérec fonc-
toriel des constructions envisagées pour ¢ resp. (¥,u) variable, ce
qui est essentiellement trivial et laissé au lecteur, et enfin 3 vérifier
l1'assertion concernant les propriétés de commutation zux limites inductives,
ce qui est également trivial 2 l'aide des formules explicites (5.11.1.1)
et (5.11.1.2) reliant ces foncteurs.

On trouve en particulier, lorsque E et E' sont des U-topos,
et en interprétant les morphismes de topos a 1'aide des foncteurs images

inverses associés :

Proposition 5.12, Soient E et E' deux U-topos, X un objet de E, et comsi-

dérons sur Homtop(E',E) le foncteur contravariant

¥ : £ T(E',#(X)) = Hom(e',#%(X)) : Homtop(E',E)® — (Ens) .

On 2 alors une équivalence de catégories

(5.12.1) Homtop(E',E ;) —= Homtog(E',E),Y ;

382

396




L~

- B4 - v

ot le deuxi®me membre est la sous-catégorie pleine de Homtop(E',E)"

Iy
formée des couples (f, u), avec f € Homtop(E',E) et u € v(£) i.e.

u € T(E',£* (X)). Ce foncteur s'obtient en associant 3 tout morphisme

de topes h: E' —> E},K le couple (f,u) formé du composé

f=jxoh: E' — E —> E :

/X

et du morphisme

u: et = h*(x,idxj —> #(X) = H*(j‘;"((}(}) = h*(XxX)

déduit du morphisme diaponal 6:{:){ —> XXX en lui appliquant h¥*,

5.12.2. Utilisant 5,12, la démonstration de 5.11 devient a peu prés
évidente, et se réduit essentiellement 2 ceci (qui tiendra lieu d'une
démonstration "en forme" qui ne serait pasplus instructive) : se donner
un morphisme de topos g : F —> E;’}{' "revient au méme'" que de se donner
un morphisme de topos gy ¢ F —> E' et une section u de g";_{x') ; or
g%(x')=g§(f*(x)) = (fng*(K), done la donnée de u équivaut aussi 2

la donnée d'un relévement du morphisme de topos fgz:}‘ —> E en un

morphisme de topos = F —> E . Cela exprime bien que la donnée

/X

d'un morphisme de topos g:F —> E;‘X' équivaut essentiellement 3 la

donnée d'un triple (gl,gz,a} comme dans 5.11.

Remarque 5.13. Nous verrons (§ 153) que pour tout diagramme
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dz topos, il existe un 2Z-produit fibré au sens de la 2-catégorie (V-U-Top)
des U-topos € V (ne dépendant pas, 3 é€quivalence prés, du choix d'un
univers V tel que U € V). Pour dfzutres exemples naturels que 5,11

de "produits fibrés de topos'", voir le dernier chapitre du livre de

GIRAUD [3]. r

Exercice 5.14. a) Soient F, G deux topos au-~dessus d'un topos E. Définir

1la catégorie HomtoEE(F,G) des couples (f,a), ot £:F —> G est un morphisme

de topes et @ 1 p —> q°f est un isomorphisme de morphismes de topos

de E dans G (p:F —> E et q:G —> E étant les morphismes de topos
structuraux). Définir des foncteurs d'accouplement
Homtogz(F,G}XHothEE(G,H) — HOmtoEE(F,R), et des isomorphismes d'asso-
ciativité,

b) Soient ¥ et Y deux objets d'un topos E, Définir un
foneteur naturel de la catégorie discréte définie par 1l'ensemble
Hom(X,¥), dans la catégorie HomtoEE(EIX’E(Y}‘ Compatibilité avec les
compositions de morphismes dans E et les accouplements envisagés dans a).

c) Prouver que le foncteur envisagé dans b) est une
€quivalence de catégories, En particulier, un objet X d'um topos E
se réconstitue 2 isomorphisme unique prés, gquand on comnait "4 E-équi-

valence prés" le topos induit E;x comme topos au-dessus de E.

6. Points d'un topos et foncteurs fibres

6.0. Soit P le U-topos pouctuel type (2.2)

P =(U-Ens) .

Etant donné 1l'intuition assez différente qui s'attache d'une part au

(%) Résuﬁcaf di 3 P. DELIGNE. Le cas oi E est le topos ponctuel avairt
€ré traité auparavant par Mme HAKIM.
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symbole P, figurant un objet g€ométrique dans la nature d'un point, et
d'autre part & (U-Ens), figurant one'grosse catégorie", qu'on inter-

prétera comme "la catégorie des faisceaux sur P'",il y a lieu suivant
le contexte d'utiliser 1'un ou 1l'autre symbole exclusivement, bien que

du strict point de vue logique ils désignent un seul et m&me objet.

Définition 6.1. Soit E un U-topos. On appelle point de E tout morphisme

de topos P —> E du topos ponctuel P(6,0) dans E, On appelle catégorie

des points de E, et on note Point(E) ou Pt(E), la catéporiec Homtop(P,E)

(3.2). 8f p: P —> E est un point de E, associ& au foncteur image inverse

p¥ : E —> (U-Ens), et si F est un objet de E, l'ensemble p*(F) est

appelé fibre de E en p, et noté Fp .

6.1,1, Bien entendu, lorsque F est un objet groupe (resp. anneau,
resp, ...) de E, sa fibre FU en p est un groupe (resp. un anneau, resp. ...)
(3.1.2),

6.1.2. En vertu de 3.2.1, la catégorie des points de E est équivalente,

via le fonctevr p —> p¥, 4 la catégorie opposée i celle des foncteurs
o E —> (E-Ens)

qui commutent aux U-limites inductives et qui Sont exacts 3 gauche. Il

revient donc essentiellement au m@me de se donner un point de E, ou

un tel foncteur o.

Définition 6.2. On appclle fonecreur-fibre du U-topos E tout foncteur

® : E—> (Q—Ens} qui commute aux U-limites inductives et qui est exact

2 pauche. On appelle catégorie des foncteurs fibres sur E, et on note
=8k == °F Note

385

399




Fib(E), la sous-catégorie pleine de Hom(E,(U-Ens)) forméc des foncteurs '

fibres sur E.

6.2.1. En vertu de 6.1.2, 1z catégorie Fib(E) des foncteurs fibres sur E
est donc équivalente 2 1'opposée de la catégorie Point{E) des points ?

de E, via le foncteur p—> p* de cette derni2re dans la premigre :
(6.2.1.1) Point(E) —=> Fib(E)° :

Pour qu'un foncteur

® : E —> (U-Ens)
soit un foncteur fibre, il faut et il suffit qu'il soit le foncteur
fibre F b—> FP associ€ 2 un point p de E (6.1). En d'autres termes,
le foncteur (6.2.1.1) est surjeetif, Signalons aussi qu'un foncteur o
est un foncteur fibre si et seulement si il est exact a gauche et s'il
transforme familles couvrantes en familles surjectives (1.7). Cette
derniére condition s'exprime aussi en disant que o commute aux U-sommes

et transforme épimorphismes en épimorphismes,

6.3. Soit CE€ U un site, On appelle point du site C tout point du topos

C™ , catégorie des points du site C la catégorie

Point{C) = Point(C™) .

Considérons d'autre part le foncteur

(6.3.1) v —=oplc = poe, ¢ Fib(C™ ) —> Hom(C, (U-Ens)) .
qui est pleinement fid2le et dont 1'image essentielle est 1la sous-catégorie

pleine Morsite((g-Ens},C)ﬂ (4.9.4), que nous noterons aussi Fib(C). Un

foncteur
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¥ : ¢ — (U-Ens)

est appelé un foncteur fibre sur le site C s'il est dans 1'image essen-

tielle de (6.3.1), qu'on vient d'expliciter, Un tel foncteur est donc
continu (a fortiori (III 1.6 ), il transforme familles couvrantes en
familles couvrantes, i.e. en familles surjectives), et il est exact 2
gauche, Lorsque dans C les limites projectives finies sont représentables,
(condition vérifiée dans la quasi-totalité des cas qu'on rencontre en
pratique.) les propriétés précédentes caractérisent les foncteurs fibres
sur C, qui sont alors les foncteurs ¥ : C —> (U-Ens) qui sont exacts &
gauche et qui transforment familles couvrantes en familles surjectives
(4.9.4).

On retiendra que le foncteur @ ——&-¢|C est une équivalence
de catégories

o=

Fib(C™ ) ———= Fib(C) -

de sorte qu'il revient au méme essentiellement de se donner un fonctemr

fibre sur le topos €7 (ou encore un point de ce topos), ou un foncteur

fibre sur le site C. Etant donné un foncteur fibre ¥ sur C, provenant

A . " ~
donc 2 isomorphisme prés d'un foncteur fibre @ sur C, on réconstitue

ce dernier 2 1'aide de ', a isomorphisme canonique prés, par la formule

(58.3.2) @(F) == Iim ¥ (X) i
“/F

ol C/F est la catégorie des objets X de C munis d'un morphisme X —> F
(dans C), i.e. d'un Elément de F(X). La formule (6.3.2) est une conséquence
immédiate du fait que @ commute aux limites inductives et qu'on a un

isomorphisme canonique fonctoriel en F (II 4.1.1) :
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Fi= 1im e, {%X) .

—> C

Ctr
Plus généralement, lorsque G est un préfaisceau sur C, on a un isomorphisme

canonique fonctoriel en G :

(6.3.3) v(aG) = 1lim ¢(X) s

oii a G est le faisceau associé& 3 G (II 4.1.1). En effet, on sait qu'on

a la formule

a 6= lim e _(X) 5
— — &
“le
6.4.0. lous renvoyons a2 I 6.1 pour la notion de famille conservative
de foncteurs
: E —> i
mi Ei i€ I q

-

On notera que lorsque E et les Ei sont des U-topos, et les foncteurs o

sont des foncteurs images inverses f? associés 2 des morphismes de topos

fi : Ei —>E ,
alors toutes les propriétds d'exactitude postulées dans I 6.2 i L &.3 et
I 6.4 sont vérifiges, 3 condition dans I 6.2 (v) non respé de supposer

i s 3 = * " .
que D est fini. Il revient alors au méme que (f;}iél soit conservative,
A

ou conservative pour les monomorphismes (I 6.1), ou conservative pour

les Epimorphismes, ou enfin gu'elle soit fidale.
Eplmorphismes rflaele
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Lorsque la famille des foncteurs f? est conservative , on dira

aussi parfois que la famille des morphismes de topos (fi)i €1 est

consexvative . En particulier :
LonservaTave

péfinition 6.4.1. Soient E un U~topos, (pi: P —> E)i ¢ 1 une famille

de points de E. On dit que cette famille de points est conservative si la

famille des foncteurs fibres associés F F—b—FP de E dans (Q-Ens) est
i

conservative ( 6.4.0). On dit que le topos E a suffisamment de points

lorsqu'il admet une famille conservative de points (E:E' lorsque la

famille de tous les points du topos est conservative),

6.4.2. Signalons que tous les U-topos utilisés jusqu'a présent ont
suffisamment de points, COn peut cependant "en faisant expr2s" construire
des topos qui n'ont pas suffisamment de points(7.2.6 e) et 7.4) ; on
notera qu'un tel topos est nécessairement non "vide" au sens géométrique
de 2.2, Un topos admettant suffisamment de points admet une famille
conservative de points indexée par un I € U (6.5). Noter cependant &

ce sujet que si E est un U-copos, l'ensemble des classes d'isomorphie

de points de E n'est pas nécessairement U-petit (7.3). Il l'est cepen-
dant dans de nombreux cas rencontrés en pratique., Enfin, pour un intéres-
sant théorime d'existence (dd 2 P, Deligne) de suffisamment de points,

couvrant tous les cas rencontrés en gdomftrie algébrique.

€.4.3. TLorsque (pi)i ¢ 1 ©5t une famille conservative de points du

topos E, on peut appliquer les remarques de I 6,2 > qui impliquent notam-
ment gue deux fléches u,wv: T —=2C de E sont &gales si et seulement si

* pour tout 1 £ I, les flacles induites sur les fibres u ¥ i F G
Py Py Py P
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sont épgales ; qu'une fléche u:F —> G de E est un monomorphisme (resp.
un épimorphisme) si et seulement si pour tout i € I, il en est ainsi

de 1'application up : F —> G ; qu'un objet F de E est initial

i Pi Py

1
réduit & un peoint) ; gu'un objet F est un sous-objet de 1'objet final

{resp. final) si et seulement si pour tout i € I, F est vide (resp. r

e_ si et seulement si pour tout i € I, FP a au plus un point.
— "
i

Proposition 6.5. a) Scient C un U-site, (@i)ier une famille de foncteurs

fibres sur C (6.3). Pour que la famille (pi)iEI des points correspondants

du topos E = C™ soit conservative , il faut et il suffit que pour toute

famille (Kj —e x)jeJ dans ©C, telle que pour tout i€I, la famille corres-

pondante &pi(xj) -;-$i(x)}jej soit surjective, la famille donnée

(Xj —> X) solt couvrante,

i€y

b) Soit E un U-topos. Si E admet suffisamment de points

(6.4,1), alors E admet une famille conservative . de points qui est

U-petite.

L'assertion b) est un cas particulier de I 7.7 . Pour prouver
a), appliquons I 7.7 & la famille génératrice dans E formée des
e(X) (X € obc).Rappelons (II 4.4 ) que la famille Kj —> X est couvrante
si et seulement si la famille E(Xj) —> eX) est &pimorphique. Si 1la
famille des points (Pi)iEI est conservative , il revient au méme (6.4.3)

de dire que pour tout i € I, la famille des (Kj}p —> (X)P soit
2 & i

surjective, i.e. que la famille des mi(xj} -—b'¢i(x) soit surjective.
Cela établit le "il faut" dans a). Pour le "il suffit", on applique

le critdére I 7.7 , qui nous raméne a vérifier que tout monomorphisme
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F — £(¥X), tel que FP — e(x}P soit un isomorphisme pour tout i € I,
i i

est un isomorphisme, ou ce qui revient au m€me, un épimorphisme. Or, on

peut trouver une famille couvrante de morphismes e(X,) —> F, et quitte 2

5|

raffiner encore, on peut suppeser que les morphismes ;(X;) — g(X) sont
]

induits par des morphismes Xj — X . Par hypothése, pour tout 1 € I ,

les morphismes composés (X.) ———F ————*—(X)D forment une famille
1Py i Pi
surjective (comme composé&e de deux familles surjectives), i.e. la

famille des $i(Xj) —> o, (X) est surjective. Il en résulte par hypothése
que la famille Xj —> X est couvrante, donc que la famille des
e(Xj) —= e(X) est épimorphisme, et a fortiori que F —> ¢(X) est

épimorphique,

Corollaire 6.5.1. Soit C une catégorie. Une topologie sur C faisant de C

un U-site admettant suffisamment de foncteurs fibres (i.e. tel que le

topos associé admette suffisamment de points) est entidrement connue

quand on connait la sous-catégorie pleine & de Hom(C,Ens) formée des

foncteurs fibres sur C,

In effet, en vertu de 6.5 a) on sait alors décrire les familles
couvrantes en termes de la famille des foncteurs fibres.

En fait, on va voir plus bas (6.8.3) que 1la sous-catégorie ¥
est contenue dans la catégorie des foncteurs proreprésentables sur C,
donc ¢° = Point(C™ ) s'identifie 2 équivalence prés 2 une spus-catégorie
pleine de Pro-C .

On comparera 6.5.1 au théoréme de GIRAUD II 5.5 » qui établit

une correspondance biunivoque entre 1'ensemble des topologies sur C et

uUn certain ensemble de sous-catégories pleines de Hom(CO,Ens).
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Exercice 6.5.2. Soient C une catégorie équivalente & une catégorie € U,

P une sous-catégorie de Pro(C). Pour tout p £ P, on désigne par X V> X

P
le foncteur proreprésenté par p. Une famille (Xi — x)iEI dans C est
dite P-couvrante si pour tout p € P, la famille (X, p-—%* X }iﬁl est

surjective., Montrer qu'il existe une topologie TP sur C pour lagquelle

les familles couvrantes soient exactement les familles P-couvrantes,

et que TP est la topologie la plus fine sur C pour laquelle les foncteurs
X > Xp (p € P) soient des foncteurs fibres, Montrer que la topologie

T? fait de C un site ayant suffisamment de foncteurs fibres, Montrer

que pour toute topologie T sur C, parmi les topologies T' plus fines

que T qui ont assez de foncteurs fibres, il en est une moins fine :

c'est la topologie TP’ ot P est la sous-catégorie strictement pleine

de Pro(C), &quivalente 2 Point(C), décrite dans 6.8.3 ci-dessous,

Probléme 6.5.3. Caractériser les sous-catégories(strictement pleines,
stables par U-limites projectives filtrantes ,..) P de Pro(C) qui

peuvent se déduire d'une topologie sur C comme image essentielle de

Point{C™ ) (S.B.SJE*)

6.6.

“n
]

Jote
rr

f 1 E—~—>E?

un morphisme de U-topos, on en déduit un foncteur canonique

Point(f) = ( »+—> fop) : Point(E) —> Point(E') i : |

Lorsqu'on a deux morphismes de topos composables

E—5 gt & gn

(%) cf. 9.1.8 a) et e) pour des conditions nécessaires, et 9.1.12 b) pour %
des conditions nécessaires et suffisantes dans le cas de Top(X) , X 53
espace sobre localement noethérien. 3

3
=
,
:é.
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on vérifie trivialement que 1'on a

Point(gf) = Point(g)cPoint(f) : Point(E) —> Point(E') —> Point(E")

Cela précise donc la dépendance fonctorielle (sans abus de langage pour
une fois) de Point(E) par rapport au topos E : si V est un univers tel

queUEV, on trouve un (véritable 1) foncteur

Point : (V-U-top) —> (V-car)
de la catégorie des U-topos qui sont €léments de V dans la catégorie

des catégories &léments de .

6.7. Soit E un U-topos. Alors tout objet F de E définit un contrafoncteur
=] F~——*—FF = px(F) : Point(E)® =9 (I=Ens)
d'ol pour F variable un foncteur canonique

(6.7.1) E —> Point(E)” = Hom{Point(E)®, (U-Ens)) |,

qui par définition (6.5) est fidele si et seulement si E possdde suffi-
samment de points. (Le foncteur (6.7.1) a une certaine analogie formelle
avec une transformation de Fourier ...)

Soit X un objet de E, qui définit donc un préfaisceau X sur

C = Point(E) <
Nous pouvons donc définir la catégorie

Crm = Pcint(EJh‘{

-

des morphismes p —> X dans la catégorie C des préfaisceaux sur C, i.e.
la catégorie des couples (p,S), o P est un point de E et £ un &lément

de X(p) = Xp, fibre de X en p, Ceci posé, je dis qu'on a une équivalence

de catéiories canonique
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(6.7.2) C'=Poine(E ) — ¢,z » o C=Point(E)

>

dont la composée avec le foncteur d'inclusion Cf§ — C n'est autre

que le foncteur

Point(j,) : C'=Point(EIx} —> C = Point(E)

déduit par fonctorialité (6.6) du morphisme de localisation (5.2.1)

] : —
ix * By E .

C'est simplement le cas particulier de 5.12 obtenu en faisant E' = P

Corollaire 6.7.3. Soit E un topos. Si E a suffisamment de points, il en

est de m@me de tout topos induit E, (X € ob E). Inversement, Ei(xi)iEI

X

est une famille d'objets de E qui couvre 1l'objet final, telle que pour tout

i €T L E

airt suffisamment de points, aleors E a suffisamment de points.

/X,

i
Pour la premi&re assertion, soit f : X' —= X" un morphisme
dans EfK qui n'est pas un isomorphisme, prouvons qu'il existe un point

q de E!X

tzl que fq ne soit pas un isomorphisme. Comme E a assez de
points, il existe un point p de E tel que fp:x; —_— x; ne soit pas un

isomorphisme. Cela implique qu'il existe un q & Xn tel que le morphisme

induit par £ pour les fibres X',X" de X',X" sur X_ en q ne soit pas
P 9" 9 PP P
un isomorphisme. Mais en vertu de l'équivalence 6.7.2, q peut s'identifier

2 un point de E et 1'application Ké — K; qu'on vient d'envisager

/x>
n'est autre que 1l'application sur les fibres en g induite par f£: X' —=> X",
d'olt la conclusion.

Inversement, Supposons que les Xi couvrent l'cbjet final de E;

et que les Ei aient assez de points, prouvons gu'il en est de méme de E.

X

i
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Soit f: X' —> X" un morphisme dans E qui n'est pas un isomorphisme, Il
existe donc un 1 € I tel que fi: Ki -—9-3; n'est pas un isomorphisme,
ott 1'indice i indique la restriction 2 X,. Il existe donc un point

i
. ol " :
P de EM{i tel que fip.' - — Xi 5 e soit pas un isomorphisme.

i i i

Désignant par p l'image de Py dans E par le morpihiisme de localisation

—= E
Erx, ,

ce qui prouve que E a assez de points.

cela signifie que X; —~9—X; n'est pas un isomorphisme,

Remarque 6.7.4. L'argument précédent montre que si (RJ} est une famille
conservative de points de E, alors la famille des points de EIX qui sont

au~-dessus d'un des P, (famille indexée par 1'ensemble somme des E_ )
[= 4
est conservative. De m8me, si les Xi couvrent l'cbjet final de E , et si

pour tout i € I , Pi est un ensemble conservatif de points de E alors

/X,
i
l'ensemble des points de E images des p € Pi pour les morphismes

de localisation E —> E (i € I et p variables) est conservatif,

/X,
i

6.8. Soient E un topos, p un point de E, On appelle voisinage du point

P du topos E un couple (X,u), ot X € ob E et u € Xp . En vertu de (6.7.2),
on peut aussi interpréter u comme un reldvement de P en un peoint du topes
induic E/X' Introduisant le foncteur fibre mp associé au point p, on

peut aussi interpréter un voisinage du point p comme un objet de 1la

catégorie Eﬂg (sous-catégorie pleine de (Eo);tD formée des objets dont
*® x

la source est dans E € E). Cette dernidre catégorie, i.e. la catégorie
des couples (X,u) comme ci-dessus, s'appellera comme de juste la catéporie

des voisinages du point p du topos E ; on la note zussi Vois(p)., Comme

Lak
D
w
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w, est exact a2 gauche et que les limites projectives finies sont repré-
sentables dans E, les limites projectives finies sont représentables
dans 1a catégorie Vois(p), et le foncteur canonique Vois(p) —= E y com-
mute (I ). A fortiori, la catégorie opposée Vois(p)® est filtrante.
De plus, il est clair (I 3.4 ) qu'on a un isomorphisme canonique, fonc-

toriel en F € ob E

(6.6.1) o (F)=F_ -~ 1lim  _ F(X),
P P Vois(p)

En d'autres termes le foncteur mp “"fibre en le point p "est isomorphe i

la limite inductive filtrante des foncteurs représentés dans le topos E

par les voisinages du point p de E. On voit m&me que le foncteur fibre

est ind-représentable (I 8) , ce qui signifie aussi qu'il est repré-

sentable par un pro-objet (xi)iﬁI de E,ol I est un ensemble ordomnné
filtrant tel que I€ U, En effet, en vertu de loc. ecit. , il revient
au méme de dire que la catégorie Vois(p) admet une petite sous-catégorie

pleine cofinale. Or soit € une petite sous-catégorie pleine génératrice

de E, je dis que la sous-catégorie pleine Cﬂm de Vois(p) = Eﬁﬂ yformée
o P

des voisinages (X,u) de p tels que X€ob C (catégorie qui est évidemment
petite) est cofinale dans Vois(p). Soit en effet (X,u) un voisinage de p,
il faut trouver un voisinage (X',u') de p au-dessus de (X,u), avec

X' € ob C. Or il existe une famille couvrante Xi —= X, avec les Xl dans

C, d'oli résulte que les K{p couvrent X , donc il existe un X' = Ki et

o
un u' € X' tels que (X',u') soit au-dessus de (X,p), ce qu'on avait
™

affirms,
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6.8.2. Soient C un U-site, et p un point de C, i.e., un point du topos
C™ . Désignons encore, par abus de notations, par @ la "restriction"
du foncteur fibre ccp a ¢, i.e. le composé eppoe ; nous écrirons aussi
scuvent, pour un objet X de C

X = X)) = eX) z
2 < P

On appelle voisinage du point p dans le site C un couple (X,u), ol

X E ob C et u € qu$p(x). Ces voisinages forment encore une catégorie

Cﬂﬁp’ qu'on pourra noter Voiscﬁp). Montrons que la catégorie Vo:‘.scip)0

est encore filtrante, qu'elle admet une sous-catégorie pleine cofinale

U-petite, et qu'on a un isomorphisme fonctoriel en le faisceau F sur C :

(6.8.3) F = lim 5 F(X)

p Vois:zp)

Gn note d'abord, en reprenant l'argument de 6.8.1, que si C' est une
sous-catégzorie pleine de C qui est topologiquement génératrice (II 3.0.1),

alors Vois ,(p)o est cofinale dans Vois:(p)o. Prenant C' U-petite, on

est donc ramené, pour &tablir 1'assertion, au cas ol C € U, Dans ce

cas C est un U-topos, et on a un foncteur faisceau associé a: C > C™,
qui permet de construire sur C le foncteur fibre composé mp a. Appliquant

6.8,1 au topos C et & la sous-catégorie génératrice pleine C de celui-ci,

: o . s
on trouve que la catégorie C » qui est manifestement isomorphe 2

fo a
= @p_
Vois:(p) , est filtrante, et qu'on a un isomorphisme fonctoriel en le

préfaisceau P sur C :
o _al(P) == Llim P(X) .

Si F est un faisceau sur C, on a F = aF , et appliquant 1'isomorphisme
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précédent 2 F considéré comme préfaisceau, on obtient (6.8.3). En méme

temps, cet argument é€tablit laz formule plus générale

(6.8.4) (a P). == 1im P(X)

Voisz(p)o

isomcrphisme fonctoriel en le préfaisceau P arbitroire sur €, du moins
lorsque C ést petit; Le cas général s'en déduit, en introduisant un '
univers V tel que C € ¥, en considérant mp sur C comme un foncteur

fibre 2 valeurs dans (V-Ens), et utilisant 1la compatibilité de la for-

mation du préfaisceau associé avec 1'agrandissement des univers (II 3.6).

6.8.5. On a associé & tout point p du topos C™ un pro-cbjet du U-site
C, défini par le foncteur canonique Voisc(p) —> C, compte tenu du fait
que la catégorie des voisinages de p dans C est cofiltrante et admet une

petite sous-catégorie pleine cofinale., On vérifie aussitdt que pour p

variable, on obtient ainsi un fonnteur

(

LN

8. 210 Point(C™ ) ——= Pro(C) .

Ce foncteur est pleinement fidéle. En effet, via les foncteurs fibres

associés, il s'interpréte comme un foncteur Fib(C) —> Fib(C™~) —> Pro(C)®,
Le premier foncteur est unz équivalence en vertu de 4.9.4 (rappelé pour
les foncteurs fibres en 6.3), et le deuxigme est pleinement fidéle d'apras

le sorite général (I 8) des pro—-objets.

€.86.6. Prenons le cas particulier ot C est U-petite et muniede la topoleogie

-
chaotique, de sorte que C = & . Je dis que dane ce cas le foncteur pré-
cédent est méme une équivzlence de catégories

(6.8.5.1) Point(a) —= Pro(C) s
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En effet, il reste & prouver que ce foncteur est essentiellement surjectif,
ce qui résulte du fait que les foncteurs de la forme P —> P(X) sur C
sont des foncteurs fibres, et du fait évident que toute limite inductive

filtrante da foncteurs fibres sur un topos est encore un foncteur fibre.

Identifiant C & un= sous-catégorie pleine de Pro(C) (I 8),
le foncteur
& ==t BoERECE)
induit par un foncteur quasi-inverse de (6.8.5.2) est manifestement
isomorphe au foncteur canonique déj3 envisagé dans (4.6.2.2), dont le
quasi-inverse envisagé peut etre considéré comme le prolongement cano-

nique (I 8), compte tenu du fair gque Point(C) est stable par petites

limites projectives.

6.8.7. Soit de fagon générale {Xi) un pro-objet du U-site €, d'od

i€l
sur C~ un foncteur

(6.8.7.1) w(F) = Lim F(xi)

et il est naturel de se demander, vu (6.8.5), quand ce foncteur est un
foncteur fibre. On trouve que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le foncteur o précédent est un foncteur fibre sur C™ .

(ii) La "restriction" de tp 2 C est un foncteur fibre sur le
site C {6,3).

(iii) Pour toute famille couvrante Y —=> Y d'un objet Y de

4

s tout :i.D £ I et tout mcrphisme Xi —=> ¥, il existe un i = io » un Q@ et
o
un morphisme Ki ——b-%l rendant commutatif le diagramme
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_—
Yﬂ.
_-.«-.-__+

o M

ol

io

En fait, la condition (iii) exprime simplement le fait que »lc
transforme familles couvrantes en familles couvrantes, Les implications
(i) == (ii) = (iii) sont triviales, et il reste & prouver (iii)—= (i),
Comme le foncteur ¢ est manisfestement exact 2 gauche, il reste A prouver
(4.9.4) qu'il transforme familles couvrantes Fy —> F dans C™ en familles
couvrantes, i.e. que pour tout i, et tout x 3 F(xi ), il existe un i = i
un @ et un y € qm(xi), tels que X, et y aient meme gmage dans F(Xi}. or
comme ﬁ: —> F est couvrante, il existe une famille couvrante Z1 —}-Xi
de Xi » tel que pour tout )\ 1'image inverse de X dans F(zl) se remoutz

o

en un &€lément d'un ﬂ:{zl)' Par hypothese (iii), il existe un i = i

et un X, -morphisme Xy _""ZE' Alors 1'image de x  dans ?(Xi} se remonte
denc en 3n €lément y d'un gztxi), cqfd,

Exercice 6.9. Scient C un site € U, ® un foneteur fibre sur C, prorepré-
senté par un objet (xi)iGI de Pro(C). Pour tout indice i € I, tout cbjet

¥ de C, tout morphisme u: Xi —> Y et tout crible couvrant R de Y, choisis-
sons un indice j =2 i tel que 1le composé xj -a-xiiia-Y se factorise par R,
Pour i fixé, soit J(i) 1'ensemble formé de i, et des j obtenus pour Y,u,R
variables ; pour une partie I' de I, soit de me&me J(I') la réunion des

J(1) pour i € I'. D'autre part, si I' est une partie finie de I, soit
m(I') € I un majorant de I', et pour une partie quelconque I' de I, soit

M(I') la réunion des M(I"), ou I" parcourt 1l'ensemble des parties finies
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de I' . On suppose qu'on choisit la fonction I' —— m(I') de fagon que pour
I' réduit 3 un é€lément i , on ait m(I') = 1 , ce qui implique que pour toute
partie I' de T , on a I'€ M(I'). Congidérons les itérés (MJ)n de 1l'application
MJ de l'ensemble des parties de I dans lui-méme, et soit, pour toute partie I'
de I, P(I') la réunion des (MI)"(1') .

a) Montrer que pour toute partie I' de I , P(I') est une partie
filtrante de I pour l'ordre induit, et que I est réunion filtrante croissante
des P(I') , lorsque I' parcourt 1'ensemble des parties finies de T .

b) Montrer qu'il existe un cardinal c € U , ne dépendant que du

cardinal card f1(C) = a , tel gue pour toute partie finie I' de I , on ait

card(P(I')) £ c . (81 a est infini, on peut prendre c = g° e

¢) Montrer, en utilisant 6.8.7, que pour toute partie I' de I de
foncteur qI' sur C proreprésenté& par le pro-objet Exi)iEI' est un foncteur
fibre sur C , et que le foncteur fibre Y est limite inductive filtrante des
foncteurs WI' » lorsque I' parcourt l'ensemble des parties finies de I .

d) En conclure qu'il existe une petite sous—catégorie pleine ¢ de
Fib(C)Z Fib(C) , telle gue tout objet de Fib(C) soit limite inductive filtrante

a

5
d'objets de ® . (Si a est infini, on peut prendre ¢ de cardinal g 2° ; si

a est fini, on peut prendre ¢ = C bien siir).
Exercice 6.10. Soient C un.wrsite, D unez£~catégorie ol les petites lim fil-

trantes sont représentables, géis{C,D) la catégorie des faisceaux sur C 3 va-

leurs dans F (II 6.1)). Dé&finir, en &tendant (6.8.3), un "foncteur fibre"

(6.10.1) F——F ¥ais(c,D) —= D
5i dans D les lim finies sont représentables, et commutent aux lim filtrantes,
-— —_—

alors le foncteur précéddent est exact A gauche.
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7. Exemples de foncteurs fibres et de points de topos

7.1. Cas dz Top(X) pour un espace topologique X

Soit x un point de X. Regardons 1'ensemble ponctuel {®} comme

un espace topologique, et considérons 1'inclusion

ix:{x}—-d;}{ :

En vertu de 4.1,1 il définit un morphisme de topos (défini & isomorphisme

unique prés)
(72.1.1) Top{ix} : Top({x}) —> Top(x) .

D'autre part, on peut identifier P 2 Top!( x3}) (2.2), et on trouve ainsi
P »

un point p_ de Top(X) :

G % P, ¢ P —> Top(X) 5

défini par x 2 isomorphisme unique prés. Le foncteur fibre associé& est
donné par la formule bien comnue [ TF), résultant d'ailleurs immédiatement

de I 5.1 :

87 0 pi(F) =R, - pr = Ul3mx F(u) ,

la limite étant prise suivant les voisinages ouverts U de x dans X.
1
Comme on sait que Top(X) est isomorphe 2 Top(xsabJ (4.2.1),

on voit plus généralement gque tout point de XS i.e. toute partie

ob?

fermée irréductible Z de X, définit un point de Top(X), ou encore un

foncteur fibre sur Top(X), qu'on notera encore F rFe F Revenant 3

z -

sa définition par la formulz (7.1.3) sur X on trouve

ob’
(7.1.4) F = lim F(U) 3
% UNZ#@
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la limite inductive é&tant prise suivant les ouwverts U de X qui rencon-

trent Z.

7.1.5. Il est bien connu que les foncteurs fibres F += Fx (x € X) forment
déjd une famille conservative. C'est particuli@rement é€vident sur
l'interprétation des faisceaux sur X en termes d'espaces &talés, la

fibre de F en x n'étant alors autre que sa fibre au sens des espaces
fibrés sur X. On notera que l'ensemble d'indices de la famille conser-

vative de foncteurs fibres envisagée est X, donc est U-petite,

7.1.6. En vertu de 4.2.3, la catégorie Point(Top(X)) est égquivalente i
la catégorie associéed l'ensemble xsob ordonné par la relation de spé-

cialisation. En d'autres termes : tout foncteur fibre sur Top(X) est

isomorpihe & un foncteur fibre F+—=> F ol Z est un élément uniquement

z?

déterminé de Ks i.e, une partie fermée irréductible uniquement

aob !

déterminée de X ; d'autre part, si Z,Z' € X alors l'ensemble

ob?
Hom(FZ,Fzr) est vide ou ré&duit & un point, ce dernier cas se présentant
si et seulement si Z est une spécialisation de Z' dans xsob’ i.e. si
et seulement si ZC Z' comme partie de X. Lorsque X lui-meme est sobre,

on peut dans ces énoncés remplacer XS par X lui-méme,

ob
On notera que le groupe des automorphismes d'un foncteur fibre

de Top(X) (opposé au groupe des automorphismes du point correspondant

de Top(X)) est toujours réduit au groupe unité (plus généralement, &4.2.3

nous apprend la m&me chose pour le groupe des automorphismes de tout

morphisme de topos associss & des espaces topologiques), Cl'est 13 un

pliénoméne trés spécial au cas particulier envisagé : voir 1l'exemple 7.2,

417




ainsi que VITII 7. Dans le cas des topos associés 2 des "problémes de
modules" (cf. par exemple [10]), les groupes d'automorphismes des
foncteurs fibres ont d'ailleurs une interprétation remarquable, comme
les groupes d'automorphismes des structures algébriques (sur des corps

algébriquements clos) qu'on se propose de classifier,

7.1.,7. On vient de voir comment on peut réconstituer un espace sobre
X (ou l'esnace sobre xsob associé & un espace topologique quelconque),
du moins en tant gu'ensemble ordonné par la relation de spécialisation,

2 l'aide du topos Top(X) (qu'il suffit méme de connaftre 3 équivalence

L[}

3

r2s), comme l'ensemble des classes d'isomorphie de "points" de Top(X).
D'aprés ce qui a été dit dans 2.1, on réconstitue également la topo-
logie de X, i.e, la famille de ses ouverts, de la fagon suivante :

pour tout sous-objet U de 1l'objet final e, de E, soit Pt(U) l'ensemble
des x € X tels que U, # & (qui s'identifie d'ailleurs, en vertu de(6.7.2),

3 l'ensemble des classes d'isomorphie de points du topos induit E

fu?
Alors U= Pt(U) est un isomorphLisme d'ensembles ordonnés de 1'en-

semble des sous-objets de e_. sur 1'ensemble des ouverts de X.

7.1.8. La détermination 7.1.6 de la catégorie des points du topos Top(X)
défini par un espace topologique X conduit 3 adopter la terminologie
suivante pour les points p,p' d'un topos guelconque E : on dit que p est

une spécialisation de p' , ou que p' est une génédrisation de P » lorsgu'il

existe un morphisme de p' dans p (au sens de la catégorie Point(E)
de 6.1). Ces relations sont encore transitives, mais on trouve facilement

grice 3 6.8.5% des exemples ol P et p' sont chacun spécialisation
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de 1'autre, sans que p et p' soient isomorphes (ni a fortiori &gaux).
La catéporie des générisations d'un point p du topos E, par quei on
entend la catégorie Poiut(EJ,P, joue a certains égards un réle analogue
&4 celui du passage au localisé d'un schéma en un point. Ce radle sera
précisé zu Chap. VI avec la construction du topos localisé& de E en le
point p, dont la catégorie des points est canoniquement équivalente &

la catégorie des générisations de p.

Exercice 7.1.9. Soit E un U-topos. Prouver que E est dquivalent 2 un

topos de la forme Top(X), ol X est un espace topologique € U, si et
seulement si il satisfait aux deux conditions suivantes :

2) La famille des sous-objets de l'objet final e est géné-

E
ratrice pour le topos E.
b) E a suffisamment de points (6.5). (Cette condition n'est

pas superflue : cf., 7.4,)

Comparer avec 7.8 c).

Exercice 7.1.10. Soient X un espace topologique muni d'un groupe d'opé-

rateurs G (X,6 € U) et soit E = Top(X,G) (2.3).
a) Montrer que pour tout objet (X',G) de E , le topos induit
E!(X',G) est canoniquement éguivalent au topos Top(X',G) (comparer 5.7).
b) Lorsque G opére proprement et librement sur X' (Bourbaki,
Top. Gen. Chap. III § 4), montrer que le morphisme d'espaces # opérateurs

(X"36) — (X'/G,e) induit (&4.1.2) une équivalence de topos

Top(X',8) — Top(X'/G)
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) Conclure de b) qufil existe un objet Z de E tel que le

topos induit E soit équivalent a Top(X), le foncteur de localisation

/2
B - EIZ €tant isomorphe au [oncteur '"oubli des opérations de G'.
(Calquer le raisonnement de 5.8.3.)

d) Conclure de c) que tout foncteur fibre sur E est induit, wvia
le foncteur "oubli des opérations de G ", par un foncteur fibre sur Top(X),
done définissable par un point de xsob'

e) Déterminer la structure de la catégorie Point(E) (2 équivalencsa

prés) en termes de 1l'espace 3 opérateurs (X G). En conclure en parti-

sob?

culier que deux points de Xsob définissent des foncteurs fibres sur E

isomorphes si et seulement si ils sont conjugués sous 1'action de G.

Exercice 7.1.11. Soit X € U un espace topologique. Prouver que le V-topos
TOP(X) (2.5) a suffisamment de points. Plus précisément, pour tout objet

X' de TOP(X), et tout x" € X', définir un foncteur fibre F1——5—Fx,

’xl
sur TOP(X), ne dépendant que du "germe" d'espace (X',x') au-dessus de X,
et prouver que cette famille de foncteurs fibres est conservative (et
indexé&e par un ensemble d'indices V-petit). Montrer, en utilisant un

systéme projectif filtrant convenable (x%,xi) avec I non U-petit,

AET2
gque 1l'on n'obtient pas de cette fagon tous les foncteurs fibres du V-topos

TOP(X). Montrer que 1'ensemble des classes d'isomorphie de tels foncteurs

fibres n'est pas de cardinal € V.
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7.2. Points d'un topos classifiant B

G
Soient E un U-topos, G un Groupe de E, d'od un topos classifiant
BG (2.4). Si e est le Groupe ponctuel, les morphismes e > G 2> e définis-

sent (4.5) des morphismes de topos (compte tenu que B, = E)

(7.2.1) E—a—BG—:-E 2

dont le composé est isomorphe 2 idE, d'ol par passage aux catégories de

points des foncteurs

(7.2,2) Point(E) —> Point(BG) —= Point(E) 3
dont le composé est isomorphe 2 1'identité, Utilisons le fait que le
premier morphisme de topos (7.2.1) s'identifie 2 un morphisme de loca-

lisation relativement 2 1'objet E_ = G de B (5.8), d'olr résulte en

G

vertu de 6.7.2 que le premier foncteur (7,2,2) s'identifie au foncteur

naturel "d'inclusion"

CT.2.3) POlnt(BG)IEG ———P-Polnc(BG} >
ol Eg iésigne le préfaisceau p' k—?'(EG)p‘ sur Foint(BG). Comme EG couvre

évidemment l'objet final de BG’ ses fibres (Ec}p sont non vides, d'od
résulte que (7.2.3) est essentiellement surjectif, ce qui signifie que

tout foncteur fibre sur B, est induit (3 isomorpkisme pris) par un foncteur
T

fibre de E, via le foncteur "oubli des opérations de G"BG —> E. On en

conclut en particulier que si E a suffisamment de points (resp. une petite

famille conservative de points) il en est de méme de B

Remarque 7.2.4. On peut aller plus loin et déterminer (2 équivalence pres)
la structure de la catégorie C' = Point(BG) en termes de la catégorie

C = Point(E) et du préfaisceau en groupes
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G : plt—> G 3 c® — (Groupes)
!
sur celle—ci. Définissons en effet une nouvelle catégorie C! , avant memes
objets que C , et relle que pour deux objets p,q de C , on sit
Homc (p,q) = Homc(p,q)xcfp) "
1

la composition des fl&ches dans Cl étant induite par celle de C, et par
la loi de groupe du préfaisceau 5. La donnée d'un foncteur @ ¢ C1 - D
dans une catégorie quelcongue D &quivaut alors 2 la donnée d'un foncteur
@ ¢ C—> D, muni d'une opération du préfaisceau E sur ce dernier (i.e,
la donnée, pour tout p € ob C, d'une opération de E(p) sur plp), satis-

faisant & une condition de fonctorialité évidente pour p variable)., Uti-

lisant cette observation, on définit un foncteur canonique

(7.2.4.1) al:cl — ' 3

correspondant au foncteur p: ¢ —> C' de (7.2.2), associant a tout point

p de E le point o(p) induit sur BG’ avec les opérations naturelles de
E(p)=GP sur ce dernier, provenant des opérations de Gp sur les Xp lorsque
X parcourt BG. On laisse au lecteur le soin de prouver que (7.2.4.1) est
une équivalence de catégories, en utilisant la structure (7.2.3) du pre-
mier foncteur de (7.2.2), et en notant que le foncteur naturel d'inclusion
€ —> €, admet une structure analogue, relativement & 1'image inverse P

du préfaisceau P' = EG sur C',
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7.2.5. On conclut en particulier que les classes d'isomorphie de points

(=9
mw

BG correspondent exactement aux classes d'isomorphie de points de E :

tout point du topos classifiant EG est induit, 3 isomorphisme non unique

prés, par un point de E. En particulier, lorsque E est le topos ponctuel P,

donc que G est un groupe ordinaire, alors la catégorie EQEEE(BG) est un
groupoide connexe Z groupe fondamental G : tout foncteur fibre sur BG
est isomorphe (de fagon non canonique) au foncteur w "oubli des opéra-

tions de G", et le monoide des endomorphismes de ce dernier foncteur est

le groupe G (donc tout endomorphisme de W est un automorphisme).

Exercice 7.2.6. a) Soit (Tors) la catégorie des couples (T,P) € U, avec

T un groupe et P un torseur & droite sous I, Le foncteur (T,P) +—> T

(72,0601 (Tors) ——= (Groupes)
est un foncteur cofibrant. Avec les notations de 7.2.4, considérons le
foncteur

E : c® — (Groupes) i
et soit D' la catégorie cofibrée sur C° image inverse de la catégorie
cofibrée (7.2.6.1), D la catégorie fibrée correspondante sur C, ayant

meéme catfgories fibres que D', de sorte que pour p € ob C, on ait
DP = catégorie des Gp—torseurs 4 droite

Construire des foncteurs canoniques

(7.2.8.2) D-—)—C’=Point(ﬂs} s C'=—>D ,

quasi-inverses 1'un de 1'autre. En particulier, en conclure que la caté-

gorie des points de BC au-dessus d'un point donné p de E est canoniquement

equivalente 3 la catégeorie des torseurs a droite sousg le gEroupe Gs
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b) Scit G = (G:)i’I un systéme projectif strict de Groupes
= 174
du U-topos E (If U un ensemble préordonné filtrant), d'od un topos
classifiant BG , en calquant la définition de 2.7.1, Déterminer la

catégorie des points de BG » @n calquant a). (NB, On remplacera les
catégories (Tors) et (Groupes) par les catégories de systimes projec-
tifs indexés par I de ces catégories.) En conclure que si I admet un en-
semble cofinal dénombrable, alors tout foncteur fibre sur BG est
isomorphe & un foncteur induit par un foncteur fibre de E (via le
foncteur '"oubli des opérations de GM"), ce dernier étant déterminé a
isomorphisme non unique pris,

c) Prenant pour E le topos ponctuel, de sorte que G est un
pro-groupe ordinaire, montrer que la conclusion de b) est également
valable si I est quelconque, mais en revanche G est profini (i.e. les
G; sont finis) : tout foncteur fibre est isomorphe au foncteur "oubli
des opérations de G".

d) Prenant toujours le cas ol E est le topos ponctuel, donner
un exemple d'un foncteur fibre sur BG, pour un systéme projectif conve-
nable G = (Gi)iEI’ qui n'est pas isomorphe au foncteur "oubli des opé-
rations de G ".

e) Considérons G = (Gi) comme un Groupe du topos 1 , et soit

T une gerbe sur I de lien G [3]. Montrer comment on peut "tordre” le

topos classifiant BG a2 l'aide de la gerbe T, pour obtenir un topos Bg

- : . 3 T
limite inductive de sous-catégories B (i) équivalentes (non canonique-

ment) aux topos classifiants BG . Montrer que le topos BT admet un

: G
i =

foncteur fibre si et seulement si la gerbe T est "neutre', en établissant
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une équivalence de catégories entre la catégorie des foncteurs fibres de

BT et la catégorie des sections de T sur I. En conclure, si les Gi sont

G

commutatifs, de sorte que la classification des gerbes sur I de lien G
se fait par im(Z}Gi = Hz{I,EJ (loc., cit.), un exemple d'un topos
(non "wvidz" (2.2)) de la forme Eg qui n'a pas de points.( Prendre un

exemple ol lig(szi #0.)
I

-

7.3. Points des topos C ; exemples de U-topos C dont la catégorie des

points ne soit pas équivalente 3 une petite catégorie

Soient E un U-topos, &pi}iEI une famille filtrante de foncteurs
fibres sur E. Il résulte des propriétés d'exactitude des foncteurs
lim (I et ) que le foncteur g = lim 0; est également un foncteur

fibre : toute limite inductive filtrante de foncteurs fibres est un foncteur

fibre. Par suite, la catégorie Fib(E) admet des U-limites inductives fil-
trantes (et le foncteur d'inclusion Fib(E) —= Hom(E, (U-Ens)) y commute) ;
en d'autres termes, la catdgorie Point(E) admet des U-limites projectives
filtrantes, Ce fait a déja £té utilisé dans exercice 7.1.10 pour donner
un exemple de "grosses" catégories de foncteurs fibres,

On peut construire des exemples nettement Plus simples, avec
des topos de la forme E = E ., CE U , en utilisant (6.8.6.1). Ceci nous
donne aussitdt des exemples od fiEﬁE) n'est pas &quivalente 3 une catégorie
£ U i.e. oi le cardinal de l'ensemble des classes d'isomorphie d'objets
de cette U-catégorie n'est pas € U . Ceci signifie que la catégorie Pro-(C)

T - . - - - " e -
N'est pas Equivalente 3 une catégorie € U . I1 suffit par exemple de prendre

o " 2 N e T
pour D = C” la catégorie des ensembles finis de la forme [O,n!, ofin > 0 est
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un entier, augquel cas Ind(D) = Pro(C) est &gquivalente 3 la catégorie des
ensembles non vides. Le topos E est dans ce cas la catégorie bien connue des

ensembles cosimpliciaux. On pourrait aussi prendre pour C la catégorie des 4

ensembles finis non wvides, on trouve que la catégorie des points sur le topos

C des ensembles simpliciaux est &quivalente 3 la catégorie des ensembles P

profinis, ou encore 3 la catégorie des espaces compacts totalement discon-

tinus.

7.4, Topos non vides sans points L

L'exemple suivant est d0 & P. Deligne. (Pour un autre exemple,
cf. 7.2.6 d).) On prend un espace compact K muni d'une mesure u , et
l'ensemble ordonné U des parties mesurables de K A ensemble de mesure
nulle prés., On fait de U une catégorie U telle que ob U = U, les mor-
phismes de U étant les "morphismes d'inclusion" entre &léments de U.

On fait de U un site en prenant la prétopologie pour laquelle Cov(E)
(pour E £ U) est formé des familles dénombrables d'é&léments E, de E
majorés par E, telles que E soit la réunion des E, 3 ensemble de mesure J

i
nulle pr2s. On en déduit un Topos Top(u) = U~

, admettant 1l'ensemble
des sous-objets de l'objet final comme famille génératrice (lequel
topos semble avoir échappé a 1'attention des probabilistes), Ce topos
est un "topos wvide" (2.2) si et seulement si g = 0. D'autre part, la
catégorie des points de ce topos est équivalent 3 la catégorie discréte
définie par l'ensemble des points x € K tels que pu({x}) # 0 (démonstra- k
tion au lecteur). Elle est donc vide si K n'admet pas de tels points,
par exemple si K est le segment unité de la droite, avec la mesure

induite par la mesure de Lebesgue.
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Exercice 7.5. (catégories Karoubiennes et morphismes de topos) (%)

a) Soient C une catégorie, X un objet de C, p un endomorphisme
de X. On dit que p est un projecteur si pz'p_ Prouver que si p est un
projecteur, pour que Ker{idx,p) soit représentable, il faut et il suffit
que Coker(idx,p) le soicr, et que les deux objets de C ainsi obtenus sont

canoniquement isomorphes. On dira alors que le projecteur p admet une image,

et Ker(idx,p) JL-Coker(idx,p) est appelé 1'image du projecteur p : on 1'iden-

tifie suivant le contexte & un sous-objet ou & un objet quotient de C. Un
objet isomorphe & un Im p, pour un projecteur convenzble p dans X, est

appelé un facteur direct de 1l'objet X de C. On dit que C est une catépgorie

avec facteurs directs, ou une catégorie Karoubienne, si tout projecteur dans

un objet de C admet une image, Si F: C —> C' est un foncteur qui commute
aux noyaux ou aux conoyaux, alors F transforme un projecteur admettant
une image en un projecteur admettant une image.

b) Montrer que pour toute catégorie C, on peut trouver un fonc-
teur oo : C = kar(C) de C dans une catégorie karoubienne (déterminéde &

équivalence prés), tel que pour toute catégorie karoubienne C', le foncteur

fr—> fe.y ;: Hom(kar(C),C') —> Hom(C,C')
soit une équivalence de catégories ; on appelera kar(C) 1l'enveloppe de
Karoubi de 1a catégorie C. (Hint : prendre pour ob kar(C) 1'ensemble
des couples (X,p), avec X € ob C et p un projecteur dans X, et pour
Hom((X,p),(Y,q)) 1a partie de Hom(X,Y) formée des £:X —= Y tels gue
£ = qfp.) Montrer que ©» est pleinement fidéle,

c) Soit F: E = E' un foncteur d'une catégorie dans une autre,

Montrer que si F commute & un certain type de limites inductives ou pro-

___'___'_—___'
(%) Comparer I 8.7.8.
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jectives, il en est de m@éme de tout facteur direct de F. En particulier,
si E et E' sont des U-topos et si F est un foncteur image inverse pour
un morphisme de topos E' —2= E, alors il en est de mfme de tout facteur
direct de F ; par suite, la catégorie Homtop(E',E) est karoubienne, et
en particulier la catégorie Point(E) est karoubienne.

d) Montrer que pour toute U-catégorie C, la catégorie Ind(C)
est karoubienne (ol Ind(C) est formée avec les systeémes inductifs de C
indexés par un ensemble préordonné filtrant I € U). (Si C € U, utiliser
par exemple le fait (7.3) que Ind(C) est &quivalente a la catégorie
ggg((c°)h) = ?oint((CDJn)o.) En conclure une autre construction de kar(C)
comme sous-catégorie pleine de Ind(C) formée des images dans Ind{(C)

des projecteurs d'objets X de C,

Exercice 7.6. (Morphismes essentiels de topos, points essentiels).

a) Soit f:E => F un morphisme de topos. Montrer que les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

i) f, existe, i.e. £ admet un adjoint A gauche,
ii) t¥commute aux U-limites projectives,
ii') f* commute aux U-produits.

On dira alors que f est un morphisme essentiel du topos E dans

le topos E'.
Montrer que si f satisfait a ces conditions, il en est de méme
de tout facteur direct de f£. (Utiliser 1.8 et 7.5 ¢).)

b) Seit E un topos. On appelle point essentiel du topos E tout

point p: P —> E de E tel que p, existe. Montrer que si E=Top(X), X espace

topologique, et si p est le point de E défini par un x € X, alors p est
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essentiel si et seulement si x admet un plus petit voisinage ouvert U (ce
qui signifie, si les pointc de X sont ferméa, que x est un point isolé
de X). Pour qu'un morphisme de topos f: E —=> F soit essentiel (a)), il
faut que f transforme points essentiels en points essentiels, et cette
condition est également suffisante lorsque E admet suffisamment de points
essentiels (i.e. si la famille de ces points est conservative .) (cf, d)),
¢) Pour qu'un point p du topos E soit essentiel, il faut et i1l
suffit que le foncteur fibre associé soit représentable par un objet X
de E. Pour que le foncteur covariant = : E —> (Ens) représenté par un
objet donné X de E soit un foncteur fibre (i.e. définisse un point, néces-
sairement essentiel, de E), il faut et il suffit que X soit connexe non
vide (4.3.5), et projectif (i.e, que le foncteur @ transforme épimor-
phismes en épimorphismes). (Hint : montrer d'abord que pour que © com-
mute aux sommes, il faut et il suffit que X soit connexe non vide, puis
utiliser le critére 4.9.4.) En conclure une €quivalence entre la catégorie
Pointess(E) et la sous—catégorie pleine P de E formée des objets connexes
non wvides projectifs.

d) Montrer que la topologie de P induite par celle de E est la
topologie chaotique. En conclure l'équivalence des conditions suivantes
sur E (due 2 J.E ROOS [12 ¢), prop. 11) : (i) La famille des points essen-
tiels de E est conservative ; (i1) La sous-catégorie pleine P de E for-
mée des objets connexes-non vides projectifs est génératrice ; (iii) E est
€quivalen: a un topos de lz forme E, ol C est une catégorie &quivalente
& une catépgorie £ U (ou, si on préfere, C ¢ U). (Utiliser c¢) et le fair

que si P est génératrice, le foncteur naturel E —> P™ est une équivalence
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de catégories. )
e) La catégorie des points essentiels d'un topos E est karou-

bienne (cf. (7.5 c)). Soit C une catégorie &quivalente 2 une catégorie € U.

Prouver gque le foncteur pleinement fidéle canonique (4,6.2)

C —> Point(C)

s2 factorise par un foncteur

C —> Pointess(C) s
qui fait de Pointess(C) une enveloppe de Karoubi (7.5 b)) de C. En par-
ticulier, ce foncteur est une équivalence de catégories si et seulement

si la catégorie C est karoubienne. (Hint : utilisant c), prouver que tout

point isolé de C est isomorphe 2 un facteur direct d'un X € ob C.)
f) Soient C et C' deux catégories équivalentes 2 des catégories € U,

Prouver que le foncteur pleinement fid2le canonique (4.6,2)

Hom(C,C') —> Homtop(C,C')
prend ses valeurs dans la sous-catégorie pleine Homtogess(E,C’J des

morphismes essentiels de topos (a)), et que le foncteur induit

X
Hom(C,C') —> Homtopess(C,C') §
est une équivalence de catégories si et seulement si C est vide ou C' est =

lkaroubienne. (Utiliser g) ci-dessous.)

g) Soient C une catégorie équivalente & une catégorie € U, et
E un topos, Définir une 4quivalence entre la catégorie Homtogess(c,ﬁj des

morphismes essentiels de topos C —> E, et la catégorie Hom(C,Pointess(E)).
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(Utiliser b) et le fait gque E a suffisamment de points essentiels).

h) Soit C une catégorie finie. Prouver que tout point de E est
essentiel, et que Point{E) est équivalente 3 une catégorie finie. (Noter que
1'enveloppe de Karoubi de C est finie, et utilisant 6.8.6.1, se ramener i prou-—
ver que si C est une catégorie karoubienne finie, alors le foncteur canonique
¢ — Pro(C) est une équivalence de catégories). Utilisant b), en conclure
que tout morphisme de topos E' _— 8 est essentiel, et Hom(C,C') — Hom(é,g')
est une équivalence si et seulement si C est vide ou C' karoubienne.

i) Soit X un espace topologique, f : Top(X) — P le morphisme

de topos déduit de l'application continue de ¥ dans l'espace ponctuel. Montrer

que f est essentiel si et seulement si 1'espace X est localement connexe, 1i.e.

satisfait la condition suivante : pour tout x € X et tout voisinage ouverr U
de x , la composante connexe de x dans U est un veoisinage de x , ou encore :
pour tout ouvert U de X , les composantes connexes de U sont ouvertes. (cf.

8.7 b) pour généralisation).

Exercice 7.7. (Points inhabituels d'un topos classifiant (*).

a) Soit G un monoide, Pour que G contienne un &lément g tel que
EF e, g2 =g, il faut et il suffit que le topes classifiant B, admette un
point essentiel qui n'est pas isomorphe au point banal (correspondant au fone—
teur fibre "oubli des op&rations de G'"). (Utiliser 7.6 e)).

b) Soit G le monoide additif des entiers > 0 . Montrer que tout
point essentiel du topos classifiant BG est isomorphe au point banal. Construire

un point de BC qui n'est pas isomorphe au point banal. Montrer que la catégorie

Point(EG) n'est pas équivalente 3 une catégorie € U .

Exercice 7.B. (Tonologie sur Point(E), et topos associés aux ensembles ordonnés).

a) Soit E un topes. Désignons par Point'E) 1'ensemble des classes,

a4 isomorphisme pré&s, de points de E . Pour tout ouvert U de E , soit U'

(%) ‘ef. aussi 7.2.6 d).
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l'ensemble des classes de soints p de E tels gque Un # @ . Montrer que
U= U' est une application croissante de l'ensemble ordonné OQuv(E)

des ouverts de E dans l'ensemble des parties de X= Point(E), et que cette
application commute aux Inf finis aux Sup quelconques. En conclure

que 1l'ensemble des parties de X de la forme U' définit sur X une topologie

(dite topologie canonique sur 1'ensemble des classes de points du topos E)

Montrer que si E a suffisamment de points, 1l'application U U' est
un isomorphisme de 1l'ensemble ordonné Ouv(E) avec l'ensemble ordonmé Ouv(X),

b) Soit O & U un ensemble ordonné admettant des Inf finis et
des Sup quelconques, qui définit donc une catégorie cat(0) ayant des
produits finis et des scmmes quelconques, Nous dirons qu'une famillc
de morphismes Ui-—ﬁr U de m8@me but U est couvrante si U est le Sup des Ui .
Supposant que dans cat(J) les sommes sont universelles i.e, que dans O
les Sup quelconques commutent aux Inf, on définit ainsi sur cat(0) une topo-—
pologie qui en fait un site, d'ol un topos cat{d) ™, noté aussi simple-
ment 0™, Montrer que I est canoniquement isomorphe a Ouv(d™ ).

Montrer que la catégorie Hcmtog(E,dj est équivalente & la
catégorie associée i l'ensemble ordonné des morphismes d'ensembles ordon-
nés O —> Ouv(E) qui commutent aux Inf finis et aux Sup quelconques,
(Utiliser le crit2re 4.9.4.) Si U est un ensemble ordonné satisfaisant
aux m&mes conditions que ¢f, conclure que Homtop(0™,0'™) est équivalente 2
l2 catégorie associée 2 1'ensemble ordonné de tous les morphismes d'en-
sembles ordonnés 0 —> 0' qui commutent aux Inf finis et aux Sup quel-

conques,
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c) Montrer que pour que le topos E soit équivalent & un topos
de la forme 07, avec O comme dans b), il faut et il suffit que la famille
des ouverts de E soit génératrice dans E. Pour qu'il soit équivalent a
un Top(X) pour X € U, il faut et il suffit qu'il satisfasse & la condition
précédente et qu'il ait suffisamment de points. Supposant réalisée la
premi2re condition, exprimer la seconde en termes de la structure de
l'ensemble ordonné O = Quv(E), en utilisant la derniére assertion de b).

d) Définir un morphisme de topos canonique

E — Ouv(E)"™ 7
qui soit universel (i équivalence pras) pour les morphismes de E dans
des topos engendrés par leurs ouverts (cf. c)),

e) Soit X' un petit sous-ensemble de X=Point(E), qu'on munit
de la topologie induit par celle de X. D&finir un morphisme canonique
de topos

Ouv(Z) ™ —= Top(X') 3
qui est une équivalence lorsque la famille X' de points de E est conser-
vative, En conclure alors un morphisme canonique de topos

E —> Top(X') .
Donner une caractérisation universelle (i é&quivalence prés) de ce morphisme
de topos pour les morphismes du topos E dans des topos de la forme Top(Y).
(Noter 2 ce propos qu'a équivalence prés, Top(X') ne dépend pas de la
petite famille conservative de foncteurs fibres choisie, ou ce qui revient
au méme (4.2), que X's . ne dépend pas & homéomorphisme prés du choix

o0

d'une telle famille).
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£) Supposcns que la catégorie Point(E) ne soit pas équivalente 3
une petite catégorie (ef. 7.3), et gue E admette une petite famille conser-
vative de foncteurs fibres. Montrer gque si une telle famille est prise assez

grande, la partie X' de Point(E) qu'elle définit n'est pas un espace topolo~

gique sobre pour la topologie induite.

g) Pour les relations avec l'exercice 7.6, cf. 8.

8. Localisation. Ouverts d'un topos

8.1 Soit C une catégorie, et T(X) une relation faisant intervenir un

chjet X de € . On dit que la relation T(X) est stable par changement de

base (en X ), si pour tout morphisme X' —— ¥ de C , la relation T(X) im-
plique T(X') . Il revient au méme de dire que la sous—catégorie pleine R de

C , formée des objets X de C tels qu'on ait T{X) , est un crible (I 4.1).

Remarque &.1.1. Supposons que C soit une U-catégorie (I 1.1), de sorte que

C peut 2tre identifié 3 une sous-catégorie pleine de ¢ (I 1.4). Il est

parfois commode d'étendre la définition de la relation T dans ob C en une
relation T portant sur un objet F de C , en désignant par T(F) la relation :

pour toute fléche X —— F dans C , avec X € ob C , on a T(X). La relarion
%(F) est évidemment encore stable par changement de base en F . Désignant
encore par R le sous-objet de l'objet final e de E défini par le crible R
de C (I 4.2.1), la relatiom %(F) peut aussi s'exprimer par HomE(F,R) # 0,
i.e. elle signifie que 1'unique morphisme F — ¢ se factorise par le

sous-objet R de e .

8.2. Supposons maintenant que C soit un site. Une relation T(X) en un

argument X € ob C est dite stable par descente si pour toute famille
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couvrante (X;: X, ~--==--x)iez d'un objet X de C, la relation "T(XiJ pour

tout i€I " implique la relation T(X). On dit que T est une relation de
nature locale si elle est stable par changement de base (8.1) et stable
par descente, Lorsque C est une U-catégorie, et que T est déja supposée
stable par changement de base, i.e, qu'elle est définissable par un crible
R de C, qu'on identifiera & un sous-préfaisceau du préfaisceau final sur C,
on voit aussitdt que C est de nature locale si et seulement si R est un

faisceau. Ainsi, les relations de nature locale en un argument X € ob C

correspondent exactement aux sous-faisceaux du faisceau final de C, i.e,

aux sous-objets de 1l'objet final du topos €™, Elles ne dépendent donc

essentiellement que du topos C™ défini par le site C (comme toutes les
notions importantes assocides & un site !). En termes du sous-faisceau
R du faisceau final,la relation T(X) s'exprime comme Hom(e (X),R) # & .

Elle se prolonge canoniquement en la relation T~ (F) : Hom(F,R) # @ sur

le topes C7,

Remarque 8.2.1. Avec la notation introduite dans 6€.1.1, pour un préfaisceau
F sur €, comme Hom(F,R) == Hom(a(F),R), la relation T(F) équivaut 2 la

relation ?(E(F)).

Définition 8.3. On appelle ouvert d'un U-topos E tout sous-objet de

l'objet final ep de E ; si X est un objet de E, on appelle parfois ouvert

de X tout ouvert du topos induit Efx’ i.e. tout sous-objet de X,

On appelle ouvert d'un U-site C un ouvert du U-topos associé C™,

On notera que, les cbjets finaux de E &tant canoniquement iso-

morphes, 1'ambiguité introduite dans 8.3 par le choix de ep est inoffensive
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on peut aussi, de fagon plus intrinséque mais moins maniable du point de
viie pratique, définir les ouverts de E comme &tant les sous—catégories
pleines R de E qui sont telles que la relation F € ob R pour un objer

F de E soit une relation de nature locale. De méme, les ouverts d'un
U-site C correspondent biunivoquement aux sous-catégories pleines de C

telles que la relation F € ob R pour un objet de C soit de nature locale

e —

cette notion est donc essentiellement indépendante de 1'univers choisi u.

Enfin, en vertu de ce qui a €té dit dans 8.2, une relation de nature

locale sur un topos (ou sur un site) est essentiellement la méme chose

qu'un ouvert dudit topos (ou du site),

8.4, Exemples d'ouverts,

8.4.1. Soit X un espace topologique, et interprétons Top(X) (2.1) comme
la catégoriz des espaces étales sur X. Comme il est clair que les mono-
morphismes dans Top(X) sont les applications injectives, il s'ensuit

que les ouverts du topos T{X) s'identifient aux ouverts de 1'espace X.
Plus généralement, les ouverts d'un topos Top(X,G) (2.4) s'identifient

aux ouverts de X invariants par l'action de G.

8.4.2. Les ouverts d'un U-topos E forment un ensemble U-petit (I 7,4 )
ordonné par 1'inclusion, admettant des sup quelconques et des inf finis.
Il admet l1'objet initial (ou "objet wvide") @E comme plus petit &lément,
¢t l'objet final e de E comme plus grand &€lément. Ces deux &léments ne

sont identiques que si E est un "topos vide" (2.2).

8.4.3. Soit G un MonoTde dans E, d'ol un topos B, (2.4), catégorie des

objets de E sur lesquels G opdre 2 gauche, L'objet final e de BG est
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1'objet final ep de E avec opération triviale de G. On wvoit par suite

que l'ensemble ordonné des ouverts de BG est canoniquement isomorphe 3 la
catégorie des ouverts de E, En particulier, si E est le topos ponctuel
donc G est un monofde ordinaire, l'ensemble des ouverts de BG est exac—

tement formé de deux éléments, savoir ﬁB et e
G

c -
8.4.4, S5i E est un topos de la forme C, ofi C est une U-catégorie, alors
(8.1) l'eusemble ordonné des ouverts de E est isomorphe 2 1'ensemble

ordommé dcs cribles de C.

6.4.5. Soit X un espace topologique sobre non discret, Montrer que TOP(X)
(2.5) a des ouverts qui ne provienment pas d'ouverts de X, i.e. d'ouverts
de Top(X), par image inverse i 1'aide du morphisme canonique (4,10.1)

TOP{X) —> Top(X).

6.5, Exemples de relations de nature locale

Pour tout objet X du topos E , on désigne par F —> FK le

foncteur de localisation j% : E = E, , Y4+ > ¥xX (5.2).
X /X

8.5.1. Soit u: F — G un morphisme de E. La relation cn 1'argument
X € ob E,

gl Fx — Gx st un monomorphisme (resp. un épimcrphisme, resp. un
isomorphisme)
est une relation de nature loczle. En particulier, si G est un Groupe de E,
la relztion " GX est le groupe unité sur X " est de nature locale ; l'ouvert

de E qui lui correspond est appelé le cosupport du Groupe G.
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6.5.2, Soient u, v: F —=2 G deux morphismes de E. La relation en 1l'argument
X € ob E

u, = V. -] Fx Sl GX

est une relation de nature locale. En particulier, si G est un Groupe

de E, et u une section de G (4,3.6), la relation en X

la section Uy du Groupe Gx de ij est nulle

est de nature locale ; l'ouvert de E qui lui correspond est appelé le

cosupport de la section u du Groune G.

Remarque 8.5.3, Lorsque E=Top(X), le cosupport d'un faisceau en groupes G,
resp. d'une section d'un tel faisceau G, n'est autre gque l'ouvert de X
complémentaire du support de G resp. du support de u dans la terminologie

classique [TF].

8.5.4. Soit P(f) une relation en 1'argument £ G fg € , C un site. Lorsque

dans C les produits fibr&s sont représentables, on dit que la relatiom P(f)

est stable par changement de base (resp. stable par descente), resp. de nature

locale) sur le but (ou sur la base, ou "en bas'") , si pour tout morphisme

£ : X—> Y de €, la relation en 1'argument ¥' € .4 CIY

"le morphisme f' : X' = Xx ¥' — Y' déduit de f par changement de

base par le morphisme structural ¥Y' —— ¥ satisfait P(f') "

est stable par changement de base, resp. stable par descente, resp. est de
nature locale. Lorsque la topologie de E est définie 3 1'aide d'une prétopo-

logie, on dit que la relation P(f) est de nature loczle sur la source (ou

"en haut') si pour tout morphisme f : X ——> Y de C et toute famille
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(gi: Xi ey x)iEI de Cov(X), la relation P(f) équivaut 2 la relation
" P(fgi) pour tout icl ", Lorsque Cov(X) est formée de toutes les familles
couvrantes de C, cette condition signifie donc aussi que la relation
en l'objet X' du site induit CIK
P(fg), ol g:X' —> X est le morphisme structural

est de nature locale. Noter que si la relation P(£f) est de nature locale

en haut, elle est a fortiori de nature locale en bas.

8.5.5 Prenons par exemple C=(Sch), catégorie des schémas € U, avec
la topelogie fidélement plate quasi-compacte (SGA 3 IV 6.3) ou une
topologie moins fine. Alors chacune des propriétés suivantes d'un mor-
phisme est de nature locale en bas :

surjectif, radiciel, universellement ouvert, universellement finie,
propre, gquasi-compact, quasi-compact et dominant, homéomorphisme universel,
séparé, quasi-séparé, loczlement de type fini, localement de présentation
finie, de type fini, de présentation finie, un iscomorphisme, un monomorphisme,
une immersion ouverte, une immersion fermée, une immersion quasi-compacte,
affine, quasi-affine, fini, quasi-fini, entier, plat, fidélement plat, net,
lisse, &tale
(EGA IV 2.6.4, 2.7.1 et EGA IV 17.7.1). D'autre part, munissons (Sch) de
la prétopologie pour laquelle, pour tout schéma X £ U, Cov(X) est formé
des familles de morphismes (fi:xi — XJiEI qui sont surjectives et telles
que las fi soient plats et localement de présentation finie. Alors chacune

des propriétés suivantes est de nature locale en haut :

localement de type fini, localement de présentarion finie, de type fini,
plat, net, lesse, &tale.

CEGA IV 17.7.5%, 17.7.7).
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Exercice 8,%. Soit f: E => F un morphisme de U-topos. Considérons la

relation en l'argument X € ob F : le morphisme induit Eff* — F}x

(x)

st une £quivalence de topos. Prouver que cette relation est de nature

locale.

Exercice 8.7, (Partitions d'un topos, somme de topos), Soit E un U-topos,

Une famille (ei} d'ouverts de E, i.e. de sous-objets de l'objet final

i€l
e de E, est appelée une partition de e (ou encore, du topos E) si le

morphisme canonique 1l e, —= e est un isomorphisme, i.e. (II 4.6 2))
i€l
si € est le sup des e, et si i#j implique eiﬂej = BE "

2) Montrer que pour que la famille (ei) d'objets de E soit

i€l

unz partition de E, il faut et il suffit que le foncteur

(8.7.1) E d.-]_f‘zf
i ey

défini par les foncteurs de localisation E ﬂ—a-E;E soit une équivalence
i
de catégories,

b) Soit réciproquement (Ei) une famille de U-topos, avec ISU.

i€l
Prouver que E = TT Ei est un U-topos (qui sera appelé le topos somme de
i€l
la famille des topos (Ei)iﬁl)' Définir une partition (ei}iEI de E et
des équivalences de catégories Efe o Ei’ de telle fagon que les fonc-
i
teurs de projection E — Ei s'identifient aux foncteurs de localisation

E —> E

fai'
c) Soit E le topos somme de la famille des topes (Ei}iGI' Montrer
que pour tout ifI le foncteur projection E —5-Ei est de la forme u? , ou
(8.7.2) u.: E, —> E
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est un morphisme de topos, Prouver que pour tout U-topos F, le foncteur

v (U‘“:!“}iel

(8.7.3) Homtop{E,F) *—b-WIr HomtoE(Ei,F)
est une équivalence de catéeories,
d) Soit (ei)iEI une partition du topos E. Pour tout morphisme
de topes g: F—= E, la famille cfi)iGI’ avec fi:g*(eiJ, est une partition

de F, et les morphismes induits g; ¢ Efe —_— F}f permettent de récons-
i i

tituer g (& isomorphisme unique nrés), le foncteur g% s'identifiant au
produit cartésien des foncteurs g? (compte tenu des é&quivalences du
type (8.7.1)). En conclure une description complite de la catégorie

Homton(F,E), en termes des catégories de la forme HomtcE(F',Ei), ol

F' est un topos de la forme F{f (f sommande directe de 1l'objet final

e) En particulier, si F est connexe non vide (cf, 4,3,5) i,e,
si pour ifoute partition (fiJiCI de F il existe un i€T et un seul tel

que f{ # GF, prouver que le foncteur canonique

(8.7.4) 4 Egmggg(?,Ei) —> Homtop(E)

i€l
déduit des morphismes de topos (8.7.2) est une €quivalence de catégories,
Plus particulidrement, la famille des morphismes de topos (B8.7.2) induit

une équivalence de catégories

AL Point(E,) “—> Point(E) N
icl
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£) Une partie I de 1'ensemble des ouverts de E est appelée

une partition réduite de F si la famille identique (e{) indexée par

icl

I est une partition,et si les e, sont # ﬁE . Montrer que la relaticn
de raffinement (I 4. 3. 2)entre partitions réduites fait de 1'ensemble P
des partitions réduites un ensemble ordonné U-petit, tel que la borne
supérieure de deux €léments de P existe. On trouve ainsi un systéme
projeciif strict (Ip)pEP’ qui sera considéré comme un pro-ensemble et
noté& ﬁo(E). On 1'appelle le Pro-T_ du topos E.

g) Prouver que ﬁO(E} pro-représente le foncteur

ThH £ 8(1) =T(E,T;) : (U-Ens) —> (U-Ens)
associé au morphisme canonique £: E —> P de E dans le topos ponctuel
F (4.3), En particulier, pour que ce foncteur soit représentable, il
faut et il suffit que ﬂD(E) soit essentiellement constant, i.e. iso-
morphe (en tant que pro-ensemble) 3 un ensemble "ordinaire", qui sera
noté encore WO(E). Pour que ﬂo(E) soit réduit a un point, il faut et
il suffit que E soit'connexe non vide". Pour que HO(E) soit wide, il

faut et il suffit que E soit le "topos vide" (2.2).

h) Supposons E quasi-compact, i.e. que tout recouvrement de son
objet final e admette un sous-recouvrement fini. Montrer qu'alors m_(E}
est un ensemble profini, et peut s'identifier par suite (moyennant 1'&qui-
valence de catégories bien connue entre pro-objets de la catégorie des
ensembles finis, et espaces compacts totalement discontinus) 2 un espace
compact totalement discontinu, qu'on notera également WO(E)_

i) Soit X un espace topologique, ﬁo(x) 1l'ensemble des composantes

connexes de X, considéré comme un pro-ensemble constant. Définir un mor-
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phisme canonique de pro-ensembles

(8.7.5) T, (X} —= 7 _(Top(X)) ,

ou ce qui revient au mBme, une application canonique
(¢.7.6) ﬂO(HJ ——#-LEELﬁO(Top(X)) ‘

Montrer que le premier morphisme est un isomorphisme si et seulement si
X est homéomorphe a un espace somme d'espaces connexes (ce qui
est le cas en particulier si X est localement connexe).
j) Supposons que X soit un schéma quasi-compact. Prouver qu'alors
(8.7.5) est bijectif.
k) Etablir le'caractire fonctoriel" en X des morphismes (8.7.5)

et (8.7.6), en précisant pour commencer le sens de cette expression.

1) (Comparer 7.6 i)). Montrer que les deux conditions suivantes
sur le U-itopos E sont équivalentes : (i) Le morphisme canonique de E dans
le topos ponctuel est "essentiel" (exercice 7.6 a))} i.e, le foncteur
I > I, de (U-Ens) dans E commute aux produits indexés par des ensembles € U.
(ii) Pour tout objet X de E, le topos induit E

a un ﬂO(E ) qui est

/X /X

un ensemble ordinaire, i,e. X est isomorphe 2 la somme d'une famille d'objcts

connexes de E. - On dit zlors que E est un topos lccalement connexe

(comparer 2.7.5).

Exercice 5.8, (Morphismes dominants de topos). a) Soit £: E' —> E un

morphisme de topos. Montrer l'équivalence des conditfons suivantes :

{i) f*(@E.} = GE (ot @E’QE' désignent les objets initiaux de
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(ii) Pour tout objet X de E qui est "non vide" i,e, non isomornhe

& B , £9(X) est un objet non vide de E'.

(ii') Comme (ii), avec X un sous-objet de l'objet final e de E,

E
i.e. ¥ un ouvert du topos E,

On dit alors quz le morphisme f de topos e2st dominant.

b) Soit £: X' —> X une application continue d'espaces topo-

s 8

logiques, d'ol un morphisme de topos Top(f) : Top(X') == Top(X) (4.1).
Montrer que Top(f) est dominant si et seulement si f est dominant, i,e,
£{X') est dense dans X.

c) Montrer que si f: E'—> E est un morphisme "conservatif" de
topos (6.4.0), i.e. tel que £ soit fidéle, alors f est dominant. Montrer
que la réciproque n'est pas nécessairement vraie, m@éme pour un morphisme
de localisation Efu.——b E, o0 U est un cuvert du topos E,((Montrer que dans ce
ce cas f n'est conservatif que si U est 1'objet final de E (donc si f est
une €quivalence de topos), et utiliser 1'exemple b).)

d) Soit f£: X' —> X une fléche dans un topes E, On dit que f

@St un morphisme dominant dans le topos E si le morphisme correspondant

des tonos induits E!X' —_— E{x (5.5.2 ) est dominant. Montrer que cette

propriété ne dépend que de 1'image £(X') de X' dans X, en tant qu'élément
de 1'ensemble ordonné ouv(X) des sous-objets de X. Montrer que le mor-

phisme Efx' ——b—E!x est conservatif si et seulement si £ est couvrant.
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Iv

g. Sous—topos et recollement de topos

g.1. Sous—-topos et plongement de topos

péfinition 9.1.1.
A ————————

a) Un morphisme de topos f : F—E est appelé un plongement si le

foncteur f! : F— E est pleinement fidéle (i.e. si le morphisme
. * _— s 5
d'adjonection T fx—+ ldg est un isomorphisme).

b) Pn appelle sous-topos d'un topos E une sous-catéeorie stricte-—

ment pleine E' de E gui est un topos et tel gue le foncteur d'inclusion
—— — B

o : E'— E soit de la forme i* » 0 i : E'— E est un morphisme de topos
L]

(5}

I (i.g. (3.1.1.) a admet un adjcint & gauche i! gui est exact 3 gauche).

i Le morphisme 1 (quil est déterminé 3 isomorphisme unigue pri3s) est alors

elé le morphisme d'inclusion du sous-topos E' dans E .
app i

Remargue 9.1.2.
a) Il est clair gque le morphisme d'inelusion d'un sous-topos est

un plongement, et gu'une socus-catégorie E' du topos E est un sous—-topos

si et seulement si ec'est l'image essentielle d'un foncteur image directe
fx associ€ 3 un morphisme de topos g : F— E gui est un plongement.
b) Il résulte aussitdt des d&finitions gqu'un morphisme de topos
f : F— E est un plongement si et seulement s *il est isomorphe & un
morphisme composé
F-_B Ev___i_¢ E ,
ol g est une Egquivalence de topos et i1 le morphisme d'ineclusion d'un

Sous~topos E' de E Ce

ernier est déterminé

i

omm

0
1]

conditions précédentes,

risation précfdente est &gzalement unique 2 isomorphisme unique pras.

Bien entendu, il y a lieu en pratique d'identifier, au moyen de g , F
au sous-topos E' de E (comparer IV 3.4.1.).

¢) Une Bquivalence de topos (3.4, u : EX E; définit de fagon
Svidente une bijection entre l'ensemble des sous—topos de £ st l'ensem-
ble ges sous—topos de E; En s Uy Stant une Sgquivalshce de
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catégories, £tablit une bijection entre 1l'snsemble des sous-catégories

strictement pleines de E et l'esrsemble des sous—-catégeries strictement

pleines de E. (& E' C E correspondant l'imace essentielle B de

U, ]E'J, et on constate aussitsét gque E' est un scus-topos de E si et

seulement si 2‘1 est un sous—-topos de El . On peut donc, pour 1'&tude
-

des sous-topes, se ramener au cas oll £ est de la forme C , ol C est un

petit site. Dans ce cas, il r&sulte de II 5.5 gu'une sous-catdgorie
strictement pleine E' de E est un sous-topos si et seulement si le fore-

teur d'inclusion g : E' = E admet un a

=7

Joint & gauche qui est exact &
gauche (cela impligue donc d€j& que E' est un topos), et que 1l'ensemble
de ces sous-topos est en correspondance biunivogue avec l'ensemble des
topelogies T' sur C qui sont plus fines que la topologie donnée T de e,
en associant 4 toute telle T' la sous-cat@gorie strictement pleine

(C, T')” de C” , formée des faisceaux pour la topologie T' . Ceci mon-
tre en méme temps, pour tout WL -topos E : une sous-catBgorie stricte-
ment pleine E' de E est un sous-topos si et seulement si le foncteur

d'inelusion a : E' = E admet un adjoint 3 gauche qui est exact & gau-

che ; l'ensemble ordonné é(E} des sous-topos de E est 'u-—uetit, et

toute partie de € (E) admet une borne sup8rieure et une borne infé-

rieure.

d) 8i E' et E" sont deux sous-topos du topos E , leur intersection
est un sous—-topos de E . En effet, comme cette intersection st stric-
tement pleine, on est ramené au cas ol E est de la forme 0~ . Avec les
notations de b), E' et E" correspondent alors 3 deux topologies T' ,

T" sur C plus fines gue T , et il suffit de voir qu'alors E' N E" est

la caté&porie des faisceaux pour la topologie T"' borne supérisure de T'

et de T" . Indiquons lz démonstration de ce fait (qui aurait 44 figurer
en corollaire aprés II 4.4 ou ITI 5.5 !). Soit E"' la catdgorie des
faisceaux pour T"' , &videmment contenue dans E' et E" done dans E'NE"

Soit, pour toute sous-cat8&gorie pleine D de E, t(D) la topologie 1la

plus fine parmi celles pour lesquelles les &l8&ments de D sont des
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faisceaux (II 2.2). Les inclusions E"'C E'N} E"c E' , E" impliquent

gvidemment E(EY), t(E") < t(E'NAE") ¢ t{(E"') , d'autre part on
a (IT H.4.1) ®(E") = T* , £(E") =1T" , t(E""Y) = T"" | de sorte que les

inégalités précédentes et la définition de T"' comme borne supérieure

£
impliguent gue T = §({E'ME"), done EVNE"e E" . caf

o)

. Plus généra-
lement, cet argument montre que si T' est une topologie borne supérieure
dtune famille gquelconque de topologies {Ti}, la catégorie E' des fais-—
ceaux pour T" est l'intersection des catégories Ei de faisceaux pour

les Ti . On en conclut en particulier :

Proposition 9.1.%. Soit E un topos. Alors pour toute famille de sous-

topos (Ei} de E , 1l'intersection

e
")
(11

s 2 5 = s de E .
L EF T ; © t un sous-topos d

Proposition 9.1.4. Soient i : E' = E un plongement de topos, et F un

topos. Le foncteur

{9.1.4.1.) f+— i® £ : Homtop (F,E') — Homtop (F,E)

est pleinement fiddle, et scon image essentielle est formée des morphis-

mes de topes g ¢+ F— E tels gue 1l'image essentielle de Sy seit contenue

dans celle de ix s

Considé&rons en effet le diagramme commutatif &vident

Homtop (F,E') — Homtop (F,E)
Hom (F,E') —— Hom (F,E)

oll les flZches wverticales sont les fonecteurs h = h

e gui sont pleine-

ment fidZ2les par définition de Homtop (IV 3.2.). D'autre part la deu-

jn
e

Xieme fl2che horizontale Gy ix G est pleinement fideie, puisque i=
l'est, done il en est de méme de lz premiZre fl8che horizontale. Raste

& prouver la caract@risation de l1'image essentielle de (9.1.4.1.). La

nécessité de la condition &tant &vidente par la formule (if)¥ = F, 8 3
il reste 3 prouver gue si 1'image essentielle de . est contenue dans
caelle de i i.e. 31 on p=zut écrire - =: .H r Ay X1

PP | > =1 DeLy ceCTiI’E 5 Pl c E_ 3 o il
foneteur, alers g est dans 1'image essentielle de (9.1.4.1.). Il rewvientc
24U meme lire aque f admet ur ijoint & gauche gui 5t exaet & dreits,

. :
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topos, le fonecteur correszpondant

f.1.5.1.) Point (f) : Point (E')— Point (E)

est pleinement fidéle.

Exercice 9.1.6. (Plongements de topos et Z-monomorphismes) .

Seit 1 : E'— E un morphisme de topos.

a) 8i F et G sont deux topos au-dessus de E' , définir (avec les

notations de 5.14 a) ) un foncteur canonigue

(9.1.6.1.) fr— fx 1 : Homtop (F

E:l' iy

b) Suppcsons que i, en tant que 1-fldche de la

G) —* Homtop

-U-topos (3.3.2.), soit un 2-monomorphisme, i.e. tel gue pour tout U-
topos F qui soit &lB8ment de VYV , le foncteur (9.1.4.1.) soit pleinement
fidéle. Montrer que pour tout couple de U-topos F, G (pas nécessaire-—
ment € V ) le foncteur (9.1.6.1.) est pleinement figsle,

c) Montrer gue i est un blongement si et seulement si i est un

2-monomorphisme. (Pour 1la suffisance, appliquer b)) & des topos induits

E'!X' et E'fYf » €t utiliser 5,14, ¢)).
d}) Seit g ¢+ F— E un morphisme de topos, et supposons gue le
2
2-produit fibr& (5.11) F' = Px.E' existe (condition toujours vérifise,

comme 1'a montré P. DELIGNE). Soit j : F'— F 1le morphisme de projec-

tion. Prouver que si i est un plongement, il en est de méme de J i

~

u

ot
bt

iliser c¢), et noter gue la stabilitéa de la notion de Z2-monomorphisme
par 2-changement de base est formelle). Dans le cas ol E' est un sous-
topos de E et 1 : E'—, E est le morphisme canonigue d'inclusien,
l'image essentielle de 7' par j! (qui est un sous-topos de F qui ne
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VI

dépend pas de 1'indétermination dans la construction d'un produit
2-fibré) s'appelle le sous-topos de F image inverse par g : F — E du

sous-topos E' de E .

e) Avec les notations de la fin de d), choisissons comme produit

2-fibré le sous-topos de F image inverse du sous-topos E' de E . Seoit X
ontrer que pour gue X appartienne & ¥' , il faut qu'il
satisfasse la condition suivante : pour tout objet U de F , désignant

par g : F,U-—* E le morphisme de topds induit par T, on a

gyy (XIU) €00 E' , o0 X |U = (X x U_PT2,U) est 1a "restriction de X

5y

3 U " (NB : On peut noter que si iy ¢ Fyy— F est l'inclusion canoni-

]

que, on a g, = goi, , d'od %U,{K}U} = g (i (X[Ud) = g, (Hom(U,X)) ol

() =)

£

s

Hom{U,X) est l'objet dé&fini dans 10.1 pl

Probléme Réciproguement, laz condition précédéente sur ¥ est-elle suffi-

wm
)
i
o+
1]
o
O
o
"
(9]
=
M
-
o
Lol
(s}
W
H
ct
o
m
fin
o }
]
A

F' 2 T1 revient au m8me de demander si la

5, P - — JE— . . =
f) Scierit X un cbjet de E , X' = i™(X) , et 1,9 ¢ A‘,X,——+ E/x

le: morphisme de topos induit par i (5.10.1). Montrer que si i est un

pPlongement, il en est de méme de i/x . (Utiliser d) et 5.11). RBcipro-

quement, si (X&}G est une famille d'objets couvrant 1l'ocbjiet final, et si

|

pour tout o . if?g est un plongement, 11l en est de méme de

Exercice 9.1.7. (Sous—topos et ensembles multiplicatifs de flach

185 ).

e Y e e L = = R 3 1=

a) Selent 1 : E'— E un meorphisme de topos, S l'ensemble des 13-
ches ie E telles s X T & % - .

e85 u de E telles gue i"(u) soit un isomorphisme, et considérons le
foncteur canonique induit par * fgf.[g, Chap I] ou VI )
(9.1.7.1.) o s B [BT ]

Montrer que i 2st un plongement si et seulement si le foncteur praé-
C@dent ~ est une &quivalence de catégories, ot dans ce cas S admet un
Caleu]l 25 fraections 3 gauche et un caleul des fractions 3 droite
(Utiliser [ sy CThap I 123 1|. Dans ce cas, l'image essentislile 4 i ==

%
Pety S & & T - -
troy E = S comme formée des X € Ob & 4tels que pour
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tout u » ¥— ¥'! dans 8 Hom(u,X) : Hom (¥',X)— Hom (¥;%) soit bijec-
tive.

)

provenant de morphis- |r
admettant un adjoint 3 r
F  provenant de mor- P

phisa

en isomorphismes.

mes de topos g

— E , et tels que g~ transforme objets de S

¢) Soit S une partie de F1 E , ol E est un U-topos. Montrer que 8§

€8t associé & un sous-topos E' de E par le procédé de a) si et seulement

s1 & wsatisfait aux conditions suivantes :

ST 2) 851 un composé vu est dans S, alors u &€ S si et seulsment si
vES .
ST 3) 81 u 1 X— ¥ est tel qu'il existe une famille couvrante

biunivogue entre l'ensemble des sous-topos E' de E , et 1l'ensemble des
parties & de Fl E satisfaisant aux conditions 8T 1)s 8T 23, 87 F).

(S 2tant donné, lui assccier une U-topologie T°

o)

ent les familles couvrantes (X. — ¥X)._ . sont

celles pour lesquelles l'inclusion X'e— X de l'image des X; est € S .
“Montrer que la catégorie des faisceaux pour T' est Bgquivalente 3 un sous-

d) Montrer gue S est connu gquand on connalt la partie S, de § for-

monomorphismes. Montrer que l'application S+ 8, &tablit une

bijection entre l'ensemble des parties S de F1 E satisfaisant les condi-

e

tioens ST 1) ST 3) de ¢), et l'ensemble des parties de Fl1 E formées de
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monomorphismes et satisfaisant aux mémes conditions ST 1) & ST 3).

)ieI
famille des parties correspondantes de F1 E . Montrer que

e) Seit (E! une famille de sous—topos de E, et {Si)ieI la
;e 13; satis-

fait aux conditions ST 1) & ST 3) de c¢), donc correspond & un sous—topos

E' de E , et que ce dernier est le sous—topos engendré par les E i.e5

i 2

1a borne supérieure (ef. 9.1.2. ¢) ) des sous-topos E} .

f) Soit A une partie de F1 E . Montrer gu'il existe une plus petite
partie S de Fl1 E parmi celles contenant A et satisfaisant aux conditions
ST 1) & ST 3), =t que S correspond au plus grand sous-topos E' de E tel
que la partie multiplicative de Fl E correspondante contienne S . Mon-
trer gue 3 est &gale & la réunion des parties Al (n>»0) de F1E , cons-
est formée

truitespar récurrence la fagon suivante : A, = A, A

ae n+l
des flé€ches wu : X—> Y qui sont d'un des trois types suivants (i) &

(i) u est inversible, ou 1le compose€ de deux {13ches de AL, ou
déduit par changement de base d'une fl&che de A

(ii) u est 1'un des facteurs d'une fliche compos&e dont l'autre
facteur ainsi gue le composé sont dans Al -

U est une somme d'une petite famille de flBches & An "

|_-.

i

—
(=

(iv) Il existe un &pimorphisme ¥Yt— ¥ , tel gue
u' ¢ Xr = Axy¥'— ¥' déduit de u par changement de base soit dans Aq ‘

g) Avec les notations de e), soient A la r&union des Si s 8 la par-

ot
|
1
o
i
v
!
11
y

déduite de A par le proc&dé de » €t E' le sous-topos cor-

nférisure)

&3]

respondant de E . Montrer gue

¥ est 1lvVing

iil
3
e
}..I .

=

f{
(=0

ction (= bo¥n

S

Soit f F—2F
Un ‘morphisme de topos. Montrer gqu'on peut trouver une factorisation de
Iy 3 isomorphisme pris, =n
(9.1.7,3. ¥t BELE
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Fidéle) €t ol i est un plongement , t que cette factorisaztion est uniqye
2 £guivalence pris (ef. 9.1.4.). Pour ceci, introduire ltensemble
Spc F1 E des fl8ches u de E telles gue £*(u) soit un isomorphisme,
prouver gus Ef satisfait aux conditioriz de 9.1.7. &), prendre pour EY
le sous-topos correspondant de E , et dé&finir prX par (2.1.7.1.); gui
correspond & un morphisme de tepos ' grice 3 9.1.7 b).

b) Le sous-topos de E d&fini par le plongement i est appelf le soyge

topes de E image du morphisme de topos f . Montrer gue c'est le plus

petit des sous-topos El de E tels gque { se factorise, 3 isomerphisme

prés, & travers El s i.e. (9.1.H.) le plus petit des sous-topos de E

contenant l'image de fx (ou encore, l'image essentielle de fx ). Pour

que T soit un plongement, il faut et i1 sufrit que f induise une éqguiva-&

lence ' de E avec son image ; pour gue f soit conservatifl, il faut et

il suffit gue son image soit Egale & E tout entier.

nue d'espaces topologiques sobres fo 1 ¥Y—>X
(4.1.) Considérons la factorisation canonique de £, en
¥ —fo , xv = poqyy—de ix ,
o i, est 1'inclusion. Montrer gue la factorisation ecanonigue de f

s'identifie alors & la factorisation correspondante

. .
Top(Y) —2RFS), popxt)  TOP(io) | mopcx) .
Scoit Z le plus petit sous-espace sobre de X contenant X' = PEY) o Tuds

l'ensemble des points x de X tels que {;J M X" soit dense dans [?j . (Cn
notera que Z = X' si les points de X sont fermés, ou si X' est une par-

tie constructible de X supposé localement noeth&rien). Alors f est con-

servatif, i.e. le scus-topos de E = Top(X) image de F = Top(¥Y) par
f = Top(f,) est €gal 3 E lui-m8me, si et seulement si Z = X , i.e. si et
seulement si f(Y) est trds dense (EGA IV 10.13) dans X . Ceci précise

dans quelle mesure il est licite de regarder la notion de morphisme con~

¢) Supposons gue f = TOp(fO) soit associf 3 une application conti-@

SO A g e

“{'

.

servatif de topos comme la géndralisation naturelle de la notiocn d‘applil“

cation continue surjective d'espaces topologiques.
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d) Soit

k4
i

}

X

l—-—YI

1

4—-x|

un diagramme cartésien d'espaces topologigues. 8i

ces discrets, donec Y' discret, alors le diagramme
est 2-cartésien (5.11). (NB.

suppose plus ¥, X' discrets, ¥, X'

séparé X, ef. 9.1.10. e)).

gsien de topos

¥iet X7

]

sent des espa-

correspondant de topos

tel que f soit conservatif, mais ' non conservatif, plus
E' = topos peonctuel, F' = topos wvide (2.2). (Prendre Y te
de ¥ dans X solt trés dense et # X, et prendre X' réduit

ntest pas dans 1'image).

|t

a

Pour un coantre-exemple lorsgque l1l'on ne
€tant des sous-espaces de l'espace

En déduire un exemple d'un diagramme 2-carté-

précisé&mant
gque l1l'image
un point gui
=

Prouver

Cas des espaces topologi-

e) Soit {Ei)iél une famille de socus-topos d'un topos
gue E est le sup des Ei si et seulement si la famille des morphismes de
plongement Ei——;E est conservative (6.4.0).
Exercice 9.1.8. (Scus—-topos et points de E .
ques) .
Scit E un topos.

453

a) Soit Z une sous-cat&zorie pleine de Point(E) (ou ce gqui revient
au méme : une partie de Ob Point (E) ). Montrer que l'ensemble S(Z) des
flgches de E qui sont transformées en bijections par les foncteurs fi-
bre correspondants aux z€ Ob Z satisfait aux copditions de 9.1.7. 8),
et définit donec un sous—-topos E ,de E . Montrer que celui-ci admet suf-
fisamment de points, et gue 2 est gguivalente 34 une sous-catérorie
Pleine de Point(E,) . Moritrer gqu'on r le procédé
dent tout sous~topos E" de E agui ad iz points. (Prendrs
Pour 7 1vimage essentielle du foncteur (98.1.5.1.) . Montr=ar gu'on
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R A ‘[v

admettant

SQus=

Noter qu'en plus des conditions nécessaires signalées 3 1l'instant, 11 ¥
a aussl des conditions plus subtiles sur 1a nature topologique de
Point(E), genre, sobrié&té, cf. e) ).

b) Soit (Zi) jer une famille de sous-catégories pleines de
Point(E) , et soit Z la sous—catégorie pleine ré&union des Zi . Montrer
que le sous-topos correspondant E, défini en a) est le scus-topos de E
engendré par les EZ. . {Utiliser 9.1.7. &) ). En conclure gque le sous-

i
topos de E engendré par une famille de 50us-topos ayant suffisamment de

[

points, a €galement suffisamment de points.

¢) 8cit f: E'—>E un plongement de topos. Montrer gque l'applica-
=

tion U —17(U)

(835800 1) Ouv(E)— OQuv(E") ]
est surjective, et en conclure gque l'agpplication I
(91820 Point(E") — Point(E)
induite par £ sur les classes d'iscomorphie de points induit un homdo- :
morphisme de Point(E') sur un sous—-espace de Point(E ) , pour les topo- |
logies dé&finies dans 7.8. a). (Pour 1'injectivit&, utiliser 9.1.5.).

d) Seit f : X'— X une application continue, d'oll un morphisme de :
topos (4.1.) 4

Top(f) : Top(X'") — Top(X) .

Prouver gue ce dernier est un plongement si et seulement si 1a topolosie
de X' est image inverse par f de celle de X (i.e., lorsque X' est un
espace de Kolmogoroff, par exemple un espace sobre, si et seulement si

=

f induit un homZomorphisme de X' sur un sous—-espace de X ). (Pour la
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142 IV

_ﬁécessité, utiliser ¢), pour la suffisance, 9.1.7.2. e) ).

e) Seit X un espace topologigue sobre, et E = Top(X) . Utilisant
a) et d)» gtablir un isomcrphisme d'ensembles ordonnds X'\— Ey. entre
Iltensemble des sous-espaces sobres X' de X (i.e., lorsgue X est séparé,
entre l'ensemble de toutes les parties de X et l'ensemble des sous-
topos de E ayant suffisamment de points. Montrer que Ey, est Equivalent
‘2 Top(X') . 5i (Xi} ieT est une famille de sous—-espaces sobres de X ,
montrer qu'il existe un plus petit sous-espace sobre X' de X contenant
les X£ , egal & la réunion des X{ si I est fini ou X est sépard, et

‘que Ey. est le sous—topos de E engendré par les E . (Utilissr b)),

0]
(41]

X
f) Donner un exemple d'un topos E de la forme Top(X) , et d'un
~gous-topos E' qui n'a pas suffisamment de points, et m8me qgui est non
Aﬁade (2.2.) sans points. (Prendre E de la forme 5 s EY = U™ ,; ol U :est
fjf’ensemble ordonng dé&fini dans 7.4%. Ou mieux, prendre 1'exemple de 9.1.
,10. b), qul montre qu'on peut prendre pour X n'importe gquel espace com-

“pact non vide sans point isolé&).

. Exercice 9.1.9. (Cas des topos définis par un ensemble ordonné).
_ a) On utilise le yoga de 7.8. b) et ¢), donnant un dicticnnaire
entre, d'une part les topos engendrés par leurs cuverts et les morphis-
Léﬁes de tels topos, d'autre part les ensembles ordonnées ayant des Sup

__;quelconques, des Inf finis et ofi le Inf de deux &1l&ments est distribu-

:tif bar rapport aux Sup guelcongues, les morphismes entre des tels en-
.
8embles ordonnés &tant les applications croissantes commutant zux Inf
finis et aux Sup guelcongues.

b) Soit E un topos, £ : E'— E un plongement de topos. Montrer que

[

Pour toute famille génératrice (X dans E , la famille (f

i’ jer1
e3t génératrice. En d&duire que si E est engendré par ses cuverts, il

8N est de méme de

[

v {(Utiliser 9.%L.8. e) ).

¢c) Soit £ : E'— E ur
querts, assceié & un morphi -
M€s correspondants. Montrer i
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g est surjectifl, et g est surjectif sur les graphes des relations Alop<
dre, i1.e. l'ordre de Q' est guotient de celui de O

1) Soit E un topos de la forme D™ comme dans a). DEduire de b) et
c) une correspondance biuniveque entre l'ensemble des sous—topos de E

it
€L

gt 1l'ensemb

es relations d'équivalence R dans O ayant les propriétég

suilvantes, analogues aux conditions ST 1) & ST 3) de 9.1.7 ¢) :

[

QC 1) La relation R est compatible avec les Inf finis, ou encore s

si U, U' sont &quivalents par R, il en est de méme de UN et U'NV poup

tout VEQ .

Q0 2) La relation R est compatible aux Sup quelconques, ou encore :

.

sl U. est &quivalent & U! pour tout i€I , alors Sup U; est &quivalent
A Sup Ut
i i

Meontrer gue si des scus—-topos Eé de E correspondent aux relations

d'&éguivalence R; » alors le sous-topos engendré par les E! correspond 3

la relation intersection des Ri .

| e

Exercice 9.1.10. [{Intersection de sous—-espaces 3 nouveaux topos sans

points ; non existence du complémentaire d'un sous—topos).

Solent X un espace topologigue, E = Top(X) = ouv(X)™ (2.1). ﬁ
a) Soit R la relation suivante sur Ouv(X) : (U, U') € R &> UNU!
est dense dans Q et dans U' . Montrer gue R est une relation d'é&guiva-
lence satisfaisant les conditions Q0 1) et Q0 2) de 9.1.9. d), et dé&fi-
nit donec un sous-topos E' de E. Montrer que pour un point x€X , le point ™

correspondant est dans l'image essentielle de Point (E') si et seule-

e

ment si x est Epais i.e. appartient 3 1l'adhBrence de 1'int8rieur de X .

Montrer gue E' est le topos wvide (2.2.) si et seulement si X est vide. £
re, montrer que la catégorie Point(E') est Bquiva-
lente & la catégorie définie par le sous—-ensemhle ordonng de X (pour la
relation de spécialisation) dé&fini par les peints &pais de X . Montrer
gue si les points de X sont fermés (resp. si X est noethérien) alors
les points £€pais de X sont les points isolds de X i.e. tel que {x}

soit ouvert (resp. sont les points maximaux de X ). En conclure que si X
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144 IV

est un espace topologique s&paréd non vide sans points isclés, alors 1le
sous-topos E' de E = Top(X) est un topos non "vige" qui n'a pas de points.

c¢) Seit X' une partie de X , et EX’ le scus-topos de E associé & X'
;ar le procédé 9.1.8. a). Montrer que si X' est dense, alors Ey+ con-
tient E' . Montrer gue si X est sobre et si X' et X" sont deux parties

Xt mxt ©Bxr VExn
. (Prendre un espace s&paré X

gobres de X , leur intersection X'M X" est sobre et E
Lt que l'inclusion peut &tre stricte (x)
non vide admettant deux parties disjointes denses X! y X" ). Montrer

que 1'inclusion pr&cédente est une €galité si et seulement si le sous-

topos Ex,fﬁ EX" a2 assez de peints. Montrer gu'il en est ainsi si X°

ou X" est une partie localement fermée de X

d) Soit X' une partie de X , et X" 1le complémentaire de X' . Un
gous-topos F de E contient les %x}pour xEX" si et seulement si i1
;untient Eyn (ef. 9.1.8. b} ). En conclure gque si X" est réunion de par-
ties localement fermées de X (par exemple si les points de X" sont fer-
mé€s), alors l'ensemble des sous-topos F de E dont 1'intersection aveco
EX' est le sous-topos vide Top(@) ne contient un plus grand #lément

(qui mérite z2lors le nom de sous-topos de E complé&mentairvre faible de

EX‘ cf. 9.1.13.), gue si Ex,(\ EX“ est le sous-topos wvide (condition
qui n'est pas satisfaite si X # @ et si X' et X" sont tous deux denses
dans X , X, X', X" &tant sobres, ¢f. ¢) ). Montrer gque lorsque cette
condition est en défaut, alors dans l'ensemble ardonns des scus—-topos
ﬂe E , le Inf de deux &l&ments n'est bas distributif par rapport aux
Sup gueleongues. (Le rédacteur ignore s'il est distributif par rapport

a8ux Sup finis ; cf. cependant 9.1.11.e) et 9.1.12. &) ).

Exercice 9.1.11. (Sous-topos des topos localement noethériens. Cas des

Espaces noethériens).

&) Soit f : E'— »E un plongement de topos. Montrer que si X est
Un objet préncethérien de E (i.e. (VI 1.) toute suite eroissante dge
— -
(x) Voir cependant 9.1.11. t) eci-dessous pour le cas X localement

Noethérien.
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sous-objets de X est stationnaire) zlors X' = r¥(X) =st un objet Dré-
noethérisn ds E? { Introduisant les topos induits E},' et EfX > et
utilisant 9.1.6. e), se ramener d'abord au cas ol ¥ est l'objet Tinal e
de E , done X' est l'objet final e' de E' . Noter ensuite que toute

suite croissante de sous-objets de e! définit, par application de fx

s
une suite croissante de sous-objets de fx(e‘] = e ). En conclure gque si
E admet une familie génératrice formfe d'objets prénoethériens (resp.
si E est un topos noethérien, resp. localement noethérien (VI 2.)) alors
E' satisfait & la méme condition. (Utiliser 9.1.9. b) ).

b) Soit E un topos localement noethZrien (VI 2.). Mentrer que tout:

sous-topos de E est de la forme E, (9.1.8. a)), pour une sous-catégorie

pleine convenable Z de Point(E) . (Utiliser a) et le théorime de DELI-

GNE que tout topos localement noethérien admet suffisamment de points).
En conclure que si E est de la forme Top(X) , ol X est un espace topo-
logique sobre localement noethérien, alors Zr—-¢Ez est un isomorphisme
de l'ensemble ordonné des sous-espaces sobres de X » avec l'ensemble

ordonné des sous-topos de X . (Utiliser 9.1.8. e) ). L'intersection de
sous—espaces sobres Zy (est nécessairement sobre et) dé&finit 1l'inter-

section des sous-topos Ez. (contrairement & ce qui peut se passer dans

5
le cas général (9.1.10. c¢)).

o 4

¢) Seoient X un espace sobre localement noethérien, X' une partie ;

de X , X" son complémentaire. Montrer que les conditions suivantes sont %i
Equivalentes

(i) X' est constructible. ;;

(ii) X' et X" sont sobres. 1y

(iii) X' est sobre, et le sous-topos Ey, 2 Top(X') de E = Top(X) %

admet un sous-topos "complémeritaire" (ef. ©.1.13. e).

{iv) L'intersection des sous-topos E,, = Top(X') et Exnzibp{X"}&

'x!
Top(X) est le sous-topos "vide" de E.

Montrer que si E' et E" sont deux sous-topos de E , ils sont com~

plémentaires faibles si et seulement si ils sont complémentaires (9.1.1
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d) Scit X un espace sobre noethérien. Montrer l'éguivalence des
conditions suivantes :

(i) Tout sous-espace sobre X' de X est constructible, i.e. (e) )
son complémentaire est sobre.

(i bis) Pour tout point maximal x de X , X - {x} est sobre, i.e.
{x} est constructible.

(ii) X est fini.

(iii) Tout sous-topos de Top(X) admet un sous-topos complémentaire
s gl o O i, A I

(iv) Dans l'ensemble ordonné des sous-topos de Top(X) , le Inf de
deux €léments est distributif par rapport aux Sup quelcongues.

(Utiliser l'argument de 9.1.10. d), grice A la formule &'intersec—
tion prouvée en b) ).

e) Soit X un espace localement noetherien. Montrer que dans 1'en-
semble ordonné des sous-topos de Top(X) , le Inf de deux &l3ments est
distributif par rapport aux Sup finis. (Se ramener au cas X sobre, et
utiliser b) ).

) Pour tout sous-espace sobre Z de l'espace sobre localement
noethérien X , soit T, la topologie sur la catégorie Quv(X) des ouverts
de X pour laguelle une famille d'inclusions Ui-#—ﬁU est couvrante si
et seulement si on a2 UNZ = k)uirwz - Montrer gque Z —T, gtablit une
bijection (renversant les rélations d'inclusion) entre l'ensemble des
Bous-espaces sobres Z de X , et l'ensemble des topologies sur Ouv(X)
Plus fines gue la topologie canonique T, . (Utiliser b) et 9.1.2. c) ).

g) Soit X un espace topologique sobre. Une partie X' de X est sobre

81 et seulement si son complémentaire est réunion de parties localement
fermzes 3 81 X est loealement noethérien, cela signifie aussi gue X' est

"‘ - . — - LY - - -y
Proconstructible" (EGA IV 1.9.4). Montrer gqu'il existe sur X une topo-

logie TQO,S, ; de telle fagon que les parties fermfes gde
XQOHET = (%, T?ﬁns.} soient les parties scbres de X . Supposons désor-
Mais X loe lement nosthérien, X i ntest done autre gue l'espace
cons
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aux parties & la fois ocuver-~

ment si X est noethérien i.e. le topos Top(E)

h)} Soit E un topos localement noethérien. Supposons gqu'il ait la

propri€té envisagée dans 9.1.14. b) (condition peut-8tre toujours rem-
plie ... ). Montrer que les images essentielles des foncteurs canoni-
ques Point(E')—— Point(E) , ot E' parcourt l'ensemble ¥ des socus-topos
de E , dé&finissent dans l'ensemble X = Point(E) des classes d'isomorphie;
de points de E un ensemble de parties, guil est l'ensemble des parties

fermées pour une topologie T sur X , et gu'on obtient de cette fagon’

cons

un isomorphisme d'ensembles crdonnds entre 1l'ensemble I des sous-topos

de E et l'ensemble des parties fermées de Xcons . En coneclure gue dans

L , le Sup de deux &lZments est distributif par rapport aux Inf guel-

congues. Montrer que xcons > Qui n'est pas nécessairement U-petit, a

un espace sobre associ& (4.2.1.) qui est U-petit.

Exercice 9.1.12. (Topos finis). Un topos E est dit fini s'il est &qui=

valent & un topos de la forme C , avee C une catdgorie finie.

a) (Dictionnaire). Scoit V un univers tel que UEV . Soit (Xarfi-

ness) la 2-catégorie définie comme 2-sous-cat&zorie pleine de la caté-
gorie (Cat),, , Tormée des catdgories &l&ments de ¥ , gqui sont Karoubien

nes et €gquivalentes & une cat&gorie finie et (Topfin) la 2-catégorie

définie comme la 2-scus-catégorie pleine de (V-U-Top) (3.3.1.) formée
des U-~topos finis qui sont € ¥V . Montrer gqu'on a des 2-8quivalences

guasi-inverses 1'une de l'autre :

(0.1 0273 Ch— C : (Karfiness) —— (Topfin)
{9.1.12.2.) Er—Point(E) : (Topfin) — (Karfiness) .

(Utiliser 7.6. h), e) ).
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b) Montrer gqu'un topos fini est noethérien (VI 2).

¢) Montrer que tout sous-topos d'un topos fini E est un topos fini.
plus précisément, si E est &quivalent i 6 s o C est une cat@gorie ka-
roubienne finie (ou, plus généralement, éguivalente 3 une catégorie fi-
nie), montrer gu'on obtient un isomorphisme ordonné entre 1'ensemble
des sous-topos E' de E et l'ensemble des sous-catépgories strictement
pleines C' de C gqui sont karoubiennes {ou, ce gui revient au méme, sta-
bles dans C par facteurs directs), en associant 3 toute C' 1l'image
essentielle de f : 6'-—+ 5 s @0 I : C'——C est le fonecteur d'inclusion.
(Utiliser 5.6. pour s'assurer gue f! est pleinement fid&le, et b) et g.
1.11. b) pour le fait gue tout sous-topos E' de E s'obtient comme indi-
qué).

d) Soit E un topos fini. Construire sur l'ensemble fini X =Point(E)
des classes d'isomorphie de points de E une topologie qui en fasse un
espace topologigue sobre, et telle que l'ensemble ordonné des sous—-topos

de E scit canoniquement isomorphe & l'ensemble des parties fermées de X.

(Prendre la "tcpologie constructible™ ffc de X

5 définie via la rela-
ons

tion d'ordre (x € y) €=> (x est un facteur direct de y), pour laguelle
1l'adhérence d'un point x est formée des ¥y tels que y € x ). En parti-
culier l'ensemble 2 des sous-topos de E est fini, et le Inf y est dis-
ﬁributif par rapport aux Sup guelcongues.

| e) Soit C une catégorie Bguivalente 3 une catégorie finie. Montrer
que pour toute sous-catégorie pleine C' de € , il existe sur C une topo-
logie TC‘ pour laguelle une famille (Xi-——ax}iéz €8t couvrante si et
Seulement si pour tout Y E€Ob O! » la famille des applications

Hom{?,xi}__4 Hom(¥,X) (4i€I) est surjective. Montrer que la catégorie

des r

aisceaux sur (C,T~,) est Eduivalente & C! s 2t que C'—T
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8.1.2. ¢) ). En particulier, si C est un sige dorit la c rie sous-
3 une catégorie finie, alors le topos C est un
topes finai.
) Soit £ : C'—>C un foncteur des U-catégories, avec C gquivalenta
4 une catégorie finie. Montrer gue le morphisme de topos ; 3 5'——9 E
(4.6.) est conservatif si et seulement si tout objet de C est isomorphe

8 un facteur direct d'un objet dans 1*image de: f . (Se ramener au cas of

iy

est une inclusion f : C'«—>C , avec C' comme dans c) ).

g) Soit C la caté&gorie ayant deux objets e (l'objet final) et a
et, en plus des fléches identiques, trois fléches f : a—>e , g : & —3,
p = gf (donc p? = p ). Montrer que E = E a, en plus des socus-topeos E
AN

et Top(®), exactement un sous—-topos E! > Savoir E' = {e} ; par suite,

pour tout sous-topos E" de E , E" # Top(®) , on a E'/\ E" # Top(@).

Exercice 9.1.13. (Sous—topos compl&mentaires d'un topos).

Scient E un topos, E' et E" deux sous-topos. On dit que E! et E"

sont complémentaires 1'un de l'autre si E' ME" = Top(@), EWE"=E . 0Of le

signe V d&signe le Sup dans l'ensemble ordonné des sous-topos de E ).
On supposera gue dans l'ensemble I des sous-topos de E , le Inf de

deux &léments est distributif par rapport au Sup fini.

S o

a) Si E' et E" sont complémentaires, E" est le plus grand parmi l1es§
sous-topos EE de tels gue E' EE = Top(@) (i.e. E" est un complémentaire
faible de E' , dans la terminologie de 9.1.10. d4) ).

s

b) Mentrer que les conditions suivantes sur E sont Sguivalentes :

(1) 8i E' et E" sont deux sous-topos de E tels gue E" soit un com
plémentaire faible de E' , alors E" est un complémentaire de E°

(ii) Pour tout sous-topos E' de E tel que E' # E , i1 existe un
sous-topos E" de E tel que E" # Top(®) et E'MNE" = Top(d) .

(i bis) 8i E' et E" sont deux sous—-topos de E tels que E" soit m3' ﬁ
ximal dans l'ensemble des sous-topos E{ tels que E'F\Ef = Top(®) , alors
E" est un compl@émentaire de E .

Montrer que m®me si E est un topos fini (9.1.12.),
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ces conditions ne sont pas n€cessairement vérifiges (9.1.12. g) ). Elles
1e sont cependant si E est de 1la forme Top(¥X) , X un espace localement
noethérien. (Utiliser 9.1.11. b} ).

¢) Un sous-topos E' de E est appelé complémenté s'il zadmet un com-
plémentaire {comparer §.1.12. ¢) ). Prouver gue l'ensemble des sous-
topos complémentés est stable par Inf et Sup finis, et par complémenta-
rité, et que cette derni&re transforme Inf et Sup, Sup en Inf.

d) Enoncer les duals des observations a), b), e) (gui &taient en
fait des €noncés généraux ¢triviaux sur un ensemblé ordonné abstrait3;
noter que l'hypothé&se faite sur 2 est en fait autoduale).

g9.1.14. Questions ouvertes. Soit E un topos.

a) Dans l'ensemble des sous-topos de E , le Inf de deux E€l&ments
est-il distributif par rapport aux sup finis 2

b) Solient E' , E" deux sous-topos de E tels que E = E'vy E" . Alors
est-il wvrai que tout point de E est isomorphe 3 1l'image d'un point de
E' ou d'un point de E" 2

On notera que si la réponse 34 b) est affirmative pour E et tous ses
socus-topos, alors la réponse 4 a) est affirmative du moins pour le cas
de sous-topos ayant suffisamment de points (donc pour tous les sous-—

topos, si E est localement noethé&rien (9.1.11. bB) ). La r&ponse 3 a)(let

s
& fortiori & b) ), n'est pas connue cependant pour tous les topos noe-
thériens. Cependant la réponse 3 a) et b) est affirmative si E est de 1a
forme Top(X) , X est espace localement rnceth&rien (9.1.11.), ou si E est
un topos fini (9.1.12.).

On notera que a) peut se reformuler sous la forme suivinte (appli-
Quée 3 tous les sous-topos F de E )

a') 3i E' et E" sont deux sous—-topos d'un topos F , tels gue le

Morphisme canonigue (ef. 8.7. B)

St

(9.1.14.1.) EV I E"—a 7P
S0it conservatif (ce qui signifie aussi E = E'Ww E" (9.1.7.2. =) ), alors
il en est 4 z

our: le morphisme d&duilt par 2-changement 4= base
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c) Si E' et E" sont deux scus-topos du topos F , dont le sup soit
F l.e. tel gque le morphisme de topos (9.1.14.1.) soit conservatif, aloprg
ce morphisme est-il méme universellement conservatif, i.e. reste-t-il
conservatif aprés tout 2-changement de base Fl —3 T 7

Cet &noncé a un sens, grice au résultat de DELIGNE ( ) affir- !

mant l'existence des 2-produits-fibrés de topos. Voir cependant l'exem=
ple 9.L.7T.2. @)

D'autre part, on voit par 9.1.11. h) qu'une réponse affirmative 3
b) fournirait dans le cas localement noeth&rien une réponse affirmative
& la question suivante :

d) Dans l'ensemble ordonné I des sous—-topos de E , le Sup de deux

5

1éments est-il distributif par rapport aux Inf quelconagues {(pas néces-

irement finis) 2

1}]
j1H]

Cela signifie aussi gque I s'interpr&te comme l'ensemble ordonnd

». %% ; ot

[

des "sous-topos fermés" d'un topos convenable (savo

E
cons'
l'ensemble ordonné opposé I de I » considéré comme une catégorie,

est munie de sa topologie canonigue, cf. 7.8.1) )y qui est engendré par

les sous-objets de 1'objet final, donc est trés proche d'un espace topo~

ey

logigue ordinaire. Il resterait Etudier ce topos E , en s'inspi-

cons'
rant des exemples 9.1.11. g) et 9.1.12. d), et notamment 3 déterminer
s'il est noethérien si E l'est, ce gui revient & 1la guestion suivante

pour les sous-topos F de E, qui a un sens indépendamment de 4) :

e) Soient F un topos noethérien, (Ei} une famille de sous-

iel
. . . g = =
topos de E dont l'intersection soit Top(®) . Alors existe-t-il une sous

famille finie ayant la méme proprig&té ¢

Dans un ordre d'idées assez différent, ranpelons &galement la
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question soulevée dans (9.1.6 e)), qui mériterait d'8tre #Bclaircie.

9.2. CLas des sous-topos ouverts.

(9.2.1) Soit U un ouvert d'un topos E , i.e. un sous objet de l'objet
final e de E (8.3). Considérons le morphisme de localisation (5.2)
(9.2.2) J +E;y — U .

Comme U —? & est ici un menomorphisme, le fonecteur Jj, (qui s'interpr3te

comme le foncteur oubli) est pleinement fid3le, donc son biadjoint J

>
1'est 8galement (1.5.7 a)). En d'autres termes, le morphisme de locali-

—

: j 2.2 ig 2 1 U 4 o E est un b en
sation J (9.2.2) associé un ouvert U du topos St un plongement

de topos (9.1.1 a)).

Un plongement de topos F— E est appelé un plongement ouvert 71l est

isomorphe au plongement de topes d&8fini par un ouvert U de E. Un sous-=

topos E' (9.1.1. b)) de E est appelé un sous-topos ocuvert s'il est

défini i 1'aide d'un ouvert de E, i.e. si le morphisme d'inclusion
canonigue E'— E est un plongement ouvert. On notera gue l'ouvert U de

E assnei& A un plongement ouvert de topos

D
Li]
ot
e}
0
ct
0
"3
=1
foe
o
[
o

fagon unigue comme &gal au sous-cbjet jy(e’) de e, ol e' désigne l'objet

final de E'. Par suite, on trouve une correspondarnce biunivogue entre

ouverts U de E et sous-topos ouverts de E.

Remargue 9.2.73. Conformément aux dé€finitions précédentes, le sous-topos
ouvert de E associg& 3 l'ocuvert U de E est 1= sous-catégorie strictement
Pleine de E image essentielle du foncteur imasge directe
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un plongement ouvert de topos (9.2.1). Alors le foricteur j, adjoint a

EE 3
oJ

gauche de =xi

11}

te, de sorte gu'on a une suite de trois foncteurs ad-

Joints

iy = 3% . 350

u::.—_—, "

De plus :

th

a) Le foncteur j, 2t le foncteur j* sont pleinement fid3le

-

©) Le foncteur j, commute aux produits fibrés, aux produits indexés

par des petits ensembles I # @ ., et aux limites projectives relatives

& de petites catégories d'indices co-filtrantes (1.2.7).

=
O
i
(45
ct
i
=
=]
O
]
9
|
8}
3
‘o
s 5
4
i
g
1y
4
G}
bt
'_l
=
Q
S
11}
tn
ot
|_h
=
4
i
ol
} ]
i
P
"
3
o3
0
ot
o
3
ct
s
o
]
}_.I
11
=]
s}
L
]

gement de base X—e,; compte tenu que par chancement de
base un monomorphisme est transforméd en monomorphisme.

Remargues 2.2.4.1 On peut trouver des plongements de topos j:E'—s E
tels gus j! existe, mais que j! ne commute pas aux produits de deuX

objets, ni zux limites projectives cofiltrantes (exercice 9.5.9 ¢)).
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IV
“'jg 2.5. Soit maintenant
i -
g: By E
[un morphisme de topos guelcongue, et soit U' = g* (U) 1'image inverse

de 1'ouvert U de E. On a vu dans 5.11 gque le diagramme de topos

Bl
B

E'"/ _u-l'—-’

. i
& Bu ‘g
E

e/, —i

_est 2-cartésien. On en conclut en particulier gue 1'image inverse par
g d'un sous—-topos cuvert de E (ef. 9.1.6 d))est un sous-topos ouwvert
igg E', ou ce cui revient au méme, gue la notion de plongement ocuvert

de topos (9.2.1) est stable par Z-changements de base dans 1z 2-caté

‘gorie des U-topos (&l&ments d'un univers donné V).

Notons aussi gue pour que le morphisme de topos g: E'4wFE se facto-
rise, & isomorphisme pré&s, par j: E/.,—E, il faut et il suffit évidem-

.
gment gque v o= ETIU,——;E' soit une Egu

gignifie encore que 1'inclusion U'e—se' (=objet final de E') est un

ivalence de eatégories, ce qui
L
}somorphisme. Ceci précise done 9.1.4 , en caractérisant de facon simple
1'image essentielle du foncteur envisagé dans loc. cit.
9.2.6. Appliquons 9.2.5 au cas ol E' est de la Torme E/T ;ol V oest un

deuxidme ocuvert de E, g &tant le morphisme de localisaticn. Alors

————

U' = UNV , et on trouve que le produit 2-cartésien de E/y 8t Ely Ly
L9 =R ® 54
E s'identirie 3 E’”n ;7 » On en conelut gu'une intersection finie de sous-
(%)

topos ouverts de E est un sous—-tepos ouvert de E,; plus précisfment

l'application (9.2.6.1)

f
ta
o}
[
w
|
ot
O
3
0
0
o}
1]
7
0
0

Exercice 9.2.7. Prouver gue ltapplicaetion (9.2.6.1) commute Zzzlement
Aux Sup guelconques. (Utiliser 9.1.7.2 e)).
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On peut alors, (3 Bguivalence prés) considérer Top(Y¥Y) comme un Sous-

topes de Top (T }, savoir le sous-topos formé des objets T de Top(T)

dont la restriction & U est le topos final de U. Cette description itune

sous-catégorie de E=Top(T ) garde un sens chague fois gu'on a un topos

9.1.13) que Top(Y) et Top(U) sont des sous-topos conm

=
(o]
=
o
3
[{+]
e
ot
ar
|
L
(1]
w
-
| 99
o

de l'autre (utiliser 9.2.5 et 9

I

dans le cas général, et nous verrons que cette propriété caractérise

te done & tous points
de vue, le nom de sous-topnos ferm®& complémentaire de 1'ouvert envisagé U;
ou du sous-topos ouvert défini par U. Le dé&t 2

il de la construction de

s et du foncteur image inverse i* : E_;q s Sera donn& dans ;

i
]
@)
ks
i
t
]
3
or
{41]
tn
i
(]
ct
(=
g

'l
ot
m
5
Q
b
]

e

[
{4
-

1))

(7]

L]

(#]

ot

e

0

3

Vo]
=

(1]

3

(o}

o

=

I

-t

0

(o]

o

0]

i

i

les

G.5.2 Soient donc, comme 9.2.1 , E un topos, U un ocuvert de E, et
considérons le morphisme de localisation
(9.3.2.1) J = = B E

qui est un plongement ouvert.
Pour teut objet X de E, posons

(9.%.2.2) = pgd—L %
XC u d ®

ol l'amalgamation est faite pour les projections canoniques

pr.: UxX— U , pry UxX — X
‘n a donc un diazramme cocartésien (I 10) dans E, dépendant fonctoriel-
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m

ns l'exempl

(]

on notera gque 4d envisacé dans 9.3%.1 , XEU est canonigue-

< P S L R ; :
ment isomorphe 2 lil*kﬁj (ol i: Y5 T est 1l'inclusiéen), et x__,xcu

atidentifie au morphisme d'adjonction.

(i

ositien 9.3.3. Avec les notations précédentes, on a ce gui suit

a) Pour tout cbjet X de E, les conditions suivantes sont Baquivalen-

(i) Il existe un objet Y de E et un isomorphisme XY

ot J 'C U

canonigus XM, ) U est un isomorphisme.

:XxU_5U est un isomorphisme (i.e.

suivantes sont 8guivalentes :

CEr) Le diazramme

un_isomerphisme, i. 2
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2T aAUX Sommes .
DEémohstration. n démontre d'abord la proposition dans le cas ol E est
de la forme C, ol C est une petite catégorie, et pour cela on est rame-

né par I.,3.1 au cas ofil E est 1e topos "ponctuel” (Ens), ol 1la Droposi-
tion est &vidente. On passe de 13 au cas zénéral par les proc&dss stan-

dard de II U4, par utilisation du foncteur "faisceau associé™.

Proposition 9.3.4 : Avec les notations de 9.3.2 la sous-catégorie
3

strictement pleine ¥ ge E définie par les sous- objets X

|ﬂ|
Y

E tels que

nal de U (ef. 9.3.3% a)) est un socus-topos de

By  Auey (901531 )) e'est un topos, et le foncteur d'inclusion ii:‘j{__, E

est le foncteur image directe par un morphisme de topos i :91_4 E, dont.
=it

le foncteur image réciprogue est le Foneteur X, i%¥x= XCU . L2 morphisme
== Tarphisme

d'adjonetion X— i%*i X est le morphisme canonigue X_3Xq.. de (9.35.2.3)
* 5 Cu =

Démonstration : Pour tout objet X de E, désignons par u(X)le morphisme

canonique X=X, .. Le morphisme uf¥) est fonctoriel en X et pour tout
U

objet X . void = ——
w e X ucxﬂU) est un isomorphisme. I1 résulte alors formellement et

trivialement de ces deux propriétés gue le

&

iy

oncteur i"est adjoint & gauche:
au foncteur iz et gque le morphisme d'adjonetion est u(X). Comme le
fonecteur I__,xc“ est exaect 3 gauch le foncteur iX est exact & gauche;_f
I1 résulte zlors de II 5.5 que Fest un topos, et de la définition 3.1

que le couple (i™ , i ) est un morphisme de topos.

.3.4. est appelé le morphisme d'inclu-

de E est appelé un sous-topcs fermdé

de E s'il existe un ouvert U de E tel que grsoit le sous-topos fermé

complémentaire de U. On notera que cet U est déterminé de facon unigue

ye

comme i_(@¢), ol @4 est 1l'objet initial de ‘_}( Eza !(@r) ; on

x
l"appelle aussi l'ouvert de E complé&mentaire du sous-topos fermé gf
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et le sous-topos de E dé&fini par U s'appelle aussi le sous-topos cuvert

de E complémentaire deff . Enfin, un plongement de topos (2.1.1 a))

i:F’*E est dit plonzement fermé& si le sous-topos correspondant de E est

fer'mé .

Si Gest un Groupe sur E , s € Hom(ep,G) , on appelle support de g
(resp. de 3) le sous-topos fermé de E complémentaire de 1'ocuvert
cosupport de G (resp. s) (8.5.1, 8.5.2).

9.3.6. Avec les notations de 9.3.2. et 9.3.4. on trouve done deux

morphismes de topos

(9.3.6.1) i S I R . 1
définissant cing foncteurs formant deux suites de foneteurs adjoints
. 3 . “R i

(Jy » 37 > J3g) ot (A7 , i)

d %
(0. 3.6.2) 1

U G5 &
. - i =
"Jl Cd < *x

Le foncteur
=1 %¥.94 g
(9.35.6.3) y Bt =

est appelé le foncteur de recollement relatif 3 1l'ouvert U de E ; plus

2

généralement si.ilet%?sont deux topos gquelcongques, un fOﬂCtEuPrquJﬂg:

est appelZ foncteur de recollement s'il est exact 3 gauche et accessible

(I.9.2) , ou ce gui revient au méme (I.8 ), 8'il admet un pro-adjoint.
Les raisons de cette terminologie wvont apparalitre dans 9.4.1 4d) et
9.5.4. ci-dessous.

9.4 Premidres propriftés du sous—topos ferméd get de i:g._,E

Proposition 9.4.1. Les notations sont celles de 9.3.2 et 9.3.4.

a) Le fonecteur ix: —» E transforme les familles &pimorphiques en

familles &pimorphigues. Il commute 3 la formation des sommes amalcamées

&t des limites inductives filtrantes.
D) Pour tout sbiet de E tel aue le mornhisme de projection
UxX —3 1y socit un Epimorphisme, le morphisme d'adjenction 7—_);*i!x
E-S-:'-____Q_I_l_i imorophis
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si =2t seulement si ixtm) et j(m) sont de

8 dire gue le couple de foncteurs (i~ s 4 ) est fid®le (5.4.0)).

d) Le foncteur de recollement f-:i*jx :QI;»E; est un foncteur

i

exact gauche et accessible (I 9.2), ou ce qui revient au méme (I B. )

il admet un pro-adjoint e : Prdg-—+ ro AL

Démonstration : a) résulte le 9.3.3 c). Pour d€montrer b) il suffit de

se reporter 3 la définition (9.3.2.2) de KCU compte-tenu de ce que

i:ixx:xCU (9.3.4). L'assertion c¢) résulte de 9.3.3 b). Les foncteurs

ix 4 j= sont exacts & gauche et par suitej’est exact & gauche. Le fone-
teur jx est un foncteur image directe par un morphisme de topos et par

suite 11 est accessible (I 9.5:;0n note gu'un topos est une catégorie

accessible (I 9.11.3)). Comme le foncteur i* commute aux limites induc

tives (c'est un foncteur image réciproque), le foncteur P composé de

deux foncteurs accessibles est accessible.

Proposition 9.4.2. Soit E' un topos. Alors le foncteur hr.i= h

Homtop(E"' ,5:)__;Homtop(E', E)

est pleinement fid3le, et son imaze essentielle est Torméedes morphis=-

mes de topos g:E'— E tels gue gx{U} soit un objet initial @, de E' .
Par 9.1.4 , on sait que le foncteur envisagé est pleinement fidé&le

et que g est dans ©on image essentielle si et Seulement si pour tout

Kel

cbjet X' de E' , l‘objetg!(}i') de E appartient ig, ie. gu'on a
{3) j!(g!(X'}}ﬂﬁ-qu'pour tout X'€ 0Ob E!
Or, posons U’:ngU), et considérons le diagramme de topos

By —dt
e, I
B i

g

1] |1}

fg——
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I
i1 est ¢lair gqu'on a un isomorphisme cancnique
X % ,
ST zlX ) g (XYY ,
x b‘
drfautre part il est immé&diat aussi gue le foncteur j" est essentiel-

jement surjectif, done la condition

(%)

vtilisant la propri€té d'adjonction

gue cela signifie

objet ¥

strict (II U.5)

cela signifie aussi

qui revient manifestement au méme,

initial @ de E!
Corollaire 9.4.3%

»
ql‘=E'fU' et,E; le sous-topos fermé& de

de @6, ou

(%) Eguivaut 3 la condition

= L i oo B
Sux ()L €q) Pour tout ¥ € 0Ob E!;U <

de gU! et gUI s Oon volt aussitot
que gﬁ (Y) est un

objet initial de ET{U' pour tout

encore (utilisant que l'objet initial de E'{U' est
gu'il en est ainsi pour Y:qu, objet final de{).Mais
aue l'ecbjet final U' de E! est initial,ou, ce

si et seulement si U'est un objet

s egfd.

Scient g : E'—=E un morphisme de topos U' = gx(U),

E'" complémentaire de 1'ouvert U',

g, et

€8t Z2-cartésien

morphisme d'inclusion. Alors le morphisme de topos -
E se factorise 3 isomorphisme pré&s en un morphisme de topos
le diagramme de topos correspondant
g 3" £
E¢ - E .
RNl .
{ef.8:11);
9.4,2, et des définitions.
introdulte dans 9.1.6 d), on peut donec dire,
inverse par un meorphisme de topos g£: E'- L E
est un sous-topos fermé-gh de E' (Bavoir
taire de 1'ouwvert U':qiiij, ol U est
de E;?.
un topos,Uun scus-topos cuvert de :,§;
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UnF aTop(d) ,UvF = E ,

le signe VvV désigne le Sup dans l'ensemble de tous les sous-topos

Q
i

&
&)

(92.1.2 e)). (Avec 1la terminologie introduite dans 9.1.173 ,QA_EEEF
a

[

€5 sous-topos de

£

sont

b)QJ.{resn.g; ) e

complément

t le plus—-grand parmi les sous-topos E' de E tels

s
gue l'on it E'nc}/f_’z_ Top(@®) (resp. WUDND E'E= Top(d)).

Démonstration. a) la premiére relation revient & dire gue si E' est un

topos et g:E'— 5 E est un morphisme de topos gqui se factorise 3 isomorphi&.L
me prds parQlet parf@, alors E'® Top(@) ; or en vertu de 9.2.5 et 9.4,2,

hése signifie que g!(U) est & la folis un objet initial et un

‘_J

. pm
[i1] e
o

8]

ot

t final de E" , d'oll 1la conclusion. Pourla deuxi®me relation, on

note gque par 9.1.7.2 e) elle &Bguivaut i 9.4.1 c). L
b) Supposcons gue E'ncjﬁ Top(@) ;3 en vertu de 9.4.3 E'n-‘.:f est #quiwva-
lent au sous-topos de E' complémentaire de gx(U} » o g:E'—= E est 1

morphisme d'inclusion, done la condition enwvisagfe signifie gque

U'=g®(U) est un objet final de E' , i.e. (9.2.5) que E'«qLl . Suvpposons

quecu¢sE‘fﬁ Top(@) ; en vertu de 5.11 9QLAE'! est 8guivalent = E* jgr >
done la condifion envisagfe signifie gue U' est cbjet initizl de E' ,

i.e. (9.4.2) que E'c:‘;rl".

Corollaire 9.4.5 Soit (E;]

L )je une famille de sous—-topos fermés du

topos E, et pour tout ieIl, soit Ui 1'ouvert de E complémentaire de 7.

Alors le sous-topos de E intersection de g; (@.1.3) est un sous-topos

fermZ, dont 1'ouvert complémentaire est U=Sup Ui .
[=

-

Cela résulte formellement de la propriZté universelle de 1'intersec-—
tion comme 2-prodult et de 9.4.2 , compte tenu aue pour un morphisme
de topos g:E'—sE, g!(U)=S€p g’(Ui) est un objet initial si et seu-
lement =i les g!(Ui) le sont.

On prouve de fagon analogue :

=
i
[y
3
Jbe
\E
]
o
"

Corollaire 9.4.6. Avec les notations de 9.4.5 supposons
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je sous-topos de E borne supérieure de (9.1.2 e)) st un sous-topos

fermé de E, dont l'ouvert compl&mentaire est &gal arjxu; S
—l—'_'_______ -

Exercice 9.4.7. (RBecollement de sous-topos). Scoit E un topos.
Exercilce

a) Soient E' un sous-topos de E, fsi}4eT une famille d'objets de E

recouvrant l'objet final, et pour tout iel, soit S! l'image inversede Si

Frles w1
dans E' , et BEy= B /5

morphisme de localisation E;—E du sous-topos E?

4
1

le sous-topos de Ei:E/S image inverse var le
g
d

de E (9.1.6 d) et

i3]

.11). Montrer gue pour un objet X de E, X dppartient 3 E' si et seu-
k

&3]

l1ement si pour tout iel, l'image inverse Xl84 de X dans appartient
1
& E! .
b) Supposons gue E soit de la forme C7, ol C est un U-site. Montrer
gue le pré&faisceau sur C

18— = R
S—» ensemble des sous—-topos du topos {CIS)‘_"I£{S)

o

est un faisecau. E Etant de nouveau quelcongue, en conclure gu'il exis-

]

te un élément de gqui représente le fonctesur

Ss ensemble des sous-topos du topos E/q 5
c) Avec les notations de a), montrer que pour gue le sous—-topos E'

de E soit un sous-topos ouvert (resp. un sous-topos fermé&), il faut et

s
et

il suffit gue pour tout ieT, en soit de méme du sous—-teopos induit

1] o
Ei de E; -

Exercice 9.4.8. (Int&rieur, extérieur, adhérerce et frontidre d'un sous-

topos.) Soient E un topos, E' un scus-topos, i: E'— E le morphisme

d'ineclusion.

a) Montrer gue 1,(@5,) est le plus grand ouvert U de E tel que 1l'on
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son adhérence). Pour gue la frontiSre de EY soit wvide, i1 faut et i1
suffit que E' soit un SOus-topos ouvert et fermé de E, ou encore, gu'il
Scit le sous-topos ouvert de E d&fini Par un ouvert V de E qui soit

d) Soient S un objet de B F:Efs le topos induit, FF le sous-

/8

topos de F induit par le sous-topos E' de E. Montrer gue l'extérieur

e

{resp. l'adhérence, resp. l'int&rieur, resp. la frontidre) de F' est

2

induit par 1l'extérieur (resp. ...) de E'.

8]

Xercice 9.4,.90, (Scus-topos loecalement fermés d'un topos.) Un sous-

topos F d'un topos E est dit scus-topos localement fermé& de E s'il est
ure intersection d'un sous-topos ouvert et d'un sous-topos fermé.

a) Prouver que 1'intersection d'une Tamille finie de sous-topos lo-

'
—

[t
M

calement fermé€s de E est localement ferms. S5i g st un morphisme

de topos, prouver gue 1'image inverse (9.1.6 d)) d'un sSous—-topos loca-

ot
m
g
17]
o
a3
y
il
i
=
(G
o
Ly
ks
{13
ta
ot

un sous-topos localement ferm& de E',

b) Soient X un espace topologique, et E=Top(X). Pour toute partie
X" de ¥, considérons 1e Sous—topos T(X') de E image essentielle de
« Meontrer gue si X' est une partie localement fermée,
T(X')est un sous-topos localement fermé& de E, la réciproque &tant vraie
si on suppose de plus X et X! sobres. Prouver gue X' ,T(X') Etablit
un isomorphisme d'ensembles ordonnés entre l'ensemble des parties loca-

lement fermfes X' de X et l'ensemble des scus-topos localement fermés

&3]

de

¢) Soit F un sous-topos de E. Montrer gue tout sous-topos cuvert de
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164 =3

F est induit par un sous-topos ouvert de E. (Utiliser ©.1.8 c)).

o

Montrer que F est un scus-topos localement fermé& deE si et seulement si

]

c'est un sous-topos ocuvert de son adhérence (S.4.8 a2)). En con

-

ure,

en utilisant 9.4.8 d4), gque la propriété& pour F d4d'ét

3

e un sous-topeos loca-
lement fermé de E est une propri&té locale sur E.

d) Soit F un sous-topos localement fermé& de E. Montrer gue parmi toutes
les fagons d'écrire F comme un interseection d'un sous-topos ouvertl et
d'un sous—-topos ferméﬁ?de E, il en est une avecu_le plus grand possible,
etqlf-plus petit possible. (?rendreg:zadhérence de F
grand sous-topos ouvert induisant surg le sous-topos F.) Compatibil
de la formation deql,g'aVEC la lecalisation sur E.

Exercice 9.4.10. Développer la notion de sous-topos constructible,

localement constructible, guasi-constructible, loecalement guasi-

constructible, sur le modéle des notions famili&res dans le cas des

espaces topologigues (EGA Or77 91 , EGA IV 10.1). Dans le cas d'un
-

topos de la forme Top(X), on retrouvera une bijection entre 1l'ensemble

=

des parties constructibles (resp. ...) de X, et l'ensemble des sous-—

topos constructibles (resp. ...) de Top(X).
9.5. Le théoréme de recollement
2.5.1. Solt © : A—B un foncteur entre deux catégories. D&signons par
(B,A,f) la cat&gorie suivarte : les objets de {(B,A;f) sont les
triples
(T )

oi X est un objet de B, Y un objet de A , et un morphisme de X dans
f(Y) ; les morphismes entre deux objets (X,¥,u) et (¥X',¥',u') sont les
couples (m,m"'), od m est un morphisme de X dans X' et m' un mor-
phisme de ¥ dans Y s tels gque le diagramme ci-apr&s soit commutatif :

“.__j:____,gty)

™ § i)
a— ()
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la composition des morph est défin
.5l nemarguons guye la B,
st Bre g T f o = S — - 1adSaans 4 i
Al S¥steme des donness iy By I, Il un sSerns gue 10Uus Lalssons au leg-
A Yroon Py {1 TR = B e = o w P ey ' - - T - - o
veur le soln de préciser. En particulier, si i st un deuxiéme fone- r
teur de A dans B , alors tout morphisme de foncteurs

Yy
=4

[

9.5.3. Revenons & la situation de 9.3., et considérons la catégorie
(F,W, o) définie dans 9.5.1. A chague obtjet X de E correspond un

L% SE N . o o s o
objet (1*3 . J*A s DLX) 3 1*X-———5 DJIX} de {3:&,93 od h(X) s'obtient
en transformant par le foncteur i* i1e merphisme d'adjonction
% ——-ajxjx(xj {(on a p = i’ji (8.10)). On a done d&fini ainsi un fone-
Leur
¢ = . A .

(9.5.3.1) ® 2 E = (3,2, p) ¢

Théoréme 9.5.4.

—

a) Soient E un topos,tu.un sous—topos ouvert de E , g le sous-

topos fermé€ complémentaire. Le foneteur

o = 1% s

e

0]

t exact 8 gauche et accessible et le foncteur & (9.5.3.1) est une

gguivalence de catégories.

[

o~
&

o

b} R proguement, soient W et F deux topos et o: L — 5 un

foncteur de recollement (9.3.8) (i.e. accessible (I 9.2) et exact & gau-

che). La ecatégorie E = Cgr,TL, o) &st _un topos. Soient %ﬁ un objet

initial de Ef . qu un objet final de 1L, et soit

u = (%f s Sy e O — oleq ) € Ob E . Le foncteur
X » X 5 @g — (X)) induit une Eguivalence de 7L sur Ejy »
donc avec le sous-topos ouvert W de E d&fini par U . Le foncteur

Y3 (Y,e, ¥ — 3 pn(e)) est un plongement fermé& (9.3.5), i.e. induit une
- - 3 o == '
eguivalence des $ avec un sous—topos fermd &7 de E . Les sous~topos1lg§
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lement.

paéfinition 9.5.5.

F

sont complémentaires.

Soit et a3

W — &

Les foncteurs o]

explicitées ei-dessus.

Soient

teur de recollement (9.3.6). Le topos {@;&,g) est appelé

truit 2

et

u

le fonecteur

v

de precol-=

'

p sont compatibles avec

les éguivalences

t F

deux topos et

or w—§ un fonc-

partir de "™ et ge EF par recollement & l'aide

- . 2 % - —
9.5.6. Démonstration de 9.5.4. a) (7) La premidre assertion n'est gu'un
rappel de 9.4.1 d). Le couple de foncteurs (ii,J’) est conservatif, ou
encore, fidéle (9.4.1 ¢)). A fortiori le foncteur & est fidédle. MNMon-—
trons qu'il est pleinement fidéle. Il résulte de 9.3.3 b) gque, pour
tout objet X de E , le diagramme ci-aprss est cartésien :
. . o
X ¥ Jd X
(%) l l
L AT — 1 5% % B
* 3 * ?
Scient alors X et Y deux objets de E , et (m,m"') :
= %. L%
s
i _—
X 17J,37X
x: t
m 17 m
e o S N
S 3 _—)
17 gd %
un merphisme entre #(X) et $2(¥) . En utilisant Ia fonctorialité du

produit cartésien et les diagrammes (x),

Wi X——s 7 gul

rend cemmutatif les diagrammes

ornn obtient un m

o
m

ci~gpr
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tn appliguant respectivement les foneteurs j© et 1™ on obtient -
'x'.r = m! -T*-.- = M Moantrons maintenant anes 1= fonetewur st Seas
y L W= - IILDONS maintTenant cue e Qrc LT 23T es5ern-—

A
1
e}
s
ct
(2
‘a.(:
[
(o
!
=
3
Lo
o
Lars {
m
ot
m
-~
-
[
wom
—
e

on en un dizagramme :
J X
u £ >
iy % P
1 — ] ]
- EIRS
D'od, en prenant le produit fibr&, un diagramme cartésien :

(%) ! l

i u
i o8 53 1% %

laiss&es au lecteur. Vérifions les propriétss g). b), ), d) de 1.1.2
a) Les limites projectives finies sont représentsbles - Clair car

b) Les sommes directes sont représentables, disjointes et universe

U,
—_ j‘ (X:3) , 1€I, une famille d'obiets de {‘Z,ﬂ,r)

imites inductives, on a un morphisme canonigue
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d'oll, en composant aveec le morphisme 11 u; » un morghisme

\ .'1 1 v 3 1 ]
B S5ET 3 (iéz Xl} .
on vérifie immédiatement gue ce dernier objet est la somme directe de

1a famille considérée, et que cette somme directe est disjointe et

universelle.

L ]

o
118

¢) Les relations guivalence sont effectives et universelles :

Soit R .

J |
£lu)
(

——
£(v)
- . s g W .
une relation d'€guivalence sur l'objet ¥ —— f(i). La relation R,—=Y
L—

est alors une relation d'équivalence sur Y dansg:, et lz relation

Ry :%:g X est un relation d'€quivalence sur X dans U . Les guotients
YiHl, f(X)/r(RED, X/E2 sont représentables dansg:etﬁi car ces catégo-
ries sont des topos. De plus, par définition des limites inductives,

le merphisme canonigue f(x} ~——ir{XJE2} se factorise par r(x}/rta b

On en d&duit, par la fonctorizalité des limites inductives, un morphisme
) o B . ] : ;
canonigue ?fﬁl——+ f{hlﬁp}. 0 veErifie gue ce dernier cbjiet est le

quotient de Y —s f{xj par la relation d'équivalence considérée, gque

te guotient

i1
tn
ot
w
=4
o
[11]
(]
ot
H
4y
P )
H
(=
v
N
17}
ct
]
=
m
ot
O
£
ot
¥
tn
L& ]
11
(17]
oy
'3
O
i
&
I..h
M
ct
i
th
th
O
-
ot
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IV

(cette interprétation (I 8 ) reposant sur (I 9. ), dont la démons=
tration est netitement plus compréhensible). T1 suffit alors de noter
gue si C' (resp. C") est une sous-catégorie zBnératrice de L"est.q ¥,
et si pour tout X"¢Ob C", on représerite —(X') sous forme d'un systidme
projectif (o (")) » o0 I(X") est un petit ensemble ordonnsd

Tl (X))

iltrant, alors la fTamille des objets de E quil sont, soit de la forme

bty

Eﬁg,X', Bg —P(X')) avec X'€0b C', soit de la forme (X",c—(X")i .
oy s X — fﬁ—{x")i) » ou X"€0b C"% ier (X™) » €t uy,correspond par
adjonction au morphisme canoniqueu—{X"}-—+;—(X"}i » —est une famille
génératrice (&videmment petite) si C', C" sont choisis petits., La vé=-
rification de ce fait est effectivement immédiate, et laissés au
lecteur.

9.5.4.8. Utilisons les notaticns de 8.5. 7T b)), et montrons comment
on peut expliciter, i isomorphismes canoniques prés de foneteurs, le
syst@me de foncteurs (9.3.6.2), ol on fait E:f;;ud?). Le détail des
vérifications des assertions ci-dessous (essentiellement mécanigues
4 l'aide de 9.5.4) est laissé au lecteur.

9.5.8.1. Le foncteur

i* 2 (3, p) S

est donné par
i*(x,v,u: X¥—sp(Y)) = X .
§.5.8.2. Le foneteur

ix:g ——9{gﬂidﬂ

est donnépar iI(X}={x,e,X;~>f(e)) (e=objet final deql).

8.5.5.3. Le morphisme d'adjonction
5 .. E
id — i1

est isomorphe au morphisme fonetoriel

X ——2—sp(¥)

ia | 1

X ——————4T(e}
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9.5.8.4. Le foncteur

% ("},‘u,f) s ¢ X

est donné par F¥ (X, Y,u X—af(?))ﬂ.’ .

iU — GUp)
est donné par j!(Y}:(Eﬁs—,‘.’,ﬁg — P(Y))

(@ objet initial de b

(52

¢ Le feoncteur

9.5.8.

est donné par .ji(‘:'".!zif{':},'f,i:‘. .f{?}—.a-f{":"-‘:
9.5.8.7. Le morphisme d'adjonction

4 - X s

‘:!l —= 10

9.5.83.58. Le morphisme d'adjoncticn

f At e f{pPeer s 2= C - P P sk L ]
- - 2l L - =i N e 1 (=R R84 ' s1 =L seulement si Ll
est o a8
oL = v BT 2 = - T e - - i o H *
18 a8 gc. cit.) =i et seulement s1 padamet w cink
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v
resgtreint igfﬁhﬁ.?} se factorise 3 isomorphisme pr3s parU) : on a
L E, " . ) -
alovse=j"1, . ies foncteurs d

€ recollement Payant cette proprists

B,

ent & iscmorphisme praés aux foncteursw-:il—+ﬁlqui ont un

w
(o
o
ped
3
ot
i)
o
]
(]

ok
¢t
i
-

i.e. (1.6) qui commutent aux U-limites inductives,

i % = % = ~ <
ou encore gui sont continus. Lorsquef?est eguivalent & un topos C", ol

C est un U-site, ces foncteurs correspondent done & isomerphisme pras

aux foncteurs continus C ——9QJ_(ZIE 1.2 et 1.7 Yia

b) Supposons due le foncteur i, soit défini. Montrer gue pour que i,

commute 3 un type déterminé de petites

=

imites projectives, il rfaut

; sy 2 S
2t 1l suffit queu—:uf—ﬂ&ly commute. (Pour la nécessité, utiliser que

.x . — ; A R g
J  commute aux petites limites projectives ; pour la suffisance, utili-

ser la description Bguivalente de E en termes deg— comme formé& des
triples (Y,X,u) avec YEObg:, XEObU, uie (YY) — X . )

¢) D8duire de a) et b) un exemple de plongement fermé de topos
119 — E te1 que 1, existe, mais ne commute ni aux produits fibrés, ni
aux limites projectives filtrantes.(Il suffit de trouver un foncteur
continu entre deux topos qui ne poss2de aucune de ces deux propriétés
d'exactitude.)

ce .10. (Recollement de topos de la forme C.) Seisnt C une

o
un

18]
b
m
)
[ 3]
e

e

caté

g
o
ot
Jeds
ot
i

ar

L]

e, et E = C, gqul est un U-tepos.

a) Se rappeler gue les ouverts U de E correspondent aux cribles

_——
C™ de & (LadaY 5 d4:2), EfU Etant alors &guivalent 3 C! s le foneteur
i*: B — E,y s'identifiant au fonecteur restriction (L.5.11), i.e. le

— g

merphisme d'inclusion j:E/U —5 B &tant £ : C'—> C (4.6.1), ol £ = C'—> G

&

m

t l'inelusion,geit C" la sous-catfgorie pleine de C complémentaire

de C' (i.e. Ob C" est le complémentaire de Ob €' dans Ob C), g: C"—>C
. . = € . - .

I'ineclusion. Alors le sous-topos fermé 4 de E=C, complémentaire du

o~
scus-topos ouvert d&fini par C', est canoniguement Equivalent 3 C" . 5
- s

le morphisme d'inclusion i:gt—+ E s'identifiant 3 g: C" —C
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v

p) Considér sr le foncteur
{9.5-10.1) hiy C19 3 OV —= (Enus) , KX XT) = Eomc(x‘,x"} :
et noter que C se reconstitue 3 isomorphisme pré&s, avec sa sous-—-catsd-
gorie pleine Cﬂ par la connaissance des caté&gories C',C" et du vifoncteur
h (ce dernier pouvant 8tre choisi arbitrairement). (Comparer 9.7.1 plus
pas) La donnée de h €guivaut % celle 4'un foncteur
Cn..,EF = Hom(C'?,(Ens)), ou encore (III 1.2 et 1.7) & celle d'un
foncteur
(9,5.10.2} T 2 E" —_—— E'
continu, i.e. (1.0) commutant aux petites limites inductives, ou encore,
admettant un adjoint & droite.

-

{9.5.10.3) P 6' =t 7"

Montrer gue fn'est autre que le foncteur de recollement associé au

[
o]

sous=topos ouvert ' de

1

c) DEdulre de 2) et b) gque si on se donne un foncteur de recollement

T

i

(9.5.10.3%) entre deux cat

4
o H

gories de préfai

t
]
13

auxX,

ol un topos recollé

E, les conditions suivantes sont Equivalent

i)
7]

—
Juis
s
(&3]

ot

est Eguivalent & un to

"

os de laforme C .
(ii) Le foneteur P commute aux petits produits (ou encore

i1 admet un adjoint & gauche (9.5.10.2).

{(iii) Le merphisme d'inclusion 1 : 5?-—% E est "essen-
tiel” i.e. i* commute aux produits , OU encors i* aamet un adjoint A
I J
Bauche 4, .

Lorsgu'il en est ainsi, e C telle que E z; =S
l'aide du bifonéteur (9.5.10.1) par la restrietion d2 (9.5.10.2)
aign

d) Montrer gu'un topos obtenu en recollant deux topos ponctiuels n'lest
bas nécessailirement fguivalent & un topos de la forme - %

Exercice D5 et Morphisme d'un topos recollfé dans un Ltopos

a) 3oi £ :f-—+'§ in fonecteur entr Uy aatésoriss,
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une &guivalence de

- = -
catégorie

Hom(F,E) &> #19,§) .

Seit T

&
o]

foncteurs canonigues j*:

2 un type d8terming de limites
q.l.etc.:;, done dans E) sl et seuy
que si‘fcommute 3

donc repré&sentable dans

E}

"o

& = X -
en est de méme de j°f et iTF .

F—s» E un foncteur,

— U =t

con

X
inductiv

lement si

un type déterminé de limites projectives

Iv
e 9.5.1, et T une catégorie
g o £ 3
Hom :-,g','. 5
s
sid&rons ses composés avee les

Eﬁ—rg . Montrer ague f commute

es (supposé représentable dans

I e -
70 et i7f y commutent. Montrer

{gqui est

alors f y commute si et seulement si il

¢) Supposons maintenant gque®U et g'soient des topos, et e un foncteur

i

de recollement. Soit F un topo

o

o) gque

51 et seulement si il

entre la catégorie

o f' {(resp.
x

ol a: £ ——ﬂrofﬁ st un homomo

ast Homtop{E Py

o~
&

e

(=]

en guel sens on

gquivalence pris

F
i

en termes du triple {"Ll,g,fj.

(dans

S,

en est de

Homtop(E,F), et 12 cats

f") est un objet de Homtop{F) (resp.

rphisme d

peut dire

une 2

:F—=Z2

-catégorie de topes)

un fencteur. Conclure de

=

I est un foncteur image inverse associf 3 un morphisme de topos

x

méme des foneteurs j f 3

7 —

) r——+§ - Conclure de ceci et de a) gue l'on a une Bguivalence

oris des PR, LT ) -

{g):'?)], Et

triples (f

9

e foncteurs F

aue ¢) fournit une caracté-

Gu topos

Exercice 9.5.12. (Recollément de deux espaces topologigues.)

@ Solent X un espace topologique, f: Top(X) — (Ens)=Top(pt) un fonecteur

de recollement, i.e. (I B. )

un foncteur proreprésentable,

AXOb Pro(Top(X)) l'objet qui 1le proreprésente, E le topos diduit de

$ par recollement.

Montrer gue E est €quiwvalent & un topos de la

forme

Top(¥) si et seulement si A est isomorphe % un objet de Pro(Ouv(X)).
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% Iv

En eonclure gque si1 X n'est pas vide, on peut trouverlr tel que E ne
soit pas éguivalent 3 un topos de la forme Top(¥).
t) Plus gé&néralement, considérons un foncteur recollement
p: Top(X) — Top(Y), avec X,Y deux espaces topolocigues. En déduire
une appl ication
g : ¥ — ObPro(Top(¥))
(composée de X —> ObPoint(Top(X)) —= ObPro(Top(X)) (6.8.5) et du pro-

adjointe de P . (N. B. pour x €X, P(x) s'identifie & la fibre en x du

faisceau de recollement (9.6.4) d&fini par ?.} Montrer que si E est
équivalent & un topos de la forme Top(Z), alors @ prend ses valeurs

dans l'image essentielle de Pro(Duv(¥)).
Problé&me : A-t-on une réciprogue °?

g.6. FPaisceau de recollement

Nous avons vu dans 9.5.4 gue la donnée d'un topos E muni d'un
ouvert U revient essentiellement & celle de deux topos‘tL et g:et d'un
foncteur de recollement
(9.6.1) F:CLL — g;

i.e. d'un foncteur admettant un bpro-adjoint
(8.6.2) —: Pro(gr]-—a Ero(W) .

D'aprZs le sorite sur les foncteurs proadjoints (I 8 ), le foncteur

-

f est connu & iscomorphisme unique pré&s (et par suite le topos recollé
E = ﬂgﬂi,f] est ecnnu 3 guivalence de topos pré&s) auand on connait
le foneteur o-, ou encore, le foncteur induit par o

(9.6.3) —:F — Pro(A) .
o

aar
e

Le foncteur e est d&terminé, somorphisme unigue pr&s, par

Prigété de commuter aux petites limites projectives filtrantes et de

bProlonger le foncteur o3 + D'autre part; pour gu'un fonecteur donné
(9.6.3) soit isemorphe & un pro-zdjoint, il faut et il suffit &videm-
Ment gue pour tout objet X de9l, le foncteur contravariant
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< Iy

w L'Ei-
bt
“

Q
jde

e
ot
of

w
AL = Hom (AU, (Ens))
(U

est un fzisceau sur

a

)¢ (II 6.1). Ainsi, 1

onnée d'un foncteur de recollement (9.6.1) Zguivaut aussi (2 isomorphi

|
i)

s

. s e , » -
celle d'un faisceau sur? 3 valeurs dans Pr&{QLJ°. Le fais=-

—r

e res

ke,

ceau ainsi associf€ 3 un foncteur de recollement (ou 3 une situation

{E,U,ﬁd comme dans (9.3) s'appelle le faisceau de recollement asscciés

au foncteur de recollement envisagé f(reap. 2 l'ouvert U du topos E).
Exercice 8.6.5. Préciser 9.5.4 en un &noncé de 2-Z2quivalence de
2-catégories, entre la 2-catdgorie formées des couples (E,U) d'un topos
E et d'un ouvert U dudit, et la 2-catégorie formée des triples ﬂl;ga?}
de tOpOSqL,g:Et d'un foncteur de recollement f:QL->§ (lz description
explieite des 2-catfgories en gquestion Btant & 1a charge du lecteur).
Donner une wvariante de cet &noncé faisant intervenir 1a 2-catégorie
des triples ﬁ;;ﬁ:ﬁ], ol # est maintenant un faisceau sur ¥ 3 valeurs
dans Pro(9U)o .

9.7. Points d'un topes recolld

9.7.1. Secient C une catégorie

deux foncteurs pleinement fid&les, tels que les images essentielles
€', C" de u et de v soient telles gque

Ob C'OVOb C" = @ , Ob C'WwOb C" =

]
o
(9}

Supposons de plus gue

X'€0b C' , X"€O0b C" = Hom(X",X') = g,
ou ce gui revient au m8me, gu'on ait

Hom(v{A™),u(A')) = @ pour A'€0b D', A"€OL D" .

Il est alors immé&diat que 1la catégorie C se reconstitue, 3 isomorphisme
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canonigue prés, par la connaissance des catégories C' et C" et du
foncteur

(X' 3X™) Y= Hom{X"';X"} & €'°x €" — (Ensj 3

de méme, C se reconstitue 3 #quivalence pr&s (celie-ci d&rf

)

= iso-

[
N

n
morphisme unigue prés) par la connaissance de D',D" et du foncteur

(A',A") > Hom(u(A'),v(A")): D'"°xD"™ —> (Ens)

Qette remarque s'appligue en varticulier I la situation déc

o]
[ut
ot
M
o
w
=
0

1z proposition suivante, et nous montre qgue la catégorie Point(E) est
déterminée, & é&guivalsnce prés, par la cohnaissance des catégories

roint (L) =t Point (% ) et d'un certain foncteur
Point (AL )° x Point(% ) — (Ens)
déduit du foncteur de recollement f:ql'—a-ﬁ;.

e &

/U =

ermé de E complémentaire de U. Considérons les foncteurs

Proposition 9.7.2. Spient E un topes, U un cuvert de E,Q}.=E

le sous—-topos

prepej et gr—= asi induits par les morphismes d'inclusion
jiU— E et 1:F—g °

{9.7.2.1) u:Point (L) — Point(E), V:Point{g'\——#?ointﬁi}

a) Les foncteurs précé&dents u et v sont pleinement fidsles, et
Iout point de E appartient 5 1'image essentielle de 1l'un ou l'autre
des foncteurs u et v exclusivement.

b) Soient p et g deux points de E, tels gue p (resp. q) appartien-
ne & 1'image essentielle de u (resp. de v). Alors on a
(97 .2.2) Hom(a,p) = £ .

c¢) Soient » (resp. g) un point ;e‘iL(res*.f;-. ) & z] Ors un
isomorphisme, fonctoriel en (a,p)
(9.7.2.3) hﬁﬁ{d[fn,frqj):’HDm(?TG{f'(k},qiﬁf“Cm'x,(—kﬂj' i
ol
g—‘-‘g’-_;_____;_‘;‘_: LT VB e de e ;_:'_-— nt P:_.j.r——*i?',
et o
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Démonstration. =2) La pleine fidélits de u et v est connue (9.1.4).
L'assertion sur les Iimages essentielles de u,v résulte des critéres
9.2.5 et 9.2.4 pour gqu'un point P — E se factorise 3 isomorphisme prag
parch-resp.E;, compte tenu du fait gue le topos ponctuel P n'a que
deux ocuverts, savoir 1'objet initial et 1'objet final de P.

b) Compte tenu de a), l'assertion signifie que si le point

p: P — E se factorise parﬂi,, il en est de mEme de tout point

U-
*d
[

e E tel que Hom(p',p)#g. Or Si.&ﬂp*—é g il induit

px{ﬂl) — o' XU , et alors pztil) =8y implique p'* () = e » ¢.q.f.d.
c) Gridce au lemme 9.7.2.4 cl-dessous, appligué aux inclusions

j:qi——'E.et i:ﬁ:—ﬁ-E, on a un diagramme de foncteurs commutatif & des

isomorphismes canonigues prés

Point (W) ——» Point(E) «—— Point(F )
PPO{&l) EEElLLrL Pro(E}éBszi!l Pﬁo{gi} .

oll les fléches verticales d8signent les foneteurs pleinement fid&les
canoniques (6.8.5). D'autre part, comme %Eadmet un adjoint & gauche.f
?ro{it} admet un adjoint 34 gauche Pro(i*) (T B ), ;t on cbtient fina-
lement des iscmorphismes fonctoriels
Hom(u(p),v(g))~ HomP?ocE)(Pro(jijtp),Pro(ix){qj}
HomPPOCQ)(Pro{i’)(Pro{j!}(p}).q}

Homy .o (@) (Pro(i¥j,) (p),q),

éx
ce gui n'est autre gue la premidre formule (9.7.2.3), la deuxiZme &tant
aleors triviale par définition deg— comme pro-adjoint def . Cela prouve

done 9.7.2 , module le

Lemme 9.7.2.4. Spit f: P — E un morphisme de topos. Alors le diagram-

me de foncteurs

P> isp
(9.7 2l 30) Point (F) —————= Point(E)
Pro{fi}

Pro(F) ————= Pro(E)
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178 IV

est commutatif 3 isomorphisme canonigue pr&s (les fl3ches verticales

désignant les foncteurs pleinement fidsles 6.8.5).

La vérification est immBdiate i partir des définiti ons, et laissée

au lecteur.

Corollaire 9.7.3. Soit E un topos sdmettant assez de points, alors
Corollaire 2010

_ ~ -y =
en est de meme pour tout sous-topos ferme‘fgg_E. Plus précisémement,

".1‘

si {pi)iEI est une famille conservative de pointsde E, alors la

famille des peoints deg;, définie par la sous-famille (D Y ie T formée
des P; -9 gui proviennent de points de @: est eonservative. (Comparer

6.Te3 » B0oT.4.)

En effet, soit f: ¥ — VY une fla3che acg;tranSIOﬁﬂee en isomor-
phisme par les foncteurs fibre associés aux points envisagés e F .
Comme i 1'” idg , on voit que 1 C8)x 20Xy —> i,(¥) est transformé en

isomorphisme par les foncteurs fibre associ®s aux pP; avec ied ; il en

est de méme pour les p

o

vee i€I-J, i.e, provenant de points de U,

i
[N

. P
pulsgue J 1 est le fo

=]

c

ot

eur constant de waleur l'objet final. Done

1 (f) est un isomorph 1isme, donc aussi f=i¥i ( ), e.g.f.d.

Remargue 9.7.4, Si E est un topos ayant assez de points, il est clair
qu'un ouvert U de E est dEterminsg gquand on connait la sous-catégor
Pieine de Point(E) image essentielle de POlﬁt(E}U} ;3 en fait, si C est
une sous-catégorie pleine de Point(E) d&finissant une famille conserpr-
vative de points de E, il suffit méme de connaltre la sous-catégorie
CKU des &l€ments de © appartenant 2 l'image essentielle de Point (!

De ceci et de 9.7.2 a)
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terming quand on connast 1'imag

OUu mEme seyulement l'insersection de celle<ci avee C

Exerns: - - S, o N .
=Xercice 9.7.5. 8Soit E un topos. Pour tout sous-topos F de E | goit
—ensemble de Point(E) formé des classes &'
qul se factorisent par E. Binsi, P(F) est
= oy s e 3
1.8 e tentrer gue =1 F est un sous-tobos ouvert (vesp.
iocalement fermé@ (9.4.,9)) de E, alors D{P est une partie
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suverte (resp. fermés, resp ocalement Termée) de E. Montrer qu

ue lors-

t de peints, il e&n est de m8me de tous sous—-topos

F
Q
0
o
.
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3
ot
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]
=
(I
o
i
e
th
ot
i
o)
‘g
i
[
2
m
ot
e
O
o}
(5}
o
"
1y
e

nduit une bijection

4119

entre l'ensemble des sous—-topes ocuverts (resp.farmés, resp. localement
fermés)de E, et l'ensemble des parties ocuvertes (resp. fermfes, resp.
localement fermé€es) de Point(E). G8néraliser les considérations oré-
cédentes au cas oll on remplace Point(E) par n'importe guel sScus-espace

X de Point(E) correspodant % une famille conservative de peints de E.

9.8. Compléments sur certains topos 1ifs aux espaces topologigues.

Nous indigquons dans ce numéro quelques complé&ments, qui seront
donnés sous forme d'exercices. Il est conseilléd au lecteur de les par-
courlir, pour s'habituer au point de vue des topos dans diverses situa-
tions de type classigue.

Exercice 9.8.1. (Descente de faiscezaux sur un espace topologique. )

Spit f: X — Y une application continue d'espaces teopologigues€ U,
d'oldl un foncteur
£*: Top(Y) — Top(X).
a) Les conditions suivantes sont &quivalentes :

(1) t* est ridaile.

* €st conservatif.

(iii)f(X)est une partie trdés dense (EGA IV 10.1.3) de Y.

I1 suffit pour ceei que £ ou soit surjectif. Donner un exemple ol

sob
% est fidéle et ol £ = rsob n'est pas surjectif (prendre X discret,

T injectif, f(X)=ensemble des points fermés de ¥, ¥ un espace topolo-

gigue noethérien non discret). Donner un exemple ou fs est surjectif

ob
mais non I , un autre ol £ est surjectif mais non fsob a

b) Supposons f(X) trds dense dans Y, et sa topologlie quotient de
celle de X. Prouver que la fl3che f* de (Esp) est un morphisme de
descente pour la catégorie fibrée des faisceaux d'ensembles sur des

espaces variables, i.e. gue le foncteur > induit un foncteur pleine-
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180 Iv

ment fid&le de la catégorie Top(Y) dans la cat&zorie des objets de
ment fidele

Top(X) munis d'une donnfe de descente relativement 3 £: X —» ¥ . Se

pamener un cas fsurjectif, et calquer le raisonnement de VIII 8.1
donng& dans le contexte des topologies Etales de schémas . )Donner une
réciproque.

¢) Supposons gue f£(¥) soit tr®s dense dans Y, que Sa topologie
soit gquotient de celle de X, et gue les fibres de £ soient connexes.
Prouver gue le fonecteur £ est pleinement fid3le. (Cazlguer le raison-
nement de SGA 1 IX 3..4.) Donner une réciproque, tout au moins si les
points de Y sont fermés.

d) Supposcons que Y soit rdunion d'ouverts Yi au-dessus desguels X

admette des sections. Prouver qu'alors f est un morphisme de descente

effective pour la catégorie fibrée des faisceaux d'ensembles sur des
espaces topologiques variables, i.e. que le foncteur envisagé dans e)
est mé&me une é&quivalence de catégories.

Exercice 9.8.2. (Topos gquotients d'espaces topeologigues. Etendues

topolozigues. )

a) Soit
D
—_— 1
(5.8.5.1 ) x2 X, — :{D
’ Py

un objet semi~simplicial tronqué 3 l'ordre 2 de la catégorie (Esp) des
eéspaces topologigues EQ » d'oll par les foncteurs images inverses un

diagramme de catézgories de faisceaux

—_— =
Top(X ) = Top(X,)=x Top(X.,) ,
o L] - =
fa
(de fagon plus précise, on a une catégorie cofibrie sur la catfgorie
des simplexes-types A at 9%$n & 2). Montrer gue la catégoris Lim de
e diagramme (i.e. 1a catégorie des faisceaux d'ensembles sur ¥ » munis
o
1 - m, . - ” ~ - -
d'une donnée de descente relativement au diagramme (9.8.6.1), i.e.
d”33i53m:?phismi pf(F} = nf{?) tel que ...}, est un U-teros T. (Pour
Un gnonesa ies topos par opératiors ;im 5 ef VI
DEfiniy ur

493




Iv

-

)L,E) Homtop (Top(X,),E) .

W

1
B) En particulier, soit R une relation d'éguivalence dans un objet
t

X de (Esp), i.e. (I 10 ) urn sous-objet R de Xx¥X (N. B. l'inclusion }

REoXxX est continue, mais la topologlie de R n'est pas nécessairement

e

ndulte par celle de XxX), tel gue pour tout objet Y de (Esp), Hom(Y,R)
soit le graphe d'une relation d'é&quivalence dans Hom(Y,X). On en déduit
un diagramme de la forme (9.8.2.1), avec

X

oz“,xl=ﬁ,X2=(R,pajxxiﬁ,pl}, ol Py» P, sont les deux projections de R
dans X, d'ol un topos, gu'on notera Top(X)/R, ou méme Top(X/R), voire

X/R, par abus de notations, et gui joue le rdle d'un gquotient de X par

[

R, en un sens pré&cisé par a). Supposons gue la topoleogie de R soit
induite par celle de XxX, et que, désignant par X/R l'espace topolo-
gique guotient ordinaire, ¥ admette localement des sections sur X/R ,
prouver gu'alors T est guivalent i Top(X/R). (Utiliser 9.5.1 4)).

e) Soit H — X un morphisme injectif de groupes topologigques, i.e.
un monomorphisme d'objets groupes dans (Esp), et soit R la relaticen
dt8gquivalence qu'il dé&finit dans X, i.e. R=HxH, avec p,=pr, et p =
d&fini par l'action de H sur X via translations 3 gauche. Montrer gue
pour gue la topologie de R soit induite par celle de XxJ il faut et
il suffit gque la topologie de H solit induite par celle de X. Donner

des exemples ol cette condition n'est pas remplie, =t ol la topolo-

zie quotient ordinaire de X/H est la topclogie grossiére avec
a) H=ZxZ, X = R, et b) H =R , X = I'xT, avec T = R/&, ("géodésiques
du tore"). Prouver gue les deux topos obtenus sont &gulvalents et ne

sont pas 8guivalents & Top(X/H) (gui est un teopos final (2.2}, ni &

B 5 SN T

aucun topcocs de la forme Top(Y) .

d) Soit @ un groupe topologigue ppérant sur un espace topologiquée

X , d'oll de fagon bien connue un objet semi-simplicial
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ce. GXGXX =2 GxX = X .

Montrer que le topos T gui s'en déduit en vertu de a) s'identifie 3 1la
catégorie des espaces X' & groupe d'opérateurs G au-dessus de X, tels
gque X' — X soit un éEtalement (compatible & l'action de G). En
particulier, lorsque G est discret, on retrouve le topos Top(X,3) de
2.5

Les considérations gul pré&cddent justifient la notation
Top(X)/ G voire Top(X/G) ou méme simplement X/G, pour le tcpos précgé-
dent T. On fera attention cependant que lorsgue G est un groupe discret

(pour fixer les i

my

es) op&rant proprement sur X, de sorte gue l'espace
guotient ordinaire X/G poss&de des propriété&s assez raisonnables
morphisme de topos naturel T —> Top(X/G) déduit de 1z caractsrisation
universelle a) de T n'est une équivalence de. topos que si G opare
librement i.e. sans points fixes, i.e. lorsgue Gx¥ — ¥XxX est un mo-
nomorphisme j; denc dans le cas d 'une "pré-relation d'&guivalence (ou
"groupolide” au sens de (SGA 3 V 1) qui n'est pas une relation d'équi-
valence, la notion de passage au guotient au sens des topos (ou
"passage au quetient f£in") ne correspond pas en g&néral (via la corres-
pondance X — Tep(Y)) au passage au quotient topologique habituel.
e) Soit T un U-topos. Montrer gue les conditions suivantes sont

&quivalentes :

i) I1 existe une famille (3.)

e
._J
Q
o}

Il

'

J

"

)

v

t

1

']
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v §
Cn dira alors que le topos T est localement un esnace t:nclagioue’
ou encore gque T est une &tendue topologigue (ou simplement une étendue’
—_—
si aucune confusion n'est & craindre).
£) Montrer gque le topos T construit dans az) a suffisamment de point%

et plus précisément, gqu'il admet une famille conservative de points
paramétrése par le (petit) ensemble Ku . En particulier, toute &tendue
i une petite famille conservative de points, donc a suffisamment de
points. Lorsgu'une &tendue T est rfalisée sous la forne Top(X/8) comme
dans e) ii), prouver gue tout pocint de T est isomorphe 3 1'image
d'un point de Top(X), donc est d&fini par un point ordinaire de Lots
{ou encore de X, lorsque X est sobre).

g) Montrer gue le topos Top(X/G) de 2.3 est une &tendus . (Utili-
ser sa desecription d) ou ?.1;10 e)) Montrer que pour tout xeéX, le
monolde des endomorphismes du point de Top(X,G)=Top(X)/G d&fini par x

est canoniquement isomorphe au groupe de stabilité G! de x. En parti-

o

culier, les points d'une &tendue peuvent avoir des groupes d'automor-

SR Al sl oo LA

phismes non triviaux. Déterminer Point(J) pour l'&tendue T d&finie par

une prérelaticn d'&quivalence &tale dans uyn espace X, et montrer
que tout endomorphisme d'un point de T estun automorphisme. -
h} Seoit T un topos. Montrer que les conditions suivantes sont
Egquivalentes :
i) Pour tout point p de T, tout end omorphisme de p (resp. tout

automerphisme de p) est 1'identité. z

ii) Pour tout topos S ayant suffisamment de point, et tout mor-
phisme de topos f:8 — T, tout endomorphisme de I (resp. tout auto-

morphisme de ) est 1l'identité.

Lo TR

Vontrer de mé&me que les conditions suivantes sont Eguivaleéentes :

e

i') Pour deux points p,g de T, il existe au plus un morphisme de D

dans qg.

ii) Pour deux morphismes f,g:5 — T d'un topos S ayant suffisamment

482

496



184 IV

de points dans T, il existe au plus un morphisme de f dans g

Lorsque ces derniéres conditions sont vérififes, on dit gue le

¢opos T est ponctuellement rigide, ou simplement rigide. Montrer gue si

¥ est un espace topeclogique muni d'une pré-relation d'2quivalence &tale
R, l'&tendue guotient T = Top(X)/R est rigide si et seulement si R est
une relation d'équivalence.

i) Soient (X,G) un espace topolégique 3 groupe discret d'opérateurs,
E un sous-groupe distingué de G tel gue 1"opération induite de H sur
X soit propre et libre, et soient X'=X/H, G'=G/H, de sorte gue G'
opére sur X' de fagon é&vidente. Prouver gue le morphisme de topos

Top(X,G) —» Top(X',G')
induit par le morphisme canonique (X,83) — (X',6') d'espaces 3 opéra-
teurs (4.12) est une &guivalence de topos.
Montrer que 1l'ensemble des ocuverts du topos Top(X/G) s'identifie

& l'ensemble des ouverts de X stables par l'action de G, ou encore
l'ensemble des ouverts de l'espace topologique guetient X/G. En conelu-
re gque Top(X/G) est connexe si et seulement si toute partie de ¥ 5 1a
fois ouverte et fermfe et stable sous l'acticon de G est vide ou Egale
4 X. Lorsgue les composantes connexes de X sont cuvertes, Top(X,3)
est connexe siet seulement si G cpire transitivement sur l'ensemble
M _(X) des composantes connexes de X ; plus g&néralement T, (Top(X))
(8.7 g) est un pro-ensemble essentiellement constant isomorphe 3 1'en-
semble quotient'ﬁcix)fG.

Montrer gue lorsgue X est localement connexe et loc

ment connexe, et T=Top(X,G) connexe i.e. & trans

{5

e

ot
e

f sur - (X), alors

Parmi toutes les fagons de rdaliser

—
o

1t

Jre
b

& =n

e d'un espace
(X',8') (ef. ci-dessus pour certaines telles facons), il y en 2 une,

unigue 3 isomorphisme non unique pr3s, pour

*ment connexe. Montrer gue le choix d'un tel (X',3') revient au
Choix d'un "revBtement universel! de 1'objet Pinal de T, et que 58' est
1somorphe au zroupe . (T) relatif 3 ce revBtement universel (ef. 2.7.5).
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tion de c¢). Caractériser les topos T Zaguivalents 3 des Top(X,G), ofl
G est un groupe discret opfrant sur un espace topclogigque loealement
connexe &t localement simplement connexe en permutant transitivement
les composantes connexes, comme &tant les &tendues connexes, locale-
ment connexes et localement simplement connexes dont le rev8tement

universel P de 1l'objet final = de T soit tel que le topos induit

T,p soit éqguivalent 3 un topos de la forme Top(X) (ou, comme on dira

simplement par abus de langage ’I"',~p "est" un espace topologique).
Donner un exemple d'une &tendue, localement isomorphe 3 R, qui est

connexe et simplement connexe mais gqui n'est pas un espace topologigue.

(Prendre le revBtement universel de la droite 2 avec crigine dé&doublée.)

J) Un topos annel& (T,0.) (ef. %11) est appeld une Etendue dif-

férentiable (resp. une Btendue analytique réelle. resp. une Ztendue

analytigue complexe) s'il existe des objets S; de T couvrant 1l'objet

A

final, tels Que le topos anneld induit (T/E 5 QT!E) soit Zquivalent

au topos anneld dEfini par une varistéd différentiable aveec son fais-

o aalile

ceau de fonctions réelles c°° (resp. au topos anneléd d8fini par un

espace analytigue réel, resp. au topos anneld& défini espace -

o)

ar u

o

analytique complexe). Donner une description constructive de ces topos
annelé&s, du type de e) ii) (oll on prendra pour X respectivement une

variété différentiable, un espace analytigue complexe ou un espace ana-
lytique réel). Donner des exemples de tels topos annelés qui ne soient

pas &guivalents 3 des topos annelés associds 3 des espaces topologigues,

en reprenant les exemples envisagés dans c).
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gxercice 9.8.3 (Topos associés aux relations d'équivalence locales et
—_—

Egi_feuilletagesj (%)
Soit X un espace topologique.
a) Pour tout ouvert U de X , secit Quot(U) 1l'ensemble des rela-
tions d'égquivalence dans U , et pour un ocuvert V C U , considérons
1tapplication naturelle Quot(U) — Quot(V) , d'oll un préfaisceau
Quoty sur X . Soit Qy ou simplement Q le faisceazu associ&, et soit

r une section de Q ("pelation d'équivalence locale sur X "). De la

relation d'ordre sur l'ensemble Quot(U) des relations d'équivalence
sur un ouvert U de X , dé&duire sur le préfaisceau Quot , et sur le
faisceau associé Q , une structure dl'ordre i.e. une structure de pré-
faisceau resp. de Taisceau & valeurs dans la caté@gorie des ensembles
ordonnés.

b) Considérer, pour toute relation d'@quivalence R sur X s la
section loe(R) de Q@ qu'elle définit. Scit E(r) 1'ensemble des
relations d'éguivalence sur X telles que loc(R) scit moins fine gue
r , et seit glob(r) 1la relation d'éguivalence borne supérieure de
E(r) ; (dont le graphe est l'intersection des graphes des R € E(r)).
Soit EUX) x€x une famille de veisinage ouverts des x€X%X , et pour
tout x€ X socit Ex une relation d'équivalence dans Ux dont le germe
en x soit r. o Pour toute famille V¥V d'ouverts Vx (x€X, xEVxCUx} R

soit Rv la relation d'équivalence dans X engendrée par la famille

des relations R .|V, - Montrer que si ¥' € ¥V (dans un sens &vident) on

i
(e

4 Ry, 2R, , et gque glob(r) est la borne supSrieure de la famille

filtrante croissante de relations d'éguivalence EV . Donner un sxemple

Ou  glob(r) n'est pas dans E(r) , i.e. oll il existe un =z € X tel que,
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pour tout voisinage cuvert W'C.Ua de a , 1l existe un ¥V = {ij et

deux points y,z de W qui sont &guivalents pour R_ , mais qui ne sop-
a

pas éguivalents pour R, . Montrer gue pour toute =& € Quot(X) on a

glob loc(R) =2 R

c) On dit gue r est une relation d'éguivalence locale pré&cochéren

(resp. cohérente) si gleb(r)€ E(r) i.e. 1loe(glob(r)) € r (resp. si

pour tout ouvert U de X , la restriction de r & U est précché-

rente). On dit que r est globalement coh&rente si elle est cchérente,

et si, de plus, = = loc glob(r). On dit gu'une relation d'é&quivalence
R sur X est localement cohérente si r = loec(R) est cohérente,
cohérente si de plus R = glob(r) i.e. R = glob(loc{(R)). Montrer que

les relations d'@gquivalence globalement cohérentes R sur X corres-

pondent biunivoquement aux relations d'éguivalence cohérentes sur X ,

par r¥—— glob(r) et R+——> loec(R) ;
d) Montrer gue pour gue r soit coh&rente il suffit que pour tout
a € X et tout voisinage ouvert W'C U, de a , il existe un voisinage
cuvert WCW' de a , tel gque toute classe d'éguivalence de Ra‘w soit
contenue dans une composante connexe d'une classe d'éguivalence de Ra‘k
(& fortiori, il suffit qu'il existe une famille fondamentale de voisina
ges ouverts waC:Ua de a +tels que les fibres de la relations d'équi-
valence induite Ra!wa spient connexes). (Hint: se ramener 3 &tablir 1
pré-cohérence dans le cas oll r est définie par une RE Quot(X) , et
noter dans ce cas gque les fibres des relations d'éguivalence Ry sont
des parties relativement ouvertes -donc aussi relativement ferﬁges— des
fibres de R ). Montrer gue pour gu'une relation d'équivalence globale
R soit cohérente, 1l suffit qu'elle soit localement cohé&rente et que
ses fibres soient connexes ; prouver que cette condition est nécessaire
si les fibres sont fermées. Donner un exemple d'une relation d'&quiva-

lence 3 fibres connexes et localement connexes, et gui n'est pas local€

ment cochérente (92).
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e) Soit f: X' —> X une application continue. Définir un homomor-
phisme de préfaisceaux naturel FelQuoty,) — Quot, , induisant un

" - " x
homomorphisme de faisceaux fI(QX'J —_— QX d'oll f (Qx)-——+ QX' si

y est une relation d'é&qguivalence locale sur X , on dit que f est une

uagplication fibre" pour la relation d'équivalence loeczle r sur X 5

gi 1'image inverse de r est la relation d'équivalence locale grossiére
sur X' . Soit, pour tout espace topoleogique X' , Homfibr(X',X) l'en-
semble des applications continues de X' dans X qui sont des applica-
tions fibres relativement & r . Montrer gue pour X' wvariable, on
obtient un contrafoncteur en X' .

f) Supposons r coh&rente. Montrer que le foncteur précédent est
représentable par un espace topologigue ) au-dessus de X . Montrer
que l'application fibre universelle $: XP———9 X est bijective, et que
tout x€ %%  admet un voisinage ouvert U tel que l'application U —> X
induite par ¢ soit un homéomorphisme de U sur son image. Montrer que
les composantes connexes i sont cuvertes et correspondent par la
bijection & aux fibres de la relation d'équivalence R= globir) .
Donner un exemple ol la restriction de § aux composantes connexes de
g n'induisg pas des hom€omorphismes de ces espaces avec leurs images

dans X .

) La relation d'&guivalence loecale r est dite cuverte si elle

€8t une section du socus-faisceau Qouvx de @ provenant du sous-
Préfaisceay Quotouv? de Quoty dont la valeur en tout ocuvert U de X
est l'ensemble des ralations d'éguivalence cuvertes de U . On diras que

la relation d'€guivalence locale r est strictément ouverte si elle est

et si pour tout ouvert U de X , glob(rlU) est une relation d'é&guiva-

= dans J . On 4dit gue la relation d'équivalence B’ dans X
est Strictement ouverte si elle est cohdrente et si loe(R) est une rela-
tlon drsquivalence locale strictement cuverte. Prouver gue pour gue
SUpposée ouverte soit strictement ouverte, il suffit gu'elle satisfasse
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d'éguivalence EU dans U et d'une relation d'éguivalence wa dans
FlU (F &tant interpret& comme espace &talé sur %) tels gue le mor-
phisme structural p : FlU — U soit compatible avec les relations

d'&quivalence R , RFIU s et gue 1le

dArT
b=

L
I_J.
W

1)
H
]
5
=
m
Ie)
(9]
]
L5
0
o

o
Q
]
(o)
m
3
ot

o7
]
w

'™

m

Q

®

I

topologiques

FlU  c— (FIU}/RFlU
- |

U —_— U/’RU
soit cartésien avee q un &talement (de sorte que FlU s'identifie &
l'image inverse du faisceau (FIU]!RFlU sur U/HU ). Montrer gue les
Quot(U,F) pour U wvariable définissent un préfaisceau sur % , dont
le faisceau associ& sera noté Q(F/X) . Définir un homomorphisme de
faisceaux Q(FiX}———a—Qx . Pour une section donnée r de QX s On

appelle r-structure sur le faisceau F toute section de Q(F/X) au-

dessus de la section donnée r de @y . Définir la catégorie Top(X/r)
des r-faisceaux sur X , et définir un foneteur conservatif et fideéle :
"oubli de la r-structure" Top(X/r) —— Top(X) . Prouver gue dans
Top(X/r) les 1limites projectives finies et les limites inductives fi-
nies sont représentables, et gue le foncteur précédent commute auxdites
limites. En conclure que dans Top(X/r) les sommes finies sont disjoin-
tes et universelles et les relations d'egquivalence sont effectives uni-
verselles. Prouver que Top(X/r) admet une petite famille génératrice.
Donner un exemple avee r cohérente, oll Top(X/r) n'admet pas des
sommes directes infinies (?), donec n'est pas un topes.

i) Seit f : X — 5 ¥ une application continue compatible avee

R = gleb(r). Dé&finir un foncteur
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190 Vv

£2 : Top(¥) — 5 Top(X/r)

dont le composé& avec le fonecteur d'inclusion Top(X/r) — Top(X) soit
f* . Montrer que si 1r est globalement cohérente et strictement ouverte
(i.e. si R est strictement ouverte et r = loc(R) ), et si & est

1tapplication canonique X —» Y = X/R , alors f* est une &quivalence

de catégories, donc Top(X/r) est un U-topos, et Top(X/r) —» Top(X)

est le foncteur image inverse d'un morphisme de topos.

Jj) Conclure de i) que si r est strictement ouverte, alors Top(X/r)
est un topos, et le foncteur d'inclusion Top(X/r) —> Top(X) est le
foncteur image inverse associé 3 un morphisme de topos

P : Top(X) — Top(X/r)

k) Définir une loi fonectorielle du topos Top(X/r) et du morphisme
de topes précédent p , par rapport au couple (¥X,r) d'un espace topolo-
gique X muni d'une relation d'équivalence locale strictement ouverte.
Montrer gue si X'—— X est un &talement et si r' est 1'image inverse
de r dans X' , alors le morphisme induit Top(X'/r') — Top(X/r)
est éguivalent % un morphisme de localisation Top(Kfr)lE-——4 Top(X/r) ,
oi E est un objet de Top(X/r) (déterminé & isomorphisme unigue prés).
Pour que E couvre l'objet final de Top(X/r) , il faut et il suffit que

le saturé scus R = glob(r) de l'image de X' dans X soit &gal & X

=

1) Dé&duire de k) que Top(X/r) est une Btendue rigide (9.8.2 b)).

Montrer que si X est sobre l'ensemble des classes d'isomorphie de
Points de Top(X/r) est noméomorphe, pour sa topologie canonigue ( h)
a l'espace topologique quotient X/gleb(r) , et gue pour deux points de

Top(X/r) s Provenant de points x et x' de X , il existe au plus un

iy

Morphisme de l'un dans l'autre 3 il y en a effectivement un si et seale-

m

Ment si x' et x sont &guivalents mod glob

=

i
i

d des points x! et

-
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notant gue pour tout objet U de To

o

fr)y tel que

"y

U "soit" un espace topologigque ordinaire, le morphisme induit
Top(X}jpx(E)m——+ Top(X/r) "est" une application continue d'espaces tg-
poclogiques ordinaires XU———a U . Montrer gue les fibres de l'applica-
tion Xﬂ-———yU sont homéomorphes 3 dées composantes connexes de 1l'espace

Xl"

de £ .

n) 8oit X une variété différentiasble munie d'un feuilletage, i.e,
d'un scus-faisceau F localement facteur direct du faisceau tangent
de X , stable par crochets. D&finir sur X wune relation d'é&quivalence

locale strictement ouverte associée au feuilletage, et définir sur 1le

topos guotient T= Top(X/r) un Anneau qui en fasse une &tendue diffé-

rentiable (9.8.2. j)). D&finir une &gquivalence de la catégorie des
Modules localement libres sur l'&tendue différentiable T (appelés
aussi fibrés wvectoriels différentiables sur T ), et la catégorie des
Modules localement libres sur X munis d'une connexion relativement
au sous-Tibré F donné du fibré tangent. Donner des variantes dans

12 cas analytigue réel et analytigue complexe.
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IV
10_'Faisceaux de morphismes
EZEEQEEEEEE 10. 1 : Soient E un topos, X et Y deux objets de E ; le

foncteur 7 HomE(Zxx,Y) (oo ﬁomEIZ(XZ,YZ) est représentable.

En effet, les limites inductives sont universelles dans E (II 4.3).
Le foncteur Z»—— ZxX commute donc aux limites inductives. Parpr suite,
le foncteur Z+— Homo(ZxX,Y) transforme les limites inductives de 1'ar-
gument Z en limites projectives. Il est done représentable (IV 1.4 et

1.2)%

[
ot

10.2. L'ob

e
=

représentant le foncteur Zr——Hom (ZxX,Y) est notéd
E 2

‘sz(X,Y) (ou plus simplement EEm(X,Y} } et est appelé le faisceau des

morphismes de X dans Y . C'est un bifoncteur en X et Y . On a donc

un iscomorphisme trifonctoriel.
(10.2.1.) Homg (2 ¥om_.(X,¥) ) cofon_(zxx, v .

Il résulte alors de 1la formule (10.2.1) qde le bifoncteur
(X,Y)r—> ﬂ%m(X,YJ transforme les limites inductives de 1'argument X
(resp. les limites projectives de l'argument ¥ ) en limites projectives
dans E .

Proposition 10.3 : Scit w : E —» E' un morphisme de topos. Pour un

objet variable X de E et un ocbjet wvariable ¥ de E° on a2 un isc-

lerphisme bifonctoriel.

x
(10.3.1) v!%omgfv ¥, %) a?{omg,(‘f,vxx} .
Démonstration. Pour tout objet Z de E' , on a une suite d'isomorphis-
mes, fonctoriels en tous les arguments :
1 TP - Eir o i §
uuwm,g&,vigtgwrfv ¥Y,X)) & Hom (v Z,fom-(v ¥,X)) (adjonetion)
- & ; : 5
Hom. . (vXZ ,¥om (vEv.x)) =~ (10.2.1)
FCﬂr’L*vaxY,x1 = (v* exact & gauche)
T i . =5 .
(v {Zxy),X = —:m:(ZxY,vxs} adjonetion)
Homg, (ZxY¥,v, X ~ :cwz,'z,ﬁor_g, $5% X 15241
28 ‘deux membres de J+341) représentent done des Toncteurs isomorphe
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Corpllaire 10.4 : Scient £ wun Us~site , ¥ un U-préfaisceau sur ¢ ,
¥ un UY-falisceauy sur C , ¥V un univers contenant J tel gue C soit
un A il = 501t
V-petit, C;, le topos des V-pré&falscesux sur C , Cﬁ le topos des
U-faisceaux sur C . Le préfaisceau ma=(¥X,¥) est un U-faisceau. Scit
UYIT —_— e

X —»s aX le morphisme canonigue de ¥ dans son faisceau associ&. Le

morphisme correspondant xijLEQX,Y}—yxomp_EK,Y) est un isomorphisme
v “v

On z un isomcrphisme canonique m%mcﬁigx,Y):!ﬁécmcq(QX,Y) ¢
i

v U
(1O0.4.1) Supposcons d'abord gque € soit un petit site et que ¥V = U .
On a alors un morphisme de topos : Cg — Cﬁ (IV 4.8), d'oll (10.3.

1) les assertions dans ce cas. Pour passer de 13 au cas z8néral, on re-
margue tout d'abord gque le foncteur "faisceau associé" ne dépend pas de
1'univers (II 3.6) 2t que le topos des V-faisceaux sur C est &guiva-

lent au topos des V-faisceaux sur CJ; (IIT 4 et IV 1). Il suffit done

U
de démontrer le lemme suivant :
Lemme 10.4.2 : Sgient E un U-topos , ¥ un univers contenant U , E%
le topos des V-faisceaux sur E , X et Y deux objets de E . Il
existe un isomcrphisme canonigue %mE{X,Y) i EgomE%(X,Y) g
(10.4.3) Le foneteur e : E —E{ est pleinement fid2le et exact &

-

auche, Par suite on a, pour tout objJet Z de E un isomorphisme

05

ﬁomEﬁ{ssz,sEmomE(X,Y}) o %?:omE,.;(EEZXEE}I,aE’f‘I
Mais tout objet de EG est limite inductive d'objets provenant de E
d'otd (10.2.1) l'assertion.
10.5, Soit v : E—E' un morphisme de topos. On se propose de
définir quatre morovhismes bifonctoriels.
§i vHHom(x,v)  — Tom(vTx,Fy) X et ¥ objets de E' ,
Yv z v!%m(X,Y) ———}x:m(v!}:,v!!} 3 X et ¥ objets de E
=S Rom{v!]{,‘f —_ vxxam(}(,v*Y) 3 X €EobE , ¥ E ob E' »
Av o v,(Xxv*Y} —_— vl{X}xY X Ecb E, Y& oh E'" ,
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Iv
: 55 - % x
—C":r\Z,ai”[",. —_ Hrmr,’,,?xigﬂfu Es o 50 T
rn a donec un morphisme bifonetoriel

e o T
?Cc“‘ LX) —s vy m{v K;v Y) : ﬂ
d'ol, par adjonction, un morphisme dont on lalisse au lecteur le soin de
vérifier que c'est bien le morphisme i&r défini ci-dessus.
Proposition 10.6 : Spit v : E — E' un #morphHisme de topos.

1) Le morphisme q&{ (10.5.1) est un isomorphisme pour tout obje

i - - N & = a4 - x
Y € E s5i et seulement si le morphisme d'adjonection v v*x —» X est
un isomorphisme. En particulier, le morphisme T\I est un isomorphisme

pour tout couple d'ocbjets (X,Y) si et seulement si le foncteur

Vv, + E—E' est pleinement fidéle, i.e. si v est un plongement de

2) Les conditions suivantes sont gquivalentes :

(i) Pour tout couple (X,¥) d'ocbjets de E' , le morphisme @v,(lO.S.#}

est un_isomorphisme.

(ii) Le fonecteur v admet un adjoint 3 sauche v, et pour tout objet
X de E et tout objet Y de E' , le morphisme =, (10.5.3) est un

(iii) Le fonecteur v admet un adjoint & gauche v, £t pour tout objet

X de E et pour tout objet Y 4 E' , le morphisme A (10.5.2)

5

== v
est un isomorphisme.
& e N e La premiére assertion résulte immédiatement de (10.5.1). I1
résulte aussi immé&diatement de (10.5.2.), (10.5.3), (10.5.4) que

(iii) & (ii)&=((1i) et 1e foncteur v* admet un adjoint 3 gauche
v, ). Il reste donc 3 montrer que (i) implique que - v* admet un adjoint

a4 gauche, i.e. (IV 1.8) que (i) impligue que v° commute aux petits

produits. Soient e' 1'objet final de E' et T un petit ensemble.
Comme v* est exact 3 gauche, wvi(e') est un objet final de E et

x s . foas i iy m L e o,
comme v commute aux limites inductives v (l& gt)x v>(e') . Pour

tout objet Y de E' , on a xom{,LL et ¥y Trxom{e’,YJﬂi My et
I I £
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196 v

Eﬁom(ﬂ_ vE(e'),viY) & TT mom{v*{e' ), vEy) & Ty . Le morphisme fone-
I B T
toriel @v induit donc un isomorphisme v T v 2 T +*y  dont on vérifie
il 5 &
gue c¢'est 1l'iscmorphisme canonique. c.g.f.d.
gorollaire 10.7 : Soient E un topos, Z un objet de E , jz 2 Ejz-—éE

e morphisme de localisation (IV 5.2), X,¥Y deux objetsde E .

1) Il existe un isomeorphisme bifonctoriel

jg'}ﬁom{x,e o Pom(iy X,3i70) .

2) Sgit X' un objet de E/Z . Il existe un isomorphisme bifoncto-

riel gﬂcmE(jZl}C',‘f} LY jzfﬁ?omE{Z{K',j’Y) .

3) Scit ¥' un objet de E/Z . Lorsque Z est un ouvert de E ,

il existe un isomorphisme bifonctoriel

ijﬁom(X' vy Woms

1 L
ged & digy

Les assertions 1) et 2) se démontrent en remarquant gue le mor-

YI) -

phisme f\j est un isomorphisme. Pour l'assertion 3), il suffit de
Zz

remarquer que

cf

i

e
|

est pleinement fidé&le, car jzr est pleinemen

j
v ix

déle (I 5.7. &)).

Corollaire 10.8.: Soient E un topos, X , ¥ et Z +trois objets de

8]

E , jZ g /7 — E le morphisme de localisation.

1) On a un isomorphisme canonigue

jhj;\f a2 “Womiz, 6 .

2} On a un isomorphisme canonigque

Eom?{z,xﬂﬁ(y,z})ﬁ poms {(J= X,;; =5 [
. i
Seoit e, l'objet final de EIZ (i.e. 1l'objet id, = &2 —22) )}« 11
résulte de (10.2.1) gu'on a un isomorphisme canonique
ﬂﬁcm: e, 070 & JF2 ¥ 3
d'eoll, d'apr3s (10.7.2), un isomorphisme
szfi ¥ a Eﬂcmq*z,ez,?n i
Comme i = Z ; on a démontré 1l). DEmontrons 2). I 107 )4, on Sire
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Iv
un isomorphisme canonioue
A o riXy oy
Hom. (e, ,j doom(X,¥))¥ Hom., ,(3%x,;Zv) B
_'1‘2 il LA B S Z Z
d'odl, par =zdjonection sur le premier membre,

Hom.(Z,#0b0om(¥,¥)) &~ tHom (I5%:35Y)
E z

11. Topos snnelés, localisation dans les topos annelés

11.1.1 8Seit U wun univers. On appelle U-topos annelé un couple

(E;&) o E est un U-topos 2t A un objet muni d'une structure
d'anneau. On appelle U-site anneld un couple (C,A) ol C est un
U-site et A un U-faisceaux d'anneaux sur C . On ne mentionne pas
1l'univers lorsque le contexte ne préte pas & confusion. A un site anne-
1& (C,A) est associé le topos anneld (C™ ,A) . A un topos anneléd (E,A)
est associf le site annelé constitud par le site E et le faisceau
d'annezux représenté par A

11.1.2 Soit (E,A) un topos annelé. On note AE (resp. By ) la caté-
gorie des faisceaux de A-modules (nous Scrirons aussi A-Modules ) &
gauche (resp. & droite) unitaires. La catégorie AE (resp. E,; ) est

A
une catégorie ab&lienne (II 6.7). Soient M et N deux faisceaux de

A-modules & gauche (resp. & droite). Le groupe commutatif des morphis-
mes de A-Modules de M dans N est nota Hom, (M,N) .

11.1.3 Soient A , B et C trois anneaux d'un topos E s M un
faisceau de A-B bimodules , N un faisceau de A-C bimodules i gauche.
Soit e wun objet final de E et posons Hom(e,B) = I1(E) , Hom(e,C) =I'e)
La structure de A-B bimodule de M fournit un homerphisme d'anneaux de
T (B)° dans l'anneau des endomorphismes du A-module M et de méme ,

la structure de A-C bimodule de N fournit un homomorphisme d'anneaux
de I1(Cj° dans l'anneau des endomorphismes du A-module N . On en
déduit, par fonctorialité, une structure de T(8)- T"(c) vimodule sur
le groupe commutatif HcmA(M,N) - En particulier, lorsque A est un
faisceau d'anneaux commutatifs, le groupe Hcmh(M,N) est muni canonigue-

ment d'une structure de I‘(ﬁ}—module.
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198 IV

iil.1.h Soient E un topes, A et B deux anneaux de E , u : A—— B
un morphisme de faisceaux d'anneaux, M un B-module (& gauche pour fi-
xer les idé&es). Le faisceau M peut-&tre considéré comme un faisceau de
A-modules par l'intermé&diaire de wu : Pour tout objet X de E , M(X)
est muni de la structure de A(X)-module déduite de sa structure de

B(X)-module et de l'homomorphisme wu(X) : A(X) — B(X) par restriction

des scalaires.On cobtient ainsi un fonecteur "pestrietion des scalaires

[

(u) : E ——% E i

par u ! Re B i

11.1.5 En particulier lorsgue & = Z (faisceau constant 2 i.e.

faisceau associé au préfaisceau constant Z ) et lorsque u : Z —>B est
l1'unique morphisme canonigue, on obtient un f oncteur de E dans 1la

1 : B
catégorie E qui n'est autre gue la catégorie des faisceaux abéliens

e

notée Epp - Ce foncteur est appelé le fonecteur faisceau ab8&lien sous-

jacent.

2

Propositien 11.1.6 : Le foncteur restriction des scalaires par u com-

mute aux limites induectives et projectives. Il es

ot

conservatif.

La proposition est wvraie pour le foncteur restriction des scalasires
pour les modules ordinaires, i.e. lorsque E est le topos ponctuesl.
Elle est donc vraie lorsque E est le topos des préfaisceaux sur un

petit site. Il résulte.alors de la détermination

m
e
th

1=

et projectives Z 1'aide du foncteur faisceau associ

o
—
(]
=i
o
=
Kol
=
1]
'_I
»
ko]
b
O
i

fal
(o]
n
e
ot
i
5]
=3
(i1}
w0
ct
<
]
m
|_l.
i
[}

ans le cas général.

11.2.1 Scient (E,A) un topos annelé, X un objet de E

Jdy ¢ B, —> E 1l& morphisme de localisation (IV 8). D'apr®s III 1.7 ou
P /X 3
ir = B . s .
IV 3.1.2, le faisceau J,A est muni canoniguement d'une structure
= s z L E _ -
d'anneau. Le faisceau d'anneaux Jyh est notgE le plus souvent A|lX ou

re, abusivement, A . Sauf mention du contraire

X
Sera srrnels® mar __I'x’ 3 -T*;. est muni canconicuement 4d'une
a4 annelg par L . vgd A est 1 carnieniqguenent d'une
(%~
Stpyositse AVEREES * adionction 2 2] o e —
AUY itanneau. Le adjonetio L —> gl dxh est un mo
Phisme de faisceais tanneaux
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Le faisceau Jjg est munhl d'une structure de A|X-module EL 1.7 5
ou IV 3.1.2) ; d'ell un foncteur -

7 "

=X ) AT — AKX T/X

commute aux limites inductives et projec-

ot
o
i
i
ol
it
[s]
(¥
03
r da
o+
-
b=
1
[1)]
4]
ot
1]
a
o]
m
L §
ot
e
(@]
=
H
|..II
@
Ry
m
b
m
£
ot
4]
Q0
e
[

maintenant N un

AlX-Module. Le faisceau jx N est un faisceau de jJ xAIX-Modules (TIT

¥
1.7 ou IV 3.1.2) ; d'oll, par restriction des scalaires par le morphisne
d'adjonetion A-—vjxi(AixJ (11.1.4), un A-Module encore noté Fin
On a donc défini un foncteur

Jxx ¢ A1xE/x —>,F
qui commute aux limites projectives (11.1.6 et IIT 1.7). Pour tout
A-Module M , le morphisme d'adjonetion M -—;ijj§M est un morphisme
de A-Modules . Pour tout AlX-Module N et tout A-Module M ,» le mor-
phisme d'adjonction M'H*jx’j§m d8finit un morphisme bifonctoriel en
M et N
(11.2.2.1) HomAlx(j;; MyN) ———> Hom,(M,j, N) .

Ce dernier morphisme est un isomorphisme i.e. les foneteurs j> et

Jy Jxx

pour les A-Modules , sont adjoints (III 1.7).
- + X .
13 2 Les fon =

Ld«d Les c¢teurs Jy t JX!
teur "ensemble sous-jacent" (ITI 1.7 2)). Ils commutent donc aux fonec-
teurs restriction des scalaires et en particulier au foncteur faisceau

ab&lien sous-jacent.

Proposition 11.3.1 : Seient (E,A) un topos annel&, X un objet de

=

. Le foncteur

LE
dJx *  4E > Al XE/x

admet un adjoint & gauche noté Jyy ¢ AIXEIX —> ,E et appelé le pro-

longement par z&rc. Le foncteur prolongement par z&ro est exact et fi-

déle et commute aux limites inductives. Les foncteurs pour les

‘jX!
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Modules commutent aux foncteurs restriction des scalaires et, en parti-

culier, 1ils commutent au foncteur faisceau ab&lien sous-jacent.
culler

L'existence du fonecteur Jyy résulte de III 1.7. Comme Jy, est
un adjoint & gauche, il commute aux limites inductives (I 2). Pour dé-

montrer les autres assertions, supposons d'abord que E scit le topos
des préfaisceaux d'ensembles sur une petite catégorie C contenant
l1'objet X . On sait &alors gque E/X est équivalent Z la catégorie des

préfaisceaux sur C{X et gue, moduloc cette &Equivalence, le foncteur

j§ : E—> E,y n'est autre que la composition avec le foncteur d'ou-
bli €,y —>C (I 5.11). Il résulte alors immédiatement de la construc-
tion explicite de jX! (I 5.1) que pour tout AlX-Module N et pour
tout objet Y de C , on a

JygN(Y) = E£> N(u) 3
S u€ HomC(Y,XJ

d'oll l'exactitude de jK‘ et le fait que le prolongement par zé&rc com-
mute aux foncteurs restriction des scalaires dans ce cas. Dans le cas

général, on peut supposer gque E est le

ot
o
@]

o4

it
jaa

aQ 5 es r sSceaux sur un

petit site C et que X provient d'un objet de C

-

(IV 1). Le topos

E/X est alors Eguivalent au topos des faisceaux sur C (muni de 1la

FX
topologie induite) (III 5.4) et 1le morphisme de topos jX 5 Efx-——+ E
provient du foneteur d'oubli C/X —=>C qui est continu et cocontinu
(III 5.2). I1 résulte alors de ITI 1.711) que le proclongement par zé&ro
pour les faisceaux s'obtient en composant le prolongement par z&ro pour
les pr&faisceaux avec le foncteur faisceau associé ; d'oll 1'assertion

d'exactitude et la commutation aux restrictions des scalaires

I_lo
1118

i

Pour d&montrer la fidélit » i1 revient au mBme de montrer que pour

Al¥X-VModule N s le morphisme d'adjonction

. <X .
ad,. : N—>033Jy, N
N S ]
€8t un moncmorphisme. Or, en notant j;, le fonecteur prolongement par
a2 le foncteur "faisceau associ&", on a
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IV

o !
X2 Y
s Ay,
2edar dxn ’
ol ac; est le morphisme d'adjonetion pour les préfaisceaux. Le mor-
N

£st un monomeorphisme d'aprgés ce gui présdde, done alad

est un mondmeorphisme. De plus, comme le foncteur d'oubli CIX —=» C est
E

. = P & A - %
continu et cocontinu, le morphisme canonique a Jy ——> i, 2 =5t un
isomorphisme (III 2.3). Par suite adﬂ 25t un monomorphisme.

Remargue 11.3.2 : Soit N un A|X-Mcodule. Le faisceau d'ensemble sous-

jacent & jx,ﬁ n'est pas, en général, isomorphe au faisceau obtenu en
prolengeant par le wide (III 5.3 et IV 5.2) 1e faisceau d'ensemble

sous-jacent & N . On prendra donc garde de ne ras confondre le fone-

teur prolongement par zéro noté jK' £ ﬂIXE;x — dans 11.3.1,
et le foncteur prolongement par le vide noté encore J , : E/I~——+ E

dans III 5.3 et IV 5.2 . Dans la plupart des cas rencontrés dans 1la

pratique, 1l'abus de notation signalé ci-dessus n'amdne pas de confu-

sions. Lorsgu'une confusion est néanmoins possible, nous utiliserons

= s :ab . ens P - -

les noctations JK' et JX’ POoUur deslgner respectivement les fone-

teurs prolongement par zéro et prolongement par le vide.

Proposition 11.3.3 : Socient <(E,A) wun topos annel& et X un obiet

de E . Le A-Module Jy,(AlX), noté& le plus souvent A, ou Ay

1

est le A-Module libre engendré& par X (II 6.5) 1

A-Module M , on a un iscomorphisme canonigue, Tonctoriel en M

Hom (X ,M) & HDmA(AX,M)

Soit {Ki) jey une famille topologiguement g&nératrice de E (II 3.0.1).
La famille (A, ) est une famille g&n€ratrice de la catégorie des
-1 i€l

1'objet final du topos -%X (eF = X ——ig—ﬁ X)., On a un

HomAIXEAIX,j§M) ——» Homg fex,j§L)
/X
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déduit de la section unit
isomorphisme
Homﬁ(
.ens
Comme J W ( E:,:) = X 3

assertion résulte de II 6

Soient

M ll.?).-u -

topos E X un objet

faisceau ab&lien obtenu e

202

= ey — A/X 3 d'ol,

.ab
Jx1
on obtient 1'isomorphisme annoncé.

cA:x),m-—"'-»HomE[:j;?scex},m .

B

par adjonction,

un

La derniére

A et B deux faisceaux d'anneaux sur un
de E et N un A]X-BlX-bi Module. Le

n prolongeant U par zéro est muni cancnique-
ment d'une structure de A-B-biModule ainsi gu'il résulte immédiate-
ment de sa description explicite (11.3.1). En particulier le A-module
libre engendré Ay est un A-biModule .

Exercice 11.3.5 : Soient E un topos, X un cbjet de E , x P—E
un point de E (IV 6.1), (xi} jeT 12 famille des points de E/X au-
dessus de x (en correspondance biunivogue avee la fibre Xx IV 6.7.2).
Montrer gue pour tout falisceau atélien M sur EIX , 1a fibre (jK!MJx
est canoniguement isomorphe 3 > Mx. :

i i
12. Opération sur les modules
Proposition 12.1 : Soient (E,A) un topos annelé, M et N deux
A-Modules & gauche (resp. & dreoite). Le foncteur sur E gui a tout
objet X de E associe le groupe commutatif HomE{M,}ﬁomE(X,N)) est

représentable par un faisceau zbé&lien noté E%mp{M,N) (ou parfois

kﬁom(ﬂ,ﬂ) lorsau'aucune ¢

onfusicon n'en résulte).

Pour tout obijiet X des
E on a un iscmorphisme canonigue
2 Y N MY n o e Ee oE, L
(12.1.1) *ﬂcméxm MX) 8 Hom, ((IyM,igN).
On & un is e ems R sls s = ‘% (Y MY = = S E L £y Q‘J ot
Un a un lisomorphisme cinonique om (X, = Jygdy N (10,3 et
Par suite jgomhln, ) est muni fonctoriellement sn X d'une structure
de A-Module 3 gauche (resp. & droite). Le foneteur E—aj&am (3N
transforme 1les limites indi de l'argument en limites projec—
de  A-Modules (10.2 et 11.2.3) et par suite le foneteur
N o— :"*H“E,mﬁcm"’f,‘“ transforme les limites
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inductives de l'argument X en limites projectives de groupes commu-

tatif's, donc en limites projectives des ernsembles sous-Jacents. 11 est
3 = T s f ir 1 ! 7 A s 1 3 - WL | 1 foapey ey =
donc repréeésentable (IV 1.4 et 1.2) &t l'objet gui le reprfsente est

muni d'une structure de faisceau ab&lien. On =& inition, pour
tout cbjet X de E , un isomorphisme canonique
(12,1.2) j&omq(m,ﬁ)(xj = Hom(x,jbomﬁ(ﬁ,ﬁih ~ Homﬁiﬁ,ﬁgom(X,NJ)

et l'isomerphisme (12.1.1) résulte de (12.1.2) , de 1'isomorphisme

~—~

é&om(x,ﬁ} ] szj;N 10.8) et des formules d'adjonction de 10

12.2 Le faisceau abélien ﬂ%nij;N) est appelé le faisceau des mor-

phismes de A-Modules de M dans N . C'est un bifoncteur en M ot N

.

Il résulte de sa d&finition et de (10.2) gu'il transforme les limites
projectives de l'argument N (resp. les limites inductives de M ) en
limites projectives de faisceaux abéliens. En particulier il est exact
4 gauche en ses deux arguments.

Proposition 12.3 : Soient (E,A) un topocs annel&, M et N deux

A-Modules 2 droite (resp. & gauche), ¥ un objet de E

2) On a2 des isomorphismes canonigues

o, (v, 1) (x) = Hom, (Miy JEN) @ Homy,  (SEM,53N) = Homy(jy,32M,n)

b) On a2 un isomorphisme cancnigue
. . x o ﬁﬂ S L
@x R ?ﬂomA(M,h} mAIX{JXM’JXN}

Soit de plus P un AlX-Module 3 droite (resp. & gauche)

¢) On a8 un isomorphisme cancnique

4 _:x a
JXi%mAJX(”}ZM’P) - Bom.n_mﬂ}:z?)

d) On_a un isomorphisme canonigue

= Momy iy 2o @ 5y Hom, (230
Les isomorphismes de a) résultent de (12.1.2), de 1l'isomorphisme
}&omEEX,N) o jx’jiN (10.8) et des formules d'adjonction de 10.
Démontrons d). Pour tout cbjet ¥ de EKK on a la suite d'isomor-
phismes
Hom(?,j;aﬁomA(M,N} o Hom(jXIY,}ﬂomA{M,N}) (adjonction pour les

faisceaux d'ensembles)
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I Y'\’r

Hom{hX,Y,ﬁaomA(ﬂ,N)}ﬁ= Homﬂ{M,m&omEEjXEY,N)} tlz.2:1)

- . . . - X

nom(ﬁ,}aomE{szE,N)}iz HomA{h,Jx*;gomz f,ng}) (104 T)
4

HO%AFM,jXX;GOmE "V,J\M)) L ~omA;y V Q%me ;yﬂf)

= . x L x 5 Ky oK
homAlX(JxM,xomE{Y,JXN]}# Hom( "Eeem.ﬁ.l}:(:!}i'q’“}:"’ )

pémontrons c). Pour tout objet Y de E , on a la suite

(12.2.1)

d'isomorphismes:

Home,jxiagomA'X(JxM,P}) 2~ Hom( Y ?eonﬁly( t3P)) {adjonection)
Hom(3 Y, Jom, | (33M,P)) ricrr-ﬁ,xia .%o, " (F3EEY)  (12.2.1)

L e P
. % kL o N e o
homAlx(Jxm,ﬁeom KX(Jxlsf}}ziﬂGmA{m,JK;§8CFE/Y{J¥E,yJ\ (39 2.2.1)
oMy mo’“t‘mcix-’?” Hom, (M, ¥om (¥,5,.P)) (10.3)

HomA{M,%omE(Y,ijP)} ~ Hom(Y,

DEmontrons d). Pour tout objet Y de E , on & la suite d'isomorphismes
Homf?,%omA(jX!P,N}) & Hom, (dy _D,?ﬂomEfY,r:)n (12.2.1)
Homﬂ(jx1P,%omE(‘f,N))ﬂHomAIX{?,j;EXOmE(Y,N)) (11.3.1)
Hom, - (P,i XWom_(Y,N)) & Hom, , (P, %om_ (i%7,i®N))  (10.7)

A/X X E AlX Epg “% 29X
omA/x(?,ggomEly(ti,j;Nj):z Hcm(j??,3ﬂomﬁlx ’"K YY) (I2.2.1)
Hom(ji?,ieomAJI(P,j;N)) Z-Hom(Y,ijmgom -,jxﬂ}\ (adjonetion)

Corollaire 12.4 Soient C un U-gite , A'Y un U-préfaisceau

d'anneaux sur © , M un U-préfaisceau de A'-modules (Z gauche pour

fixer les id8es), N un U-faisceau de A'-modules (i gaucha). Notons

A le faisceau associ& & A' , de sorte gue les faisceaux N et aM

{faisceau associé 3 M) sont des A-Modules. Le préfaiscesau

guement isomor-

. . E % o s

X Fﬁaﬂor,.|yiﬂxﬂ,JY“J est un U~faisceau abélien canoni
EEE;%:E:F (aM En effet il résulte de III 5.5. et I
foncteur de 1ocalisation 3 C,x commute avec les foncteu
Associés (pour C et O, Par suite, 2 des iscmorp
Tlels en l'objet variable X e C

Hom, . (3% ooy & e P T Ay e

A % g S AL XM= ] K=" gy
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o

= 5 z E un topes ; A 5 B 5 C trois faisceaux
dlanneaux su¥ E 5 M un A-B b 5 un A-C biModule . Le faisz-
ceau_abélien ﬁk"ﬁ(",_“ Sst_muni canoniguement d'une structure de B-g }
biModule . En particulier lorsque A est un faisceau a'anneaux commy- L

tatif's et lorsgue ™M et N sont des A-Modules " ?gomi(ﬁ,ﬁ) est _muni

canoniguement d'une structure de A-Madule . Les isomorphismes canoni-

gques bl , ¢}, d) de 12.3 sont des isomorphismes de bi-Modules.

Nous nous bornerons & donner des indications. Pour tout objet X de
_ . = CELOLE ~ ” -
E , on a ?&omA(M,N)EX} o ﬂomﬁ‘Y(;yﬂ,JFH} (12.3). Par suite, 1le

de B(X)-C(X) bimodule (11.1.3) dont on vé&rifie qu'elle sst fonctorielle

en X ., Les autres assertions sont laiss&sau lecteur.

Corollaire 12.6 : Secient (E,A) un topos annelé, X un objiet de A

3

N un A-Mcdule (& gauche pour fixer les idées). On a des iscmorphismes

canonigues de A-Modules ;:
Womp (x,0) 2§ _j

3
la structure de A-Modu

W ’ ==ty
N ket momﬁ'\?l +N)
i

=

e
.

AX,J} provenant de la structure

de biModule sur AX (231.35.4).

Le premier isomorphisme résulte de 10.7, le deuxiBme de 1'isomor-

oh

pvhisme

e A-Modules N= ﬂ%m#{ﬂ,ﬁ} et de 12.3.

Proposition 12.7 : BScient (E,A) un topos annelé, M un A-Module &

ot
4
iy}
[
/]
7]
1
f
=

droite et N un A-Module i gauche. Le foncteur qul 3 tou

’

A"

ab&lien P assoecis le groupe commutatif Hom %

M,gﬁom (N,P)) est repr

+ 1]

=
g
€ produit ten- 38

=i

=

sentable par un faisceau ab&lien rnotd M sﬁx et appelé

soriel sur A de M et de N .

0

n a une injection canonigue de Eoméiwﬁﬁbmz(N,P)} dans l'ensem-
ble Hom(ﬁ,?&om{ﬂ,?})ei Hom(MxN,P) ; On constate aussitdt, en revenant
aux définitions, gqu'un morphisme f de faisceaux d'ensembles de MxN

dans P provient d'une &lément de HomA(M,EEOmZ{N,P}J si et seulement

i pour tout objet X de E , f£(X) : M(X) x N{X)—s P(X) est une
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206
IV
application A(X)-bilin&aire de M(X) x N(X) dans P(X) . Appelons

morphisme A-bilinfaire les morphismes de faisceaux d'ensembles de

v}

MxN dans qui possé&dentcette propriété. Il s'agit donc de représenter
1e foncteur des morphismes A-bilindazires de MxN dans P . Pour cela
on proc&de comme dans le cas ordinaire i.e. comme dans le cas oll E est

le topos ponctuel. Considérons les huit morphismes

(i) : MXMxN ———3 MxN 1 1«3
(i) = MxNxN ——3 MxN h = i g6
(i) 5 MxAxN ———— MxN T< i€ 8
définis par les formules :

(1) (ml,mz,n) _ (m1+m2,n)

(2) (ml,mg,ﬂ) —_— (ml,n}

(3) (my,my,n) +—— (m,,n)

(4) (m,hl,nEJ ——— (m,n;+n,;)

{5) (m,nl,nz} —_— {m,nl)

(6) (m,nl,naj — (msn.)

(7. (m,a,n) — (ma,n)

(8) (mya,n) b—— (m,an) :

ol la formule (i) décrit 1l'application (i)(X) pour les objets va-

|
'_l
(]
o
=
[11]

0]

o
i1l

&3]

He
i

. Notons L le fonecteur "faisceau abiél

n libre
engendré ". Il est clair gue le plus grand gquotient (au sens des fais-
ceaux ab&liens de L{MxN) qui &€galise le morphisme L(1) & L{(2)+L(3) ,
L(4) 3 L(5)+L(6) et L(7) & L(B) représente le foncteur des morphismes
A-bilingaires dge dans P .

12.8. On constate que le foncteur P —> Hom, (N j%ﬂ* {M,P)) est aussi

tanoniquement isomorphe au fo

Moo = 4
MxN dans P . Par suite
lé fammia 1 . T - S
-€ Toncteur —amﬁi A n, (M, P) OUn & dene des isomorphismes, foncto-
is] =
T'iel en tous les arguments :
{12.:.' o (M@&N,P) =~ Hom.(M 3&».,“ % . PYY
= + F.-.,-)l = i At 8 WA A £
- r- > — ne "t 15\ 13- nE - T D
2 Hom (M@ N,P) = Hom, --sBeDL'w'r =3 :
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12.9 Il résulte de (12.8.1), ou bien de (12.8.2) et de(12.2) que le

4]

d'anneaux sur C , M' (resp. N') un A'-module & droite (resp. & gau-

che) , A,M,N les faisceaux associés & A' , M' et N' respectivement.

Le faisceau associé au préfaisceau Xr—aM'(X) EA(X)N‘{X) (X wob C)

est canoniguement isomerphe au faisceau ’-'TG;JN 5

Le préfaisceau X+=>M'(X) ﬁq .(X)N’(X) peut se construire & partip
des pré&faisceaux M' , N' et A' par les cpérations indigquées dans 1la
démonstration de 12.7. Comme le foncteur "faisceau associsd" commute aux
limites projectives et inductives finies et aux foncteurs "objet abélien
libre engendré", la formation du produit tensoriel commute au fonecteur

"faisceau associé",

Proposition 12.11 : Soient (E,A) un topos annelé , M un A=-Module

4 droite , N un A-Module A gauche, X un objet de E .

a) On 2 un iscmorphisme canonigue

JRMGN) = (jIM) & (5FN)

Seoient de plus P n- A/X-Module & droite et Q@ un A/X module 3

gauche.

b) On a des isomorphismes canonigues (formules de projection)

Ix1 (P® 3 3kN) & (34, PI@,N
Jx1 (XM, xQ) & M@, (jy,Q)

Démontrons a). Pour tout faisceau ab&lien R sur E , on a la
suite d'isomorphismes fonctoriels en R

Hom, (J 3 (M@N) ,R) o Hom, (M@ N, j, R) FEL2L8LE)
Hom, (M@N,j, R) = HomA{M,agomz{N,jX*ﬁ)) (18.8.1)

Homy (M, Mom, (N, iy R)) o Hom, (M, 5y, Woom, (JEN,R))  (12.3)
HomA(M,thjeomz(j;N,R}}ﬂ-HomA1x{j;M,é£omz(j§N,Hj) Cll.2-2'ﬁ

s = - % "
HomMXcJIM,%omZ(JXN,R) )2 Hom, (M@ IEN,R)  (12.8.1)

s ALl
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208 Iv

Exhibons le premier isomorphisme de b). Pour tout faisceau abé-

jien R , on a une suite d'isomorphismes fonctoriels en R :

Hom, (Jy, (P®) xxN),R) & Hom,(P®, jIN,jZR) (11:3.1)
Eomszﬂklxj;N,j;R) o HomA/x(P,QEOmZ{jiﬂ,j;RJH (12.8.1)
HomA‘X{P,a\%omz{j;N,j;ﬁ))ﬂl HomA.lx(P,j;m:omz(N,F‘.]) (12.3)

Homy | ¢ (P, 33 ¥om, (N,R)) & Hom,(jy,P,#om,(N,R)) (11.3.1)
Homﬂ{jx!P,$EOmz(N,ﬁ))z.Homz(jX!PGAN,R) (LB
Le deuxiéme isomorphisme s'obtient de mani&re analogue i l'aide

de (12.8.2).

~

Corollaire 12.12 : Soient E un topos, A , B , € trois faisceaux

d'annegaux sur E , M wun B-A biModule

= —_— e - >

N un A-C biMocdule. Le

faisceau abélien MG%N est muni canoniguement d'une structure de B-C

biModule. En particulier, lorsgue A est un faisceau d'anneaux commu-

tatifs et lorsgue M et N sont des A-Modules, MﬂhN est muni cano-

niguement d'une structure de A-Module. Les isomorphismes de 12.9 sont

des isomorphismes de biModules.

Pour tout objet X de E , ;XM est un AlX-Module i droite sur

u'],:
lequel op&re, & gauche, 1‘'anneau B(X) et de méme, jiN est un A/X-
Module & gauche sur lequel opdre, 3 droite, C(X) . Par fonctorialité,
. e Lx X, ¥ .
le faisceau abdlien JIM LN = FI(M®, 1 st muni d'une str
u a Ja‘f/KJX JK( 851} e m d'une structure
de B(X)-C(X) "objet", structure gui varie fonctoriellement en X .

(o}
Par suite ™ AN est muni d'une structure de B-C biMecdule. Cette struc-

uctatif et lorsgue M et N sont des A-Modules, les structures
de A-Modules & droite et 2 gauche gu'on cobtient sont "&gales " et par
Sulte M@, st dans ce cas un A-Module. La dernidre assertiorn est
laissée ay 1ecteur.
12,13 = S i E b n topoes annelé, M un A-Module 35
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Iv

et B deux faisceaux

d'anneaux sur E , M n A-Module & droite, N un A-B biModule ,

: )
P un B-Module 3 droite. On a2 un isomorph canonigus

)
(8
tn
A
m

HomB(WI@A!E,F %) HGI:_A(’\-'!, ﬁon‘aaﬂﬂ,E’)} . P
De (12.8.1) on tire un morphisme A-bilindaire cancnigue
ﬁgomZEN,P)xN-—aP ; d'oli, en se restreignant 3 3&omB(N,P)xN (qui est
un sous-faisceau), un morphisme A-bilinZaire aﬂomB(N,p)xM—e-F dont

on vérifie immé&diatement qu'il est B-linfaire sur le deuxi®me facteur.

On a done un morphisme canonique de B-Modules jaom;(N,P}ahN-——*P 4

d'ol une application canonique, fonctorielle en M :

(12.14.1) Hom, (M, ¥om,(x,7)) —» Homg(Me,N,P) .

Mentrons gue ce morphisme de foncteurs est un isomorphisme. Comme les
deux membres transforment les limites inductives de M en limites pro=-
Jectives, 1l suffit de montrer que (12.14.1) est un isomorphisme,
lorsque M parcourt une famille gén&ratrice de la catégorie EA .
Il suffit donc de montrer que (12.14.1) est un isomorphisme lorsque

M =4, ol X est un objet de E. . La vérification est alors imm&diate.

13. Morphisme de topeos annelgs

Définition 13.1 : Scient (E,A) et (E',A') deux topos annelés. Un
morphisme de topos annelé u : (E,A) —» (E',A') est un couple (m,8)
24 m : E~— E' est un morphisme de topos (IV.3.1) et 88 =z m*At —5 A

est un morphisme 4d'Anneaux.

13.1.1. Comme le foncteur m~ : E'—sE est adjoint & gauche au fonc-~
teur m, : E —>E' , se donner un morphisme de topos annelés
(m,8) : (E,A)— (E',A') vrevient 3 se donner un morphisme de topos

m : E—>E' et un morphisme de faisceaux d'anneaux & : A'—3 m!h .
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A

. A un morphisme de topos annelds u = (m,8) : (E,4) — (E',4A7%)

y-t
(%]

Hia
on asscecie deux foncteurs remarguables entre les catégories de Modules

13.2.1 Le foncteur image directe pour les Modules : Soit M un A-Module

g gauche (resp. & droite). L'objet m!M est muni canoniguement d'une
structure de m!A—Module ; dfotl, DEr restriction des scalaires par l=
morphisme cancnigque 8' : A'—s m A, un A'-Module noté u_ (M

2ppelé 1'image directe de M par le morphisme u .

13,2.2 Le foncteur image réciprogue pour les Modules : Soit N un

At -Module 2 gauche (resp. & droite). L'objet mN de E est muni

canoniguement d'une structure de m N-Module 3 gauche (resp. & droite).

Le A-Module & gauche Aemxﬁ.mlﬁ (resp. & dreoite ) =, ¢+ A) ol &

est muni de la structure de me'-Module dgéfinie par € : m’&'———aﬂ

st noté u*N et est appelé l'image réciprogue du Module N par le

n

|2}

ovphisme de topos annelé u .

12.2.3. On notera gue pour tout A-Module M , le faisceau d'ensembles

et le fazisceau azbélien spus-jacent & uxﬁ est le faisceau mxﬁ . Aussi

emploie-t-on le plus souvent 1la notation Uy pour désigner le foncteur
m, image directe pour les faisceaux d'ensembles. En revanche pour un
A'-Module N , le faisceau d'ensembles ou le faisceau ab&lien sous-
jacent & u N n'est ni &gal ni isomorphe en général & mrN  (sauf tou-
tefpis lorsgue © est un iscomorphisme). Il y 2 donc 1ieu de distinguer
sntre 1'image réciprogue pour 1les Modules et l'image rfciprogue pour
les faiscezux d'ensembles ou 1es faisceaux abéliens. On utilise le plus

- o - & E 3 o
souvent la notation u 1 . E'—» E pour d8signer le foncteur m image

5

inverse pour les faisceaux d'ensembles. Le foncteur u — est appelé 1le

ct

farcteur image ré&ciprogue "ansemoliste" par le morphisme de topos annelé

u %

'a

, par opposition avec 1'image réciproque "au sens modules" u

inition 13.3%. @ Soient (C,A) £t (C',A') deux U-sites annelés. Un
)

"

J&

Iy
¢

morphisme de sites annelés 1t (CR

—a (C',A') est un couple (m,8)

92 = est un morphisme du site € dans le site C' (IV 4.9)

L'T
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a8 m!ﬁ'———ah un morphisme 4'Anneaux.
5 5 Jn morphisme de fopos annelé est un morphisme de U-sites Znne-
1&s 'n morphlisme de sites annel&s donne naissance % un morphisme entre
les topos annelés correspondants (11.1.1 et IV 4.9.1)
Proposition 13.4 : Soit u : (E,A) —> (E',A') un morphisme de topos
annelés.

a) Pour un A-Module 3 gauche (resp. 3 droite) variable M s €%
pour un A'-Module & gauche (resp. & droite) variable N , on a des

isomorphismes bifonctoriels canonigues (dits isomorphismes d'adjonctimﬂ

(13.4.1) Hom, (w*N,M) = Hom,, (N,u M) |,
(13.4.2) u, #8om, (u*N,M) ¥ Rom,, (N,uM) .
b) Pour un objet wvariable X de E! » ©n & un isomerphisme cano-

nigue, fonctoriel en X

(13.4.3) uFAL — A
u T{X)
o0 A'y et A -1 désignent les Mocdules libres engendrés (11.3.3).
u —{X)
¢) Lorsgue A' est commutatif et lorsaue le morphisme canonigue

u “A' — 4 est central (resp. lorsque le morphisme canonique

u "A'—> A est un isomorphisme) on a, pour un A'-Module & droite M

variable et un A'-Module & gauche N variable , un isomorphisme

bifonctoriel eanonigue :

(15.4.4) u*m%u*w o~ u*(-mg,r:}

(resp. (13.4.5) uiﬂmqu*N = u_l(Maﬂ,N} i

On a tout d'abord un isomorphisme canonigue

1 {u_lN,M) (12.12), puis un isomorphisme
o AT

N,M) =~ HomA,(N,uiM) (IIT 1.7) ; d'ell 13.4.1. Exhibons

HomA(u*N,M} & Hom

Ho (ut

m

wlar
l1'isomorphisme 13.4.2. Pour tout objet X de E' , on a la suite d'iso-
mar phismes fonctoriels

Homp, (X,u, mom,qfu*f",m) =~ Hom(u™'x, fa‘anrng!k(m"’!%l,Iv'[) ) ‘adjonction):

Homhﬁuxﬂ,%omE(u-lX,M)) " " " " (12.1)

: |
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na
'_l
8]

Iv
HemA(u*N,JﬂomE(u'lx,m}J ~ HomA,{N,uxﬁﬁomE(u‘lx,M}) (13.4.1) ,
HomA,(m,ﬁﬁomE,(x,uIM}) " " " " (103519 5

# " " " HomA.{K,}somA,(N,u!M}) CERLAY

La formule 13.4.5 s'obtient alors i partir de la formule 13.3.2. par
adjonction (définition du produit tensoriel (12.7)). La formule 13.4.4
se déduit de 13.4.5 en utilisant la commutativit® du produit tensoriel
lorsgue l'anneau de base est commutatif (12.8). Enfin, pour d&montrer

1%3.4.3, on considére la suite d'isomorphismes
Hom, (u®A} ,M) & Hom, , (A} ,u, M) (13.4.1) ,
HomE,(X,uiﬂﬁiﬁ i i i (LT J.3) 4
2 - "= HomE{u_lg,M) (adjonetion),
HcmA{A -y M) " Ly . (11.3.3) .
u X

Corollaire 13%.5 : Scient (E,A) un topos annelé, x : P —= E un

peint de E , F +—> ?x le foncteur fibre associé (IV €.1). Le fonec-

teur fibre en x transforme le produit tensoriel des A-Modules e

n

produit tenscriel (ordinaire) des Ax-modules.

Le produit tensoriel dans P est le produit tensoriel ordin
des modules (F le topos ponctuel est la catégorie des enssembles).

L'assertion résulte done de |

.44,

ailre

Corollaire 13.6 Soit u : (E,A) ——= (E',4') un morphisme de topos
annelés. Le foncteur u, image directe pour les Modules & droite ocu &
Eauche commute aux limites projectives et en particulier est exact 3
Bauche. Le foncteur uX image réciprogue pour les Modules 3 droite ou
& gauche commute aux limites inductives et en particulier est exact &
droite.

Ceei résulte de la formule 13.4.1 (I 2.11).
13.7 On notera que le foncteur u® ; image réciproque pour les Modules,
n‘est pas, en général, exact, alors que le fonecteur u - , image réeci-
Proguse
de x
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droite ou & gauche) (V 1.8). C'est en particulier le cas lorsgue le saw
phisme canonigue 4 tAt — > A est un isomorphisme.
13.8 Soient C wun U-site , A" un préfaisceau d'annesux sur C , ==

'_l
{4
iy
4]
e
7]
2]
D
14}
o
m
n
a
O
0
]_l
1113
i

noctons A A' . La catégorie des préfaiscezuyx
A'-modules gui sont des faisceaux est Egquivalente & la catégorie des
A-Modules. On utilise parfois la notation HomA,(M,N) pour désigner 1c
groupe HomA(M,ﬂj {11.1.2). De mBme, et abusivement, on utilise lgs n-.
tations 3goma,{M,NJ et M GA' N opour désigner les faisceaux Hzmé;gs

et M &, N . Lorsque A' = ko est le préfaisceau constant, d&fini par

un anneau ordinaire k , on crit aussi 3&omk s 9& gu lieuy de'ﬁpm” .

2
kg
Exercice 13.9 Topcos localement annelés ; cf. LQ] pour plus de rensei-

gnements dans l'ordre d'idées qui suit).

(6]

Soit (E,0-) un topos commutativement annelé&. Pour X £ ob

le plus grand sous-objet de X sur leguel ¢

est inversible si et s=u-

f‘ ]
que pour f,g € 0-(X) , eon a
ng = XrIW Xg i
o) Montrer gue les conditieons suivantes (i) & (iii) sont éguiva-
lentes
(i) Pour X €0b E et =f,gz € QEiK} ., on &
Xf+gc oun(}::.., .‘{E}
(ii) Pour X €ob E et £,z € 0-(X) tels que f + g soit inve
sible, on a X = Sup{xf, XSJ "
(iii) Pour X €Eocb E et 1 € QE{X} , on =&
X = Bup(X,, X;_a) é
Montrer gus ces conditions impliguent 1z condition suivante (I7 »
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[i11]
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dira que (E,O-) est un topos localement annelé

n site anne annelé cor-
jpondant est
# ¢} Soient annelés, et

®'Un morphisme
)

m
mn
ct

¥
X1 = £ (X )
St L l.us, .
(ii) Pour tout point p de E , posant p' = flp s 1'homomor-

Bme naturel sur les

)
-
o
s ]
4]

s

—_—

»D'

homomorphisme local d'anneaux

Lorsque la condition (i) est satisfaite, on dira aqi f est un
tPhisme de topos localement annelés, ou encore un sme admissi-

..
k
(]
ct
o
(&)
(o]
4]
H
(o]
0
11}
i
1]
3
1]
b=}
ot
4]
i
i
1]
=
(T
tn
7]
'_h
o
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(]
[¢]
o]
o
iy
8,
o
’_f
5]
b
0
0]
ot
fur
[¢]
=

o

g T o S N b
an(E,E') 1la sous-catégorie pleine de la catégo-

in

1ismes de E dans E' .
e d Su -l 11 IR & g 4= = P 18 & - =
) pPposons que (E,Q0) le topos annelé associé 3 un espace
(TV e -
\ v Zald )} Jue pour gue Loyl
faut et il suffit gqu Soift cale-

annelé, i.,e. ayue Eout x € X 15 Pit

a(Noter

imms 2 pyitSyha Fe 2 i
12 critere & 1e y 4 e ire 1
P ans e foamsile e Fr S i 3 g Y e e 3
widie: ldiltll e CONSETrVaALINlCE ag DOoL S ae o, .
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Iv

Spit T : {X,Qx) —-9—{X',gx,) un morphisme d'espaces annelés, oil gx
=t QX' sont des faisceaux d'anneaux locaux. Montrer gue le morphisme
de topos annelé&s correspondant Top{x,gx} —_— Top(X',QK.] est admis-
sible si et seulement si il en est de mé@me pour le morphisme ¢ i.e;

2
si et seulement si pour tout x € X , © o _ O est un homo-
=X',f(x) =X, x
morphisme logcal d'anneaux locaux.
e) Solent (E,Qp) et (E',0p.) deux topos localement annelés,
tels que E ait suffisamment de points et que (E‘,QE,} soit égquiva-

lent au topos annelé& dé€fini par un schémaz (X',0,,) ; prouver que la
= =X

catégorie Homtopleoean(E,E') est €quivalente & une catégorie discréte,

i.e. que c'est un groupoide (tout morphisme est un isomorphisme) rigide
(les groupes d'automorphismes des objets sont les groupes unitéd).
(Hint : se ramener au cas oil {E,QEJ est le topos ponctuel annelé& par
un corps). On se rappellera que, par contre, Homtop(E,E') n'est pas
en général équivalent i une catégorie discréte, m8me si E et E' sont
des topos dé€finis par des schémas (et mé8me si E est le topos ponctuel),
el UuBa3Ys

f) 8Socient E un topos localement annelé, P le topos annelé
défini par l'espace annelé& Spec k 5 oi kK est un corps. Montrer gue
les morphismes admissibles de topos localement annelés P —3 E cor-
respondent aux couples (p,u) d'un point p de E , et d'une injec-
tion de k(p) dans k , ol k(p) est le corps résiduel de l'annesau
local gE,o . G8néraliser en un &noncé exhibant les morphismes admissi-
bles d'un topos localement anneld ponctuesel dans E (généralisant

EGA I 2.4.4).

On appelle point g€ométrique d'un topos localement anneld E toub

morphisme admissible dans E du topos localement anneld défini par un

espace annelé de la forme Spec(k) , ol k est un corps algébriguement

elos. Définir la catégorie des points gBométriques de E ( =ous-entendu:

correspondants & des corps k € U ), notée PtgEom(E) , 2t un foncteur

canonique Ptgéom(E) —> Point(E). Montrer que ce foncteur est fidale
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gi et seulement si E

vide.
g) Soient

une 2-catégorie {E—Q—Topjfﬁ

(3.3.1),

ighg—Top}

216

n'a pas de point i.e. Point(E) est la catégorie

E un U-topos , V un univers tel que U € V . D&finir

en termes de l'objet E de la 2-catégorie

en s'inspirant de 5.14 a). Lorsque E est anneld

» d8finir de méme une 2Z-catégorie

bar un Anneau A (V—Q—Topan}/E s

{ lorsque E est localement annelé&, utilisant la notion de morphisme
‘3

admissible (ef, ¢)), définir une 2-catégorie

(¥-U-Topanloe) . , admet-

tant Ptgéom(E) (cf. f)) comme sous-cat8gorie pleine.

14. Modules sur un topos d&fini par recollement

14.1 Soient (E,A) un topos anneld, U un sous-topos ouvert de E ,
F le sous-topos fermé& complémentaire, j : U ——> E et 41 : F —s E
les morphismes cancnigues (9.3). Le topos U est annelé par jIA

(11.2.2) et le

(S8

o

sme

ct

e

(&N

morph opos » complété de maniére évidente,

devient un morphisme de topos annelés. Dans ce numéro, le topos F sera

annelé par le faisceau iXA s noté A|F , et le morphisme Jj , complété
de manigre &vidente, est aleors un morphisme de topos annelés.
14.2 On a donc deux morphismes de topos annelés -

J ¢ (U,A|U) —— (E,8) et 1 : (F,A|F) —— (E,4) ;

d'oll cing foneteurs entre les catégories de Modules (& gauche pour fixer

les idées) correspondantes :

— e
x ;%
3 i
(14.2.1) ooy - BY — i * F)
: ‘alu™? Y Cale F)
—
3
%
——_—.é
Chague foncteur du diagramme (1U4.2.1) est adjeoint & gauche 3 celui ocui
8¢ trouve au-dessous de lui.
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$lh . _ P o = o ., ®

14.3 ©On sait gue le foncteur X +—— (d"&sy 77X 3 17K —= 1 Jg J xX)
- . o " . “ z= == o P T E

est une équilvalence de E dans le topos (U,F, i®j,.) (9.5.4). Cette

gguivalence induit une E&quivalence entre les caté Modules cop-
E

g O

Q
i o

[N
Lt}
L]
o)
m

respondantes et par suite le foncteur Pir——— (j

i*p — i’jx sz} est une é&quivalence, notée ¢ , de la catégorie &E

< S & = e 0 ) i e _
dans la catégorie (A|UU’A]Fr" ij . Les foncteurs de (14.2.1) composas
avec ¢ ou ™1 sont alors les foncteurs :
" : L X i 3 id Sl

® 0 J, : M (M,1i JeM 3 17§ M ——— i dxﬂ} s

i 4 -1 e

jT o @ : (M,N 3 N —— i JIM} f—————"M ,

$ o J, : M} > (M,0 3 0 — i*j M) ,

$ o :'L:‘E i NI {(O,N § N—— Q) ,

P -1 oM

i o % : (M,N 3 N —— i M) b——> N

Le lecteur pourra, 3 titre d'exercice, expliciter les différents mor-

phismes d'adjonction.

14.4% Notons

(14.4.1) i a B e JquF

le foncteur dérfini par la formule :

i ] ) 2 =3 1y .
(1%.%.2 A ¢ T(M,N 3 N —m= 1

o]

ij) = Ker(u) .

!
Propesition 14.5 : Le foncteur i° est adjoint 3 droite au foncteur
= ) . . .l . <
1: . Le morphisme d'adjonction 1x1 —> 1d est un monomorphisme.
Les foncteurs 1i° (pour des anneaux variables) commutent aux fonecteurs

restriction des scalaires.

Il est elair gue tout morphisme

(O,N ; 0) —— (M,N ; N —2— i"jxm)

se factorise d'une maniére unique par (0, ker(u) : 0) : ce qui démon-

2 >

tre la propriété d'adjonction. Les autres assertions sont triviales.
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218 v

pProposition 14.6 : Pour tout objet P = E , on a les suites

R
exactes fonctorielles en P :
= R = . L E
(14.6.1) Q—— 3 JF 2 1gi™ P ——> 0 3
(14.6.2) 0 — i,4%pP > P A 5% .

ol les fléches non triviales sont les fl&ches d'adjonction.

Remarqguons d'abord gu'une suite

(M',N";u'") —— (M,N ; u) — (M",N" ; ua"™)

. X, ) ) ]
de (A;UU»AfFF 3 17j,) est exacte si et seulement si les suites corres-

pondantes

Mf M MII

N? > N > N"
sont -exactes.

Les suites (14.6.1) et (1L4.6.2) sent tranformées par 1l'éguivalence

? en des suites du type (14.3) :

9 —— (M,0 ; O) —— (M,N 3 u) —— (O,N ; 0) ——= 0O

0 —— (0,ker(u);0) ——> (M,N,u) —> (M,ixjt:v'. s id)

La vérification de 1l'exactitude de ces suites est triviale.

14.7 La suite exacte (14.6.2) permet d'obtenir une nouvelle interpré-

tation du foncteur i,i® . En effet soit X un objet de E . De

(

L))

4

jt

.2) on tire la suite exacte de groupes commutatifs

-~

1
) Hom.;[)(,i 1P se——— HG"I,;.(K,P} —> Hom_(X,] _-xp}

*x E xu‘

Notons encore U 1l'ocuvert de E , objet final du sous-topos ouvert
U. Il résulte des propridtés d'adjonction des foncteurs jx 5 jx et
:ens ) . s
J, que le isomorphe &
homgLIx»,?} X3 ;! P} nlest

E x
Autre gue le J —— X e SR
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v
- - “ - . 1
Proposition 14.8 : Les sections de e i’ P sur £,y Sgnt les sec-
tions de P sur EHX dont le support (92.3.5) contient F (notation de
5.9.1). En d'autres termes, :'L’E i! P est le plus grand scus-faisceay de ‘
P & support contenu dans F .

1
14.9 Par abus de langage, on dit parfois que i, i°" P est le sous-

Module de P dé&fini par les sections de P 3a support dans F . Il
résulte de 8.5.3 gue cette terminologie ne fait gu'étendre aux topos 1
gé€néraux une terminologie utilis&e pour les topos de faisceaux sur des

espaces topologigues.

Proposition 14.10. 1) Le foncteur P+—s ili*P est isomorphe au

foncteur P t+——s ixi:'E A @A P .

1]
2) Le foncteur Pwv———s i- i%XpP est isomorphe au

foncteur P —— ﬂbmﬂ(iinA,P) . PR
La suite exacte (14.6.1) s'8crit, dans le cas particulier ol P

est le A-Module A

(14.10.1) o > A > A ixi!A —3 O

U

-
3

ou AU est le A-Module libre engendré par l'ouvert U correspondant

au sous-topos ouvert U (9 et 11.3.3). Pour tout A-Module P les

2

A-Modules j, §j* P et j, j%

sont canoniquement isomorphes respec
tivement 3 Ay 8, P et omA{AU, P) (12.3.et 12.6). De plus, les

: . s L E £ ”
morphismes canoniques j,j°P —— P et P — 3!3’ P proviennent,

¢
T3
2

modulo ces isomorphismes, du monomorphisme A, —> A . On tire done

u
de la suite exacte 15.10.1, deux suites exaetes (12.2 et 12.11)
LE 3

J! J P P > 1* == A &AP —_ O

0 ——ss %Omﬁ(i’ i%X a,P) > P e I B 48

d'oli les isomorphismes annoncés par comparaison avec (14.6.1) et (14.

5.2).

518

532




iy — oy -

[1]

73

(&)
1s]
[10]
1]
Li2]

[13]

-

4]

Iv

BIBLIOGRAPHIE
e ——

M. Artin et B. Mazur, Homotopy of varieties in the etale topology,
in : Proceedings of a Conference on Local Fields, Driebergen 1966,
Springer.

P. Gabriel et G. Zisman, Calculus of fractions and homotopy theory,
Ergebnisse der Mathematik, Bd 35.

J. Giraud, Algébre homologique non commutative : Grundlehren Springer
1971.

A, Grothendieck, Sur uelgues peints d'Algébre homologique, Tohoku
Math. Journal, (cité [Toh]).

A. Grothendieck, Fondements de la Géométrie Algébrique, (Recueil
d'exposés Bourbaki 1957/62), Secré&tariat mathématique, 11 rue P. Curie
Paris.

A. Grothendieck, Crystals and the De Rham cchomology of schemes,
(notes by I. Coates et 0. Jussila), in : Dix exposé&s sur la cohomo-
logie des schémas, North Holland Pub. Cie, 1969.

A. Grothendieck, Classes de Chern des représentations linéaires des
groupes discrets, in : Dix exposé&s sur la cohomologie des schémas,
North Holland Pub. Cie, 1969.

R. Godement, Théorie des faisceaux, Act. Scient. Ind. n® 1:252,
(1958), Hermann (Paris) (cité [TFJ).

M. Hakim, Topos annel&s et schémas relatifs, Thése multigraphiée,
Orsay 1967.

D. Mumford, Picard groups of moduli problems, in Arithmetic Algebraic
Geometry, Harper's Series in Modern Mathematics.

Nguyen Dinh Ngoec, Th&se Sciences Mathématiques, Paris 1963, n® 4 995.
J.E. Roos, Distributivité des Iig par rapports aux lim des topos

a) CR £.259 p. 969-972 b) CR T. 259 p. 1605-1608

c) CR £.259 p. 1801-1804 (aolt et septembre 1964).

P. Deligne — D. Mumford, The irreductibility of the space of curves
of given genus, Pub. math. n® 36 (1969).

B. Mitchell, Theory of categories, Academic Press (1965).

5933




INDEX TERMINOLOGIQUE

Accessible (foncteur)
Accessible (objet)
Adhérence d'un sous-tepos
Artinien (ensemble)
Artinien (objet)

Bicouvrant (morphisme famille)
Cartésien, cocartésien
U-catégerie

Catégorie filtrante

Catégorie des points (d'un topos)
Catégorie pseudo-filtrante
Cofinal (foncteur sous-catégorie)
Cogénératrice (sous-catégorie)
Comparaison (lemme de)

Constant, essentiellement constant (Ind-objet)
Couvrant (crible)

Couvrant (morphisme famille)
Couvrante (famille)

Crible

Dominant (morphisme de topos)

Epimorphique effective universelle (famille)
Epimorphique (famille)

Epimorphique strict universel (crible, famille)
Epimorphique universelle (famille)
Epimorphisme, épimorphisme strict

Epimorphisme effectif

Essentiel (morphisme, point)

Etendue

Extérieur d'un sous-topos

Faisceau (4 valeur dans une catégorie D)
Faisceau (d'ensemble)

Faisceau (des morphismes)

Faisceau(de recollement)

Filtration cardinale

Foncteur cocontinu
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III

II
I1
II
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v
Iv

II
1t
Iv
Iv

I1T

9.2
2.3
9Qoh
e}

8.12.6

5.2
10.1
1.1
&
4.6.
2.7

8.1.1

g ¢
4.1
8.4

L1

5.2
1.2
4.1

8.8
2.5
10.3
2.5
10.3
0.3
10.3
7.6

9.8.2

9.4,

6.1
2.1
10.2
9.6
9.12
2.1

8

3

8

I 11.6



Foncteur conservatif

Foncteur continu
Foncteur de recollement
Foncteur
fibre

fidele

Foncteur
Foncteur
Foncteur prolongement par zéro
Foncteur restriction des scalaires
Foncteur section
Foncteurs fibre

Frontigre d'un sous-topos

Cénératrice, cogénératrice (famille)

exact & gauche (2 droite, exact)

Génératrice, cogénératrice (sous-catégorie)

Génératrice (famille ... d'un site)
Génératrice (famille topologiquement
Générisation (d'un point)

Gros topos (d'un espace topologique)
Image directe de modules
Image

Image

d'un morphisme de topos
inverse (d'un sous-topos)
Image inverse (de topos induit)
Imege réciproque de modules
Inaccessible (cardinaux)
Inaccessible (cardinaux)
Inclusion (morphisme 4')
Ind-adjoint

Ind-objets

Ind-objet strict
Ind-représentable (foncteur)
Induit (topos)

Intérieur d'un Sous-topos

Limite inductive

Limite inductive universelle
Limite projective

U-limite projective

Limite projective et inductive finie
Locale (relation de nature)

Lacalisation (foncteur de)

LQCGIisation (morphisme de)

d'un site)

L
[
-
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III
v
I
IV
1
v
Iv
Iv
v
IRY

1
I1
v
IV

v
v
v
v
Iv

v

L B o B |

v
v

Iv

6.1
Tl
9.3.5
2.4
4.6.3
6.1
11.3.1
11.1.4
4.3.6
6.0
9.4.8

7.1
Fi755 S
3.0.1
3.0.1
4.2.2
4.10

13.2.1
9.1.7
9.1.6
5.10

13.2.2
o

115
Buid
8.11.1
8
8.12.1
8.2
5.2
9.4.8

2.3.1
2.5
2.1
2.2.13
2.3:1

L9, ] [51]
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Monomorphique, monomorphisme 1 10.4

Morphisme de topos IV 3Bl
Morphisme [de sites) IV 4.9
Morphismes de topos annelés IV 13.1
Morphismes de topos localement annelés Iv 13.9
Objet initial I1 4.5
Ouvert (d'un topos) Iv 8.2
Petit (ensemble, groupe, anneau, catégorie...) I 1.0
U-perit (ensemble) I 1.0
Plongement 3 LU M (8
Plongement fermé IV 9.3.5
Plongement ocuvert v 9.2.1
Point géométrique Iv 13.9
Points (d'un topos) IV 6.0
Préfaisceau représenté L 333
Préfaisceau représentable I 1.4.1
Préfaisceaux (d'ensembles) T 1.2
Prétopologie IT 1.3
Preo-adjoint I 8.11.5
Pro-objets I 8 » L8.10
Pro-représentable (foncteur) I 8.12
Pro-représentables (foncteurs) I 8.10.10
Projecteur I 10.6
Prolongement par le vide IITI 5.3
Quarrable (flache, morphisme) I 10.7
Quotient, quotient strict effectif, universel I 10.8
Raffinement Ik .
Relation d'équivalence 1 10.9
Relation d'équivalence locale IV 9.8.3
Relation d'équivalence effective, effective universelle I 10.10
Restriction (de Weil) IV 5.2
Restriction (d'un faisceau) Iv 5.4 , III 5.3
Séparé (préfaisceau) II 2.1
Site IT 1.1.5
U-site I 3.0.2
Site localement annelé Iv 13.9
Sobre (espace topologique) IV 42l
Somme disjointe II 4.5
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Sous-objet; sous-objet strict I 38,31
Sous-LOpOS Iiv 9.1.1
Sous-topos complémentaires Iv 5.1.13
Sous-LOPOS comp lémenté v 9.1.13
Sous-Lopos fermé IV 9.3.5
Sous-topos localement fermé IV 9.4.9
Sous-topos ouvert v 2.2.3
spécialisation(d‘un point) Iv 4.2.2
! gtable par descente Iv 8.2
Strictement ind-représentable I 8121
* support (d'un groupe, d'une section d'un groupe) IV 9.,3.5
r-structure IV 9.8.3
Support, COSUpPpOrt IV 8.5
Topeologie i & T s
g:topnlogie IT. -ZX.0.2
Topologie canonique II 2.5
fopologie discrate IT 1.1.4
Topologie grossigre et chaotique IT. l.1.4
Topologie induite IIT J:1
Topos Iv 1.1
D-topos T L4
Topos annelé Iv 11.1.1
Topos classifiant IV 2.3,2.48,2.5
Topos équivalents IV' 3%
Topos fini IV Bl
Tepos initial, final iv 2.2
Topos rigide IV 9.8.2 b)
Univers L. 9
Univers i s
Univers (axiome des) 1.11.%
Voisinage IV 6.8
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INDEX DES NOTATIONS

(B,A,£)(f : A+ B un foncteur)

catégories

(E topos)

Fib(E)

Filt(E)

T(E,X) , T(X)

Hom, (M,N) , Hom(M,N)

HomE(x,Y) , Hom(X,Y)
Homtopan(E,E') , Homtoplocan(E,E')
Homtop(E,E')

h(X) ,hU(x)

@ g

Ind(C) ,1n§g(c} » Ind,(C,1U)

~
—> isomorphisme

ab . ens
Ixr » Ix
J(x)

jx E/X -+ E

Ix1 2 3% 5 gm

I1
II
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Iv
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II
I1
v
v
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IV
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III
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I(Kgrfiness)
L /(foncteur)

Lib (Women's Liberation) cf. aussi

1im

1im (limite inductive)

1
1oc(f)
IOC(R) :ngh (I’)

H@AN

C—> monomorphisme ou foncteur

Morsite(C',C)

Ouv(X)

Points(E)

PL(E)

Ptgeom(E)
Pro(C) , Pr?g(C) ,PréE(C,E)

Quot(U) , Qg
Res(h)
(Topfin)
Top (X/x)
Top(f)

Top (X)
TOP(£)

TOP (X)
u¥

u 5 ? u¥
U-Ens
U,V univers
(¥,U-Top)
Yois(p)
X

fu

(X' o)
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