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INTRODUCTION

La premiére partie de ce séminaire, dirigée par A, Grothendieck, a paru

dans ces m&mes Lecture Notes in Mathematics sous le n® 288, De cette premidre partie,

pous n'aurons a faire usage que des résultats des exposés I et VI (spécialement les

§§ 5, 6).
Les résultats clef de cette seconde partie sont la formule de Picard-Lefschetz
de 1l'exposé XV et la théorie des pinceaux de Lefschetz de 1'exposé XVIII,

Soit Xt une famille de variétés algébriques dépendant d'un paramétre ¢t

La formule de Picard-Lefschetz décrit le comportement de la cohomologie de Xt au
voisinage d'une wvaleur to du paramétre pour laquelle Xt acquiert un point singu-
lier quadratique ordinaire: elle fournit la différence entre les cohomologies de Xt
et Xt et décrit la monodromie locale quand t tourne autour de Bl Dans le
cadre zranscendant, elle est due & Lefschetz [2] et a une signification géométrique
simple (XIV 3,2), Pour l'établir en toute caractéristique, il nous a fallu monter une
lourde machinerie (XII, XIII, XIV), dont les grandes lignes sont données dans les
introductions des exposés XIII et XIV,

Lorsqu'on prend pour famille xt un pinceau assez général de sections
! hyperplanes d'une variété projective non singuligre X , la formule de Picard-Lef-
8chetz, et dlautres idées géométriques, fournissent de précieuses relations entre la
cohomologie de X et celles de ses sections hyperplanes Xt . Ces relations ne
Prennent toute leur force que lorsque X vérifie le théoréme de Lefschetz vache
b (WVE (Xvirr 5.2,2). Cette condition est automatique en caractéristique 0 , En
dimension = 3 , la seule démonstration connue repose sur la théorie de Hodge des
L Intépraies harmoniques (la démonstration de Lefschetz du point crucial [2] 13, pg. 25

est fausse}; il serait extré&mement intéressant d'en avoir une autre, susceptible de

8¢ généraliser en caractéristique p .




Les principales applications sont les suivantes.

-

a) Dans l'exposé XVI, nous démontrons en é€gale caractéristique p une formule

analogue & celle donnée par Milnor [3] pour le nombre de cycles évanescents en les

n

oints critiques isolés d'une application £ : €@ —>0C .
o q PP

b) Dans 1l'exposé XIX, nous utilisons des méthodes de Lefschetz ({27 p. 1086) pour

démontrer notamment, en toute caractéristique, que si S est une surface générique
3

dans T de degré # 2, 3 toute courbe tracée sur S est l'intersection compléte

3
de S avec une autre surface de P .

¢) Dans 1l'exposé XX, par des méthodes transposées de méthodes de Griffiths [17], *
nous prouvons l'existence, en toute caractéristique, de cycles algébriques homolo-
giquement équivalents 3 zéro dont aucun multiple n'est algébriquement équivalent 2

ZETO.

Signalons encore que la méthode des pinceaux de Lefschetz a récemment

permis de prouver par récurrence sur la dimension le résultat suivant (voir [4D).

Si la variété projective non singuliére X sur Fp se relegve en caractéristique 0 ,
(avec sa polarisation) et que p # 2 , le polyndme caractéristique de Frobenius N,

agissant sur HO(X %F ‘Ep, QL) est dans Z[t] et indépendant de 4 (L # p) . I
P

Les exposés XXII et XXI sont préliminaires a XX (et 2 XIX en caractéristique

2). Dans XXII, nous étudions la réduction mod p de la fonction ¢ d'une variété 4

algébrique sur 'FP {par une méthode ot la théorie de Dwork joue un rdle essentiel),”®

et les propriétés d'intégrabilité de polyndmes caractéristiques de Frobenius agis- o

e
sant sur des H . Dans XXI, nous minorons le niveau de la cohomologie d'intersectlﬂp

complétes génériques,

Je suggdre au lecteur désireux de se faire une premigre image géométrique

de la théorie de lire tout d'abord I, XIV 3.2, XIX § 4 et l'introduction de XIII.

Le Leitfaden qui suit explique en gros la dépendance logique des divers

exposés entre eux,
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INTERSECTIONS SUR LES SURFACES REGULIERES

par P, Deligne

Dans la premiére partie de cet exposé, aprés quelques préliminaires
de théorie des intersections (contenus dans [5] U [7]), on donne la
démonstration d'aprés Artin d'un cas particulier d'un théoréme de

Raynaud [9] (1.13), et une démonstration a priori d'um théorZme que Néron
[B] vérifiait cas par cas (1.15). De (1.13) résultent assez aisément les

théorémes de [9] utilisés dans [2] et par 12 dans IX.

Dans la seconde partie, je poursuis sur ma lancée et raconte
comment les "italiens" [1], [3] calculaient les nombres d'intersections,
sur les surfaces. Les résultats principaux 2.9 et 2.11 se trouvent par
ailleurs dans Northecott [12] et [13]. Pour terminer, je donne en 2.27,
2.30, 2.34 une relation conjecturale entre la dimension du schéma formel
versel des modules d'une singularité d'ume courbe réduite, 1l'invariant &
de la singularité et un invariant mesurant sa symétrie,

Cet exposé ne sera pas utilisé dans la suite du séminaire.

1. Nombres d'intersection sur les surfaces arithmétiques

1.0. On suppose donné dans ce § un schéma résulier X de dimensicn 2, un
diviseur réduit Y de X, et un sous-corps k de HO(Y,Q?). On suppose 7ue Y

@8t une courbe (EGA II 7.4.1) propre sur k. Voilci trois ex=mples dz= cette

8ituation

Exemple 1.1. Soit (S,7,s) un trait et X un S-schéma f : X —> S, régulier,
Propre et plat sur §, 2 fibres purement de dimensiun un. Gn prend

=1
Y= (f (S))red et k = k(s). On se restreindra 2 c¢- cas & pertir de 1.10,




Soient d' 1 1 al de dimensi
Exemple 1.2. Soien Xo le spectre un anneau local normal m on 2, f
s le point fermé de Xo et £ : X —= KO un Xouschéma régulier et connexe, (1

propre sur Ko, distinet de XO mais cofncidant avec xo au-dessus de xo~{s}_

L i

= (¢ 1 w
On prend Y = (f (S)}red et k W(s). ? 5
Exemple 1.3. On prend pour X une surface réguliére compl2te sur un corps k oe

€t pour Y une courbe réduite tracée sur X,

1
Rappelons le lemm= suivant (SG: 6 IV ex. 1.3). (
Lemme 1,4, Soit Z0 un _sous-schéma fermé d'un schéma noethérien Z, Alors,
Lemme S01t or
l'inclusion de Zo dans Z induit un isomorphisme du groupe de CGrothendieck

Q

de la catégorie des faisceauxecchérents de %Z -modules dans le groupe de
Lo}
Grothendieck de la catégorie des faisceaux cohérents sur Z 2 support dans Z0

Ce lemme rpermet de définir la caractéristique d'Euler-Poincaré
%(§) d'un faisceau cohérent F sur X 2 support dans Y, de fagon 2 ce que,

(1) 8i J est un faisceau cohirent de QY—modules, alors

(1.4.1) X® = dim B - aim ul(@)
(i1i) X est additif relativement aux suites exactes courtes,

Si les faisceaux de cohomologie d'un complexe K de gx-modules

sont des faisceaux cohérents 2 support dans Y, on pose

(1.4.2) x(®) = = D yate) :
P
si ? est localisé en un noint ¥y de ¥, on a (
(1.4.3) X = 1 () . [k(y) : k] . £
o v
-y
d
2




38 k

wh

Sous les hypothgses (1.1), (1.2) ou (1.3), on a
(1.6.8) x@) = 18 £,F - 138%g, F .

Soient D un diviseur 2 O concentré sur Y, et % un faisceau inver-
sible sur D. I1 y a alors une et une seule fagon de définir le degré degn(i)
de sorte que

] " = 1 n
deg (£ 8L") deg (£') + deg (£")
(1.4.5)

pour £ <0, on a degD(GE) = - x(0/8) .
Oon a alors la formule de Riemann-Roch sur D
(1.6.6) X&) = X(QD) - degD(aﬁ'} )

Soit D = & n, D, la décomposition de D en diviseurs irréductibles

réduits ; on 3

{(1.4,7) degD{x) = L n, degD- (L) 5
i

Définition 1.5. Soient D et E deux diviseurs 2 0 sur X, et supposons D con-

centré sur Y, On définit le nombre d'intersection de D et E (relativement

au corps k (1.0)) par :

b
- _ 1
(D,E)} = x(gn ® QE) = x(gn ® 0.) - x(Tor (gB,gE)) .
Sous les hypothéses faites, on a en effet Torz(gﬁ,p{} =0 .
Proposition 1.6. Sous les hypothéses 1.5, on a :
(1) Le nombre d'intersection (D,E) est additif en les diviseurs D et E ;

téci permet, par linéarité, de dé&finir le nombre d'intersection de deux

diviseurs non nécessairement positifs,




(ii) (D,E) = degD(g(E)). Prop
(iii} Si D et E ne se coupent qu'en un nombre fini de points, alors i f un

(D,E) = ngn E-QE) 2 0, 1'égalité ne pouvant avoir lieu Que si D EEE

sont disjoints.

(iv) S5i D et E sont concentrés sur Y, alors (D,E) = (E,D).
(v) Si N est le faisceau conormal & D, alors
(0)? = (p,p) = - degD(N)
(vi) 5i E, non nécessairement positif, est le diviseur d'une fonction

méromorphe sur X, alors (D,E) = 0.

Preuve, Soit la suite exacte
0 —=0(-E) — 0o, —0_ —0 ,

elle fournit, par (1.4.8),

din jis L L
{D;E) — x(o, & QE) = x{gn 2 9}-:) - %o, ® 0(-E))
= %) - x(-B)| D) = - degy (O(-E)) = deg, (O(E)) .

Ceci prouve (ii), (vi) et la biadditivité en vertu de (1.4.5) et (1.,4.7).
Sous les hypothgses ({ii), on a Torl(gﬁ,gE) = 0, d'od la conclusion.

Sous les hypothises (v), on a

® =0 et Tori'(p_D, ) =N (sGA & vII 2.5)

0,0, =0 o
(p,p) = x(gn) - xiN)y = - degD(N) )
Enfin, (iv) résulte de 1la symétrie du produit tensoriel.

On notera que (ii), (iv) et (vi) restent vrais sans supposer les

diviseurs positifs,

10
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proposition 1.7. Soient (Yi}LSiSk les composantes irréductibles de Y,

f une fonction méromorphe sur X, et

div(f) = En_ Y. + Z
i i
son diviseur, avec |z! M ¥ fini. Alors, posant D, =n; Y, on a, pour (ai)EQk:
(£a, D)2 =-5% (a,-a,)%2 (0,,0,) - a2 (D,,2) .
i i 1<j i 5 L33 i i

preuve (d'apreés [7]), En vertu de 1.6 (v) (vi), on a

(Ta D) =Ta (D,,Ta, D) = Ta, (D,, La,d, -a, div £)
i i i i i

i i i

=Ya, (b,, £ (a,-a,)D, - a.Z)
i 1% ot i i3 i
2

{ (Di,Z)

=i§jai (aj-aiJ(Di,Dj) - f a

_ 2 2
= _igj (ai_aj) (Di Dj) - f a; (Di,z)

Corollaire 1.8. Sous les hypoth&ses de 1'exemple 1.1, prencns pour f une

uniformisante T de 5. Ici, Z = 0 et
&k B =B & it oa-koad® eovd
1 £ s s i 1 3
i<j n_.n,
1]

donc la forme d'intersection est négative, et si Y est connexe, son novau

est réduit auvx multiples de div(T),

Corollaire 1.9 (idumford [7]). Sous les hypothdses de l'exemnle 1.2, prenons

our f un élément non nul de 1'idéal maximal de 1'anneau local 9Oy . Ici,

2> 0, de sorte que la forme d'intersection est difinie népative.

v

11




1.10. On se restreint, pour la suite, au cas considéré dans 1'exemple L7 I 1) 1

Lichtenbaum [ 5] a prouvé que, dans ce cas, X est automatiquement
projectif sur S, de sorte qu'il n'est pas fatiguant de définir le complexe |
Rf:gs (L4l 111 8.7 p. 190). Puisque f est de dimension relative 1 et que X
et 5 sont réguliers (Gorenstein suffirait) il existe ([4] V 8.3 et v 9.1)

un faisceau inversible WXIS sur 5, unique & isomorphisme unique prés, tel que

v
- = W r
(1.10.1) RO, La.xfs;l]

On désigne par K un quelconque diviseur (effectif ou non) tel que

w = o(K).
Scient D un diviseur = D concentré sur Y er N son faisceau conormal :
; )
D ———=x
g\ /f
s .
On a
{ 1 1 ] 1 ~
1.10.2) Rg'Oy = Ri"RE'Q. = Ri ale{L]—u,x’,sl D® N Lo]

En vertu du théor2me de dualité ([4] v 11.1 p.210),

"

(1.10.3) Rg, Rg'gs — RHom(Rg* gb,gs)
De plus, pour tout Qs-module M concentré au point fermé, on a
(1.10.4) X(RHom(M,0.)) = - x(M)
de sorte qu'ici, utilisant (1.4.4) et (1.10.3), on obtient
L]
X(Rg'05) = - x(0,)

Puisque (1.4.6)

X(Re'gy) = X(g) + deg (Rg'0)

[

12
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on en conclut par (1.10,2) que
! v .
-2 X(QD) = degD (rRg QD) = degD {w|D BN = degD (w) - degD(N} "

ce qui, par 1.6 (ii) et(v) se réécrit

Proposition 1.11. Sous les hypothdses (1.1), quelque soit le diviseur D=0

concentré sur Y, on a

1
x(gD) ® s (D, D+K) x

1.12. On désignera par d le pgcd des multiplicités géométriques des com-
posantes irréductibles de X = fﬁl(s), i.e. le pged des longueurs des anneaux
locaux des points maximaux de la fibre spéciale géométrique de £, §i XT a
un point rationnel, i.e, si f : X —> S a une section X, alors d = 1 ; plus
précisément f est lisse en x(s). En effet, x est une immersion fermée de
schémas réguliers, donc est une immersion Téguliére et on applique ECA IV
17,3250,

Voici la démonstration, d'aprés M. Artin, d'un cas particulier

d'un théor2me de M. Raynaud [9], qui suppose seulement d premier 3 la

caractéristique p de k.

Théoréme 1,13, Avec les notations précédentes, S5i Y est géométriquement

connexe et si d = 1, alors X est hemolog iquement plat sur S en dimension
e e el 81

0 (EGA III 7.8.1), plus précisément (EGA IIT 7.6.9 (ii)) on a

B = 570K, 0. ).
XS

On se ram@ne sisément au cas ot S est strictement local. Comme Y
. o . S
est géométriquement connexe, H (Y‘QY) St une extension radicielle de Kk,

&L puisque (d,p)=1, une au moins des composantes irréductibles de ¥ est

13
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I

R : S e R Gy oy
géométriquement téduite, et on en déduit facilement que H (&,QY] = k.

Soit D un diviseur sur X tel que

— e

¥=D<X .
s
\
Puisque d = ], D n'est pas multipnle rationnel de Ks’ donc par 1.8 r
(D,XS—DJ = - (D,D) >0 .

Le diviseur Y a donc une composante irréductible E telle que

0O<ES®= XS—D et (D,E) > 0 .

Considérons le diagramme

O == OL-D-E) e D i@, =210
L L
0 — o(-D) o o5 o] ;

le diagramme du serpent fournit un isomorphisme entre Ker(y) et Coker(w).

Ce conoyau n'est autre que la restriction de 0(-D) & E, d'oll une suite exacte

O LD B Gy 0y 0 '

Par construction degE(Q(—D) = - (D,E) < 0, donc Ho(g(-D}]E) =0,

et 1la fléche de restriction

o (=]
0O ——H (9D+E) —H (Or)

est injective, Ceci permet de construire par récurrence une suite de diviseurs

Y=D =D = .., =D =X
o 1 n 5

telle que H(Q) ) s'injecte dans H°(0y ), donec HO(0y ) = H7(0,) = k, ce
i 1-1 s

qui achéve la démonstration de 1,13,

D

14




G - X

Le fait suivant est prouvé dans [5] ou [10].

Théoréme 1.14. (Castelnuovo, Enriques,...). Sous les hypotheses (1.1),
—

goit D un diviseur réduit irréductible contenu dans Y. Supposons que

—

), on ait

o
Hl(DsQDJ = 0 et que, posant k' = H (D,QD
(0,p) = - [k' : k] .

Alors, D est une droite projective sur k' et il existe un S-schéma régulier

xl , un point fermé x, de Xl de corps résiduel k' et un isomorphisme entre

X et le S-schéma déduit de Xl par éclatement de x cet isomorphisme iden-

1t

tifiant D & la fibre de % dans xl_

On appelle un diviseur D possddant ces propriétés une courbe

exceptionnelle de premi2re espéice.

Je ne rémiste pas au plaisir de démontrer 1la proposition suivante

de Néron [8] prop 1'p. 90 :

Proposition 1.15. Supposons que Xr soit une courbe elliptique (en particulier

ait une section) et que X ne contienne aucune courbe exceptionnelle de pre-

miére espéce. Alors, avec la notation {1.10.1), on a

{1 " ~ o
e Gppg T iy

universellement.

iITs Comme d = 1 (1.12), il suffit, d'aprés (1.13), de prouver que

u&fs est isomorphe & QO

5 3 puisque QXIS est trivial sur la courbe elliptique

xq » On sait a priori que

4 et T Za %),

15




ot les Yi sont les composantes irréductibles de Y, et puisque div(T) ~ O, -
f
on peut supposer les o, positifs. Si T n, Yi est proportionnel au diviseur l
div(7), il est multiple entier de div(T) et on a gagné. Sinon, on a '
(£a, v%2<0 t
i7i .
il existe i tel que
(Y., Zn, ¥ ) <0
- f

et on applique le lemme suivant : ‘
Lemme 1.16. Sous les hypothéses 1.1, supposons que Y soit connexe et gque Y !

soit réductible, ou que X(QY) = 0. Alors, pour qu'une composante irréductible

Y, de Y soit une courbe exceptionnelle de premi2re espgce, il faut et il

suffit que (Yi,K) <0. 4
Soit k' = HO(Yi,QY ). La formule de Riemann-Roch 1.11 fournit
i
1
= [x': 5 1 il
x(g?i} [k':k] (1 dim , H (Yi‘QYi}) = (Cvy,¥,) + (¥,K)) ;
i Y, est exceptionnelle de premi2re espéce, on a donc (Yi,K] = [k":k] <0.

Réciproquement, si (Yi,K) < 0, alors X(QY ) > 0, ce qui implique que
i
#EO,, )= [k':%] et que Y soit réductible, de sorte que par 1.8, (¥ =<0,
i
Les nombres négatifs (Yi,Yi) et (Yi,K} sont divisibles par [k':k], de sorte

qu'on doit aveoir
= - |
(Yi,Y.) (Yi'KJ [k 1k "

Exercice (a). Sous les hypoth2ses (1.1), on suppose que xr est un espace
principal homogéne sous une courbe elliptique et que X ne contienne aucune
courbe exceptionnelle de premi2re espi2ce, Montrer que sur X, la formule de

Riemann-Roch (1,11) s'écric

x(0,) = - %-(n,n)

10
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(b) Supposons en outre le corps résiduel k(s) algébriquement clos. Montrer
k;e le diagramme des composantes irréductibles de Xs est multiple de 1'un
 ag3 diagrammes considérés par Néron [8] p. 124-125, 42 colonne (cas a 2 c 8).
. Ce diagramme détermine les gerres des composantes irréductibles réduites,

jeur multiplicité dans XS. la nature et la disposition des singularités de
:xs)red
2_' On traitera d'abord le cas oi Ka est irréductible ; ce cas exclus,

dh prouvera que toute composante irréductible réduite est une droite pro-

JjectiVe de self-intersection - 2, §i Ks = T ni

w

Di est la décomposition dgo

" ¥ en diviseurs irréductibles réduits, on réécrira cette condition
¥ s

i 1
(*) n, = — % n, (ni D.)
; 2 j#i 3

D'autre part, Xs est connexe, de sorte gque :

. (**) Quels que scient i et js 11 existe une chaftne i = il,i.2 e 1= 3

avec (Di D, ) # 0.
k "k+1l
On cherchera alors toutes les solutions en nombre entiers de

(*) + (%), On montrera d'abord que, sauf dans les cas b2 et c2 de MNéron,

les nombres d'intersection (DiDj) sont égaux 2 zéro ou un.

2, Intersections italiennes
F

Soient §' et S deux surfaces projectives lisses sur un corps k

et f : S' — 5 un morphisme birationnel., Si D et E sont deux diviseurs

8ur S, on =

a

(D,E) = (£% D, f* E)

11
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comme on le voit, par exemple, en faisant bouger D et E. ( ;

I1 s'impose donc de donner une expression "birationnelle'" pour
le nombre d'intersection. On se propose d'expliquer comment procédaient
les italiens pour ce faire, Ma principale source de renseignements est L1] } I
ol se trouve une longue bibliographie. Voir aussi Manin (6], et Narthcote[12],[13], ] i
(2.0) Soient S le spectre d'un anneau local régulier de dimension 2, s le point

fermé de S et k un sous-corps de k(s) dont k{s) soit une extension finie, Les

fo

nombres d'intersections et les caractdristiques d'Euler-Poincaré serant cal- ’

culés en terme de k.

Dans ce &, un S-schéma p : S' — S sera dit &tre un transformé

birationnel de S s'il est régulier, connexe, et si p est propre et induit

un isomorphisme de §'~ p_l(S) sur S ~{s}. Tout ce qui sera dit de S
s'appliquera encore aux localisés de ses transformés birationnels en un
point fermé&.

(2.1) Soit £ : (8",p") —> (S',p') un morphisme de S-schémas entre trans-
formés birationnels de S. On sait alors [5] qu'il existe une et une seule

factorisation de f :

telle que Si+1 se déduise de Si par éclatement d'un ensemble fini Ki de

) © X, . L'ensemble Xi est 1'ensemble des

points fermés, et que fi(xi+1 i

points de Si en lesquels la projection de S" sur Si n'est pas un isomorphisme.f
En particulier, f induit un isomorphisme au-dessus du complémen-
taire d'une partie finie de S', qui contient les points génériques des

3 -1

composantes irréductibles de p' (s). D2s lors, £ définit une injection

12
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de 1'ensemble Irr(p'_l(sJ) des composantes irréductibles de p'-l(s) dans
11_1
Irr (p (e)).
Les transformés birationnels de S n'ont pas de S-automorphisme .
Oon désignera ici par I 1l'ensemble des classes de S-isomorphie des transfor-
més birationnels de S, ordonné par la relation de domination. L'ensemble I

est filtrant & droite, et de plus petit élément S.

péfinition 2.2, L'ensemble S¥ des points de S infiniment voisins de s est
E——— e ————— ||| e— ———

1'ensemble limite inductive

§* = lim Irr (p 1(s)) .
—)
I
Si un €lément t € S¥ est représenté sur un transformé birationnel

S' de S par une courbe compléte réduite irréductible T, le corps HO(T,QT)
4
ne dépend que de t, et non du choix de S' ; on 1'appelle le corps résiduel

k(t) de t.
Soit S5 1'éclaté de © le long de s, La droite projective s¥
image réciproque de {s]} dans S1 s'appelle la curvetta de s et définit un

€élément 8* de S¥ de corps résiduel k(s).

Soient S' un transformé birationnel de S5, t un point fermé de
S' et SE le spectre de 1'anneau local de S' en t, On d&finit de fagon dwvi-
dente une injection de SE* dans S* ; en particulier, t définit un é&lément
t* de S*, de meme corps résiduel, On désigne par §'* la réunion dans S§%
des sé* pour t fermé dans S',

La proposition suivante résulte de la description 2,1 des trans-

formés birationnels de S :

3
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Proposition 2.3, Quel que soit t € 5%, il existe une et une seule suite *
de transformés birationnels de S (Si)oﬁi‘n‘l et de points fermés

£, € Si (0<i=n) telle que
(1) s =38,
o

S est 1'éclaté de S, le long de {ti}

_t i+1
e T = ¥
@i} e, o € t] (0%i<n) et t t* .

De plus, quel que soit le transformé birationnel (S',p') de S,

pour que t appartienne 3 1'image de Irr(p'-lis)} dans S%, il faut et il

suffit que $' domine Sn

+1°

On appelle n l'ordre de t., On désignera ici par S(t) (resp. par
§.(t)) le transformé birationnel s, (resp. Sn+1J de S. Par abus de notation,
on désignera encore par t le point fermé t, de S et par t* son image réci-

roque t* dans 3§ :
PEOQ n n+l

On munit S¥* de 1'ordre suiwvant :
£ < t, = S+(t2) domine 5+(t1) .
Si t1{ tz, alors k(tz) est une extension de k(tlJ. L'ensemble ordonné S§%
a pour plus petit élément s¥*, et toute partie majorée de S* est finie et
totalement ordonnée (S* est un "arbre de souche s*'). De plus, 1'ordre n
de t € S* est la distance, dans 1'arbre S*, de s* a2 t (n =#[s",t]).

La proposition suivante explicite la description 2.1 des trans-

formés birationnels de S,

Proposition 2.4, La fonction qui 2 un transformé birationnel P 8" =38

de 5 associe la partie Irr(pﬂlis}) de S* induit une bijection entre 1'en-

semble I (2.1) et 1'ensemble des parties finies de S%* qui, avec tout é&lément,

14
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contiennent ses prédécesseurs.

-

Scient D est un diviseur > 0 sur S et t € S¥, On dit que ¢t appar-
tient 8 D si le point fermé t de S(tr) (2.3) appartient au transformé pur

(= adhérence schématique de D -{s})de D sur S(t).

Définition 2.5. Soient t, t'€ %, 0On dit que t' est proche de t si t'c 5 (t)¥

(2.2) et appartient & la curvetta t* de £ (2.3).

Si t' est un successeur immédiat de t, alors t' est proche de t :
i dans une suite (t. : chaque t, est successeur immédiat de t., e
Sk - ( 1)051£n q i+l S i’ E
si t est proche de tys alors t; est proche de £, pour O<isn et t, n'est
pas proche de t; pour O<i=n-1.

(2,6) Soient A un anneau local noethérien de dimension n, T son spectre,

m son idéal maximal, k = A/m son corps résiduel et P = T a, x* son
0=i<n
polynfme de Hilbert-Samuel :

n+1) pour n grand,

P(n) = dim (n"/m

Rappelons que la multiplicité b dans T du point fermé s vérifie par défi-

nition
a1 = Psﬂ(n—l) { .
Lorsque n = 1, on a donec simplement
v = di o fmi L our n grand
s e : P E .

En termes géométriques, U, peut se définir comme le degré, dans l1'espace
projectif sur k Pk(m/mz), de la fibre spéciale de 1'éclaté de T le long

du sous-schéma {s].
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Rappelons que si Y et Z sont deux sous-schémas fermés d'un schéma
¥, alors, le transformé pur de Y dans 1'éclaté X de X le long de Z, adhé-

rence schématique de Y \ Z dans i, n'est autre que 1'éclaté de Y le long

de ¥ Z.
Supposons qQue T soit un sous-schéma fermé d'un schéma régulier U

Soient p : Ul — U 1'éclaté de U le long de fgl, s* 1'image réciproque de

5 dans U1 et T' le transformé pur de T dans U Ce qui précéde montre que la

1
multiplicité de T en s est le degré dans 1'espace projectif s™ du sous-schéma

s¥* Nop!

.

Supposons en outre que T soit un diviseur de U, soit T® son trans-

formé total dans Ul (le diviseur image réciproque) et définissons W par la

formule T = v s* + T', §i X est une droite de s%, et si on calcule les
caractéristiques d'Euler-Poincaré comme sommes alternées de dimension sur k,

on sait que

1.
X(Q, & 0 )

(2.6.1) (X,s%)

degy 0(s¥) = -1

et on a vérifié gque

ji
(2.6.2) (X,T') = x(gx 8 gT.) = deg_x (s¥* N T') = By .
La formule de projection
L IL L
Bp,(0y 2 0.n) = Rpx(0y ®Lp* 0.)=Rpx O & O,
et son corollaire
(X, T%) = v{X,s*) + X,T') =0

fournit, par (2.6.1), (2.6.2), 1'identité

(2.6.3) o= W

16
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Proposition 2.7, Scient T un diviseur = 0 dans un schéma régulier U, s un

point fermé de U, U1 l'éclaté de U le long de {s}, s* 1l'image réciproque

de s dans Ul’ T' le transformé pur de T sur U1 et T* son transformé total,

Il vy a identité entre

1) La multiplicité, au sens de Samuel, du point s de T,

(ii) Le degré, dans 1'espace projectif s¥, de 5% g,

(iii) La multiplicité de s* dans le diviseur T¥.

2.8. Reprenons les hypoth®ses de 2.0, Soit D un diviseur = O sur S et

t € §¥. La multiplicité LtﬂD)gg D en t est, par définition, la multiplicité
en t du transformé pur de D sur S(t) (2.3). La fonction det:utFD}a

pour Ssupport l'ensemble des points infiniment voisins de s qui appar-
tiennent & D (2.4). Lorsque D est régulier, les nombra;ut(nl [k(e) : k(s)]
sont égaux & zéro ou un : en effet, les transformés pur D' de D sont iso-
morphes 3 D, et on applique la définition (2.6) des multiplicités,

Les nombres d'intersections se calculent en termes de multiplicités :

Théoréme 2.9. Si les diviseurs D et E ne se coupent qu'en s, on a

(D,‘E) = pt(D)ut(E)[k(t):k]

.
tEs*

la somme étant érendue aux points infiniment voisins de s communs 2 D et B

Preuve, Soit p : S' —> S un transformé birationnel de S, On désigne par

D* et E* (resp. par D' et E') les transformés totaux (resp. purs) de D et E.
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Lemme 2,9.1. (i) Le transformé total D¥ est caractérisé par

1

(a) D¥ - D' est concentré sur f

(s)

(b) si X est concentré sur f_l(s), alors (D¥,X) =0

(ii) (D,E) = (D¥,E¥) =(*,E') = (D',E¥).

L'assertion (i){(a) est triviale, et (i)(b) résulte de 1.6 (vi). L

Que (a) et (b) déterminent D¥ résulte de 1.9. Par construction, le conoyau
i

de la fléche de QE dans f, QE est fini, d'eol L

hid ' = 4+ = B}
(D%, E!) );.(ng@_QE,) x(gn £..0

_E.) = x(gn®_qE) = (D,E)

ce qui, par (i), entraine (ii),

Prenons pour S' 1'éclaté de S en s, D'aprés (2.92.1), (2.5.3) et

(2.9.2) (D,E) = (D¥,E') = (D' 4+ u(S) s¥,E')
s

= (D',E') + w (D) (s*,E') = (D',E") + usm)unm}[k(s):k]

Le théoréme 2.9. se prouve maintenant par récurrence sur (D,E), par une

application itérée de (2.9.2).

(2.10) Soient A un anneau local noethérien réduit de dimension un, s le
point fermé de Spec(A), A le normalisé de A et k un corps dont k(s) soit
extension finie. Supposons que A soit fini sur A (i.e. que le complété A"

soit réduit). On appellera invariant & de la singularité de Spec(A) en s

la longueur, calculée sur k, du A-module KIA,

18
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Théoréme 2.11. Soit D une courbe réduite tracée sur S. Alors

(i) Quel que soit t € S¥, on a, avec les notations 2.8

M (D) = E ut.(D)[k(t'):k(t)]
t' proche de t

(ii) Supposons le normalisé D de D fini sur I, et soit & = X(gaﬂgﬂ) 1'in-

variant de la singularité de D en s. Pour tous les t € S%, a 1'exception

d'un nombre fini, uén} est égal & zéro ou un, et on a

1 =
5= T — K (D) (L OFD [k(t):k]
tesge 2 ¢ %

Soient p : Sl — 5 1'éclaté de S le long de {s], D¥ le trans-

formé total de D et D' son transformé pur. En vertu de (2.7), on a
(2.11.1) p¥ = p° +us(n) g% et
(2.11.2) M (D)= (s%,0') . [k(s):k]™}

La curvetta s¥ est non singulire, de sorte que, par 2.8 et la

définition 2.5, la formule 2.9, appliquée aux diviseurs s¥ et D' de Sl,

] s'écrit

(2.11.3) (s¥*,D) = Z M (D) [k(e'):k]
t' proche de s t!
L'assertion (i) pour s = t résulte de (2.11.2) et (2.11.3), et le cas giné-
ral s'obtient en appliquant ce résultat au localisé en t de S(e) (2.3).
Désignons par m 1'i{déal maximal qui définit {e}, et soit n 2 0O,

On sait (SGA VII 3.5) que

l (2.11.4) P 93 (-n s¥%) = o et RiP* g
1 SI

(-n s%) =0 (i>0q)

19
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On déduit de la, et de la suite exacte

= ks

o—:-gsl( n s )———)-gsl—}gm* — 0
que

n i i
(2.11.5) Pr O & = Osf'm et Rpy O . = o (i >0)
et que
= Ny - nin+l) | 1]

(2.11.6) Q) X(0g/m ) Ll [k(s):k]

Faisons n = 0 dans (2.11.4). Quel que soit le complexe K de

faisceaux cohérents sur S, on a par la "formule de projection'

18

K —— Rpy Lp¥K (=K@ Rpy O )
1
n +* = * =
En particulier, puisque Lf Qu £ QD QD*’ on a
(2.11.7) Py Opu = O, et R'puOpz = 0 (1>0)

Posons E = uS(D) s* | D'apres (2.11.1), (2.9.1) (i) b et (2.6.1) on a
(2.11.8) X(Qping) = (D',E) = (D* - E,E) = ~(E,B) = -1 (D)2 (¥, 5%)

= u (07 [k(s) : k]
La suite exacte

0—> 0, —> 0

—
b 0

®go, —

D' gﬂ'ﬂs

fournit par image directe, grace a (2.11.7) des suites exactes

0 —> 0o, —> £,0,, B £200 —> £40,, g~ O
et
— e —
O £405, /0y —> £l > £y Qg O
20
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D'aprés (2.11.6) et (2.11.8), on a done
1
(2.11.9)  X(£40,,/00) = — 1 (D) (u (D)+D)[k(s): k] = u (D)2 [k(s) : k]
1
=5 1 DG (P -D)[ks) : k]

Les schémas D et D' sont réduits, ne cifférent qu'en s, et D'
est fini sur D. Ces schémas ont donc m@me normalisé, et 1'invariani & de
la singularité de D en s est somme de x(f*gn.fgﬂ) et de la somme des inva-
riants S dessingularités de D' en les points de D'M s¥. Prouvons 2.11 (ii)
par récurrence sur 5. Si us(D) > 1, l'hypoth2se de récurrence s'applique
a D', et 2,11 (ii) résulte de (2.11.9). Si B (D) =1, alors (D',s*) =1
et D' N s* est un diviseur régulier de D' ; par (EGA IV 19.1.1), D' est
régulier ; par (2.11.9), D = D' est lui-méme régulier et 2.11 (ii) résulte

de 2.8.

2,12, Soit t € 5% et S' un transformé birationnel de § qui domine S+(t} (2.3).

On appellera transform% total de t sur S', et on désignera encore par t¥#,

le transformé total sur S' du diviseur t¥* de S+(t)_
Soit V une fonction & support fini de S* dans N et supposons que

Vv vérifie, quel que soit t £ S¥%

(2.12.1) vit) = 2§ vie") [k(e") : k()]

t' proche de t
(inégalité des points proches). Soient f : §' —> S un transformé biration-
nel de S qui domine les S (t) pour t dans le support de v, et v* le diviseur

L z wit) t¥ sur S',
LES*®
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On désignera par I(v) 1'idéal de Oy image directe par f de 1'idéal

de Og+ qui définit le diviseur v¥ .
I(v) = f£,0(~v¥) ;

D'aprés (2.11.4), cet idéal ne dépend pas du choix de S$'. Les idéaux de S

obtenus par ce procédé sont ceux que Zariski [11] appelle "complets",

Théoréme 2.13. Sous les hypoth&ses précédentas, on a

X(0g/1(V)) = T V(E)OW(EI+1) [x(e) : k]
tESH 2

E_E

Rif* gs.(—V*) = 0 our i > Q .

En vieux frangais, on exprime ceci, bri&vement, en disant que :
"exiger qu'une courbe plane passe n fois par un point t, projectif ou infi-

niment voisin, impose n{n+l) conditions, en général indépendantes, aux
2
coefficients de son é&gquation'.

Prouvons tout d'abord le lemme

Lemme 2.14, Soient p : S, —> S 1'&claté de S le long de {s}, T un Sous-—

1

schima fermé de S1 » d'idéal q, D un diviseur, n un entier, J = 0(=s5%)

1'idéal de S, gui définit le diviseur s*, Y = Spec(0, /3%q), D un diviseur
i

régulier sur 5 et D' son transformé pur sur 51. On suppose T M s¥* et

T N D' finis.
(1) si 18k(s) (TN s* S n+l, on a

R'py (g.0™ =0 pour i > 0 et, pour T artinien,

1g, (5)(0g/Pala 3 = n(;+l} + 1lg, gy (D

22
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(1) Si ng(s) (T N s¥) = n, on a

Secit la suite exacte sur 51
n n u n
(2_15.']) 00— J.g—= ] i | @QT—}O =

Pour Prouver que Rip* J%.g =0 (i>0), il suffit par (2.11.4), de montrer
que la fléche pxf{u) est surjective. D'aprés le théoréme des fonctions

holomorphes, il suffit de prouver que les fléches
n k n k
v pr(3 B 0/7) —=p (i@ 0, ® 0/37)
sont surjectives,

On désignera par GrJ un gradué associé pour la filtration J-adique,

1 m+1

Le module Jmem+1 est isomorphe a gs*(mJ ; on a donc R p*Jm/J =0 et

o
“+k+l} dans p*(Jann'k) est surjective. Pour prouver,

la flache de p,(J3"/J
par récurrence sur k, gue les flaches uk sont surjectives, il suffit donc
de prouver, la surjectivité des Vi G
n k n k
vie T g @ GrJ(Q)) —> pp(l ® 6r (0.)) (k=2 0)
k ko, _k+1
Le module GrJ(QT) est un quotient de J /J @ 9. ; il est donc de longueur

sur k(s) au plus n+l. Le noyau N de la flache surjective

n i3 T k
Vg 8 308 6r (0 ~ 0 4 n+k) — " 8 Gr (0.

Q )
est donc un faisceau inversible sur la droite projective s¥*, de depré = -1.
On a Rlp* N =20 et W = p*(?i) est surijectif,

Si T est artinien, de la suite exacte (2.14.1), on déduit main-

tenant que

n n =
lep sy (Ped /pp(37@)) = L& (s) (0.) "
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et 2.14 (i) résulte de (2.11.4) et (2.11.6).
Soit Igtey 1'idéal (monogi2ne de Oy qui définit D'MNT. Sous les P

hypothéses (ii), la suite exacte

—_ PR Y — —_—
@ Ipipr e O o } 1
montre que D'MT wvérifie 1'hypothése {(i). (

La projection p érablit un isomorphisme entre D et D' ; par cet

isomorphisme, & 1'idéal de QD qui définit le sous-schéma D N Spec(osfp%(q ¥
de D correspond 1'idéal de D' engendré par les sections globales de g J"
sur Sl' Cet idéal est contenu dans 1'idéal de D' qui définit D'N Y, 11

lui est en fait égal, car toute section de QD'U v se prelonge en une sec-
tion de Q : si
% -

prolongement se trouve dans Rlp*(I

by y &St 1'idéal qui définit D'V ¥, 1l'obstruction ou

D'UY)' On a

e}

=
I

DUy = 0N q %= (0-dDIN I Nq " =0(-p)s" Ngq 7

n

Il

(o(-p')N q). J
et, d'aprés (i) appliqué 2 D'U T, il n'y a pas d'obstruction.
On a donc
n = ,
(2.14.2) 18 (s) (on Spec(Q./pxlg J7))) 12, ¢s) (D' Y) :
De 1'isomorphie

S e i T o T I

_:Dl'
on déduit que la suite suivante est exacte
n
—_ —
o = lss’1:-'r’1'1' Oy =D'N n s*

de sorte que
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(2.14.3) lgk(s) (D'N ¥) = n (D',s¥%) + lgk(s}(n'ﬂ T)
puisque (D',8%¥) =1, 2,14 (ii) résulte de (2.14.2) et (2.14.3).

Prouvons maintenant, par récurrence sur le nombre d'éléments dans

je support de VW, les assertions de 2.13 et 1l'assertion suivante

(2.14.4) 8i D est un diviseur régulier sur S, alors,
X(DN Spee(0 /1(V)) = ¥ vie) [k(e) : k]
t sur D
Si v = 0, alors v¥ = p, 1(Vv) = QS et 2,13 et (2.14.4) sont tri-

viaux (la seconde assertion de (2.13) résulte d'une application itérée de
(2.11.4) pour n = 0). Simon, on a vw(s) > 0, et il existe un S-morphisme

g: SI—= Sl' Pour chaque point fermé a de SI’ soient sla le localisé de

en a, V_ la restriction de v &8 S.¥% , S' le localisé S' = §'x 5. ,
a la a a g la
1

I(va) = gu gs.(—va*), : Spec(gslfi(va)), T=U ] (réunion finie dis-

!

jointe) et q 1'idéal de T. On a, avec les notations de 2.14
(2.14.5) gx O(-V#) = g, V(8

L'hypothése de récurrence s'applique aux (Sla’ S;, va).

On a donc

(2.14.6) Rig,lE gs.(—v*} = Q0 pour i > 0
% (2.14.7) w(T) = ¥ Vi) (wie)+1) (ki) : k]

I:‘ES"’:"-{S} 2

et, d'apr2s (2.14.4) appliqué au diviseur s* de Sl et 1'hypothése (2.12.1)

18y gy (T N8*) = > vie) [k(t) : k()] < vis)

, t proche de s

3
[57)
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Cette inégalité nous permet d'appliquer ; de (2.14.5), on rtire

R'p. s O(=v¥) = 0 pour i > 0O

ng(s)(gsﬂp* ge 0(=v¥)) = vi(s)(v(s)+1) + 1g (1)

“kis)
2

de sorte que les assertions (2.13) résultent de (2.14.6) et (2.14.7).

Enfin, 2,14 (ii) fournit

1gy(s) (DN Spec (QEII(v)) vis) + 1g () (p'nTy |,

“k

soit par (2.14.4) appliqué a p',

1

vis) [kis) : k] + z wie) [k(t) : k]

t sur D

¥ (DN spec(gsflw})

& b vie) [k(e) : k] .
£ sur D

Ceci achéve la démonstration de 2.13.

(2.15) Des bribes de ce qui précdédent se généralisent en dimension supérieure,
Scit 5 le spectre d'un anneau local régulier de dimension n de point fermé

s, k(s) étant une extension finie de k. On peut encore considérer 1'ensemble
I des schémas f : §' — § déduit de S par éclatements successifs de points

fermés et poser comme en 2.1

lim Irr(f-l(s)
—
s'€ T

g

S* s'appellera encore 1'ensemble des points de S infiniment voisins de s.

Si X est un sous-schéma fermé& de S, et si t € §%, on définit
comme en 2.8 la multiplicité de X en t.
Soient £ : 8' —> S un composé de morphismes d'éclatement de

points fermés, D un diviseur sur S, D¥ = f* D son transformé total sur S',
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£ une courbe sur 8, E' son transformé pur sur S' et supposons que D N E

soit réduit & s. La formule de projection donne encore

(2.16) (D,E) = (D*,E")

Procédant comme en 2.9, on prouve A l'aide de (2.16) que

(2.17) (D,E) = L w(D)u (E) [k(e) : k] .
ces*

Définissons les points proches comme en 2,5, Procédant comme

en 2.11, on vérifie que

(2.18) M (E) = Z MAE) [k(e') : k] :

t' proche de t

Par contre, la formule 2,11 (ii) devient fausse en général (voir les exem-

ples 2.25),

2.19. Soit S une surface projective et régulidre sur un corps k. On désigne

par S¥* la somme disjointe, étendue aux points fermés de S

s* = 11 Spec (gs
s€8

¥* "

,S

et on appelle S¥ 1'ensemble des points infiniment voisins des points de S,

Soit I 1'ensemble des surfaces déduites de S par éclatements
successifs de points fermés. L'ensemble I est cofinal dans 1'ensemble des

l modeles réguliers du corps des fonctions de S, ordonné par domination, Pour

i1 € I, on désigne par Si la surface correspondantes, munie de p; ¢ Si — 5,

On désignera par Divt(Si) le groupe des diviseurs, positifs ou non, sur S

i

Définition 2,20, (i) Le groupe des "courbes" sur S est 1'ensemble 1limirte

inductive lim Dive(S.)
; ifT *

(1i) La catégorie des "faisceaux inversibles" sur S est la limite inducrive

5]
e |
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(SGA 4 VI 6) des catésories de faisceaux inversibles sur les (Si)iEI 3

Ces objets sont des invariants birationnels de S.

Exemple 2.21. (i) Chaque "courbe" C sur § définit un "faisceau inversible"
E(C) sur S.

(ii) Chaque diviseur C sur S définit une "courbe" sur S, qu'on désignera
par C%.

(iii) S5i t € 8%, on définit comme en 2.3 la surface S+(t) et le diviseur

t¥ sur S+(t} ; on désigne encore par t* la "courbe'" définie par t¥*.

(2.22) On vérifie facilement qu'une "courbe” C (resp. un "faisceau inver-

=T T

sible” &) s'écrit d'une et d'une seule fagon sous la forme

c=ckt - L i t* resp. £ =% @0 (-L irt¥) 1
©  reg® © tES#

ou C_ (resp. SO) est un diviseur (resp, un faisceau inversible) sur S et

o1 les it sont des nombres entiers presque tous nuls. On dit que C (resp. i)
est la courbe Co, (resp. le faisceau inversible £oJ affectée de multipli-

cités virtuelles it'

g* (s#)

Le complété Dive (8) xZ du groupe DivE (S) xZz des "courbes"
sur S est encore un invariant birationnel de S ; on 1'appelle le groupe der
"courbes généralisées" sur S. Sur S, une "courbe généralisée'" C se repré-
sente par un diviseur Co‘ affecté d'un nombre pouvant &tre infini de mul-

tiplicités virtuelles,.

On définit de méme les "faisceaux inversibles généralisés' sur 5.
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EEEEELE 2.23. Supposons k parfait. Alors, le faisceau inversible Q:!k )
affecté d'une multiplicité wvirtuelle -1 en chaque point t € S*, et un

. 2
gnvariant birationnel de S, soit ﬂS!k

EEEEELE 2.24, Soit £ : Sl ——9'52 un morphisme dominant de surfaces pro-
jectives réguliéres sur k. On définit sans difficulté 1'image inverse d'une
negurbe" ou d'un "faisceau inversible" sur 52, en passant 2 un modéle de s2
ob cette '"courbe'" ou "faisceau inversible" est diviseur ou faisceau inver-
¢ible usuel. Par passage 2 la limite (je n'ai pas vérifié si ce passage 2
la limite é&tait possible), on définit de meme 1'image réciproque d'une
"courbe généralisée"”, ou d'un'"faisceau inversible généralisé&" . Supposons

k parfait et f génériquement étale. La différente (IXE) de f est alors le

diviseur positif sur S, qui vérifie

1

2 —~ 2
£ Qsznr. (R(£)) == QSN"

Cette différente n'est pas un invariant birationnel de f ; pour obtenir

3

un invariant birationnel, il faut considérer la "courbe généralisée" de

coTncidences
3%(E) = R(E) + T e* - £% (£ %)
cg# 3
t€sT :esz
soit, brigvement
2 = 2
* = (] s
@R =Lk = TN
1 2
Cette "courbe généralisée'" 3 un support contenu dans le fermé de 52 ou £
n'est pas étale,
29
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(2.25) Exemple,

Soient k un corps algébriquement clos et En 1'espace affine 2a

n dimension sur k, Soit C une courbe réduite dans En, présentant une sin-

| — gy

gularité & l'origine. A cette singularité on associe son "diapramme d'Enriquesg"

(ef. {3]),qui est le graphe de sommets les points infiniment voisins de o

sur C (2.4 et 2,15), chaque sommet étant joint par un trait & ceux qui lui
sont proches (2.5 et 2.15). Ce diagramme détermine les multiplicités de

ces points sur C (2.11 et 2.18) et, pour n = 2, l'invariant % (2.10 et 2.11)
de la singularité de C 2 1'origine.

Pour les singularités planes les plus simples, on trouve ;:

(e

Dessin équation diagramme (avec multiplicités)

1 1 1 1 b 1 1

] 1 1 i 1
- 8 x5 B 5 2<1 .....

1
M~ y(y.xz) =0 2 %___£<::T———h___~___
1 1 1

B3
< o ¥ .1 1 1

a un invariant & = 3 (resp. & = 2), alors que le diagramme d'Enriques est
le méme, J'ignore si ce phénom2ne se présente aussi pour des courbes
unibranches,

Voici deux exemples de diagrammes, relatifs au cis n=3, qui
ne peuvent se présenter pour des courbes planes (cf. 2.5).

On donne successivement les équations de la courbe, les &quations
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res)

1

& F1.=

de la transformée pure aprés é&clutement de 1l'origine, des é&quations para-

métriques de la courbe, l'invariant § et le diagramme d'"Enriques,

y? = xz® (y/2)? = (x/2)3 x = u®
¥y =nu
L 5 L_ z = (x!z)z . z =" 3 5= 5§ s
(2.25.1)
yzz - x> {yfz)z = (x/z)3 x = u°
y = ug
2> = Fz i z = (yiz)z s & = i & =10 i
(2.25.2)

2.26. Le théordme 2,27 ci-dessous &tait énoncé sous la forme d'une conjec-

ture fausse dans la premiére version (diffusée par 1'IHES) de cet exposé,
I1 deoit beaucoup & des conversations avec D.S. Rim, dont il englobe

certains résultats (D.S. Rim, torsion differentials and deformations,

theorem 2.7 (1)).

31

37




Soit C une courbe projective réduite sur un corps algébriquement
clos k , et s € C(k). On désignera par
A_: 1'anneau local de C en s (ou son complété, cela reviendrait au
m&me pour ce qui suit)

A : le normalisé de A ;
E s
é(s):dlmk(ﬁszSJ 3

mo(s} : la dimension du schéma versel formel T des déformations de Spec(A ),
s

Pour E une composante irréductible de T , on posera encore

mE(s) = dim(E).

Les modules 1 des dérivations de A: et T des dérivations
de As sont sans torsion ; ils s'injectent dans le module des dérivations
du corps des fractions de AS » pour A intégre, et dans le module des
dérivations de 1'anneau total des fractions de Al (un produit de corps)
dans le cas général. De plus, via ces inclusions, T et 7T  sont

commensurables : T/TNT et T /TMT sont de dimension finie sur k =

On pose

s

m1{5) = [T 7] = . dimk(THfTrlfN) = dimk(TfTﬂT"3 "

Théoréme 2.27. Soit E wune composante irréductible du schéma formel

versel T des déformations de As . 81 "la déformation de As au-dessus

du point générique e de E est lisse", i.e. si 1'image du sous-schéma

formel de non lissité (défini par un idéal jacobien : VI 5), fini sur T ,

ne contient pas e , alors

— iz
3 &(s) = mo(s) . miis)
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La validité de 2,27 ne dépend que du complété de A -

Remplagant (C,s) par (C',s) formellement isomorphe a (C,s) en s ,
on peut supposer que les conditions suivantes sont vérifiées

(a) s est le seul point singulier de C ;

(b) €C n'a pas d'automorphismes infinité&simaux.

La condition (b) nous garantit que la foncteur des déformations

i

de C est proreprésentable. Il est mBme effectivement pro-représentable,
car il n'y a pas d'obstruction & relever un faisceau inversible (ample)

donné sur C , Soit f : xo ———t TD la déformation universelle de ¢

et t le point fermé de To : O xoto‘

Lemme 2.28. 11 existe un schéma de type fini sur k T t. & Tlik)

B . |
et i 3 xl s Tl' propre et plat, de fibre € en tl et tel que

pour tout u € Tlik}, le complété de T, en u soit un schéma formel

de modules pour la fibre X

lu
Voici une démonstration directe de ce corollaire de résultats
généraux d'Artin., Soit &£ wun faisceau inversible tras ample sur C ,

tel que H1(C,£} =0, et P =P (HNCL). ona v : cC—= P . soit T,

le schéma de Hilbert, classifiant les sous-variétés de TP de meme

polyndme de Hilbert que w{(C) © IP. Soit t, €T correspondant & v{(C).

2

N - .
2 de T2 en t, est lisse sur So , 1le fibré& tangent

“
vertical de T2,-’T0 se dé&duisant du sous-fibré L du fibré tangent de T

Le complété T

2

image de Lie(Aut(IP)) pour 1l'action de Aut(P) sur T,. Au voisinage

de t,, soit fl I En n = dim Aut(P ) é&quations définissant un

Sous-schéma Ti de T, passant par t, et de complété en t, étale sur EX

On prend pour T, un voisinage de ¢t dans T, on le fibré tangent soit

transverse a L
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2.29. Au morphisme de foncteur

(déformations de €) ————= (déformations de AS)

correspond un morphisme p : I,—=T. D'aprés VI 2.10 5 P l
est lisse. Soit t 1le point fermé de T . L'espace tangent de Zariski |
de pqllt} en to classifie les déformations localement triviales de
C sur k[e] az= 0). Posant E, = p_l(E), on a donc L
(2.29.1) dim(E ) = dim(E) + dim HI(C, TL, )

o c/k

Puisque KofTo est plat, les fibres de KOKTO ont toutes
le mefie genre arithmétique p (l-p = %(®))., Par hypoth&se, la fibre T
au point générique de E0 est lisse ; le schéma formel des modules d'une
courbe propre et lisse étant lisse de dimension 3p-3, on déduit de

2.28 que

(2.29.2) dim(E) = 3p-3 4

Soit € la normalisée de C, de genre arithmétique

i~

p =p - 8(s). On a
; 1 1 = 1 -
(2.29.3) dim H (C’chk} = - X(C,Tcxk} =
~ -1
= - y(c ’TCN/k) + m, (s) = -[3(p-8(s))-3] + m, (s) )

Les formules (2.29.1) (2,29.2) (2.29.3) prouvent 2.27.

Conjecture 2.30. Toute courbe propre réduite a une déformation lisse.

Cette conjecture implique, par 2.27 et 2,28, que le schéma formel
versel des déformations de AS est toujours équidimensionnel, de

dimension 3&(s) - mI(s).
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2.31. Soit C une courbe propre réduite sur k, de genre arithmétique p
on désignera par
M : la dimension du schéma formel versel T des déformations de C ;

My : la dimension de 1'algébre de Lie de Aut(C).

Pour E une composante irréductible de T, on notera MDE
1a dimension de E .

L'analogue global de 2.27 est le suivant,

Proposition 2.32. Si la déformation de € au-dessus du point générique

de E est lisse, on a

3p-3=HE-Ml .

Soit X < C{k) un ensemble fini de points lisses de C , tel
que tout champ de vecteur sur C, s'annulant en tout point x € X, soit
nul. Le foncteur des déformations de (C,X) est proreprésentable, et
vérifie une variante de 2.28 . Le schéma formel des modules de (C,X)
est lisse sur T , de dimension relative #X - M. , et de 1'analogue

i
de 2.28 on déduit que

r-10+(#x-ul) = 3p -3+ #X,

d'on 2,32,

Supposons k de caractéristique O . On a alors M. = dim Auc(c).

Voici une interprétation analogue de mlis).
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Lemme 2,33. Si k est de caractéristique O, toute dérivation de A

s

se prolonge en une dérivation de A; :

5i D est une dérivation de As » expl(bt) = £ 0" %01 est
un sutomorphisme du complété en (s,0) de A, @ k[t]. Par transport de
structure, cet automorphisme agit sur le normalisé (A;'@ kft])A de
cet anneau. Ré&duisant mod t2 » On trouve un automorphisme 1 + Dt de
A;'Aak k[t]f(tz), et D se trouve ainsi prolongé en une dérivation

o~

de as’\ . Puisqu'il se prolonge aussi au corps des fractions de AS

(anneau total des fractions si as n'est pas intdgre), il se prolonge 2

Supposons s singulier. Un argument analogue montre alors gue
le champ de vecteur sur Spec(Agj défini par D s'annulle en tout

point au-dessus de s ,

Soit ¢ wun idéal de A; contenu dans le conducteur de A;?ﬁs .
Soit G = QEE(AEYC) et soit G_ le sous-groupe de G: qui stabilise
la sous-algdbre AS/c . Pour dce, GZ stabilise c¢/d et s'envoie
sur G:' (remarquer que g € d: est déterminé par g(t), pour t une
uniformisante, et que g(t) est n'importe quelle uniformisante). L'espace
homogéne pointé G??GC est donc indépendant de ¢ . On note @ /G.

Soit T:' le A;lmodule des champs de vecteurs sur Spec(A;T

qui s'annullent en les points au-dessus de s . Pour s singulier, on

dimk(Tﬁ7T;) = nombre de branches ;

TS?T — espace tangent 2 l'origine de G™/G
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EEEEEEEEEEE 2.34, En caractéristique O et pour s singulier, 1l'entier

mlfs) est somme du nombre de branches et de la dimension de G /G .
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COHOMOLOGIE DES INTERSECTIONS COMPLETES

par P, DELIGHNE

1. Cohomologie de 1'espace projectif et des intersections compl&tes

Soit X une variété projective non singulidre complexe, purement
de dimension n, et soit 0(1) un faisceau inversible ample sur X. D'aprés

Akizuki et Nakano [1], il résulte du vanishing theorem de Kodaira [4] que
(*) Hifx,ﬂi (-1)) = 0 pour i+§ < n .

D'aprés [1] toujours, ce résultat implique le "théor2me de Lefschetz faible",
en cohomologie complexe. On se propose de montrer, par force brutale, que si
X est un espace projectif sur un corps de caractéristique quelconque, alors
(¥) reste vral. Ceci permettra, & l'imitation de 1], Qe comparer les coho-
mologies de Hodge et de De Rham des intersections complétes, sur un corps
de caractéristique quelconque, 2 celles de l'espace projectif.

On explicite ensuite quelques conséquences des résultats obtenus,
Au n® 2, on expose des résultats qualitatifs déduits de la formule numérique
de Hirzebruch (2.2). Je tiens & remercier N. Katz de 1'aide qu'il m'a appor-

tée dans la conception de ce numéro.

1.0. Soit E un module localement libre de rang r+l sur un schéma S. On buppose
que © > 0. Rappelons que IP(E) désigne 1'espace projectif relatif sur S des
hyperplans de E . On désignera par p la projection de:E(E) sur S et par

ne HO{S’RIP*(ﬁgP(E)IS)) la premi2re classe de Chern, style Hodge, du faisceau
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inversible 0(1). Rappelons que 7 est l'image par la différentielle logarith-

mique df/f : 0% — QU de la classe de 0(1) dans HO(S,Rlpﬂg"'J. Pour

1
P(E)/S

tout faisceau F de O-modules sur IP(E), on pose

En

F(n) = F® 0(1) (n €2)

Théorgdme 1.1. (i) Les faisceaux Rip*(i‘:Jm(E”S[n)} sont localement libres,

et leur formation est compatible & tout changement de base.

(1) Pour O<i<r, la section T de Rlp*(ﬂln,(E)',s) définit un isomorphisme

entre ce faisceau et gs . De plus,

i i oy
I = >
Rp*f]P(f._)f'S o] pour i # joui>r
(iii) 8i n # 0, alors, en dehors des deux cas suivants, Rlp,,,,.(ﬂj (n))
= ®(E) /s

est nul :
(iii ) i =0etn>]j

= EC
(i.iib) i=retn< j-r

Soient V(E) = Spec (Sym* E) 1'espace affine défini par E, e sa
section nulle, V¥(E)* le complémentaire W(E)* = W(E) ~e(S), a et a' les

projections de V(E) et V(E)* sur S et q la projection de V(E)* sur IP(E)

Y(E) < V(E)¥ ———> P(E)
a ll a'
e P
s

L'espace affine épointé V(0(1)}* sur IP(E) est canoniquement
isomorphe & V(E)}*, de sorte que, pour tout faisceau quasi-cohérent de

O-modules F sur P(E), on a canoniquement
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(1.1.1) 4 ¥ F = 2 F(n)
nEZ

Cette graduation de qy q* F peut se déduire de 1"action, sur ce
faisceau, du groupe € des homothéties de V(E).

Les champs de vecteurs relatifs sur V(E) s'identifient aux
S-morphismes de V(E) dans V(E) (identifié 2 l'espace tangent 2 1'origine).
Le champ de vecteur X défini par 1'application identique de V(E) est inva-
riant par homothéties, Ce champ de vecteur est tangent aux fibres de q et

définit une trivialisation

(1.1.2) X e r@ T Qe -

Si les x5 forment une base de L, on a
X = Z:xi dx* .

2 1
Puisque (I V(E)*/P(E) est de rang un, la suite exacte

1

1 o
O T Tpgyss T Wyggynss —> 0

wE)*pE) > °
induit des suites exactes

i

i
O p@yis T Y wi)ss

1 i-1
7 TyE)yemE) SN PCE)/ST > ©

Celles-ci se réécrivent (1.1,.2)

sk

=i pi . —_—
(1.1.3) o — q*‘*mgws —= U V(E)*/s T pE)ss g

On a canoniquement

i . e T
(1.1.4) 9! YE) /s a AE A

Les suites exactes courtes (1.1.3) s'obtiennent donc en fractionnant une
suite exacte longue sur V(E)¥

s i = i-1 ¢ i-2
(1.1.5) ... —a" AE o ~ _F;-—"—L—:- a'® A g —=
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Certte suite exacte longue n'est autre que la restriction & V(E)® de 1la
résolution de Kozul de 0O sur T(E).
—e(8) i
Projetons la suite exacte longue (1.,1.5) sur E(E) par le morphisme

affine q. En vertu de (1.1.1) et de la formule gua'® = q.,q™p*, on obtient

une suite exacte longue

e

-1
(1.1.6) ...—> % p* AE(n) X5 5 p* A EM —> ... . ’

nE Z nt Z

Celle-ci se fractionne en suite exactes courtes, images de (1.1.3),

<1

~i-1
Y PE) /S

(1.1.7) 00— TR /s

nkE Z

Fa) =ix £ oA Ela) 2 F () >0 .

nkt Z nE Z
Les suites exactes (1,1.7) sont sommes de suites exactes

i
P(E) /S

XL ~i-1

i
(1.1.8) o—0 (n) — p* N E(n-i) ——> L.']P(E)I;S(l'l) — 0

Rappelons (EGA III 2.1.15 ou FAC) que les Rip*g(k) sont localement libres

de formation compatible & tout changement de base, et que

(1.1.9) R'p, O(k) =0 si i #0, r, ousii=0, k<0, ousii=r, k>-r-1,

i J
et que R p,p* A E(k) est donc nul sous ces mémes conditions.
Les suites exactes (1.1.8) fournissent une résolution

i
(l1.1.10) 0 —> h]P(E);"S

i
(@) Es 5% nEG-1) B ... — p* R BE(n-0) —> 0

de QzP(E)fS(n}‘ La suite spectrale définie par cette résclution dégénére

(Fl = E_) pour des raisons de degré (1.1.9) ; pour 0 < j < r, elle fournit

. i-
(1.1.11) RJp*narfzjfs(") =+ (... .5 Pie ﬁJ E(n=-i+j) -5 5 s

Puisque r 21, un argument de profondeur montre que

>
|

i i i
— ER P#P* AE(n) = puquq¥p® A E = a',a'™ AE = aea*
n
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i i
de sorte que pup® A E(n) est la partie homogdne de poids n + i de aga* NE,
i
soit Symn{l-:) ® NE . Si on se rappelle que (1.1.5) provient de la résolution
) R,
de Keszul, on trouve par (1,1.11) que, pour 0 < j < r, R p*“j?(;)!S(nJ n'est
non nul que si i-j = 0 et n-i+j = 0, i.e. si n = 0 et i = j. Dans ce cas,

i s § .
de plus, R pui P(E) /S est isomorphe 2 9 .

Pour j = O, on déduit encore de (1.1,10) gque

3

i i i-1
(1.1.13) Paull IP(E)!S(“) = Ker(XL : py NE(n-i) — p, A E(n-i+l)

et le méme argument montre que XL est injectif lorsque n-i = 0,

En vertu de(1,1.8) pour n =0, i = r+l, on a

- r+1
nﬁ?(g}fs — p¥ A E(-r-1). Lorsque S est le spectre d'un corps, les assertions
de nullité de groupes de cohomologie de 1.1 (ii) et (iii) résultent de ce qui
précd¢de pour j#r, et s'en déduisent par dualité ([2] Vv 11.2 p. 211) pour j=r.
En particulier, quels que soient j et m, il existe au plus un i tel que
i . . ~
R P*G%P(E}fs(nJ # 0, ce qui implique (i) puisque “%P(EJIS est plat sur S
(le plus dur est de trouver la référence dans EGA III ; je suggldre :
6.10.5 + 7.4.1 + 7.5.5 + un passage 2 la limite).

L . ;

Sachant que les R p*h.m(ggfs sont des faisceaux inversibles pour

0<=i=r, il reste seulement & prouver que, pour S le spectre d'un corps,

on a ﬂi # 0. En effet TF est la classe de cohomologie d'un point rationnel

(intersection de r hyperplans), donc une base de H (P°,0°) (FGA exp. 149 n®4).

1.2. Il est possible de calculer, directement 2 partir de (1.1.10) ou (1.1.13),

i

les caractéristiques d'Euler-Poincaré des i (n). Le résultat, peu appétissant,

est

PO, S = - _pyi=§fimHl fr+n-i
X, g () £ (1) ( o | J

A
i
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Proposition 1.3, Soient f : X —> S un morphisme propre et lisse, W un

faisceau loczlement libre de rang ¢ sur X, F un faisceau cohérent sur X,

d un entier > 0O et s : W ——-#_Qx une section de E‘ﬂ On_suppose que S est

noethérien et que

(a) Le sous-schéma H de X défini par 1'annulation de s est lisse sur S.

(b) Localement sur X, si les s_. sont les coordonnées de § dans une base

i
de W "les s, forment une suite Oy-régulier et F-régulidre.

(e) Quelle que soit .a suite d'entiers ki’ non tous nuls, on a

’ k, :
p B 1
Rf, (@ A" uBQ)
i

fss-F-’) = 0 pour i+j < d

Alors, on a :

i~

i = i j 8
(i) R fy (“jnfs ® F) le*(njx./s ® F) pour i+j < d-c,

i

s ~J i o3 .
(ii) RUE, (“JH S@E}(————) R f*(;:]xfs ® F) pour i+j = d-c¢ .

/
Le faisceau conormal NH!X de H dans X est isomorphe & la restric-

tion de W a H, de sorte que la suite exacte

(1.3.1> 0— N

i 4 1
wx o s @9 T Gy —>0

définit une filtration décroissante de fifs @ 9& dont les quotients successifs

sont donnés par
(1.3.2) acfd, . @0) = Aue
IS —Y -
I1 résulte de (b) que 1l'on a encore
K i 4 j-k
€1.3.5) Gr(y,c ® 0 ®F) = AN® Q c®F .

On prouvera (i) et (ii) par récurrence sur j, simultanément pour

tous les F vérifiant (b) et (c). Ces assertions sont vides pour j < O ;
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supposons donc (i) et (ii) prouvés pour j' < j. L'hypoth2se de récurrence
k
s'applique aux faisceaux A W® F ; elle fournit, par (c)

s k
(1.3.4) le* ( hee f%;: & P) = 0 pour k > 0 et i+j < d-c+k

La filtration considérée plus haut du Qi](fs ® QY @ F définit une

guite spectrale
P .
p.i-p _ i -p i
L R £,( A g@f\jmssg) ﬁaf*(n;,,s@g\,@g)

Par (1.3.4), on a Ef’xﬂp =0sip>0et i+j = d-c d'olt 1'on

tire que
Rif*(fsj{fs e 9, e F) ——> Rif*(fih,s & F) pour i+j < d-c
(1.3.5)

R'e,(Q),  © 0 &8 B —>s R'£,(0) @ B) pour 1+ = a-c

D'aprés 1'hypothése (b), pour une différentielle convenable, les
k
A NS ﬂgu,s @ F forment une résolution & gauche (de Hoszul) de F%js & 9‘:’ ® F.

Cette filtration définit une suite spectrale
P 5 .
=P,9 _ q ~J g q-p - = F
(1.3.6) E] RUEn(ANG Q8 H —> R f*(Q;fsugYe,D

]

D'apr2s 1'hypothése(c), on a E;p,q =0 pour p > 0 et g+j < d

ou, trivialement, pour p € [0,c]. D&s lors,

!(le*m)](fs @F) ——> Rif*(f{lfs € F) pour i+j < d-c
(.37
r .

LRif*(?ijs 2 fF) —> Rif*(ﬁflfs & F) pour i+j = d-c

Les assertions (i) et (ii) résultent maintenant de (1.3.5) et (1.3.7).

o1



1.4, Soient E un faisceau de modules localement libres de rang r+l1 sur
un schéma S, PP(E) le fibré projectif correspondant, d un entier = r et

a-= (al - ad) une suite d'entiers, Une intersection compl&te relative

dans IP(E), de multidegré a, est un sous-schéma de P(E), fibre par fibre
de codimensiond, qui, localement sur S pour la topologie é&tale, est inter-

section de d hypersurfaces de degrés respectifs a; ... 24 y

En vertu de 1.1, les hypothéses (b) et (c) de 1.3 sont vérifiées "
v
pour X/S =(E)/s, F =_gx , W= E_Q(-ai) et pour s une section de W définis-
§

sant une intersection compléte relative Y CP(E) de multidegré a.

Théoréme 1.5. Sous les hypothéses 1.4, soit n = r-d la dimension relative

de Y et 1 € HD(S,le*Q;fS} la premidre classe de Chern de 0(1)

¥ C P(E)

e

Fh

S5i ¥ est lisse sur §, alors :

(i) Les le*ﬁdfs sont localement libres, et leur formation est compatible

2 tout changement de base.

(ii) La suite spectrale Efq = qu*ﬁz;’s ——— > Rpﬂf*(f‘s‘;‘fs) reliant les

cohomologie de Hodge et de De Rham dégénére (E1 = Em), son aboutissement

est localement libre et sa formation est compatible 3 tout changement de

base.
(iii) On a

a

Rif*fk}{fs =0 si i#j et i+j #n
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(iii)y N est une base de Rl[thY/s 5L 2i € n

(iii) si n<2i<2n et si @; est la base de le*Qi duale de la base
o Bk

Y/s

=1 n-1i n-1i
7" de R £,.0 v/g» 2lors

iii) Si n = 2m, alors 7" # 0 (si S#@) et le quotient Rf fo. .M
( a4 2= =k Ak —= #y/s'=5

est localement libre.

Il suffit de prouver 1.5 dans un cas "universel", ce qui permet
de supposer S5 lisse sur Spec( Z). Dans ce cas, 1'assertion (ii) résulte
de (i), car elle est vraie sur €, donc sur tout corps de caractéristique O,
d'aprés la théorie de Hodge. De plus, S é&tant réduit, (i) résulte de (iii),
supposé démontré pour S le spectre d'un corps : en effet, d'aprés (iii),

pour chaque j les fonctions

s —> dim {Hi(Ys,Q;:s)
sont comstantes sur S, sauf peut-8tre pour i = j, donc sont toutes constantes
puisque leur somme alternée 1'est (EGA III 7.9.2) et on conclut par EGA ITIT
6.10.5 + 7.6.9 + 7.7.5.

En vertu de (1.4) et (1.3), on a

i ~ i j 2
R f*QjY.-’S e SR S*QJIP(EJIS pour i+j < n

(1.5.1)
5 .
R f*rzij — ng*ﬁj]?(g)fs pour i+j = n

8i S est le spectre d'un corps, les assertions {iii)a (iii)b (iii)d résul-

tent de (1.5.1) et de la dualité de Serre ([2] vV 11.2 P.211) La classe de

1
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d
cohomologie 7 est la classe de cohomologie d'un O-cycle de degré TT a
1

[

(le degré de 1'intersection compl&te), de sorte que

)
n 4 l
n =(TT a‘j o
1 1}, n f
issg oz n-i )
Par définition, on a T a;, =, et(iii)c en résulte,

Les assertions (i) et (ii) sont donc vraies, et les assertions
(iii), dans le cas universel, résultent de (i) et de (iii) supposé prouvé

pour S le spectre d'un corps.

Théoréme 1.6. Gardons les hypoth®ses et notations de 1.4, 1.5, supposons Y lisse,

soit 4 un nombre premier premier aux caractéristiques résiduelles de S, r

et désignons nar 3 € HO{S,sz*( E{‘(l))) la premi2re classe de Chern 4L-adigque

de 0(1) (SGA 5 VII). Alors

(i) Rif* Z, = 0 si i est impair et distinct de n

e

(ii) 5i 2i < n, alors Rzlf* I‘P(i) est isomorphe a ZZ{’, et admet 7|
Zi

pour base

e

(iii) Si n < 2i < 2n, alors R £4 Z, (i) est isomorphe 2 Z,, et admet

L}

i d
T, / T a, pour base,
LA 1 i

(iv) Le Z.L-faisceau Rnf* Z, est constant tordu constructible sans torsion

'r{”'z est

et, si n est pair, alors rgf.? # 0 (si S#@) et Rnf‘,m_t(nfz)f zZ, .
sans torsiom.

Les Et-faisceaux Rif* Z-f, sont constants tordus constructibles,
et leur formation est compatible 3 tout changement de base, d'apra2s SGA
4 XVI 2.2. Il suffit donc de prouver ..6 pour 3 le spectre d'un corps algé-
briquement clos. Une application itérée de SGA 4 XIV 3.3 montre alors, pour

tout m, que la flaéche canonique

H‘? @(E z=/2™) — vy, Zz/™)
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est bijective pour q > r + d et surjective pour q = r + d. De 12, et de
la dualité de Poincaré (SGA 4 XVIII) on déduit (SGA 5 VII) que la flache

de restriction
Bl ®®), z)) — wiy, z,)

est bijective pour @ < mn, injective et de conoyau sans torsion pour g = n

Ceci prouve (i) pour 1 < n, (ii) et (iv). On vérifie comme en 1.5 que T§
d

est TT a; fois la classe canonique, et (i) et (iii) s'obtiennent dés lors
1

par dualité de Poincaré (SGA 4 XVIII).

1.7. 81 Y est une intersection compléte de dimension au moins 3 dans un
espace projectif PP"(k) sur un corps k, on sait que Pic(Y) est isomorphe a Z,
et est engendré par 0(1) (SGA 2 XII 3.7). En dimension 2, et si Y est lisse,

on sait encore prouver :

Théoréme 1.8. Soit Y une surface lisse intersection complzte dans 1'espace

-

projectif P "(k) sur un corps algébriquement clos k. Alors, Pic (Y) = 0O,

et la classe de 0(1) n'est pas divisible dans le groupe de Néron-Severi NS(Y).

Puisque H'(Y,0) = 0 (1.5 (iii) ), on sait que Pic®(¥) = 0. La
nullité de Pic (¥) résulte alors du lemme bien connu suivant, du fait
que HE(Yg Z.(1)) est sans torsion (1.6 (iv)) et du fait que HO(Y,G;} =0

(1.5 GETiY ).
a

Lemme 1.9, Soit Y une variété alpébrique compléte sur un corps algébriquement

clos k.

(1)  si 4 est premier a la caractéristique de k, alors la i-torsion de NS(Y)

s'identifie 3 1a i-torsion de Hz(Y, EtfliJ.
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(ii) Si k est de caractéristique non nulle p et si Y est lisse, alors le

noyau de la multiplication par p dans Pic(Y) s'identifie au sous-groupe de

HO(Y,C;) formé des différentielles localement logarithmiques.

Les suites exactes de Kummer

0 th Gm Gm > O

définissent des suites exactes

0 —> Pic(¥) /4™ Pic(y) — ui(¥,u ) — w2 )  — 0
n m g‘n

od Pie(¥)/i" Pic(Y) = Ns(¥) @ Z/L". Par passage 3 la limite projective, on

(‘u

trouve

. 2 2
0 — Ns(Y) @z, —> H (Y, zz{‘u}) — Ham(QlLf z,, H ((;m)) — 0 ,

et le conoyau est sans torsion puisque Qj,fmf est divisible, L'assertion
(i) en résulte,

Pour prouver (ii), il suffit de noter que la suite exacte

P
> o —Er—oX o dE/F A1
0 OY > OY Hy

définit une suite exacte courte

1
F Kol
0> % 9% % loeitog > O

et de prendre la suite exacte longue de cohomologie correspondante. Ce

raisonnement est dG & Cartier, qui prouve de plus que, si 1l'on désigne par
C l'opération de Cartier sur HD(Y,Q;J, alors les différentielles localement
logarithmique forment le noyau de C-Id,.

Supposons par 1'absurde que la classe de 0(1) dans NS(Y) soit de

la forme nw, avec n > 1., Si 4 divise n et est premier 2 la caractéristique,
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en a encore, en cohomologie {-adique

T, = o cl(u)
ee qui contredit 1.6 (iv).
Enfin, si la caractéristique p de k est différente de 0, et si

p divise n, on a encore, en cohomologie de Hodge

NnM=n cl(u) =0 .

ce qui contredit 1.5 (iii}d et achgve la démonstration,

2. Résultats numérigues

. = i
2.1. Soient a (ai)lsisd une suite d'entiers = 1, et désignons par VnﬁgJ

une intersection compléte lisse de dimension n et de multidegré a dans un espace

projectifiwn+d sur un corps k. On posera

aPY (2) = aim Hq(vp (=),

+q

et

WP%a) = WPYa) - & .
o = - P:9

Les hzq(é) sont donec les nombres de Hodge de la cohomologie pri-
mitive de dimension moitié d'une intersection complite de mul tidegré a. Ils

ne dépendent que de a, p et q (1.5). On posera

(2.1.1) B(e) = 2 _ n2% P29 ez[[y,201 .
P, q=20

Pour d = 1 et 2 = (a), on pose hF9(a) = hpq(g} et H(a) = H(a). Pour d = 0,

I

on pose sﬂp(ai) U
La formule suivante est le cas particulier k = 0 de la formule

(2) p.160 de Hirzebruch [3)

i
-
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a, a
d Li.r i
- A 1 (1+yz) *=(1-2)
(2.2) > I oxtva), af) yP MY = T — —
n=0 o (1+yz)(1-z) 1 (i+yz) " ldy(l-2) *

Nous allons transformer cette formule en la suivante

Théorgme 2.3. (Hirzebruch). Avec les notations 2.1, on a

(149) L = (142) "%
1 +y - (1+z
H(a) = ——— T a: a3 -1
(14y)(1+2) | 1sisd -(1+y) £ + (1+2) 'y
En vertu de 1.5, on a
X(v_(a),0®) = (1P + (-1)""P W PR Ca)
de sorte que le premier membre I de (2.2) se réécrit
e
I=) . 2 . ((-1)Ps-1)9 nPrd(g)) yPLPHIH
=0 p+g=n
= 2 ; (-1}p(yz}pz?zd - ; (=19 hg‘q(a) (yz)P2? 20
P, q=0 P, q20

2
z| ———— + Hls){yz,-2)
(l+yz)(1-2)

Le deuxid®me membre II de (2.2) se réécrit

a. a.
zd f% (1+yz) * - {1-2) —

II = b I P
(l+yz)(1l-z) 1 (1+vz) 24 yz(l-z)al

d
de sorte que, simplifiant par z dans I = II, on trouve que

1 [a Gov2)™t - % 1
H(a) (yz,-z) = T’ J

a,
{1+yz){1-z)L (1+yz) *z + (l-z}aiyz

et 2,3 se déduit de cette formule par changement de variable.
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-

Corollaire 2.4, Avec les notations 2.1,
Corollaire

(i) pour d = 1, on a

(1+y)a-1~ () &)
H(a) = -

(1+v)32 - (1+2)%

(a-l ) lej

3 i+j+1
~ a
I= 2> ‘(i+j)yl 27 i
i,j=1

(1i) on a, |P| désignent le nombre d'élément d'une partie P de [1,4d],

|p|-1 |p|-1
H(2) = Z_\(lﬂw) (1+2) 1_|H(ai)

p=l:,d] i€p
P #Q

D'aprés (2.3), on a

=1 (1+)® - (142)°

H(a) + 1

(l+y)(1+z) #_(I+z}a-z = (1+z)ay

-1 (14+y) F(1+2) - (1+2) 31 +y)

(A+y) (1+2) | (149 %2 - (1+2) %

()% L © ey ®?

(1+y) %2 - (1+2)%

Soient N et D les numérateurs et dénorinateurs de cette formule,

On a

H(a)

]
o=
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ral

(y=-2) E (i+j+l y zj

i,j=0

vno=> |

-z )

D = Z(‘:) fykz - yzk) (Z—Y) + ¥z Z( )( k=1 = Zk*]j

=  (y-z) (-1 + yz (1T3+2) izj
i,j=0
7] )
a ..
= (y-2z) (-1 + ; (i-l—j,f yi 27 )
i,j=1 1

et 1'assertion (i) en résulte.

Inversons la formule de 2.3, pour d = 1. On trouve

(1+y)® - (1+2)? (
- = 1 + (1+x){(1+y) H(a) 5
(1+y)%2 - (1+2)%

Si 1'on substitue cette formule dans 2.3, on obtient

- '[ ]

1 d
H(a) = ————— | T Q+(1+) (14y) H(a,)) =} ]
(14y) (142) * '

1 r [»|
_— P:EJ (14x) (1+y> II H(a,)
(1+y) (1+=) P # ;‘.'l i€P

d'olt résulte (ii).

Théoreme 2.5, Avec les notations 2.1

(i) 5Si p+q = p'+q' et si p = p' = q' = q, alors

2P D 2 w? V)
o == o _

(ii) Si p = q, pour que hzq (a) # 0, il faut et il suffit que

54

60




e ——

- 17 - XI

prg+d - T a;
P =

sup(ai)

oit [ ] désigne la partie entidre du quotient,

Soit (*) la propriété suivante d'une série formelle

= P9 .
P=3L 85g ¥y oz F

#* les sont positif = , et si = p'4+q', et = p' = q' = gq,
(*) e apq nt p s, apq aqp 1 piq P g9, P P q 9

alors apq 2 a4

P q
L'assertion (i) résulte aussitdt des formules (2.4), de 1'idenrité
-1 n 2 ”
(1-x) N E:: X , et du lemme suivant, dont la démonstration est laissée
n=0

au lecteur

Lemme 2.5.1. L'ensemble des séries formelles vérifiant (¥) est stable par

addition et multiplication.

On prouvera (ii) tout d'abord dans le cas particulier des hyper-

surfaces (d = 1). La formule & démontrer se réécrit alors, pour p S g,

pHq+l

(2.5.2) hzq(a) £0 == p 2[

a —
( <= (p+l) a = p+gq+2 trivialement),

De la deuxi2me formule 2.4 (i), on dé&duit que hzq est non nul

si et seulement si il existe des couples (e, f) et (ci,di) tels que
(e,f) = (0,0) et e+f < a-2
(2,5.3) (c,,d.) = (1,1) et c.+d. = a
i L 1 1

{p,q) = (e, &) + € (ci’di)
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Pour p+q donné, le plus petit p possible s'obtient pour e = 0 et

= 1, et est le nombre d'indices i. Ce p est donc la borne inférieure des

p pour lesquels on a
{p+q)-(a-2)
B g mmmm———  diue. (p+1)a = p+q+2 4
a

Passons au cas généresl. Si a' se déduit de a en supprimant les

a; égaux 23 1, alors H(a) = H(a'). Vu la forme de la formule 2.5 (ii), on
peut supposer que pour tout i, a; >1l. 8i d = 0, alors hgq = 0 et l'assertion

est correcte; on ne restreint pas la généralité en supposant que & > 0 et

que a, = sup(ai}.

En vertu de 2.4 (ii), et (2.5.2), pour que th(g) # 0, il faut
et il suffir qu'il existe une partie non vide P de [1,d], un couple (e,f)

et des couples (ci,d.} tels que
i=si=d

(|p|-1, |P|-1) = (e,£) 2(0,0) ,
c.+d +1
p R &

(2.5.4) Eypd.. 2 3 Lesydy) 2 (0,0)
£70 . 553

i
(p,q) = (e, £f) + T (ci,di)

Pour n = p+rq fixé, cherchons la plus petite valeur de p possible.

Si ny = < + di’ pour un tel p, les conditions (2.5.4) se réé&crivent, en

terme des cs ni, e ec f
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8, =2 e n, pair (zinon (2.5.4) est impossible)
n -+l T
ci =z H ci ﬁ.nl R
a3
(2.5.5) (|ej-1, |B|-1) = (e,£) 2 (0,00 ,
n =

et+tf+ T n, ,
i

p=e+ LT ¢

Cette description montre tout d'abord que le plus petit p est

obtenu pour P = [1,d], cas auquel on se limitera. Si on a

(2.5.6) E(ai—Z) + (d=1) = n,
alors il existe une solution avec p = ci = e = 0, Sinon, si a, # 2, le
miewtqu'on puisse faire est de prendre ng = oa; - 2 pour i # 4, de sorte
que ¢, = O pour i #d, e =0, f =d-1etn, =n - (d-1) - £ (a.-2). On
i d i
i#d
a alors

n-{d-1) - & (ai-Z) + 1
£2.5.7) p= 174 i

a4

et donc, pour p < g, on a hiqu) # 0 si et seulement si

a- T (a,=1) +1 |

:
(2.5.8) p = 1#d
4a
" La formule (2.5.8) se réduit & (2.5.2) si d = 1 et est triviale-

ment vraie si (2.5.6) est vérifié, Si d = 2, si (2.5.6) n'est pas vérifis,

et si tous les a;, sont €égaux 2 2, le mieux qu'on puisse faire est encore de
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prendre n, 0 (i#d), e = 0, £ = d-1 ou d-2, congru 2 n modulo 2, et

n, = n-f. 5i n=d-1 (2), on prouve (2.5.7) comme plus haut. Sinon, on note

que

n - (d-2) +1 n - (d=1) + 1

2 2
de sorte que (2.,5.7), et par 12 (2.5.8), est valable méme si ay = 2. I

Reste & vérifier que (2.5.8) équivaut & ls formule 2.5 (ii).

n-% (a,-1) +1 n+d-ZL a; p+q+d-L a
i#d _ i#d - 41 !'
a a a
d d ] d
2.6. 5i X est une intersection compl2te de dimension n dans EF, il résulte

aussitdt de (2.5.8) que la partie primitive de H'(X) n'est nulle que si X

est une quadrique de dimension impaire.

Définition 2.7. Si X est une variété algébrique propre et lisse sur c, le

niveau de Hodge de H'(X) est la borne supérieure des nombres g-p pour

p+q = n et hPHX) # o.

Le niveau de Hodge 4 est donc congru 2 n modulo 2, et est au plus
égal 2 inf(n,dim(X) - n), Il est = O,sauf 'si H (X) = 0, auquel cas il est

égal 3 - @,

Corollaire 2.8. Reprenons les notations 2.1, en faisant k = €, et en Suppo-

sant que a, = sup (ai). Soit £ un entier O < L < n, congru 2 n modulo 2.

Pour que le niveau de Hodge de Hn(Vn(E)J soit = 4 , il faut et il suffit que
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£ Cap-1) = (41) < <ad-z>“—;i .

i#d *

En vertu de(2.5.8), si le niveau de Hodge est = 0, il est la borne

supérieure de O et de

n - I (ai—l) +1
n - 2 lf'd
2a
et 1'inéquation
n - (ai-lJ +1 =
= i#d <4
Ad
peut se réécrire
n- ¥ (ai—lJ +1
n -4 & i#d 3
2 ay

ou encore

|
T e

- &
i (ai—ll =1 +n -ay . =4 +1 —(ad-2J s sk {
i#d 2 2 :

-

2.9. A l'aide de la formule 2.8, il est facile d'énumérer, pour % petit,
les multidegrés des intersections complétes dans EF, de dimension n > 1,
dont le H" est de niveau 4. La table donnée dans la premiére version de cet
exposé é€tait néanmoins incorrecte, et celle donnée ci-dessous est extraite
de celle plus complite donnée par M. Rapoport dans son article

5 Complément & 1'article de P. Deligne "La conjecture de Weil pour les
surfaces K 3", Inventiones Math, 15 227-236 (1972), Pour £ = 1, les
intersections complétes ?n(g) de dimension n et de tmltidegré a =

i (a] ..... a,) avee n > 4 ,d=1 et a; = 2 de niveau de Hodgce §

sont les suivantes :
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L= -= Vioeiy $20 (k=z0)
L=0 Vo (2) (k21), v, (2,2) (k21), V,(3)
'
- ¢
i 1 Uzk_'_l(z,zj (k=1), vzkﬂu,z,z) (k=1)
v,(3), v (3), v3(3,2}, v3(4) S
2.10. Pour a petit, les fonctions génératrices des hzq(ﬁ} s'écrivent, i
d'aprés 2.4 i
1
H(2) =
l-yz
)
2 +y+z2
H(3) = 1
1l - 3yz - yzz - yzz
y tz 2 1
H(2,2)= 7 + o+
(l-yz) (1-yz) l-yz
de sorte que
nPP(2) = 1 5
o
hl(3) = 6 "

th(z,2)= 2p + 3
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S GA 7

EX POSE XII

QUADRIQUES

par P, DELIGNE

0.0. Le présent exposé rassemble quelquas résultats bien connus sur les
quadriques, dont nous aurons besoin pour démontrer la formule de Picard-

Lefschetz,

0.1, Seoit m une section d'un Gs-dodule M sur un schfma S. Cn dira
que m est partout mon nulle sur S si, pour tout s € S, l'image de m
dans le k(s)-vectoriel M_ déduit de M par le changement de base

{s}] —> ¢ est non nulle., Méme terminclogie pour S = Spec(A) et m un

élément d'un A-module M.

1. Formes quadratiques

1.1. Soient S = Spec(A) un schéma affine, V un A-module localement

libre de rang n et Q wune forme quadratique sur V (Bourb. Alg 9 § 3 p®4).

Rappelons que Q est dite non dégénérée si la forme bilinéaire associée
3(x,y) = Qx+y) - Q(x) - Q(y)

est non dégénérée, i.e. établit un isomorphisme entre V et son dual V¥,

Si 2 n'est pas inversible dans A, ceci ne peut se produire gue pour n

pair (loc. eit.).
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Les formes quadratiques sur V forment un A-module projectif ;
une forme quadratique Q est "partout non nulle" sur § (0.1) si et seu-
jement si les Q(v) engendrent 1'idéal A de A,

La notation IP(V) sera prise au sens des EGA ; rappelons que
si A est un corps, alors TP(V) est l'espace projectif dont 1'ensemble
des points rationnels est le quotient (V¥ - {0])/a%* .

La forme gquadratique Q s'identifie 2 une section du faisceau
inversible G6(2) sur l'espace projectif IP(V#) sur S. Pour Q partout
non nulle, 1'€quation ("homogéne") Q = 0 dé&finit un sous-schéma de P(v*),
plat et purement de dimension relative n-2 sur S. Ce schéma s'appelle la

quadrique définie par Q. La forme @ est dite ordinairs si elle n'est

nulle en aucun point de 35 et que le quadrique qu'elle dé&finit est lisse
sur S,

Pour que Q scit ordinaire, il faut et il suffit que les formes

qui s'en déduisent aprés extension des scalsires de A 3 un corps le soient,
51 A est un corps, alors :

a) pour n pair ou car(A) # 2 : Q ordinasire === Q non dégénéré ;
b) pour n impair et card(A) = 2 : Q est ordinasire si et seulement si le

l noysu N de la forme bilinéaire (alternée) assocife & cst de dimension

un, et que Q n'est pas nul sur N,

Proposition 1.2. Si O 2st ordinaire et si n = 2m (resp. n = 2m +1),

alors, localement pour laz topologie &tale sur 5, V admet une base e telle

L1e
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n m=1
Q( i.xlel) = i X %,
n m=~1 2
(resp. Qf % xiei) = I T ST S © S () inversible) .

Prouvons 1.2 per récurrence sur m . Si m = @, 1'assertion est
évidente. 5i m > 0, le quadrique d'équation Q = 0 est lisse sur S et
4 fibres géométriques non vides ; elle admet donc des sections localement
pour la topologie &tale, Localement, une telle section est définie par un
€lément e €V, nul en aucun point de Spec(A), et tel que ©Ofe) = O, En

aucun point de S, e n'cst dans le noyau de & ; localement, on peut donc

trouver f'

tel que &(e,f') =1, 5i f = -Q(f').e+f, on a
Qle) = Q(£) =0 , &(e,f) =1 .

Si V2 est 1'orthogonal du sous-module Vl de V engendré par e et £

on a V = VI S VZ‘ et on conclut en appliquant 1'nypoth&se de récurrence

1.3. Pour la définition et les principales propriétés de 1'algdbre de
Clifford de Q, on renvoie & (Bourb, Alg 9 § 9). On désigne par p 1'appli-

cation canconique de V dans C(Q),

Lemme 1.3,1. Sous les hypotnéses de 1.1, il existe pour A € A un et un

seul nomomorphnisme

(x : cto. Q) —— ct@

tel que, pour X, y € V, on ait

(Al (px).ply)) = r.p(x).ply) .
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Cet homomorphisme se déduit par passage au quotient de 1'endomore
phisme [1] de la pertie T+(E) de 1'algébre tensorielle de E, qui wveut
TZn

n

z* sur (E), En effet,

Ml x@x -3 Qx)) = alx ®x - Qx)) .

Supposons 0 pertout non nulle sur S, Alors, le lemme 1.2.1

définit un syst2me transitif d'isomorphismes entre les algibres C+(). Q)
pour L € AT,

Dés lors, l'algdbre C+(Q) ne dépend (2 isomorphisme unique prés)
que de V et de la donnée de Q & un facteur prés ; en d'autres termes,
c"'(q) ne dépend que de V et du sous-schéma d'équation Q = 0 de P(V¥),
Chaque homothétie de repport inversible est un automorphisme du couple
(v, XCc(V¥*)) ; on vérifie que ces sutomorphismes agissent trivialement
sur C+(\.-', X), et il en résulte que 1'algdbre c*(v, X) ne dépend que du

couple de schémas X < PP(V¥) sur A. On la notera C+{XJP(V*}).

1.4. Seit V un A-module localement libre de rang 2m > O et Q une
forme quadratique non dégénérée sur V ., Soit donné une décomposition

Vi Wi EBWZ de V en deux sous-espaces totelement singuliers, La forme
Q(?l + wzJ met alors Wl et Uz en duglité perfaite. Rappelons que pour

fec wz (identifié 2 NI*), le produit contracté par f est 1'endomorphisme

de degré -1 de A Wy défini par

i
EL (ela\...neP} = I (-1} < a,.f>eN,.. ei...nep .

Munissons le A-module A ”1 de la Z /2-graduation pour laquelle
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= 21 _ 2i+1
(A 1-*1) = & AW, et A wl) = is AW L'alg2bre End(A w,)

alors Z /2-gradué : les endomorphismes pairs (resp. impairs) sont ceux

est

.

qui respectent le gradustion (resp. sont de degré 1 (meod 2)).

On renvoie & (Bourb Alg 9 § 9 n°4) pour la démonstration de
l'existence d'un unique isomorphisme d'algdbre Z /2-gradufes s entre

€{Q) et End(n Wl}, tel que )

s(p((e,0)) = e A et s(p((o,£)) = £L .

) 1'élément de C(Q) tel que

)+

Désignons provisoirement par e(Wl,W

2

3 L] + v
s(e(hl,wzl} soit l'identité sur (A Wy s

Z(Q) de C+(Q) est isomorpne & A © A, cette décomposition &tant définie

et 0 sur (A W.J ., Le centre 1}

par les idempotents e(ul,wz) et 1 - e (wz,wl). De plus € (Q) est une

algébre de metrice sur Z(Q).

De ceci et de 1.2, on déduit comme en loc.,cit,

Proposition 1.5. Sous les nypothéses de 1.1, si n = 2m > 0 et que Q

est non dégénérée, alors le centre Z(Q) de C+(Q} est une algdbre é&tale

localement libre de rang 2 sur A et C+(Q} est une algdébre d'Azumaye sur Z(Q).

1.6, Soient V et Q comme en 1.4, et W un fecteur direct totalement

singulier localement libre de rang m de V, Soit wi un supplémentaire

de W: V=W Wi . Tout supplémentaire wé de W s'identifie su grephe

d'une application u de Ui dans W. La forme ¥ met en dualité W et

wi ; 1'application u est donc uniquement déterminée par la forme bilinéaire
sur W!

1
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Blx,y) = &(x,uly)) ,

et ui est totalement singulier si et seulement si, sur W!, on a

1*
B{x,x) = - Q(x) .
Puisqu'll existe toujours de tellesformes B, W admet des supplémentaires
totalement singulier, L'un d'eux, soit W, &tant choisi, 1'ensemble des
supplémentaire totalement singulier W! de W s'identifie 2 1'ensemble des
formes alternées sur W', soit encore & l'ensemble des sections de 1'espace
affine E ( % W') sur S. Pour chaque section x de E ( K W'), soit Wé(x)
le supplémentaire correspondant de W et e(x) 1'idempotent e(W, wé(x)}.
La fonction x ——= e(x) est compatible & toute extension des scalaires,
dont définit un morphisme de S-schémas e de E ( A W'} dans Spec(z(Q)).
Le S-schéma E( K W') est plat & fibres géométriques connexes, alors que
Spec(Z(Q)) est étale sur S, Le morphisme e se factorise donc par une
section de E ( % W') sur S, i.e. e(x) est indépendant de x, Ceci

justifie la

Notation 1.7. Pour W comme plus haut et W' un quelconque supplémentaire

totalement isotrope de W, on désigne par e(W) 1'idempotent e(W,W')¢ 2Z(Q).

1.8. ©Cn a vu en 1.6 que, pour ) inversible, C+(Q) s'identifie 2 C (3 Q).
Un argument de continuité analogue au précédent montre que cette iden-

tification transforme

e(W) € Z(Q) en efw) € 2(3 Q) .
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1.9. Rappelons que si B et € sont deux algdbres Z /2-gradués, alors,
dans le produit tensoriel gredué B ®' Cde B et C, la multiplication est

définie par la régle de Koszul

; . deglc, ddeg(b,)
(bl-:a cl) (b2® cz) = (=1) 1 2 blbz ® ¢,

2 »
lorsque les bi et ci sont homogénes,
5i (Vl, QIJ et (V2, Q2} sont deux modules quadratiques, alors

C{Ql 2 Qz) = C(Ql) ' C(Qz) (Bourb, loc. cit.),

Si P et Q sont deux A-modules localement libres Z /2=gradués
de type fini sur A, on identifie les alg2bres Z /2-gradués End(P) &' End(Q)

et End(P € Q), en posant, pour u, v, p et q homogénes

u® v (p®q) = (_l}deg{v)deg{pJu(P) ® viq)

Lemme 1.10, Soit (V,Q) un module quadratique somme de deux modules

quadratiques {Vl, Ql) gﬁ_(Vz, Qz), avec vi localement libre de rang 2 ™y

et Qi non dégénérée, Soit Vi = wi &awi une décomposition de V., en deux

i

sous-espaces totalement singuliers (i = 1, 2). Alors le diagramme

——

c(Q) chl) @!c(Qz)

s |

End(n(wleauza) — End(n wlawz) — End(a wl) @' End(A wz}

est commutatif,
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La vérification est laissée su lecteur, On déduit sussit®t de

ce lemme que

(1.10.1) ei:w1 ewz) = e(wl)e(wz) + (1 - e(Wl)) (1 - e(Wz)}

1,11. La construction suivante est empruntée & Micali et Vill smayor,

§i p : Z > S est un revltement &tsle double de S, on peut ragarder Z
comme un Z /2-torseurs sur S, Désignons par # 1'addition des torseurs, et
pour § une section de Z, soit e(s) 1'idempotent de 045, qui vaut 1
sur s, et C ailleurs. Avec les notations de 1,10, il existe un unique

isomorpnisme

(1,11.1) Spec(Z(Ql)) * Spec(Z(QzJ) —= Spec(2(Q))

+ Spec(Z(Ql)) xg Spec(Z(Qz)) —> Spec(Z(0Q))

pour lequel, aprgs tout changement de base, on ait
els + t) = e(s) e(t) + (1 - e(s)) (1 - elt)) .

Si s(W) est la section de Spec(Z(Q)) telle que e(s(W)) = e(W), 1la

formule 1,10.1 se récrit

s(ul -awz) = s(wl) - s(wz)

Proposition 1.12. Soient A un corps, V un vectoriel de dimension 2m > 0O

sur V, Q wune forme quadratique non dégénérée sur V et wl, ”2 deux

Eous—espaces totalement isotropes de dimension m de V. Alors, e(wl) = e{ﬁz}

3 ' e i
8i et seulement si dim(&l.Ul |w2) est pair.

el i
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(Cf. Bourbaki Alg © § 6 ex. 28). Soit @ ... £...f une base

de V telle que
a) Q( © x;e, + L yifi) =3 Xy

b) W est engendré par les e, s

1
c) et W, est engendré par les (ei}lsiSs et les <fi)s<i$m f |
Alors V est somme des vi = A e, + A fi,et
W = @& W nNv (a=1,2) .
a & 1

La formule d'addition 1.11 permet d2s lors de se limiter au cas
ofi dim V = 2, 8i Wl = Wz, 1'assertion est é&vidente. Si eu contraire

W) = Ae, et W, = Af avec ¥(e,f) = 1, on a e(Wl) = fe et e(Wz) = ef =1 - fe,

2, Quadriques:

2.1. Soient k un corps algébriquement clos et V un vectoriel de dimen-
sion n+2 sur k. Une quadrique lisse de dimension n sur k est un schéma
X sur k isomorphe au sous-schéma de P(V#) dé&fini par l'équation =0,

pour Q wune forme quadratique ordinaire sur k.

Remarque 2,2, Pour n = 0,1,2 X est une quadrique lisse de dimension n sur

k si et seulement si :

n=20C i X & Spec(k) 1 Spec(k)
_ ) 1
n=1 : X == ka
n =2 : X == Ei xZEi .
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Lemme 2.3, Avec les notations de 2,1, soit X défini per Q =0 ,

(1 & = & (-n)
(i1) Pic(X) =~ (o pour m = 0 ,
1

Gx(l) est le carré d'un générateur.

wa

Z pour n

Z3 Z pour n =2,

z pour n = 3 ; Sx(l) est un générateur.

(111) H'(X,8,) = 0 pour i > 0, ' (X,8, (1) = 0

(iv) ﬁ°(x,3x(1n <— g% P(V*),6,(1)) = V*, et pour n >0, HO(X,GX} =k,

L'assertion (i) résulte de ce que le faisceau conormal de X dans

P(V#) est @x(-z} et que le faisceau canonique de P" est 5(-r-1). L'asser-

e.

tion (ii) résulte de 2.2 pour n < 2, de SGA 2 XIT 3.7 pour n = 3, Enfin

(iii) et (iv) résultent de FAC n° 78,

Définition 2.4, Une quadrique lisse de dimenmsion n sur un schéma 5 est

un S5-schéma f : X —> S, proore et lisse sur S5, dont les fibres géométriques

sont des gquadrigues lisses,

Pour n = 0, une quadrique lisse de dimensicn G sur 5 n'est

autre qu'un reveétement &Stale double de S. Pour n = 1, ce n'est autre qu'une

T

variété de Severi-Brauer de dimension 1 sur S.

2,5. Si p: X —>5 est une quadrique lisse de dimension n sur 5, alors,

_-

d'aprés 2,3 (i), 1'inverse du faisceau inversible ynfc est ample,
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U'apreés 2.3 (ii), le schéma de Picerd Pic est lisse sur £

X/s

) = 0), non remifié sur § (car Hl(X,G } = €) et essentiellement

2.z
(car H (¥,% v

X
propre sur 5 (car X/S est lisse). C'est donc, loceglement sur S pour la
topologie é&tale, un groupe discret constant gyant la structure indiquée
en 2.3 {(iii),

En particulier, si X a une section, il existe sur X un faisceau
- ;i @(-n) . y n
inversibls L tel que L ait méme image dans Plcx{s que {&KS , et deux
tels faisceaux sont isomorphes locelement sur S, D'apres 2.3 (iii) et
[1] 6.5 p. 19 Pyl est localement libre de formation competibls & tout
changement de bsse. D&s lors, p,L est localement libre de reng n + 2
(2.3 (iv)),1'epplication de p*p,l dans L est surjective, l'application /

canonique de X dans‘m(p*L) est une immersion fermée, elle identifie X 2a

un diviseur relatif de degré 2 de P(p,lL), et, localement sur S, X est
la quadrique de IP(p,L) dffinie par une forme gquadratique ordinaire sur

(pyxL)¥*, unique 2 un facteur inversible prés.

2,6, Supposons n >0, Si Ll et Lz sont deux faisceaux inversibles du type
considéré plus haut, alors, localement sur S, il existe un isomorphisme

u : L1 ——2—-9-L2. Cet isomorpnisme est unique & un fecteur inversible preés,
car py,8, = 6, (d'epreés 2.3 (iv)). D2s lors, les divers isomorphismes

w i Ly 42——>-L2 induisant le m@me isomorphisme IP{u): E(p*Ll] > Plpyl,),

de sorte gue ETP*LIJ est canoniquement isomorphe 2 'F(p*Lz), et ne dépend

que de X/S, non du choix d'an L, On le notera P(X).
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L'espace projectif P(X) est défini localement sur S pour la
topologie étale. Par descente, il définit une veriété de Severi-Brauer

sur S, encore notée P(X), donc X est un diviseur relatif de degré 2,

Localement sur 5, le couple X“—> P(X) définit une slgibre de
Clifford C+(X, P(X)) (1.3). Per descente, on obtient une alggébre sur S,

qu'on noteres simnlement C+{X}.

2.7. Supposons que n = 2m >0 , Le centre Z de C(X) est slors une

@S-algébre définissant un revetement &tale double Z(X) de §.

Une génératrice de X est un scus-schfma D de X qui soit

un sous-espace linfaire de dimension m de P(X).

Localement sur 5, pour P(X) =IP(V¥) et X défini par
1'équation ¢ = G, une génératrice D de X s'identifie par définition
4 un sous-Module locatement facteur direct W(D) de V, totalement singulier
et de rang m + 1. D'aprés 1.8, 1'idempotent e(W(D)) du centre de ¢ ()
ne dépend que de D < X, On désigne par e(D) 1la section correspondante
de Z(X) (celle sur leguelle e(W(D)) vaut 1).

Les génératrices de X/S sont les S-points d'un schéma Gén(X)

projectif sur £, et e d&finit un morpnisme de S-schéfmas
(2.7.1) e : GEa(X) —a Z(X) .

Lorsque n =0, on pose Z(X) = X, on aspelle cénératrice de X

une secticn de X et on «ffinit e comme £tant 1'identivs,
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Proposition 2.8, Sous les hypotndses de 2,7, p : Gé&n(X) —> S5 est pro-

jectif et lisse, et (2.7.1) est ss factorisation de Stein.

Le question est locale pour la topclogie &tale sur S. Localement,
si D est une génératrice, les génératrices D' disjointes de D s'iden-
tifient, d'aprés 1,6, aux S-points d'un espace effine sur S convenable,
et on recouvre sinsi Gén(X) par des ouverts lisses sur 5,

Pour prouver que les fibres gfométriques de e sont géométrique-
ment connexes, il suffit de considérer le cas o S5 est le spectre d'un
corps algébriquement clos k, X &tant défini per 1l'équation Q = 0 dans

P(vi),

Scient donc Wl et Wg deux sous-espaces totalement isotropes
de rang m+ 1 de V tels qua e(W) = e(W'), i.e. tels que W/W N W' soit

de dimension peire (1.12)., Procédant comme en 1.12, on trouve une décompo~-

sition orthogonele

v=v. & & v

e

de V telle que
= 3 T 1 =
a) W e Nv, & = 1, N vy (o =1,2)
B) w. Nv =w NV

¢) dim V, = 4, et V; = (W nvi}safwznvi)

i 1
et il suffit de prouver que ¥; N vy et Wy n V, eppartiennent & une meme

famille connexe de sous-espaces totalement singuliers maximeux de Vi . En

d'autres termes, on se raméne au cas des quadriques de dimension 2. Une
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telle quadrique est isomorpne a IPI x]Pl, les génératrices é&tant les

1

sous-schémas {t] X P et p! x {t} ; la proposition est dans ce cas

gvidente.

3., Conomologie des gquadriques

3.1. Soit p : X —> 8 une quadrique lisse de dimension = sur S5, et

£ un nombre premier inversible sur S. On désignera par
o 1
n € nis, Ripy Z ,(1))

la '"classe de cohomologie d'une section nyperplane", Localement sur §

pour la topologie étale, on a P(X) = PP(V¥), et 11 est slors par définition

2

1'image dans H°(S, R p*E{(l)) de la premiére classe de Chern

2
ey (8(1)) € B (X, Z (1)),

3.2. ESupposons que n = 2?m , Une génératrice D de X définit alors
une classe de cohomologie c&'(D) dans H"(X, ZZL(m)’r, d'image c4(D)
dans HO(S,Rnp*E{(m)). I1 résulte de 2,3 que cette derni2re ne dépend
que de le section e(D) de 2Z(X), d'od un mornhisme de faisceaux &tales

Eur S

(3,2.1) et : 2(X) ——>R'p, Z ,(m) .

Tnéordme 3,3. Soit p : X —= 5 une quedrique lisse de dimension n

sur S5 et 4 wun nombre premier inversible sur §

L2i+l .
(1) ] P E{ =G
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24
(ii) 2i C £ 2i < n, (resp.sin< 2i < 2n) alors R lp* Zij(i} est canoni-

- "
: . 5 £
guement iscomorpne au faisceau constant Z:L’ et est engendré par n

(resp. par “132}

(iii) 5i n = 2m, 1'spplication déduite de (3,2.1)
(3.2.1) zzi”” — Ry Z (m) ’

€St un isomcrpiisme, et si @ et 8 sont deux sections disjointes de Z(X)

(supposf isomorpne & 5SS ; c¢' est localement le ces), on 2

(a) nt = cila) + et(d) 5

(B) fncur m air : Tr{c&(a)zi = Tr(c£(3)23 =1, cila) ci(8) =0

1»pour m impair : C%(a)z = cé(i}z =0 , Trici{a).ct(B8)) = 1.

(c) m.(etla) - c(B)) = ©.

Lzs assertions (i) et (ii) ne sont mises que pour mémoire
(XTI 1.6, complété par XI 2.6 lorsque 2i + 1 = n dans (i)).
I1 suffit de vérifier (iii) lorsqu: S est le spectre d'un corps

algébriquement clos k (il suffirait mlme de prendre & = Spec(€)).

Formule (2). On peut supposer que X est la quadrique d'équation
T = 0 dans Eﬂwl(k) La classe nm est la clesse de conomologie
iTim+l ! i
de la section plane d'éAquation
x. =0 {0 =1i<m) 3

x

et ce cycle est somme des génératrices 31 et D2 d'équation
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x, =0(0=<1i=m) et

x, =0 (0=1i<m)et Xomil = 0

[N

l D'apras 1.12, E(Dl) # e(Dz), de sorte que

n = e(D)) + cL(D,) = cila) + ct(p)

Formule (b). Si des génératrices D, et D2 sont disjointes (resp. se
coupent transversalement en un point) on a cL(DI).cL(Dz) = C (resp,

;* It(c{(Dl).cé(Dz)) = 1). D'apr2s 1.12, si m est pair, on a e(Dl} = e(Dz)
(resp. e{Dl) = e(Dz}) ; 81 m est impeir, on a e(Dl) = e(Dz)

(resp. e(Dl) # e(Dz)}. Les formules (b) en résultent.

& Formule (c). Evident si = = G. Ginon, il suffit d'eords (ii) de prouver

que n".(el{a)-ct(B) = C. En effet, Tr(n™(ctla)=ct(B)) = Trict(a)®-ct(2)?)=c,
Vérification.

m peir : 2 = tr(ﬁz) = erlctla®)+ 2eila)et(B) + C%(B}z)

= |

! m impair : 2 = er(n®) = Tr(ei(a)? + 2cila)et(d) + et(8)?) = 2

COue 3.3.1 soit un isomorphieme résulte maintensnt de ce que les

formes bilinéaires & deux varisbles

. B = + %5
; (%,Y) X1, X5¥q et
B =
(x,y) X1¥) + X,Y,
sont de discriminant il §
&
I
[
|
|

—_

i
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Vérification 3,4, OGeoit X wune quaedrique lisse de dimension n sur un
corps fini ]Fq. Compte tenu de 3,3, le formule des traces de Lefschetz
donne la formule classique
[n .
i

+* x( ]Fq} = V) Tz gq pour n impair
o}

n -
LE q]'+e.‘.c.1n'l pournﬂzm(£=1—l} .
0

Pour n pair, on a € =1 si X est déployée, i.e. 2 une génératrice

rationnelle, et ¢ = -1 dans le cas contraire.

3.5. 5i X est une quedrique lisse sur S de dimension n = 2m, on

appellera ovartie primitive de n“f*zz L{mJ 1'orthogonal de 'nm (avec
les notations de 3.3, cet orthogonal est engendré par ci(a)-ci(8)). On

eppellere quotient primitif de Rn£*23 &(mJ le quotient de Rnf*i'z. {'(m) par

&an. On définit partie et quotient primitifs de R“f*z en tensorisant

4
avec ZEL(—-m).

3.6. GSoient V un fibré vectoriel localement libre de reng n + 2 sur 3
et X la quadrique lisse sur S définie per une forme quadratique ordi-
naire Q sur V. Seit de plus H un hyperplan de TP(V¥#) qui coupe

transversalement X, et Sl S H., Les schémas X et Y =XM1 H sont

des quadriques lisses sur 5, de dimension n et n - 1. Ceci permet

d'utiliser 3.3 pour calculer la conomologie de X° = X - ¥,

78

84




- 18 - XII

(3.6.1) x° ¢ > X < 2y
£ lp q
s

Si n=0, alors Y =@ et X = X°, Supposons mn > 0, On

dispose de deux suites exactes longues duales 1'une de 1'autre

M r s
(3.6.2) ... 2> Riflzz{'  — Rlp*z{' - quﬁzoz‘i,w —_— ..

3

(BN oy Bl TR

qZ (-1) —>R'pZ , —> le*zzé — ... .

L

Pour n peir, l'nomomernhisme de restriction r, est un isomor-
phisme pour i # n,2n ; pour n impair, c'est un isomorphisme pour i # n-1.
Pour n = 2m, et o la classe de cohomologie d'une génératrice, r (a) =3 n
de sorte gque r =~ est surjectif de noyau la partie primitive de Rnp*Z‘{._ .
Pour r© = 2m + 1, rzm('nm) = 'nm, de sorte que Ty, @St injectif de conoyau
2

le quotient primitif de R mq*ﬂ{'. On en déduit que lelZZ{’ = 0 pour

i # n,2n, et que lelZZ{, ast un z?jeb-faisceau constent tordu libre de

rang 1, pour i = n,2n. Par dualité, ou 2 1'aide de 3,5.3, on montre de
i - n
méme que R E*E£=0pour i # C¢,n, que E*ZL=Z?.%, et que Rf*E{’

est de rang un.

Supposons que n = 2m et reprenons les notations de 3.3.
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6 —> Rnflzé(m) —— R7p,Z , (n) —> 3"qz ) ———a0

|

\L;

0 = Rf,Z ,(m) «—— Rp,2Z glm) e g2

q*Z‘gl(m—l)t’:-— & .

=W n i
Le faisceau R £ E{'(m) a2 alors deux générateurs opposés naturels &, d'image

5
= (et(@) - el(8)) dens R%p,Z ,(m). On a (3.3 (iii) b)

Tr(6%) = (eala) - ea(@)? = (-D™.2

+
et - ©(8) est le double des générateurs naturels duaux = §' de

Rnf*EZ i«(mj' 2 savoir les images (opposées) de ci(a) =t ci{g).

Supposons que n = 2m + 1 et szppliquons les notations de 3,3 2 v,

0 ——= 1",z MG e R2"q,Z L —2—> R“frzz‘b(m) —>

2m+2

R puZ () =— &

TayZ | (m-1) <— RU£,Z () e——0

Le faisceau Rnfjﬂ.&(m) a alors deux générateurs naturels onposés

T8 : 3 ctla) et d ci(B), On &

5.0(6) = 82 = (3 ctla))?

oletla).d ci{a)) = ©

de sorte que (8) = 0 , D'autre part, Rnf*ZZ &(nﬁl} 2 deux générateurs

naturels opposés - 6', d'image =(ci(a) - ci(8)) dans Rzmq*ZE. {,‘(m), et

-+

Tr(b.8"') = - 1.
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Ces résultats sont rassemblés dans la table suivante

Table 3.7. Cochomologie des quadriques affines de dimension n, I-{O =X - Y,

A. La conomologie est sans torsion, Les nombres de Betti non nuls sont :

conomelogie sans support : bo = bn =1
cochomologie & support propre :bEn = bn =1
sauf pour n = 0 : ho = 2.
n 5 3 2m
B. n=2m >0, R fiZZL(m) = pertie primitive de R™ p,7Z _L(m)
RUE,2Z ,(m) = tient primitif de R-"p,Z , (m)
#% ;(m) = quotie primitif de Py
n = -

= 2m + 1 RnfEZZ.L(m) quotient primitif de Rzmq*ﬂj(m)

Rnf*ZZ -{,(mﬂ") = partie primitive de Rzmq*ﬂ {,(m) .

Ces groupes ont, localement, des généfrateurs neturels dé&finis au
signe preés, notés & pour les groupes de conomologie & support propre et &'

pour les autres,

Co o= a“flzz‘,u — Rnf*?z i est nul pour n impair, envoye L8 sur T2 6
pour n pair > 0, On a

Te(58')y = 2 1

Tr(éz) =

o si n=2m + 1

(
J
L(-i)’“.z Sbow =5 .

Vérification 3.£. La quadrique affine complexe S dans € d'équation

Ezz-l

i = est difféomorphe au fibré tangent & la sphare réelle 5 N R" .

Ceci concorde avec A et O,
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Introduction
_—'—-—'-'___

Dans cet exposé, nous reprenons le formalisme introduit dans le n® 2 de
1'exposé I de Grothendieck, Te seul noint nouveau est 1'introduction de 1'analogue

algébrique de la variation de 1= théorie classioue.

L'image topologlique gue Jje suils est la suivante. Scient X un espace
enalytigque, D< T un disque de centre 0 , D* =D - [pg} et f : XD un
morphisme propre (le cas non propre sera considéré ensuite), Remplacons D opar un
disque suffisamment petit centré en 0 , X opar 1l'image réciprogue de ce petit
disque et notons encore f : X+ D 1le réfsultat, N'aprés 1l veriante anslytioue com-
plexe du théoréme d'isotopie de Thom, f-lfD*} est un espace Tibré topologique sur
p*¥ . J'ignore si on peut toujours construire un couple (I, r) du type déerit
ci-dessous, mals il semble plausible oue oui,

(a) T est un systd®me localement cohérent de trivialisations locales du fibré
f'l(D*) sur D¥ | En d'autre termes, I définit une trivialisation “i(D*) -
équivariante de 1'image réciproque de X sur un revétement universel D* de D*

(b) r est une rétraction de X sur la fibre spéciale X = f“l(o}

5 » compatible
& 0 : si, sur un ouvert connexe U de D% , T identifie XU = f_l{U} A
X1 xU , r= rfxl, u} est indépendant de u
Soient domnés (X, £, T , r) . Scient +t €D et X = f-l(t) la

t
"fibre générale” , Le fibré ™ , image réciprocue de X/N par ¢ [0, 11 = n* .
x+—3 exp(2 7 i x).t , est trivialisé par T . La monodromie T : X, —X_
i M L (¥
est 1'homéomorphisme

xt={¢:*x)o Tr)_’ (wm1=xt

Seit ¢, : X,—> X 12 restrictionde r & X, . fna T = r M reconstruit

t E t -
comme suit (X, £) & partir de (Xt, X,» T, rt} :

g

w

(a) on recolle, dans X, x [0, 1] , les extrémités X _x {0} et X x[1

l'aide de T , pour obtenir f£' : X' —3g*

(8) r  définit ' : X'—3 X : (X, f) s'identifie A
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W

cBne (f') : (cBne d'application de ¢':X'—+X_ )—D = cBne d'application de (sls ;C”; s

Soit ¥ = (r, £) : x—)Xo *» D , Les falsceaux images directes supérieures
Y4 Z de Leray vérifient la condition suivante.
(#) D*# est recouvert par des ouveris U tels gue la restriction du faisceau T 3

J{G % U est image réciproque d'un faisceau sur Xo - |

Construetion 0.1, Les faisceaux P sur xo x D wvérifiant (%) s'identifient aux

systémes {Fo, F., T, o) ou "
{

a) Fo est un faisceau sur J{o 3

g) F., est un faisceau sur J(O , muni d'une action du générateur T de '.':[(D*,t} :

v) @ est un morphisme de FG dans le faisceau des T-invariants de F

t

Si un faisceau O sur Xo x D¥ vyérifie (#*), et gue D* est le revéte-

ment universel de D* (muni du peoint base t ), l'image réciprogue de G sur

J{o x D¥* est d'une et d'une seule fagon image réciprogue d'un faisceau G, sur X,

1
par passage au guotient par T’i(D*, t) .

G, est muni d'une action de T (D%, t) et G se déduilt de P‘rf(Gt} sur X X D¥

Un faisceau F s xo ¥x D est déterminé par
1) sa restriction & .‘.{o » Solit Fo 5

2) sa restriction & 3{0 xD¥* , solt G

1

3) un morphisme a: F, —> i*J,06 (pour 1:X <> X, XD, J: X xn*f-—»xoxl})..

A )

Si F vérifie (*), G est déerit par (Gt' T) sur Xo . et on trouve la desecrip-

tion annoncée de F

i,

Pour les faisceau R Y, Z , on a
(R ¥, z) = {Z pour i =0
o
e] pour i1 =0 ,

tandis que les (Ri'-!*z :"t méritent (pour i >0 ) le nom de faisceaux de cycles

évanescents (cf. la discussion au début du paragraphe 2 de I).
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Cette discussion n'est utile que si on la raffine en passant 3 la caté-
gorie dérivée: les Ri?,.a sont déduits d'un objet de la catégorie dérivée
D+(IE xD) , et méme d'un objet RY,7Z de la catégorie dérivée de la catégorie des
faisceaux abéliens sur Xo x D wvérifiant (#*). Cet objet détermine non seulement les
faisceaux de cycles évanescents et leur monodromie, mais encore les morphismes

"yariation" classiques (ef, 1.% et XIV 3.1).

C'est son analogue que nous définirons en gdométrie algébrique,
8i S est un trait strictement hensélien et que f : X - 8 est un morphisme de
scnémas, nous définirons un objet R?ﬁz/{p) de la catégorie dérivée de la caté-
gorie des falsceaux abéliernssur le topos produit (Xb)et x Set . Un faisceau sur
ce topos s'interprete comme un systéme (Fo, Ft, T,a) ol
a) Po est un faisceau sur xo

g) Ft est un faisceau sur xo » muni d'une action continue T du groupe d'intertie

I
¥) a est un morpnisme de Fo dans le faisceau des I-invariants de Ft -

Nous aurons 2 travailler dans un cadre un peu plus général que celui
indiqué ci-dessus:
a) La constructionde R ¥(zm /L") ne suppose pas que f soit propre.
Pour 1'interpréter topologiquement, il y aurait lieu de reprendre la construction

qul précede, en remplagant X par un voisinage de la fibre spéciale XO

b) Pour construire R ¥(zm/4") et démontrer ses propriétés, il faudra considérer
non seulement le faisceau constant z/4" » mals encore des faisceaux généraux,

voire des complexes de faisceaux.

©) Lorsgu'on ne suppose pas gue le corps résiduel k du trait nensélien S soit
s€parablement clos, il ¥ a lieu de remplacer le topos produilt ngJET X Se* par le
- -

to 3 x ! 4 T i
pos preduit fioré lxgiet Spec(k)et Set . Le lectewr répugnant aux 2-prodults
fibrés de topos pourra prendre la description galoisienne 1.2.%4 de ce topos comme

en étant la définition.
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0.2. HNotations et terminclogie .

(0.2,1) =zrait : spectre d'un anneau de valuation discrete . {
(0.2.2) hnensélien : (pour un scnéma) spectre d'un anneau local hensélien . I
10.2.3) strictement hensélien : pour un anneéau: hensélien a corps résiduel séparanple-

ment clos. Pouwr un scnéma: spectre d'un tel anneau . i

(0.2.4) point géométrique de S : morphisme X : Specilk) =2 S d'image x €8

kix) = 3¢ K étant une cldture séparacle de K{x) . On dit que x est localisé
en X . Par aous de langage, nous appellerons parfois encore point géométrique un

morphisme X : Speci(k) 2 S tel gque K solt une extenslon séparaplement close de

]
wix) ; un tel morphisme se factorise de fagon unigque par un point géométrique (au
sens propre) de 8§
(0.2.5) s, m S, Tw 8 : 81 S = Spec(V) est un trait hensélien, nous noterons en
principe s le point fermé de 5 , 1 son point générigue, T un point géométrique ,

générique (= localisé en 7 ) de 8 et s le point gdométrique localisé en s

correspondant (I 0,0.3). On note 8 1le spectre du normalisé de V dans k(T , de

corps résiduel une extension inséparable de k(5) . On note Gal(m/m ) 1le zroupe de

Galois de k(7) sur k(N) . De méme pour s . On 2 une suite exacte

0—3 I —3 Gal(f/n) —» Gal(s/s) —» ©

( I groupe d'inertie).
(0.2.6) faisceau (sur un schéma X ) signifie toujours faisceau sur le site étale

Xet de X .,

(0.2.7) premier 4: un faisceau de torsion F sur un schéma S (ou un groupe abé-
lien de torsion F ) est premier aux caractéristique résiduelles de S si pour toul
s €8 , la multipliecation par 1'exposant caractéristique de k(s) est un auto-

morphisme de F .,
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1. Faisceaux d'ensembles

Les faisceaux de cycles évanescents seront définis comme valeurs de foncteurs

dérivés du foncteur exact & gauche Y défini au n® 3 pouwr tout faisceau d'ensembles,

1.1. Faisceaux galoisiens.

1.1.1. Soient Y wun schéma sur un corps k de clBture séparable kE et

T-Ye kK . Soit G un groupe profini et
u: G — Gal(k/x)

un homomorphisme continu de G dans le groupe de Galols de ¥ sur k . Le groupe
de Galois Gal(E/k) agit (& gauche) sur ¥ par transport de structure. Le groupe G

agit sur ¥ via u .

Scoit ¥ un faisceau d'ensembles sur (le site étale de) ¥ ., Une action

de G sur 5 , compatible 3 l'action de G sur ¥ , est une action par auto-

P

morphismesde G sur (¥, &) , induisant 1'action donnée sur Y . En d'autre

termes, c'est un systeéme 4'isomorphismes
alg) : ulg), &8 — & .,

vérifiant ogh) =c(g)o(h) . Si G agit sur F , alors, quel que soit U étale

sur Y , définissant U = U &, k étale sur ¥ , le groupe G agit sur 16T

Définition 1.1.2. On dit que G agit continfiment sur F si, pour tout U guasi-

compact et étale sur ¥ , G agit continfiment sur 1'ensemble discreti  3(U)

Il reviendrait au méme de ne considérer gue les U affines.

8i ¥ est un faisceau d'ensembles sur Y , d'image réciprogue 3§ sur

¥ , alors le groupe Gal(k/k) agit sur & , par transport de structure, de fagen

compatible 3 son action sur Y .

Rappel 1.1.3. (1) L'action de Gal(k/k) sur T est continue.

R7
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est
o~ -5 " 1 % A Y
c — ¢ muni de 1 'action de Gal(k/k) '
st une égquivalence de la catégorie des Taisceaux d'ensembles swr ¥V aves la caté.-
gorle des falsceaux d'ensembles sur ¥ munis d'une action continue de Gal(k/k)
compatible & 1'action de Gal(k/k) sur ¥ .
qu
T ] : - ] i o - ¥
Exprimons k comme limite inductive d'extensions finies galoisiennes ki = 1
Soient @, Yi =Y g ki —2 Y et ©: Y —2 Y les projections., Pour U
1 = g
étale sur Y , supposé affine, soit U, =U g ki . On a
<+ 2
=TT .
F{U) = 1im ¢ #HU.) .
—3 : ] i
1.
Sur @ *F U,) , Gal(k/k) agit via Gal(k./k) , ce gqui prouve (i).
2 i 1.

Le foncteur (ii1) a pour adjoint % droite le foncteur Gt—> (Cai@cal{i!k) Le
Pour tout &F sur Y , ona S-
. (:
@y * 3= lim ¢ @t 3 N

Pour prouver gue JF-=%3 (@ @ 3 )Gal{i/k) s 11 suffit donc de prouver gue pour
tout 1, Iy (g, o*F PRI R) | 11 supere it Wh frsuves gae.cutie Fibate 1
devient un isomorphisme aprés extension des scalaires de k & ki G Spec(ki} d
devient alors somme de copies de Spec(k) , permutée de facon simplement transitive £
par Gal(k,/k) , et l'assertion devient triviale. (

Le foncteur exact (ii) est donc pleinement fidéle, Pour conclure, il reste

& vérifier que la fliche

_Q:o‘*{:'fg'. @Calfkfk) =6

est un épimorphisme, Scit E%: ¥ —a‘Yi . L'hypothdse donne que

Lig 6, (%, @15 5 g
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/k)

che

ive

ste

est épimorphique. On a

Pl @Gal(‘z_c/k) - (o ((E’i* @Gal(l-(/ki}}(}al(ki/k}}

»

et on conclut en notant, par le méme argument de descente galoisienne gue plus haut,

que pour G sur Yi muni d'une action de Gal(ki/k) compatible % son action sur

on a

Y,

Cral(}ci/k}

Gfle s ¢) =3 g .

1.2. ILe topos Y X S .

1.2,1. Soient S un schéma local hensélien de point fermé 1 : s @3 S

Le foncteur S' h——)S'XS s = i¥ 8' est une éguivalence de la catégorie des
S-schémas finis étales S' avec la catégorie des s-schémas finis étales s'
(spectres de k(s)-algtbres €tales). Le foneteur inverse sp* , du site étale

de s dans le site étale de S , est un morphisme de sites
sp : 8 —» s ,

le morphisme de spécialisation (cf. SGA4 VIII 7). Pour s' étale swr s , on

dit gue sp¥(s) se 4dduit de S vpar extension du corps résiduel . Pour F un

faisceau sur & , on a2 un isomorphisme fonctoriel

{1.2.1.1) spy F =1 F .

Pour tout ouvert de 8 : j : U <35 , ou pour tout point de S :

J:m &3 3 , on noterz encore sp le morphisme composé spej . Pour F un

faisceau sur U (resp. sur 7 ), on a

(1.2.1.2) Spg

1.2.2, Socient S5 un trait hensélien, et s, 1, s, T, I comme en 0,2.5.
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Voici comment les faisceaux sur s,m, § et le morphisme de spécialisatig,
s'interpré@tent en termes galoisiens, £
(a) Les faisceaux F sur s (resp. T) s'identifient, par F —> F_ (resp. F- ) aux r

ensembles munis d'une action continue de Gal(s/s) (resp. Gal(TW1)) (Scas4 VIII 2.1, &
ou L.1.3). (
(b) Un faisceau F suwr 8 définit des faisceaux Fs =i*P et F_=J*F s (
s et M , et une fliche d'adjonetion F —3 j4 j* F induisant P

«;:F5=1*F——>1*5*J*F=sp*9

~ B

On sait (SGAY4 IV 9.5.4) que le foncteur F I—> (Fs, e ©) est une dgquivalence de

la catégorie des faisceaux sur S5 aveec celle des triples (Fs, by <)

(Fs faisceau sur s , F_ faisceau sur 1, @ : Fs — I* 3P0,

Via 1'éguivalence (a), le foneteur 1% Jx s'identifie au foncteur
"invariants sous I" , Les faisceaux sur S8 s'identifient done aux triples formés
d'un ensemble F muni d'une action de Gal(s/s) , d'un ensemble F-~ muni d'une

- L |

s
action de Gal(7f/m) et d'un morphisme égquivariant @: F—> Bz
= !

(¢) Les morphismes sp, J, 1, Sp = sSpej s'expriment comme suit, via (a) (b)

Ssp : S —>s : sp*™F_) = (P, P, 1Id)
s s s
SP*(F_.» F;!’ {Q} = F_
s g s
J i S #F , PF- = F-
J T J*( > T @) 5
3y (Fﬁ ) = {F;. § F'ﬁ’ inelusion)
i:s5—>8 : i (F_, F;T; ©w) = 2
s s
i, (F_) = (F_, {o} , projection)
s s
sp=sp J 1M —»s: sp*(F ) - B
s s
I
sp*(Fﬁ} = F =

1.2.3. BSoient S5 un trait hensélien comme en 1.2.2 et ¥ un schéma sur S .
aurons a4 travailler avec le 2-produit fibré Vv X S des topos étales de Y et S
sur le topos étale de s . D'aprés Giraud [1] , ce 2-produit fibré existe, et on

voit faeilement qu'il admet la description galoisienne donnée ci-dessous, Ceux qui
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on

ui

pépugnent aux 2-produits fibrés pourront prendre cette description pour définition,

Construction 1.2.4, les faisceaux F sur Y xs S s'identifient aux triples
e —————Sn e _—

7 ) el
(Fs, - @ A4 %
(a) F_, est un faisceau sur Y , soit encore un faisceau F_ s Y=Y & F
S

muni d'une action continue de Gal(s/s) compatible % 1'action de Gal(s/s)

¥

sur Y »

(p) Fﬂ est un faisceau Fﬁ sur Y , muni d'une action continue de Gal(®/'m) .
compatible & 1'action (via 1.1.1.) de Gal(m/m) sur ¥ .

(e) © est un morphisme éguivariant de F.. dans F; ”
= I

De méme, un faisceau E‘T\ sur Y Xs M est un objet 1.2,4(b). On dispose
|

d'un diagramme de topos

¥ ¥ ‘1—) ¥ x_58 f—'J—J ¥ % n
s s
(1.2.4.1) = ,
|
W " W ) -Jf
& B =t 5 g QJ—; - :
¥ X 5 est réunion de 1'ouvert ¥ . N et du fermé complémentaire ¥ . Les

formules 1.2.2,(c) restent valables pour sp : ¥ x S —3%¥ (encore riotd pr

J:Yxs'r‘,‘—?‘x'xss, i:Y‘:—)Ysz et sp:Yxs'r;—}‘f

(encore noté pr, ).

1l.2,4,2, 8i on prend 1.2.% pour définition de ¥ A S , il y a lieu de montrer,
par une construction directe, que ¥ K 5 ne dépend pas % isomorphisme unique pris,

du choix de la clBture séparable k(7)) de ki(n) . On le fait en interprétant F
<
de 1.2.4(b) comme un foncteur qui % chague clBiure séparable k(7) de k(n)

définissant une cl3ture séparable k(s) de k(s) , assceie un faisceau sur

L g]-'.{s, k(S) : le F de 1.2.4(b) est
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1.2.5. Chague point géométrigue X de Y  définit un point zéoméirigue (x,7)
s
de Y X_ 7 , de foncteur fibre correspondant /
Fo b——F (F.) s
' x
Il définit des points géométriques (X,T) et (x, s de Y X S par }
iy = (F~ ) et F = [(F=) Py
(x7) I x (x s5) s 2

On vérifie gu'on obtient ainsi tous les points des topoas Y xs n et ¥x.85

Nous ne l'utiliserons pas. On vérifie aussitBt que ces ensembles de points sont

conservatifs,

*Remarque 1.2.6. La construction 1.2,5 définit une équivalence de 1la catégorie
Point(Y X n) (resp. Point(y Xg S) ) des points de Y Xg M (resp..... } avee le

2-produit fibré Point(Y) Point(m) .

'KPoint.(s)
Cette équivalence résulte aussi de ce gque ¥ xs 1 (resp. Y x 5) est un 2-produit

fibré de topos., ™

1.2.7. Par la fonctorialité des 2-produits fibrés, le diagramme (1.2.4.1) est
fonctoriel en ¥ et S . En particulier —

a) Tout morphisme © : ¥ —3Y¥' de schémas sur s induit un morphisme de topos S

de Yxss dans Y' xss . Ona

#* #* * .
(I2.7.1) £ (F, F- ,0)= (fF_, ¢ Fz o £ (@)

] n s

et pour f guasi-compact

(1.2.7.2) LulF Fﬁ s ) = (TP, £, P2 fle)) .
s ]

Des formules anazlogues valent pour f : Y X, n—> V! %0 .
b) Tout morphisme surjectif de traits henséliens f : 8' —> S induit un morphis

de topos de Y_, x, §' dans Y X, S . Notant encore f le morphisme naturel de
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Y. = Y 3%(5} k(s') dans Y , on a

i8.7.3) f*(FE. Frr @) = (f*PE. i o %)) .

Lorsque [ est un morphisme fini, £ s'exprime comme représentation induite,

8., Soit f : ¥ —3 ¥' un morphisme localement de ty fini et séparé de
1.2.8. pe pa

s-schémas., On définit un foneteur "image directe % support propre”

£, : (faisceaux d'ensembles pointéds sur Y X S) —> (faisceaux d'ensembles

pointés sur V' xSSj
par la formule

(1.2.8.1) f (F, B, @) =(f F_,£ R, f@) .
s =
Pour £ un plongement localement fermé, £, s'appelle le fonecteur de prolongement

par zéro.

Un foncteur analogue esi défini pour ¥ ¥g M s

1.2.8, 8eit £ : ¥ &—— ¥' un plongement locazlement fermé de s-schémas, Le

]

foneteur I, 2 un adjoint % droite o , "sections . suppor:i dans Y ", vérifiant
' " ' ! !
(l.2.9.1) FF, B ,o)=(FfF, & B, £ ) .
s g :

Supposons seulement £ guasi-fini ., Le foncteur 7 des faisceaux

abéliens sur Y #. S dans les faisceaux abéliens sur Y' X, 5 admet encore un

adjoint & droite ¢ , donné par 1.2.9.1 (ecf. SCGAY XVIIT 3.1.8). Pour * étale,

-y
|
4
+
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1.3, Le foncteur Y . k&

1.3.1. B8Boient 8 un trait hensélien comme en 0.2,5 et p : X — 5 ., On se
propose de définir un foncteur exaci & gauche ¥ des faisceaux sur X dans les
faisceaux sur le topos xs Xs S construit en 1.2, Ce fonctewr n'est pas en £€néral

le foncteur image direcie d'un morphisme de topos.

On définira aussi ?n : (faisceaux sur Xn Yy — (faisceaux sur xs %_ ).
s

1.3.2, Soit X=X Xx_& . On dispose d'un diagramme

V__‘-‘_'

5
A { ~ T e 3 =
(1.3.2.1) - Bk e X2
J- |
I L Fa =
X, y X ¢ 1-[11 4

cartésien au dessus du diagramme

-

n —————uni
i
Jie— 3

L
"

¥ ':‘-_:r gy

Seit F un falsceau sur Kn , d'image réciprogue F% sur K% . On pose

v = T% 5 i
(1.3.2.2) ¥y (F) 1* 3 Fj .

Par transport de structure, ce faisceau est muni d'une action continue de Gal(?f ﬂlu.

compatible & 1l'action de Gal(Ty/m) sur Xz . Le foncteur

(1.3.2.3) ‘rn : (xn at) > X, x,m)

s

est exact & gauche,

R s P Soient F un faisceau swr X , Fﬂ sa restrietion &4 X et F sa

restriction & xs . On pose
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¥ (F = ¥ (F
(1.3.3.1) (¥ (), (F)
(1.3.3.2) (¥ (7)), = F_ .
Soient F 1'image réeciproque de F sur X et ' le morphisme d'adjonetion
o: F— Je J® F . Ce morphisme induit
. P. o T* B I# T TR B o_ A=

@ 5 Forw IR g I 5 R wn(Fn‘)ﬂ :
Le triple ¥ (F) = (?(F)s ,Y(F)n,qﬂ est un faisceau sur X, x_S§ .
Le foncteur
{laj'ji}) ¥ : (:{et} Sttty {XE Xs s]

est exact & gauche,

1.3.4, Iorsgu'il n'y aurs pas de risgue de confusion, on posera

Yo(F) = (¥ (F)), , ¥5(F) = (¥(Fl)y et ¥p(F) = (‘f.n (FJ),—n

1305, Dars la fin de ce numéro, nous dressons une liste de propriéids de

fonctorialité de ¥ (ef. 1.2.7 % 1.2.9). Elles seront utiles surtout saus leur forme

dérivée (2.1).

Soit f : X —>» X' un morphisme de S-schémas, d'ol un diagramme

Y
—

i- < — > X -

s n

(1.3.5.1) l £ J £ lf‘
X'Ec_h_E;_L‘; ¥ e—a o xfﬁ 3

t — i —— e 4 e -
L'ambizuité dans la notation des fiiches simplifiera les formules, et ne préte pas

a confusion: une seule interprétation donne un sens zux Tliches compasées ci-dessous,

De m@me, nous noterons ¥ 1le foncteur {1.3.3.3) pour X iant que pour X'

Les morphismes de foneteurs déeritis ci-dessous pour ¥ ont une variante

Four fﬂ gue ncus omettons en Zdndral d'expliciter

ot
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1.3.6. Le morphisme de chanzement de base i#* Iy —=% ;*i* induit un morphisme

de foncteurs
(1.3:6.1) ¥ofy —% £ ¥
gqui est un isomorphisme pour f propre (SGA4 XIT 5.1(1)).
Le cas essentiel est ecelui ot X' = 5 , On trouve un morphisme
(1.3.86.2) i — £, ¥
de composante essentielle

(1.3.6.3) :wix;_, B — r(xg » Y- (B))

| N

ce morphisme esi un isomorphisme pour § propre.

1.3.7. Le morphisme de changement de base f*J —> 3. £ # induit un morphisme

de foneteurs

(1.3.7.1)

*
%

1.3.8. Supposons f quasi-fini, Les foncteurs f' commutent aux changements de

base: le morphisme f, ._1* —3 3* f, induit un morphisme de foncteurs

L]

(1.3.8.1) b=y 3 ;

Lorsque f est fini, c¢'est 1l'inverse de (1.3.6.1).

i Al & = EiE
1.3.8. La situation est duale pour f {on suppose que f est quasi-fini pour
travailler avec les faisceaux abéliens, ou est un plongement pour les faisceaux

d'ensembles pointés)., Ce foncteur commute aux images directes, et le morphisme

! ~ Vg . » x
i¥ £ —3 £ 3% induit un morphisme de foncteurs

Pour f étale, c'est 1'inverse de (1.3.7.1).

1.3.10. Enfin, pour un changement de base S' —3 S , on trouve un morphisme de

26
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Memen‘t de base

(1.3.10.1) £EY ¥ p® .

1.4, ILa variation,

T, 51 Seient 35 un trait hensélien comme en 0.2.5 et Y un schéma sur s
8cit /A un anneau. On pourrait plus généralement prendre pour fi un faisceauy
d'anneaux sur ¥ . Pour tout cobjet K de la catégorie dérivée D(Y X, S, A

la catégorie des faisceaux de [i-modules sur ¥ xs 5 , nous nous proposons de

finir un morphisme wvariation .

1.4.2. Un complexe de faisceau de NA-modules K sur X Xg 5 s'identifie

triple (Ks, Kn s ) ol

- 16 = XIIT

de

dé-

& un

a) K (resp. Kﬂ ) est un complexe de faisceaux Ko (resp. Kﬁ ) sur ¥, muni

d'une action continue de Gal(s/s) (resp. Gal(T/m);

b) ¢ est un morphisme équivariant - K- —)‘f{ﬁ .

Un tel complexe K est toujours homotope > un complexe XK' = (K' ,XK

tel que ' soit injectif et que la suite exacte

(1.4.2.1) 0 — K"; — E{"?_ — cokerig!' } —> 0
- I
80it seindée degré par degré. Il suffit de prendre Ks =K', et de prendrs
-
K'ﬂ la somme de K"*I et du cdne de sp® K_ . Posons &(K) = coker(¢') . Ia

exacte (1.4,2.1) définit un triangle distingué

8(K)
(1.4.2.2)
sp™ K —> £
dans 1a catégorie K(Y %M » L] des complexes de faisceaux de [, -modules’ nomeotopie
Frés sur v % M . Ce triangle ne dépend que de K& Ob K(Y % 5,1 o
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103

A g——




i b e XIIT

Cette construction passe % la catégorie dérivée, et associe A tout oblet

K de D(X X, 8, L) un triangle distingud de D(X Xg Mo A)

Le triangle (1.4.2,2) est utile surtout via la suite exacte longue

d 'hyperconomclogie qui s'en déduit

eee — HO(T, Kz) — 0 (T, K ) — H (T, $E)o ) —Feos

. Pour tout Q€I

»

1.4.3. Le groupe d'inertie I agit trivialement sur K‘g
1'endomorphisme © - 1 de K'ﬁ (notation (1.4.2.1)) se factorise donc par un
morphisme

Var(g) : coker(g') _}K"T" :
1

Cette construction passe % la catégorie dérivée: pour K € Ob D(Y xS S, N et

g €I , elle définit la wariation

1.4.35:1) V. a) 1 B(K)- K- .
( 3 ar(Q) ( ;n—)- =

Notant q 1la flache de KT"I dans %(K) , on a

(1.4.3.2) o =1 + Var(Q)gq (sur Kﬁ )
(1.4.3.3) g =1+ g Var(@ ( sur *i’(l'()?1 )

i
(1.4.3.4) Var{(g T = Var(0) q Var{T) + Var(o) + Var(T)

2. Cycles gvanescents

2.1, Le foneteur R ¥ .
2:1.2, Soient & un trait hensélien comme en (0.2.5) et /i un anneau de torsi
premier 2 la caractéristigue résiduelle p de S (0.2.7). Plus généralement, on I
pourrait prendre pour [ un faisceau de torsion premier aux caractéristigues rési-
duelles; le cas le plus important est celui ob A=gz/4" { 4 premier inversible

5

dans ss D)
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P__, gt — —— =}

Soit X un schéma sur S . Le foncteur ¥ (resp. ¥ ) transforme

(resp. XE Xg J . Soilent RY et R!n les fonecteurs dérivés

RY : DT(x, M) —‘>D+(x$ xg S A
RY : D'(X_, n) — D' (x )
‘fn- T’]’ M P Xs ns A »

et R& le foncteur composé & o RY

R : D'(X, A) —D'(X_ x_ n, A .

2,1.2. Soit le diagramme commutatif (1.3.2.1)

xg s__}____; x 4.3..; xﬁ

xs gmjhv-g X *—JL_J xﬂ p

851 F est un faisceau de modules injectif sur X , sa restriction % 1'cuvert
et encore injective. Pour Fﬂ injectif sur Xﬂ » 1'image réciprogue F; est

acyclique. Les formules (1.3.3.1) et (1,3.,3.2) se dérivent done en

(2.1.2.1) RY(K), = i*K (K € 0b D (X, A))
(2.1.2.2 R¥(K) = R¥ (K K € 0b D' (x,
) v( }I71 Y,q( nj (X ¢ (x, n))
(2.1.2. }— = I# R3, K- K € 0bD (X,
3) R?ﬂfmﬂ * Rl B (K € Ob D™(X_, A))

Ceci permet de poser sans conflit

R = y = - = t i = Y=
'!“{K) = (mfxnn o mrﬂ(x) = (mv(r-:n71 e H?ﬁfKJ (IWT_IEI'U},,1 N

Avec ces notations, le triangle distingué (1.4.2.2) s'derit
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faisceaux de f-modules sur X (resp. xﬁ ) en faisceaux de JA-modules sur X, %

s
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H 3]
R&(K)
(2.1.2.4) f
{
# 54 A
sp¥ i%® K —_ R.ﬂ,KSJ 5 l
{
Pour o &€ I , on dispose d'un morphisme wvariation
c
(2.1.2.5) Var{g) : Hé{K};-———?R?a(K} . D
1 :
P
Les faisceaux R &(A) (ou plus généralement R-3(K) ) sont les I
faisceaux de cycles évanescents . ]

2.1.3. Seit (X, ) le point géomdétrique de X Xe N défini par un point gédo-
méirique x de .'.{E 1.2.5). Calculons la fibre de R‘?‘T‘(K*J en (x, m) & 1l'aide 1

de (2.1.2.3) (e2f, I 2.3). L'hensélisé striect X(z) 9 X en X est un schéma sur ¢
1 "nensélisé striect Snr de S5 , de point géomdirique T &
1
Proposition 2,1.4.. Ona (R¥(K )),-= -, = R[(X,-, x N, ¥) : en particulier,
—_— n’ (x,n) (x) T
i : - L
R K - —y = I-Ii X, = K "
Y': T".'I(Xr'n} f (K) xnnr Ma» } :
€

On trouve la

Reformulation 2.1.5. 51 ¢ est lisse et F un faisceau localement constant, on &

R#(F) =0 .

Plus généralement, si K € Ob D'(X, A) ., alors R#(K) =0 1& ou f est

lisse et que les H (K) sont localement constants. Voir aussi 2.1.11.

2.1.6. Seit f : ¥ —3¥' un morphisme de schémas sur s . Les foncteurs

r®r, " fyp (1.2.7 & 1.2.9) ont un analogue naturel dans la catégorie dérivée.

a) Le foncteur f#* est exact, done se dérive triviglement,
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b) Le foncteur £, a un dérivé droit Rf, 5 pour f guasi-compact, on a

(2.1.6.1) (Rf, Ko oK)

(2.1.6.2) (AT, I{i-:] = R:‘;,,(Kﬁ) .

e¢) Pour f quasi-fini, le foneteur f! est exact, donc se dérive trivialement.
pans le cas général, le foncteur dérivé du foneteur f£ est pathologique, et on
procéde comme dans SGAY XVII. On suppose T séparé de itype ©ini, et Y' noethérien,
Il existe alors [2] une décomposition £ =Ff § , ol J est une immersion ouverte ot

ol F est propre, et on définit

Les arguments de SGA4 XVII montrent gue le foneteur Rf, est indépendant du choix

o~
f

de la factorisation J .+ L'analogue de (2.1,6.1) (2.,1.6.2) est valable,

1
d) Nous n'utiliserons Rf® gue pour un morphisme gquasi-fini, auguel cas c'est le

'
foncteur dérivé de f° ., On a encore 1'analogue de (2.1.6.1) (2.1.6.2).

2.1.7. Passons en revue les propriéiés de fonctorialitd de RY (i.e. dérivons 1.3.5

5 1,3.10), Soit £ : X—>X' un morphisme de S-schémas, et reprenons les notations

de 1.3.5.

Le meorphisme (1,3.6.1) définit
(2.1.7.1) RY R, —% Rf_ RY .

D'aprés le théorsme de changement de base pour un morphisme propre (SGA4 XIT &=

el Ja

Le morphisme est un isomorphisme si f est propre,

Le morphisme (1.3.7.1) dérinit

(2.1.7.2) £% RY —3 RY ©%

D'apris 1e théoréme de changement de base pour un morphisme lisse (SGAL XVI 1.2)

Le morphisme est un isomorphisme si  est lisse.

L'isomerphisme (2.1.7.1) pour f jropre et le morphisme (1,38
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définissent un morphisme

(2.1.7.3) Rf, R¥ ——> RY Rf,

qui, pour f propre, est 1'inverse de (2.1.8.1).
Pour f quasi-fini, (1.3.9.1) se dérive en
s i i
(2.1.7.4) RY¥ Rf —> RFf" RY
qui, powr f é&tale, est 1'inverse de (2.1.7.1).

Soit un changement de trait f : 8" —> 8 et X' =X Xy s’

e
U]
Ne———
i
o]

(pour 1'ambiguité dans les notations, cof. 1.3.5). On suppose f surjectif.

La fliche de changement de base (1.3,10.1) se dérive en
(2.1.7.5) f* RY ——)RY £3%

Les mémes énoncés valent pour H?ﬂ =

2.1.8. Le cas essentiel de 2.1.7.1 et 2.1.7.3 est celui ot X' = 5 . On trouve

alors pour K £ Ob 1:-"();::1 . L) des morphismes

(2.1.8.1) s W

(2.1.8.2) £y R¥ — Rf,

d "ol

(2.1.8.3) :Hi(x;], K) ——> B (X5 BY- (X))
(2.1.8,4) Hi(xg, RY-(K)) —> Iﬂi{x;‘, K)

et la commutativité des diagrammes
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(R't, ) = - mifl%, K)
(2.1.8.5)
B (X2, K) > (%, RY-(K))
sp = i
(2.1.8.6) B (X, K) yE (X, K)

mjcxg, RY- (K))

Pour K £ Qb D+{Xw, A) et eI , les diagrammes suivants sont commu-

tatifs
a-1
H (%=, X) H (X=, K)
(2.1.8.7)
. 1 Var (o) -
B (X, R¥-(K)) —> H (X5, Rez(K)) ———— H'(X=, Rv=(X))
A 1 = :
(2.1.8.8) B (X2, X) — > B (X=, K)
° ~
. ) #$ Var{s) g
B (X_, R¥Y=(K)) —> F (X=, RE=-(K) ———— H (X=, R¥-(K)) .
c s n ¢ B n e ™ T

Pouwr f propre, (2.1.8.1) et (2.1.8.2), 2insi gue (2.1.8.3) &t (2.1.8.4)
sont des isomorphismes inverses 1'un de 1'autre. Le triangle distingué (2.1.2.4)

fournit une suite exacte longue

(21.8.9) ... — H (X, X) — B (X ¥ — wx, RE-(K)) —

le complexe évanescent R#{X) exprime done la différence entre les cohomolozies

des fibres géométriques Kg et X= (& valeurs dans 1'image rdeiprogue de K ),
[ i - a . " N - e P % a . - aTiliE 4
Dlapras (2.7.8.7), 1la variation Var(g) &éiermire 1'action du groupe d ineriie T
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3
sur [H (K-, K/ . Ces falts sont a la base de loutes les applications de la méthode ]

des eyeles évansscents. I,
)

L'nypothése de propretd faite ci-dessus sur f rpeut se remplacer par des

conditions de régularité 2 1'infini sw T et K . On a par exemple le résultat >
suivant (pour K £ Ob D{X;, A Y. I,
1
Proposition 2.1.9. Supposons gue f admeiie une factorisation £ = flk
K 5 y
x— x, ——— s ,

»
avee f., _propre, et k 1'ineclusion dans Xl du complément d'un diviseur &
croisements normaux relatif D ’.'_Er* ‘gxpothése, f. est donc lisse dans un voisi-
nage de D ). Si , dans un voisinage U de D , les H (K) sont localement y
constantssur U-(D U Xo} » et modérément ramifiés le long du diviseur & croisements 1

normaux D U X_  , alors (2.1.8.1) et (2.1.8.2) sont des isomorphismes.

La suite spectrale d'hypercohomologie de K montre qu'il suffit de
traiter le cas o K est réduit & un faisceau Fﬂ en degré O . Remplagant S par
son normalisé dans une extension finie (ce gui est loisible, comme on le wveoit sur £
les définitions), et appliguant le lemme d'Abhyankhar, on peut supposer gue Fn i
est restriction & Xﬂ d'un faisceau F sur X , localement constant sur U N X -

et modérément ramifié le long de D . Avec les notations de 2.1.2, soit F 1'image

i

réciprogue de F sur X et T : X8 .,

Pour prouver que (2.1.8.1) est un isomorphisme, il suffit de prouver gue

Rf‘* (PJ* j* F) commute au changement de base s = & . Dans le triangle
—) F —> B, I»F—ry —>

les I;li(ﬂi sont a support dans XE : pour A , le résultat de changement de bﬂ-”’
considéré est trivial, I1 suffit donec de prouver gue Hf‘*{ﬁ) commute au changemen®

de base s = 5 soit, vu le théoréme de changement de base pour £, » Que
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Rk,(_l;) commute au changement de base X, =X,  (2.1.10 ci-dessous).
=3

Pour prouver que (2.1.8,2) est un isomorphisme, il suffit de prouver gue,
pour le falsceau F , le prolongement par O k, commute au foncteur RE*_ s 1.e.

que, dans un voisinage de D ,

Re#(k, F) = 0 sur X ( 2.1.11 ci-dessous).
» s

Lemme 2.1.10. Soit £ : X - S un morphisme lisse, D =X un diviseur 3 crolse-

ments normaux relatif, U=X - D "—-'J—) X et F un faisceau de f-module sur U

e

localement constant et modérément ramifié le long de D . La formation de R, F

commute & tout changement de base T = S .,

La question est locale (pour la topologie étale) sur X . On peut donc
supposer gqu'il existe gz : X' + X , normalisé de X dans un revitement fini étale
surjectit g' : U' = U modérdment ramifié le long de D , tel que g'* P soit
canstant sur U' |, Utilisant le lemme d'Abhyankhar, on peut supposer gue de plus
X' est lisse sur S et gque U’ est le complément d'un diviseuwr : croisements

normaux relatif D' dans X' .

F s'injecte dans g'y, 2'# F et le conoyau vérifie encore les nypotheses
de 2,1.10, It#rant la construction (le méme g continue d'ailleurs & marcher), on
obtient une résolution de P par des faisceaux de la forme g'* G avee G constant
et g' comme plus haut, il suffit donec de démontrer 2.1.10 pour un tel falsceau, i.e.
de démontrer 2,1,10 pour (X'/S, D', G constant sur U’ ) : c'est 1% un cas parti-

culier de SGAS ITI 4.4,

Lemme 2,1.11. Soient S un trait henséiien, f : X -» S un morphisme lisse,

D<o X un diviseur > ecroisements normaux relatif, U= X - D &3 X et F un

faisceau de p-modules sur U » localement constant et modérément ramifié le lons

de D . Ona

RE(Jy F) = 0 .
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Le dévissage utilisé en 2.1.11 nous raméne au cas ot F est constant,

de wvaleur G . On

Pour J oI , soit DJ 1'intersection des D pour 1 €dJ ., Le faisceau F r
admet une résolution F° | de composantes des sommes de faisceaux G » constanis

sur DJ et prolongd&par O sur X . I1 suffit done de prouver 2,1.11 pour un tel

= BB XIII

peut supposer D réunion de diverseurs lisses (Di)i T -

i

J

faisceau, ce qui résulte de (2.1.5) appliqué aux DJfS - L
&
Je conjecture gque 2.1,7.5 est un isomorphisme si S et S' sont excellents, w
Voiei un résultat partiel (voir aussi 2.4.2).
Proposition 2.1.12, Le morphisme 2,1.7.5 est un isomorphisme dans les cas suivants g
{a) 8 est excellent, de complété S' ; 8
()] 8 et 8' =sont d'égale caractéristigque 0O .

Dans le ¢
et qu'une uniformisante pour S est encore une uniformisante pour 3' (&tendre les
scalaires sans changer 3' -+ 3 ), Dans lescas (a) et (b), notant par - le normalisé
dans une cl®ture séparable du corps des fractions, on 2 alers 3' & 8" x § , et, :
revenant aux définitions, on trouve qu'il suffit de prouver que S' =+ S est univer- E’
sellement localement acyclique (appliguer SGAY XVI 1.1). Ceci résulte de I 0.5.1 ;
(basé sur la désingularisation de Néron & la Artin) et de SGAL XV 2.1 (théorime

d'acyelicité locale des morphismes lisses).

2.,1.13., Supposons
1.2.¢) de RY est
et de SGA4 XTIV 3.2

vée entidre

et R¥ transiorme

ment de A-modules

as (b), on se ramdne % supposer S et B' sirictement locaux,

A

5

f : X=8S de type fini. La dimension cohomologique (SGA4 XVIL
alors au plus égale 2 dim{xn) , ainsi qu'il résulte de 2.1.4

(ef. I 4.2.(1)). Ceci permet d'dtendre RV 2 la catégorie déri-
A

RY : D(X, A) —> D{X_ x, 8. A) .

DO en D . Soit L € Ob D (A) un complexe borné supérieure-

4 droite, et K € Ou(D (X, A)) . On dispose alors de
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L ,__, L
L ®, R¥(K) ———— > Rv¥(L ®, K}l .

(2.1.13.1) A
Pour vérifier que 2.1.13.1 est un isomorphisme, on remplace tout d'abord L par

un complexe de fA-modules libres, et on note qu'il suffit, car RY est triangulé

t3 ]
de dimension cohomologique finie, de le vérifier apris avoir remplacé L par une des
ges composantes. Par passage & la limite inductive, on se ramdne au cas oii L est
Lents un module llbre de type fini, puls au cas trivial ot L = f .
De (2.1.13.1) on déduit par un argument familier (cf. SGAL XVII 5.2.11)
que si K €0b D (xn, A) est de Tor dimension finie =d (4 € Z) (SGAk XVII 4.1.9),
alors R?ﬂ{K} est de méme de Tor-dimension sd .
i 2.2. Une compatibilité (morphismes traces),
25 2.2.1. Soient S un trait hensélien et u : Xs -» Ys un morphisme quasi-Tini plat
isé séparé de présentation finie de s-schémas. Pour tout faisceau abélisn F suw ¥.
=1
et, un morphisme trace Tr, 4 uF +F est défini (SGA4 XVII 6.2.3). Pour F un
er- faisceau abélien sur YS Xg S ou Ys Xg M » on en déduit un morphisme analogue
Tru : u! u* F =« F
L Seit u : X =+ Y un morphisme guasi-fini plat séparé de présentation “inie
de S~-schémas. Nous noterons encore u le morphisme induit X¢ X S =Y x 5 et
= nous noterons ¥ les foneteurs 1,3.3% pour X et pour Vv .,

Proposition 2.2.2,

2st commutatlf

Pour tout faisceau abdlien F sur ¥ , le dizgramme suivant

— - ————
m
W
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La vérification est laissée au lecteur., On a une variante pour ¥ et , e
F  sur YY_! - st
+
2.,2.3. Scient A comme en 2.2.1 et u : X =Y un morphisme quasi-fini et plat | e
de S-schémas séparés de type fini et plats ? 2
u ) B
xr ———3 v »
(
S »
e
On note encore f et g les morphismes Xs xs S5 =+ 5 et ‘is X 3=-+5 . On suppose L] t

que dim¥ =n .,
3

Pour tout K < Ob D(S, A) , on a défini un morphisme trace (SGAL XVIII 2,9)
Tr, : Rfy £# K(n) [2n] —> K .

Corollaire 2.2.4. Le disgramme sulvani est commutatif

RE'UTU* RY g# K(n}tanj .M}-) Rf! RY ©# K{n)[anj ;2.1-10.1) Rf

—
]
*
A
=]
—
[
et

Tr, Tre

w
-

Tr
Rg, RY g* K(n)[2n]  —{2:1.10.1)y p. o (s} [2n] £

Si u est étale, (1.3.7.1) est un isomorphisme.

Le diagramme (2.2.4 ) se déploye en le suivant, ol les arguments sont omis

Rgyuju* R¥ g* —————> Rz, RY uu%* g* ————> Rg,u,u* g# ———> Rf,I*
Tr, (1) T (2) B (3) Tre
Tr

M.RYS*:R&rR?g* ——HRE'S*——S}K L

Que (1) soit commutatif rdsulte de 2.2.2, Que (2) le soit est la
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fonctorialité de (2.1.10.2). Que (3) le soit est la transitivité de la trace

SGAL XVIII 2.9. Var.3.

2,2.4.1.0n a un résultat analogue pour ?n

0.2.5. Soit

& une partie de

"i{mage directe & support dans &

Tr

(2.2.5.1) 2

et son analogue pour rn

fermés, on a

d'oll un morphisme trace

Y
s

"

propre sur s ,

Notons

et

pi s o
-3

et notons

K € Ob D(m,A) .

Rg., 1le foneteur

le morphisme composé

Rf . R¥g* K(n)[2n] -+ Rg,R¥g* K(nJ)[2n] -» Rg,g* K(n)[2n] » K ,

Ry

Tr
u

: RT

u

-1

et K € D(n, A) .

&

Si §

u¥* = ng vy u¥* < HEQ

D'aprés 2,2.4, le diagramme suivant est commutatif,

Rf
u "~ §

Tr

u

_y u* RY g* K(n)[2n] ——> Rf _,

R¥ ©# K(n)
u @

est un ensemble fini de points

[2n]

Rg, RY g* K(n) [2n] =
Supposons u &tale, soit x £ Xs et supposons que x et ¥y = ulx aient
méme corps résidusl. On a alors
_~
Rf —=3 ;
£ 78 )

eet isomorphisme, donné par

£tale de la cchomologie

Rf RY
}

{x]

Rgy 1 RY

HE o
u

exprime la nature

» support dans x .

£# Kin)l2n] -

G# Kin)[2n]

T,

5
e

N
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est commutatif,

Scholie 2.2.6. La compatibilité 2.3.5.2 exprime gque le morphisme trace (2.3.5.1)
pour & = {x} , est un invariant local: il ne dépend que du S-schéma hensélisd de

X en x . De mEme pour RY._ .

2.3. Théoréme de finitude (en égale caractéristigue zéro).

Théoréme 2.3.1. Scient 8 un trait hensélien comme en 0.2.,5, A un anneau de

-y,

torsion noethérien et f : X » 5 un morphisme de type fini. On suppose gue S gst
d’'égale caractéristique zéro . Alors, pour tout faisceau constructible de A =moduleg
feo =g -
P sur xr » les faiseceaux R V¥ (F sur X sont constructibles.
S . ST aa ST " Lt 2

n s

On commence par recopier le début de la démonstration de SGAL XTIV 1.10 :

ppliguens SGAU IX 2.1%(4ii). I1 existe une résolution F' de F
¥
7°

par des faisceaux de la forme & p' G ol Pt 3 ¥ —» X est fini et cu
=

o >

¥
H

b4

.

.

L

i 1
Gi est un faisceau constant constructible. On peut supposer Yiﬂ réduit; soit
pi £ Yi =+ X le normalisé de X dans Yit « Utilisons la suite spectrale de la
résolution F° et appliquens 2.1.7.1 dans le cas trivial du morphisme fini B; i

on trouve qu'il suffit de prouver 2.3%.1 pour (Yi, Gij

Prouvons 2.3.1 powr F constant défini par un N -module M . Rappelons
que A est une Z/n-algébre pour n convenable. Le module M s=a dévisse done en
modules Mi sur ﬁj{iﬁ » avec 4iJn premier convenable, Ceci nous raméne au cas

ou A est une Z/L-algdbre, L premier. On a alors (2.1.13.1)

M2 RY_(#/4) ——> R'v_(M)
sl ko
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il reste 2 traiter le cas ¢l F est le faisceau constant Z/4

Seit X =X! o ..... DX  une suite de parties fermées de X telle
n o Xn e n e que

3 = 1 s 3 . . - [] o » P
(x] x1+l)red soit lisse sur 7 ., Soit X; = X . Le faisceau 2/L se dévisse

en les faisceaux 2Z/4 sur (x{ - I;+1J » brolongés par O . On en tire la

Réduction 1 Il suffit de prouver 2.3.1 pour un faisceau jl Z/L . pour

Iz 0= xﬂ 1'inclusion d'un ouvert lisse.

D'apres la résolution des singularités, il existe € : X =X tel que

(a) & est propre, et induit un isomorphisme g*;(UJ == U ;

»

(b) xl est régulier et X1~ gﬂlfU) un diviseur & croisements normaux dans Xl

»

réunion de diviseurs réguliers q: .
P
Soit j; :g (U) “>X .Ona Rg, Ji] % = 3y Z/4 . Appliquons
2.1.7.1 el le théoréme de finitude SGAL XTV l1.1l.: on trouve qu'il suffit de prouver

(2.3.1) pour (X, §,, 2/2) .
On a une résolution

0 i, 2L — Z/4—— < (2/4) B (B T wewas

d'ol la

Réduetion 2 I1 suffit de prouver 2.3.1 pour le faisceau constant 2Z/2 et un

S-schéma régulier X tel gue xs soit un diviseur % croisements normaux dans X

Dans le eas auguel on s'est réduit, on utilise le caleul explicite I 3.3

(qui utilise le théorime de puretd SoAb XIX 3.2 et la caractéristique Q).

2.4, Singularités isolées.

2.4.1, Dans ce numére, nNous supposons pour simplifier que 8§ est un trait stricte-

ment hensélien. Seient [/ un anneau noethérien de torsion premier & 1la caraciéristique

Tesiduelle de 8 , £ : X =+ 8 un morphisme de type finl et ¥ un faisceau con-
Structible de A-modules sur X . On dit gue x £ X est un point de lissité de
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(X, F) si { =est lisse en X et gque F est localement constant au voisinage de 2.
x . Onnote T 1'ensemble des points de non lisgité de (X, F) , et Tg la fibre sc
]
spéciale de ¥ . On sait gue RE(F) = 0 en dehors de Eﬁ e 1
Théorzme 2,4.2. En tout point isolé x de T ., les Rlé_(F]x sont des ?
n
\-modules de type f£ini, invariants par changement de trait (via 2.1.7.1).
.
{
En égale caractéristique 0 , ces assertions ont été démontrées en 2.1.12
et 2,3.1, sans supposer que x soit isolé, {
]
Soit x un point isolé de Ly e Le théoréme esit de nature locale au {
) 2
voisinage de x ; cn peut done supposer gque f soit propre. On dispose zlors de T
1.
la suite exacte longue (2.1.5.9)
i
. i b
cer 3 H (X, F) —> H (g s F) —> H (X, Re; (B)) —> ... (
. . 1
Dans cette suite, Hl(Ks, F) et H"{xﬁ, #) sont invariants par changement de trait
et des j-modules de type fini (SGA4 XIV 1.1): les Hi(xs, Rﬁﬁ (F)) partagent donc
ces propriétés, Rappelons le
Lemme 2.4.3. Soient (T, A) un topos annelé et F un fermé de T . Seoit i
1'inclusion de F . Alors, i, D(F, A) —> D(T, A) est une éguivalence de caté- "

gorie de D(FP, A) avee la sous-catégorie de D(T, A} formée des K tels gue

E}(K) soit & support dans F .

En effet, pour un tel complexe K , K—> i %K est un quasi—isomorphism'ft,

On peut done regarder RQ%{F) comme un objet ds
< \
D”(ZS, L) = Dbtfg~{x], A+ Db({x}. A) . Par passage & un facteur direct, on trouve

done que B (fxl, Ré-(F)) = R & vérifie 2.4,2, ce qui achiéve la démonsiratiob. I

Remargue 2.4,4. Avec la méme démonstration, on voit gque, pour K constructible F ' )
dans D'(X, A} et x isolé dans le suppert de RéakKj , le f-module RéﬁEK}x
est de type finl; si, aprds un changement de trait, x reste un point isolé du

support, ce module est invariant par ce changement de trait.
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2.4.5. Soit x € xs un point de non lissité isolé de (X, F) . Plus Zénéralement,

b
soit K € 0b D(X, A) et soit x un point isolé du support de R&(K) . Soit 1

i'inclusion de x dans X . Le complexe 1i_i# R3(K) , isomorphe % R&(K)

= au

volsinage de x , est facteur direct de R&(F) (2.4.3). Pour o €I » le morphisme

variaticon induit done

Var{o) : i.i# RE-(K) ————> R‘f'ﬁ{KJ » soit
(2.4.5.1) Var(o) : (RE-(K)) —— ATy (RYC(K))

2.4.6. Supposons que le support L de R&(K) soit formé 4'un nombre fini de points

isolés. Pour tout g € I , l'endomorphisme o - 1 de R’?;‘{KJ est alors le composé

2.4,.6.1) R¥-(K Ré-(K = i Ré-(K
( n( ) =——2 n( ) x?:: x*( ﬁn( Ny
o-1 &i_, Var(o)
R¥-(K) & = i_ RT RY-(K) .
n xey * {177

Si £ est provre, appliquant & (2.4.6.1) le foneteur H- . on trouve

que 1'endomorphisme -1 de Hlfxﬁ, K] est le composé

5 i 2 X
B (X, K) =% H(X,, R¥-(K)) —> BYX, Re-(K)) = &  Rls-(k)
(2.4.6.2)

o-1 & Var(qg)

B (X, X) e B X, RY=-(K)) e——— @ g (X_, RY=(X))
m s n x ey x}'7s l

Ceel fournit une description de 1'action de I sur IHJ'EX-. K} d'ingré-
i |

dient essentis) les morphismes variation (2.4.4.1), de nature locale sur X . On

2 par ailleurs la suite exacte longue
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(2.4.6.3) — B(X, K) —> H (X, K) —> ® R $=(K), —> +++
s g XE 2 m x

Le méme argument wvaut pour f non nécessairement propre si (X, K) véri-

——— e ——

fie 2.1.9. On définit par le diagramme (2.4.6.5) ci-dessous un morphisme

)
(2.4.6.4) Var(g) : RL(X:, K) —> RT (X, K) .,
. -
tel gue l'endomorpnisme g-1 de RT(KE, K) (resp. RT;{X%, K)) seit le compesé
a Var(g) (resp. Var(ola) de Var(o) et de qa : HI;(XE, K) —> HT?Xﬁ. K) . |
)
R[" (¥X= , K) =3 RI(X_, R¥=(K)) ——3 & (R3=(X))
i % n xcegy N x
(2.4.6.5) Var({o) e

RT (%=, k) —=— RT (X, R?;](K)){—- e Rr{x}(xs,n'rﬁ{v:)) :

x€E E
On dispose aussi, dans ce cas, des suites exactes longues

(2.4.6.6) ... —> H(X, K) —> H.(X, X) —> & ®'&-(K) —
em x€ T il ==

cee > HU(X, K) —> H (X, K) —> & RE-(K)  —> -
mn x€ T nE

2.4.6. Seit X 1'hensélisé de X_ en x et X% = X - [x}
s(x) s s(x) s(x) :
La suite exacte longue d'hypercohomologie de (ngx}’ fx}) & ccefficient dans

Ks » R?ﬁ{K} et R@ﬁ(K) fournit des suites exactes longues
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n-1 n-1
0 —_— Rl @ﬁ{K)x - H &ﬁ(K}x — 0

l l

— W0 = e, 00— R, — W, 0 —

o !

—> B2, 0 2 B R0 = A0, — Wx )0 —

l @ [xi l l

0 _— Rnﬁﬁ{K)x Hniﬁfl{)x — 0

{(2.4.6.1)

L'image de la fl&che (:) est contenue dans les invariants sous 1 'inertie.
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1.2 Faisceaux d'ensembles 5
1.3 Le foncteur RY 10 )
1.4 Un cas particulier 12
§ 2 Le théoréme de comparaison 16 ]
§ 3 Singularités isolées 20
3.1 La variété des cycles £vanescents 20
3.2 La formule de Picard-Lefschetz (cas transcendant) 31 :
§ 4 Cohomologie de De Rham 38 :

Introduction

Pour comparer la théorie des cycles évanescents de 1'exposé XIII avec son

analogue transcendant, sur @€ , nous prociéderons en deux €tapes .
a) Nous donnerons un formalisme transcendant calqué sur le formalisme de 1'exposé %;

XIIT, et démontrerons un théorime de comparaison par les méthodes habituelles (déj2 ﬂg

utilisées pour prouver le théorgme de finitude en XIII 2,3)
b) Dans le cas de singularités isolées, nous expliciterons en termes plus concrets

ce gque signifie le formalisme transcendant introduit.

Outre le théor2me de comparaison, cet exposé contient une démonstration

de la formule de Picard-Lefschetz (cas transcendant).
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Au § 4, nous donnons un résultat préliminaire 3 la théorie de Hodge des cycles

évanescents. Ce paragraphe ne servira pas dans la suite du séminaire.

§ 1 Formalisme transcendant des cvcles évanescents

1.,1. Le groupe fondamental du disque épointé: conventions de signes.

Nous aurons & considérer des disques é&pointés D¥ y et leur groupe fonda-
mental Z . Ce groupe é€tant abélien, des ambiguités de signes risquent d'apparaftre.

On les élimine en oubliant qu'il l'est.

1.1.1. Pour X wun bon espace topologique connexe et x £ X , le groupe fondamental

a pour €léments les classes d'homotopie de lacets issus de x : si o, B E nlix, %)

sont représentés par des lacets a, b alors @ £ est représenté par le lacet obtenu

en faisant suivre b par a

1.,1.2. Soit F un faisceau localement constant sur X . Pour tout chemin
a: [0, 1]-x , l'image réciproque a¥*F de F sur [0, 1] est un faisceau locale-

ment constant, donc constant, d'ol une bijection

= — o |- — "
a3 Fgy € wi(lo, 1] a?r) —=—> oy ¢
qui ne dépend gque de la classe d'homotopie de a . Par cette construction, ri{x, xJ
agit (2 gauche) sur ?x . Le foncteur F = F_ est une équivalence de la catégorie

des faisceaux localement constants sur X avec celle des ersemhles munis d'une action

de ?i(X, x)

11,3, TLes *1CX, %) pour x wvariable sont les fibre d'un faisceau en groupes
localement econstant :I(X} qui agit sur tout faisceau localement constant F

8i “i{x, x) est abélien, :1(X} est constant, de valeur notée tlfx)

1.%.4. TLe groupe _i{x, x) agit sur le rev@tement universel P (ﬁ; F) = (X, x)
de (¥, x) : si on regarde ce rev@tement comme un espace étalé, donec un faisceau,
Sur X (le faisceau de ses secrtions locales), il correspond par 1.1.2 2 ’i(K, x)
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muni de e , sur leguel "ICX, x®) agit par translation 2 gauche; le groupe *H(X, x) exi
agit sur ce —i~&nsemb1e {par automorphismes de *i—ensembles): o ~ifx, %) agit
par x »—> x G Z |
po
at
Cette construction identifie (X, x) 2a :\.ut}:f){) . ) pa
Si F est localement constant sur X , la bijection (1
(1.1.4.1) 12X, p* F) —> (p*F)y = F_ (1
commute & 1l'action de ﬂi{x, x) , agissant sur le membre de gauche par transport de 1
structure, via son action sur X » et sur le membre de droite par 1.1,2., L'équi- >
o~ [ e
valence 1.1.2 peut se reformuler en disant que F*— (X +—> H (X, p*F)) est une de
€équivalence de la catégorie des faisceaux localement constants sur ¥ avec celle i
des foncteurs
(revétements universels de X ) —> (Ens)
=1
Lil.5. &1 ﬂi(H, x) est abélien, donc indépendant de x , l'action 1.1.4 de P
ri{x) sur ¥ ne dépend pas du point base: ﬂi(x) agit sur tout revétement uni-
-t
versel X de X |
e
On prendra garde que cette action (qui sera seule considérée) correspond
a
2 1'inverse de l'action 1.1.3.
P
i U
1.1.6. Seit D wun disque, i.e, un espace topologique homéomorphe au disque standard
c
fz € El [z] <1} . Soient O €D et D* =D -&o} . Supposons D muni d'une
c
structure de variété analytique, donc orienté, Le groupe fondamental ri(n*j est
o
alers canoniquement isomorphe 2 Z : pour le disque standard, 0 = 0 et t £D¥% ,

on prend pour gémérateur positif de T&(D*, t) le lacet x*+— exp(271i x)t .

1.1.7, Soit =z : D =& wune uniformisante {(dz)o # 0) . Soit D* un revérement uni-

versel de D . On note 1log z une queleonque fonction sur D* telle que
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-~
exp(log z) =z . Le couple (D¥, log z) est unique 2 isomorphisme unique prés,

On pose, pour @ £@ , 2% = exp(a log z) . Si T est le générateur

positif de ﬂl(D*) , agissant sur D# par 1.1.5 et sur les fonections sur D

par transport de structure, on a

(LY. 7.1 T log(z) = loglz) + 27 1

: (a4
(1.1-7.29 T z exp(2T iz "
1.1.8. Soit D un disque, 0 €D et D¥ =D-{0} . Pour D' €D un disque plus
petit, avec © €D' , la restriction 2 D'* est une &quivalence de la catégorie
des faisceaux localement constants sur D¥ avec celle des faisceaux localement

constants sur D'¥ | Pour t €D'¥ | on a en effet ﬂI(D'*, £) =% ﬂl(D*, t3

Supposons que D soit muni d'une structure de variété différenciable,
soient T 1l'espace tangent 38 D en Q0 , et T¥ = T-{0} . Pour D' ©D comme
plus haut, et £ : D' &= T avec £(0) =0 et (df)D =1Id , le composé

(restriction 2 D'J-l o f®

est une équivalence [f] de la catégorie des faisceaux localement constant sur T¥#
avec celle des faisceaux localement constant sur D¥ | A isomorphisme canonique
Prés, elle ne dépend que du germe de f en 0 , ce germe vérifiant fdf}o = Id .
Un chemin d'un tel germe 2 un autre définit un isomorphisme d'équivalences et deux

chemins homotopes le m8me isomorphisme; 1l'ensemble des germes considéré étant

contractile (rétraction sur EO : {1=-A)f + lfo) ., on obtient une équivalence, bien

définie a isomorphisme unique prés, de la catégorie des faisceaux localement constants

sur T¥* gyvec celle des faisceaux localement constants sur D¥

- ~
1.1.9, Pour D un disque, ©O €D , D¥* = p-{o} et p : D¥ - D¥ un revétement
universel de D¥* , nous noterons p : D =D 1'espace topologique sur D déduit

~
de D#* par adjonction d'un point 0O , de sorte que
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r\-l* o~
al D est ouvert dans D

~ ~d le £
B) p : D =D prolonge p : D¥ = D¥ et plo) =0
«f y ce t
¢) les p (1) » pour U woisinage de O dans D , formant un systéme fondamp_ntal
- cont
de voisinages de 0 dans D .,
remfp
1.1.10 Soient X une courbe algébrique complexe non singulidre, 0 £ X et
disque voisinage de O dans X , L'anneau des germes en O des fonctions holomorphes enia
sur D , algébriques sur le corps K(X) des fonctions rationnelles sur X , est F—
1'hensélisé G: de 1'anneau local @.0 de X en 0O . Soit D#* un revétement
~F
universel de D¥#* = p- [D} . Le corps des germes en 0O £ D de fonctions méromorphes
o~ p—
sur D¥ | algébriques sur K(X) , est une cléture algébrique K de K(X) (et —_—
donc du corps des fracrtions K: de @: ).
. s
Le groupe '71(13*] des D-automorphismes de D¥* (1.1.5) agit par transport
con
de structure sur K , d'ol
en
Fr
(1.1.10.1) i (D%) y Gal(K/KD)
1 o ~ d'u
% (fa
&)
L] =
z Z(1) .
1.2

res
I1 résulte de (1.1,7.2) que ce diagramme commute avec 1'inclusion naturelle (sur & )
- % sur
de Z dans Z(l1) , composée de l'inclusion de Z ©—> Z et de 1'isomorphisme
da;

Z ——> Z(1) , limite projective des isomorphismes exp(szk) :Zfm

1.1.11. Chaque faisceau F sur Spec{KZ) définit un faisceau localement constant
sur D#* : on utilise l'équivalence 1,1, 4 et, 3 chaque revBtement universel D¥
de D¥ , on associe F_ pour le K construit enm 1.1.10.

K

1.2, Faisceaux d'ensembles.

1.2.1 Soient D un disque (1.1.6), 0 €D et D* = D-{0} . Nous noterons &
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le topos des faisceaux d'ensembles localement constants sur D¥® | D'aprés 1.1.8,
ce topos ne ''change" pas si on remplace D par un disque plus petit D'

contenant O , ni, pour D muni d'une structure de variété différentiable, si on

remplace D par son espace tangent en O

Pour t € D% | le foncteur F +—> F_ identifie ce topos au topos des
ensembles munis d'une action de ﬂl(D*) (1.1.2). D'aprés (1.1.4), le foncteur

F—> (o* 6’Ho(5¥, p¥ F)) 1'identifie au topos des foncteurs

(revértements universels de D¥) ——> (Ens)

»

et ces identifications sont relides par 1.1.4.1.

1.2.2, Soit F wun faisceau sur D , dont la restriction 3 D¥ soit localement
o 3

constante. Il existe un et un seul morphisme de faisceaux Foﬂ% F qui soit 1'identité

en O . Comme expliqué en XIII 0.1 (pour %= (5 ), le foncrteur

Fi— (Fa’ F restreint & D¥ , o) identifie ces faisceaux aux triples formés

d'un ensemble F

s & d'un faisceau localement constant F_ sur D¥ et de a

L

(faisceau constant de valeur F, sur D* ) —% (faisceau F_ ).
1.2.3 Nous noterons & 1le topos des faisceaux d'ensembles sur D dont la

restriction 2 D¥* est localement constante. L'inclusion de £ dans les faisceaux
sur D est le morphisme image inverse d'un morphisme de topos D — £ qui s'ins&re

dans un diagramme commutatif

'JD-?S—

ey
o

Lt
=
¥
= ]
Iy

o
i

Comme en 1.1.1, on vérifie que ce topos ne change pas quand on remplace

D par un disque plus petit ou par l'espace tangent &8 D en O
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1.2,4. Seit Y un espace topologique. Le topos produit ¥ X £ admet les trois
descriptions suivantes (pour leur équivalence, voir XIII 0.1)

a) Y X & est le topos des faisceaux F sur ¥ x D vérifiant

(#) D¥ est recouvert par des ouverts U tels que F[T X 1! soit image réciproque
d'un faisceau sur Y . ’
b) Seoit t €D% | Le topos ¥ X & est le tapos des triples (F , Fos a) ot E
@) F_ est un faisceau sur Y ; i
en
g) Ft est un faisceau sur Y , muni d'une action de “1(D*) 3 '
¥) @ est un morphisme de FD dans Ft s d'image contenue dans les invariants. !
c) Le topos Y Xx & est le topos des triples (FO, Fﬁ’ a) ob ,
(o] Fo est un faisceau sur Y ;
grd F, est un foncteur, de valeurs notées Fz !
(rev@tements universel de D¥*) ——3 (faisceaux sur Y ) ;
¥') o est un morphisme de Fo (le foneteur constant de valeur F, des revitements Ci
universels de D¥* dans les faisceaux sur Y ) dans Fﬂ
Peu nous chaut, d'ailleurs, que ce topos soit vraiment le topos produit
de Y et & .| On définit de mé@me Y X & comme étant au choix g
a*) le topes des faisceaux sur Y X D® vérifianc (¥) e
b¥) (pour t €D%) le topos des faisceaux F_ sur Y , munis d'une action de
mD*
c¢#*) le topos des foncteurs 1

(revétements universels de D¥) —> (faisceaux sur Y ).

1.2.5 Le topos Y X & a les mémes propriétés de fonctorialité em Y que les topos
¥ Xs S de l'exposé XIII, et nous nous dispenserons d'en faire la liste. Citons

simplement, pour fixer les notations, le diagramme
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‘f‘-i—)YXBé——-j—"Yxs*

¥

%) o=t —35 £ 1 5 g

1.2.6, Soit K un complexe de faisceaux abéliens sur Y X & , On procéde comme

en XITI1.4.2 pour déduire de K un triangle distingué dans K(Y x &%)

E(K)

¥ —
sp Ko Kn

Cette construction passe 3 la catégorie dérivée et définit un foncteur

D(Y X £ — (triangles distingués de D(Y % £9)

22 Supposons D orienté (par exemple analytique complexe) et soit T le
générateur positif de = (D%} (1.1.6). Seit K £ 0b D(Y x & | On définit comme
] 1
en XIII 1,.4.,3 la variation V = Var(T)
Voro BK) —> K. .
h L'endomorphisme T-Id de K_ est le composé
T-Id : K, —3 %K) — K.
1 y
topos h .
1.2.7. sSoient D un disque, 0 €D, D¥=D-{0} , £ : X—> D une application
*,
continue et X = f -(0) . Nous nous proposons de définir un fonecteur

L]

(faisceaur sur X ) —> (faisceaux sur KG ® &

-

e
Soient D¥® un revétement universel de D¥ |, D comme en 1.1.9,

129



i o~ — _— o~
vo= v oy # = w = ¥ 3 E * = = = X D¥#
N D, X X ho X %y D et X X XO X ;D 1.3,
. 1.3
On a2 un diagramme commutatif J
tinu
b d l_i__r E e—__i___:x* ' forc
o
(1.2.7.1) lp p'
X &—2 5 x & . > x*
o

cartésien au-dessus du diagramme

{0} c____i_;__* ‘____ﬁi___a 'E*

D
(1.2.7.2) Jp p'

{0} "'————)i D €—1 o5 p=

Pour F un faisceau sur X

» on pose (avec les notations de 1.2.4 ¢))

H(F) = (i%*F, I¥,((ip")* F), o
!

o @ A% = IXpRF — 5 I¥ T, ((1pI*F) = I*F, JEpEF

est déduit, par application de I* , de la flache d'adjonction Id —>

On définit aussi un foncteur

Y, (faisceaux sur X¥ ) —% (faisceaux sur XO X £%)
par ?n(F) = I%* J.(p"* F)

1.2.8. Les propriétés de foncrorialité de ¥ sont les m@mes que celles de son

analogue étudié en XIIT 1.72.35 2 1.3.9,
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1.3. Le foncteur RY

1,3.1. Soient D un disque, O €D , D¥ = D—IG}, f: X D une application con-

g | . ;
tinue et X = £ (0) . Les foncteurs RY et RY_ sont les foncteurs dérivés des
Y £ Y
foneteurs e -
RY : D(X) — DX x §

B, ph(x®) —— D_'(xo X %)

on note RE& le foncteur composé % ¢ RY

R : pT(Xx) ——> ‘D‘-(Ko x &%)

Les propriétés de ces foncteurs sont toutes pareilles 2 celles des
foncteurs de méme nom de XIII 2.1, Leur démonstration est bien plus élémentaire
car, dans le cadre topologique, les théorémes de changement de base pour un morphisme
propre ou par un morphisme lisse (= localement isomorphe & R" x 8 +8) sont faciles

4 prouver, Voici les menus changements & apporter,

1.3.2, Le foncteur Rf! n'est défini gue pour un morphisme séparé entre espaces
localement compacts, et est le foncteur dérivé du foncteur image directe 3 supports
propres f!
1.3.3. L'isomorphisme fondamental (2,1.8.3), pour un morphisme propre (et séparé)
f: X +D est & récrire comme suit. Soit p : D* + D* un revétement universel de
D¥ | Pour tout voisinage U de 0O dans D , soit P = p (L)
Xge = X % T% . Pour K 206 D°(£7(0%) , ona

(1;3.3. 1) lim, H (X K) ——> chxo, R¥= (K))

— U
U

. . S A =1 ) e
Cet isomorphisme est intéressant surtout si X¥ = f "(D¥) est un fibré

topologique sur D* ., Pour U ©D un disque tendant vers 0 , la suite spectrale
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de Leray de Xg* + U* montre alors que pour tout faisceau localement constant A

41

—
1

M

sur X¥ et pour tout t , on a

Hl(Xﬁ, N = HL(Xt, A . Pour t £ D¥ | on a donec
(1.3.3.2) B B =2 Hltxo, RY (1))

(X/D propre, X* fibré, [ localement constant),

Pour vérifier que X¥ est un fibré sur D% , on utilise en pratique le
théoréme d'isotopie de Thom dont une forme est énoncée ci-dessous. (Pour la démonstra.
tion de ce théorédme, dont aucune conséquence ne servira dans les exposés suivants,

je renvoie & Whitnev et Mather),
3 b,

1.3.4, Préliminaire: Soit £ : X 3 Y un morphisme lisse (= dfn Sans point cri-
tique ) de variétés différentiables. Une connexion V sur X/Y est un sous-fibré
vectoriel du fibré tangent de X , supplémentaire de Ker(df) . Pour u un champ
de vecteurssur Y , il existe un et un seul champ de vecteurs V(u) sur X , rele-
vant u , dans ce sous-fibré, On dit que V¥ est intégrable si

V([u, vD = [V(u), V(v)] ; pour f propre, une connexion intégrable définit des
trivialisations locales sur Y de X/¥Y : a: f_l(U) — X, XU , compatible 2
la projection sur U , avee da (V(u)) = (0, u) . Pour £ non propre, le méme

résultat vaut sous des conditions convenables a 1'infini, par exemple si les V{ulg

sont nuls pour g une fonction d'exhaustion convenable.

1.3.5. Théoréme d'isotopie de Thom.

Soient D = {z £ ¢ | |z] < 1}, p¥=p-{0} et f : X *D un morphisme propre

d'espaces analytiques. Pour D remplacé par un disque plus petit et X par son

£71(0%) ayanc les pro-

image réciproque, il existe une stratification I de X¥

priétés suivantes,

(a) T est une filtration X*=F_ DF, D,..DF DF

o 1 n n+l

Il

0 de X%

fermées dont 1'adhérence Fi dans X est un sous-espace analytique de X
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(b) Les strates ouvertes F, - F ., sont lisses sur D*

(¢) L vérifie les conditions (a) et (b) de Whitney.

Pour une telle stratification I , il existe sur les Fi - F‘Ll des
i HES

connexions intégrables ?i telles que

(1) localement sur D¥* | Ui définit une trivialisation de Fi - Fi+1 X

(ii) ces trivialisations se recollent pour fournir des trivialisations locales

de X *J’D* -

le
Enfin, si (Y ) est une famille finie de sous-espaces analytiques fermés
dnStra. =
de X , et quitte & retrécir D davantage, on peut trouver I tel que chaque Y
=S, e
sgit réunion de composantes connexes de strates ouvertes {Fi - Fi+1} . Une connexion
V comme plus haut trivialise alors localemeant (X, (YG)) .
i-
B 1.3.6. On dispose encore de (1.3.3.2) pour 1'hypercohomologie & valeurs dans un
T
complexe de faisceaux K lorsque X est propre sur D et que la condition suivante
1amp
1 est vérifiée
Tele-
(¥} Pour tout i €Z , D¥* est recouvert par des ouverts U tels qu'il existe un
y ; % . ; =1,y o~ . - o
isomorphisme compatible & la projection sur U ©: £ (U) =3 ¥ XU et un faisceau
2s ‘
i - o
: b G sur ¥ tel que H (K) soit isomorphe, sur f ~(U) , 2 uﬁ'prf G .
a
e
Sous cette hypothése, le triangle 1.2.1 fournit une suite exacte longue
(u)g
(L3.6.1) ...—E'(X, V) = B X, O —> HUX, RE(K) — .
D'apreés le théorgme de Thom, la condition (#*) est vérifidée (quitte 2
fetréeir D ) lorsqu'il existe une stra-ification analytique complexe de X telle
g que les H'(K) solent localement constants sur chaque strate ouverte.
pro-
rrief . 5 A
pat— L4, un eas particulier.
Ce numéro ne sera pas utilisé dans la suite du séminaire. On vy formalise une
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construction esquissde dans 1'introduction de XTTII.
l.4.1. Soient D un disque orienté; 0 £€D et D¥ =p-{0} , Un espace topola- )

igue I* sur g% est un foncteur

(rev@tements universel de D% ) ——3> (espaces topologiques)

- ;

Une fois choisi un revE@tement universel D* , c'est un espace topologique K. On dis
ioan : ™ T . #* b té de

muni d'une action de “iCD ) 3 pour D le revétement universel de (D¥, t)

on le note If . Un faisceau sur I# est un foncteur

(revétements universels de D% ) —3 (espaces topologiques munis d'un faisceau),

Ce mor
soit encore un faisceau 71(D*}—équivariant sur X . r
s Y ; ! : g T# = 1 D/ (p* # 1.4.3.
A » on associe l'espace topologique 3 =% XD¥% l D¥) sur D% | l
=t = 36 e " & a topolc
Tout faisceau F sur I définit par passage au quotient un faisceau ZE%F sur
N - e - en pre
8% I* , d'ou un diagramme commutatif de topos P
V U (e
g Ie S de O
X)) ¢
o
D* g > o

1.4.,2, Un espace topolozique X sur ® consiste en

(a) un espace topologique I¥* sur &% .
(b) un espace topologique X,
(e} un morphisme ’E(D*)—invariant sp 1 X X fﬂi(D*) agissant trivialement

sur X ) =
o

Un faisceau sur X consiste en un faisceau F sur X

; un faisceau
o o

sur I¥ | donné par F_
i

sp : gp¥® Fo —}F‘_r_ (ou FCII —> SPg Fﬂ) . On dispose d'un diagramme comm=

, et un morphisme équivariant

tatif
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[

Io
{e]

W

X < >
S i

'*'(Fo, Fﬂ

Ce morphisme induit "f',q

1.4.3.

topologique X = 8% 1T sur

de 0O dams D

» sP) = (F_, spuF

A un espace topelogique

D .

N

On dispose de plus d'un morphisme de topos V¥ :

té de la construction précédente appliquée 3 (X

L sur &
On adjoint a
en prenant pour systéme fondamental de voisinage de x

vu (sp_l(V) xﬁ*:"-‘:i(D*J) pour V un voisinage de X,

L—=X x &
o

X . sp) —&Cxo, X, Id) ., On a

n ]

1_l,s1::] .

:I*—-—}Ko x £

s On associe comme suit un espace

X% = g% Y* 1a fibre X, en O

les
fa) o

dans KO s U un voisinage

et U# =y X5 D* ., Notoms j (resp. i) l'inclusion de X¥* (resp.
Xa) dans X . Pour F un faisceau sur X*¥ |, on a
i
m, (D¥*)
l i® 4 8% F = (sps F.) i
On en tire un diagramme commutatif de topos
X B » X
D g N £
b tel que, pour tout faisceau F sur X , on ait
)
L (Ls3 ¥(F) ————> Y(B*F) .
d
| EEEE.O_?E—E}EE 1.4,4, La fladche (1.4.3.1)se dérive en un isomorphisme
| L~
| RY — = 3 g¥ o g%
.
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entre foncteurs de D (X)) dans D‘(XO x & . (gre
A = ' T e o o = . =
Soit J 1'inclusion de &¥ =X x D =X, XD* dans X =% %, D . La ) i
proposition se raméne & vérifier que pour tout faisceau abélien F flasque sur GE. e
X pr*‘f F est acyclique pour le foncteur j% . Cette asgertion, & son tour, se b qard
-
raméne & la suivante (pour E = D¥ ), bien connue, qui se démontre par un argument da: 1
d'homotopie, L
(1.4
Soit F wun faisceau abélien sur un espace Y , et B un disque, On a
est
H (Y, F) =< W'(Yy x B, eef ¥ ., L'i:
(1.«
L.4.5., La proposition 1,4,4 fournit un procé&dé de calcul de RY pour les faisceaux
sur X de la forme 3* F , ramenant pour I'essentiel le calcul de RY i celui de et
R spy . moTy
(1,
1.4,6, WNous aurons plus tard 2 considérer le cas o }'{11 est localement compact
et ol XO se déduit de X_ en contractant en un peint O une partie compacte
|
v ’—_-X_r_ » Sp étant la fléche de contraction et l'action de 'ﬁl(D*} étant trivia
]
. Tes
en dehors de V |, Le théor2zme de changement de base pour le morphisme propre sp
- 1.‘.
fournit alors, pour K € 0b D ( X¥)
aut
(1.4.6.1) R"i"n(ﬂ* K), =R (v, K)
' T w W =RrT
(1.4.6,2) R.»{O} R.ﬁia K) R..V(X,n oD 3
L 4 2
(cohomelogie & support) 2,1
X(e

-

Pour K sur XL , avee sp : sp¥ Ko — K un quasi-isomorphisme en

dehors de V , on a REK) O en dehors de O . En particulier, pour un faiscea®

constant /A sur X , on a

RUSCL =ﬁi(v, /) concentré en 0O
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(groupes de cohomologie réduit),
3

1.6.7 Le cas qui nous intéresse est celui ol X, est une variété différentiable
aHe i » i

et o8 V ©X_ est une sous-variété i bord, d'intérieur V® ; X=-{0] est alors une
|
variété différenciable, obtenue en recollant g% X et le fibré constant sur D
X_-V . L'application
de fibre - PP

1 o
(1.4.7.1) Hv

, N —=— }LVi(X"r’ »
|

i
est un isomorphisme. Ces groupes sont aussi notés H (V mod &, 1) .

L'isomorphisme (1.4,7.1) définit un isomorphisme
i o~ 2
(1.4.7.2) RE OV 4 o=y RI‘EO} R!"n(.“. > L.

et la variation est définie (par le procédé de XIII 2.4,5 et via (1.4.7.2)) par un

morphisme de source la cohomologie réduite de V

(1.4.7.3) Var : RIWV, N —> RT (v°, N .

T induit un automorphisme, encore noté T , de la paire (V, &) et la
restriction 3T de T & @V est l'identité, Il doit &tre vrai que la wariation

1.4.7.3 coincide avec le morphisme variation classique (3.1.9) attaché & un tel

dutomorphisme T . Un énoncé de ce tvpe sera démontré en 3.1.10,

§ 2. Le théorime de comparaison

2.1, Pour tout schéma X de type fini sur & , nous noterons Kcl l'espace
X(€) |, muni de sa topologie usuelle,

Soit $ wune courbe lisse sur € , i,e, un schéma lisse séparé de type
fini sur ¢ » purement de dimension l. Soient 0O < S(@) , f : X —¥ S un
S-schéma séparé de type fini et [/ un anneau noethérien de torsion (par exemple

Zinz), on pose X = 5_1(0) .
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h

2.2, ¥Wous noterons § le trait hensélien henselisé de S5 en 0 , et 1 le point
générique de s" ., On dispose d'un foncteur
Y : (faisceaux sur X) M‘) (faisceaux sur X XS Sh) _
¥ 2 h
———% (faisceaux sur X, X5 ) .

Le foncteur dérivé de Y est le composé

- h RY _h

RY : D(X, N —— DK Xs 8,0 —> n(xo xs, A
2.3, SBoit D < S q un disque contenant 0O . Le foncteur composé E;I {ou simple-

ment ¥ )

T A i i
Tt (faisceaux sur xcl) —EESEL2CRion, (fajsceaux sur X1 % D) —

-—-f—} (faisceaux sur (Ko)cl % &)

est indépendant (2 isomorphisme unique prgs) du choix de D (rappelons que & ne

A change pas quand on remplace D par un disque plus petit), Son dérivé est le com-

\:; posé

, =) y  _RY
RY , = D(X_;, N — D, (D), » BE— bpx_ x 8 A)

2. 4%, On définit de m@me

RY : D(x—xo, ANy — D(XD xm M

RY ¢ DUR-X ) ;. N — DX x &, A)

2.5. La construction 1,1.11 définit un morphisme de topos de &% dans m qui s€

prolonge en

£ 5 e SE-l .

Ce morphisme, et

(L]

ik SN —)xo (scA4 XTI 4), définissent

e:xoclxﬂ onxsh
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gi D#* est un revétement universel de D* et que k(T) est la clBture algébrique

correspondante (1.1,.10) de k(t) , on a

ﬁ*(FQ, F., a) = (g% F,» g# F; . ¥ )

-t

2.6. Soit T* un revétement universel de D* s k(A 1la cldture algébrique

correspondante de k(1) et S le normalisé de Sh dans k{(T) . Ecrivons &

comme limite projective de S-schémas affines S]._ ;3 pour chaque i |, et aprés

avoir remplacé D par un disque plus petit Di s+ on dispose d'un morphisme naturel

ot a.
de S _,-espaces D, _1? -+ . Soit j,: U,“—>S. 1l'ouvert de 35, complément
cl i ia i i i i
de l'image © du point fermé de § , et i : 0e— Si "

Soit F un faisceau sur X . Soit F . = ¥ F | Notons encore ; 1

1'inclusion de X XSUi dans X X. S. i celle de XO dans X XS S:i. , et F

l'image réciproque de F sur X X. S. . On a
'J( } 3% - = 3 - .* -
¥(F) = (i¥* F, 11;1_1: i*3; 3; F 113 ({pi)) .

Les foncteurs £* et image réciproque commutent, Le morphisme E*ji* —d Dy €F
1

cl
fournit donc

- - ~
Soit j (resp. i ) 1'inclusion de D¥* (resp. %J:'f ) dans D {resp. ’ﬁ’i)'
. N g i~ i~ P
et les inclusions X Xg D¥e—3 ¥ XS D , X *g Di*'-——? X X, D; qui s'en déduisent.
La fléche d'adjonction TId —» 8, ai* définit

TR <l .
150y 37 Ty ? 1% ]

d

ou par passage & la limite
C : Y= (F > i : )
T ¥ }Cl ¢

el el

€ morphisme définit le morphisme de comparaison
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On définit de méme

(2.6.2) c

: 2§ AF) —>
n n

19 - XTIV

2,7. Les morphismes 2.6.1 et 2.6.2 se dérivent en !

e : g% RY —> R'f'c

. o w %
Cp i E*RY —> RY o

Théorgme 2.8. Soit K € 0b D(X, N (resp. Ob n(x-xo, 1)) un complexe de faisceaux ¥

o - i i
de [i -modules dont les faisceaux de cohomologie H (K) sont constructibles, Alors,

§

| 3

'-:"__!( e® F) ., ' j
F

€

7 @ eH ¥

le morphisme de comparaison

e ¥ RY(K) —3 RY (%K)
. o# gv i s :
(resp. e : € R.nCK) _— Rfﬂ cl(g K) )
est un isomorphisme.
&
Il suffit de prouver 1l'assertion pour R?ﬂ ; de plus, les deux

membres de (2,7) étant des foncteurs triangulés de dimension cohomologique finie,™

il suffit de traiter le cas ol

La démonstration est toute pareille 3 celle du théoréme de finitude XIII 2,3.1 :
RY et R?cl ayant les mémes propriétés de wariance, on se raméne par les dévissagel
de loc. cit. (ol on se permet de retrécir S ) au cas o ¥ est régulier, £
un diviseur & croisements normaux dans

I 3.3 & son analogue transcendant,

est réduit 2 un faisceau F (placé en degré 0).

134
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§ 3, Singularités isolées

3.1, La variété des cycles évanescents.

3,1,1, Soient D= {z€¢ | |z] <1} , X un espace analytique, O €X et £ : X=+D

un morphisme tel que £(0) = 0 . On suppose que f est lisse en dehors de O (en

particulier, X est lisse en dehors de O ). On se propose d'étudier les cycles

évanescents au voisinage de O ; on ne restreint donc pas la généralité en supposant
n+1

X plongé dans " #Dpct » de fagon compatible 2 la projection sur D , et de

sorte que 0 s'envoie sur 0O

3.1,2, Seoit &(x) une fonction analytique réelle sur X (restrietion @ X d'une

x § i -
- fonetion analvtique réelle sur i ), telle que, pour x £ £, = i 1(9) . on
R

ait

(a) 8(x) =0 ;
(b) x)=0= x=0 .
On prendra par exemple pour & 1le carré de la distance euclidienne, dans En+1

ON

2y

ges

de = 2 0 . Le lieu des points critiques de la restriction de & a ¥ est

analytique réel donc, dans un voisinage convenable de
de composantes comnnexes, Remplacant X par un voisin
Sard, on peut donc obtenir la situation suivante

(¢) pour T >0 convenable, x, N é-leO, rl) est e

(d) sur X, + & n'a pas de valeur critique ST

Quitte & rétrécir X davantage, on a alors

(e) 1l existe une fonction €= T(s) (Q0<s< £) 5 Ev
=

Pour s >0 , telle que, pour O <s<r et O0< [t|”

transverse 2 1'hvpersurface réelle &(x) = s de X

B, o = fx €X[8(x) =4 et |£Go)[?

i/92

soit propre sur le disque ouvert D, de rayon ¢t

141

0 , n'a gqu'un nombre fini

age ouvert de

ompact,

ec TOY =0 et

= 7(s) , X, =

et gque la boite

et appliquant

e

=ty y

e



R

< 2y o= X1v
Soit L =X_ M & "(r) . D'aprés (c) et (d), il existe un homéomorphisme

de X M in([O, r]) avec le c8ne (L x [0, r)/ contraction de T % {0} en un point),

s . e . £ %
transformant & en la 2 coordonnée, et C% en dehors de 1l'origine,

3.1.3, Soient d =r et t =r(d) , En dehors de O est une variété i

» Be a

coins et la projection £ de Bt 4 sur Dt une fibration. En particulier
]

(a) Et 4 induit sur D: = Dt-{oi un £ibré C™ en variétés compactes a bord;
2

(b) le bord &(x) = d de ce fibré est prolongé en un fibré ¢~ aBt,d en variétdg "
compactes sur Dt i
1
Soit y & Dg . Nous appellerons la variété a bord Vv = E_lfy) la
variété des cvcles évanescents . Le disque étant contractile, le fibré 2B sur

t,d

Dt est isomorphe au fibré constant de fibre 3V , et l'ensemble des isomorphismes

de fibré EBt,d ——:ﬁl——> X D, .+ qui soit 1'identité sur la fibre en y , est 1
contractile, Choisissons en un, noté @ . Relevons le champ de vecteurs %@ sur :
Sfy| (circonférence de rayon Iyi ) en un champ de veeteur u sur 5-1(54y|) qui, .
au bord, soit compatible 3 o (dalu) = Qgé s 0)) . L'ensemble de ces relavements

est contractile, Par intégration (tourner une fois dans le sens positif), u définit
un difféomorphisme T de V sur elle-méme, gui est l'identité sur &V : c'est la

transformation de monodromie ., Elle est bien définie modulo isotopies mod WV

En un sens qu'on laisse au lecteur le soins de préciser, {(V, T) est
indépendant des choix de t et s , J'ignore s'il est indépendant du choix de &
On vérifie toutefois qu'il en est ainsi lorsqu'on se restreint 2 prendre pour & 18

3 - 2 - n+1
restriction 34 X d'une fonction f sur € telle que, sur l'espace tangent de

- 2

Zariski de X en O , on ait df = 0 et d°f >0 (définie positif). Le point

est que, pour £ et &' de ce type, on peut choisir r comme en 3.1.2 (e) (d)

uniformément pour tous les A8 + (1-A)&' (0 =X =1)

3.1.4, Soient (V, T) et CVI, Tl) déduit de (V, T) par adjonction d'un collief
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e P 15 - - o
v, -V F & x[0, 1] et T, est l'identité sur Yy = ¥

Soit f' : W —>D_ l'espace sur D, suivant (cf, 1.4.3)
~
(a) Soient D? un revétement universel de D? de point de base y et W¥ le
"
fibré sur D? quotient de v, X D: par la relation engendrée par

2711

v, ¥ & (TIU, ™'t ¥

(b) Puisque Tllvl - v est trivial, on peut recoller W¥* et le fibré trivial sur

z o 2
Dt de fibre \1 V en un espace wl sur Dt 3

(ec) W= Wlu fo}, avee £'(0) = 0. W est muni de 1'unique topolozie induisant celle

de W, . pour laquelle £' soit continue et que f'_lfﬁt,) (£'< t) soit la compacti-
fication par un point de Wlﬁ f'-lfﬁt,)

On munit W-{0} de la connexion intégrable (1.3.4) pour laquelle la tri-

vialisation fournie par (a) de 1'image réciproque de W sur D¥* soit horizontale,

Proposition 3.1.5. Il existe un homéomorphisme ¥ compatible & la projection

sur D_ et envoyvant O sur 0 , de B5 ¢ 2vec W ; cet homéomorphisme peut 2tre
i S ERVOyaRt Sas == . b Ao

choisi un difféomorphisme en dehors de O

Ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite du séminaire,

i < = € 7 £ p* -

Soient do d; T o, ot *{da) et y Dt . On a B, P B, .

o o’ o o 1

et B - 8° est un fibré sur D, . Trivialisons-le et au-dessus de 1la
to’dl tyrdy it |

circoenférence S » Televons le champs de vecteur —— de facon compatible & cette
v | :

oo
>

trivialisation. Soit Ty l'endomorphisme correspondant de vy o= f_l{y)F B4 .
- e |
-1
et Vv = A T oW : 4 ” 5L R
& £ (y) B, d . Alors, (ko Vi Tl) est isomorphe 3 (Y Vs Lll
o’ o
de 3.1.4, Soit W construit a 1'aide de (VG SV, Tl) . On a f'_lfy) =Vy s
tanoniquement. La démonstration montrera qu'on peut prendre ¥ qui induise 1'identité
f—lf}') —_ f’hl{y) :
Les dessins suivants (f, et sa restriction & f'Lf'R) ) résument la

démonstration
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D
=
Soit B < B, 4 1'ensemble des x tels que 1f(x)f s T 8(x)) . Soit
o 1
©, ~une suite de fonction €% de [0, toj dans (0O, dlj telle que, pour une
suite ”E >r, ... tendant vers 0 , on ait
L

I2 zr 3 q% est la réciprogque de la fonction

(a) pour |t "

(b) pour ltlz < x et j >i, ¢5(t) < ¢E(t}

i
d
49
e=T7(d)
@
t t
[4)
L'ensemble B - {0} est réunion des fibrés sur

5
B{x) = ¢E(LE(R)|H) . Un argument standard, utilisant que

critiques sur les fibres de

= = T
morphisme oy de Bi avec Bi+1

1'identité en dehors d'un petit voisinage du sous-espace
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(3(x) = ¢§(If(x)[2) i |f(x}|2 = ri) de B, . Composant les a, et passant &

£
la limite, on obtient un difféomorphisme o de By -{x|(x) =0 et &(x) = q%(o)}
avec B+ —{0} . Transportons par O une trivialisation du fibré B; sur Dt pour
obtenir une connexion intégrable V' sur B -{0} . On peut alors

: . ; < =1 +
rolonger la restriction de cette connexion 2 £ (8§ ) Ns en une connexion
a P B !vj

sur f-1(SEYl) f SlyL (ce prolongement donnant T, )

(b) prolonger 2 Bt d le reldvement sur B+-{0} fourni par V' du champ de
= ks |

vecteurs radial sur Dt =

Il existe alors une et une seule connexion intégrable ¥V sur B

qui prolonge V' ,(a) et (b), et un et un seul difféomorphisme horizontal de

B, 4 -{0} aveec w-{0} qui soit l'identité sur f-l(}r) . Il répond au probléme ,
o’ 1

3.1.6. Une généralisation. Ce qui précide se généralise au cas od £ : X &+ D

est un morphisme tel que 0 € X soit un point de non lissité isolé dans X, . Le

lieu de non lissitéde f est alors fini sur D (quitte & rapetisser X et D ).

La variété des cycles évanescents V a alors un ensemble fini I de points critiques;
V - L est une variété différentiable 2 bord (de bord compact, mais non compacte),

La transformation de monodromie T est 1'identité sur le bord et laisse I stable.
Enfin, 3.1.5 reste valable, l'homéomorphisme fibré ¥ &tant un difféomorphisme en

dehors du lieu critique, qu'il envoie sur ce qui dans W provient de

a— .

3.1.7. La proposition 3.1.5 permet d'utiliser les calculs de 1.4, On trouve ainsi
que
(A) Les groupes de cvcles édvanescents (R* 5(5J)O sont les groupes de cohomologie

réduits, i valeurs dans /. , de la varisté des cycles évanescents V

(B) Les groupes H: (X » R¥(/)) sont les groupes de cohomologie 3 support ropre
f01*s g B

o
de V° | i valeurs dans [

(C) La variation
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X1V

Var : Ho(v, & —mzw", 1 = BNV mod W, )

est la variation classique, définie par l'automorphisme T de V (qui est 1'identite

sur &V ). h

3.1.8. Les assertions (A) (B) (C) sont en fait plus élémentaires que 3.1.5; en y
woiel une démonstration-construction directe, qui nous dispensera de vérifier que

les isomorphismes (A) (B) sont indépendants des choix faits dans la construction 3,1,5,

-

Soient d =r, £t = Td) et B 1la bofte ouverte
r = 2 1
B= {x|6(n) <d et [E(n)|" <t} ,

e
Soit D¥ un revétement universel de D¥ , et

f c i N } - T
o} > D, D}
¢3.1.8,1) l D p!
et i 3 o
[0} ? DI: = Dt
déduit de 1,2.7.2 par restriction a Dt . Seit
Bo Li% E (_J_a -B_*
(3.1.8.2) P p'
B «—* 3> p &—1— p*
(o]

image réciproque de £ : B—> D sur (3.1.8.1). On note encore f la projection

de (3.1.8.2) sur (3.1.8.1).

(A) Par définition, Rl?r(ﬁ)o est la limite inductive, pour U parcourant les
|

: . )
voisinages de 0 dans X , des groupes de cohomologie HI(F KD D*, ) . Faisons

parcourir 2 U 1le systéme fondamental de 0O formé des boites B comme plus haut.
Le produit fibré U X, T* = B* est un fibré de fibre V° sur o} (contractile).

Le systéme inductif des Hi{ﬁ*, ) est done constant, de valeur Hi{?o,ﬁO=Hl(V- VR
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Les isomorphismes obtenus
iy = p
(3.1.8.3) ROY (N, BV, M
peuvent se préciser en un isomorphisme composé (cf. (B) ci-dessous),

(3.1.8.4) RY (D, €=— RI(B,, RY (W) <™= (Rf, Rix N € RID ,RE, Ry D

I

RTX(V, N == RI(V®, N <= RrRI(E% p .
Le complexe R2(/M)_  est défini par le triangle distingué
Lh— (RY_N_ —Rr¥NH —> .
n Yo o

Les RléfﬁJo sont donc les groupes de cohomologie réduits de V

(B) Soit & 1l'ensemble des fermés de B* dont 1'adhérence dans B est propre

sur D . Les flaches suivantes sont des isomorphismes

(3,1,8.5) RT{O](RE’T,:(M) —5}111*‘:(30,1{??1(!&) L (Rf! Ris AJO

( parce que B est un cBne (3,1.2) et que R*Y (/) est constant en dehors
de O ;
'
par le théoréme de changement de base pour les images directes 2 support
propre;
o

parce que Rf, Rj. /. est constant en dehors de O
g ! *

3
est la version ‘'catégorie dérivée" de la suite spectrale d'un foncteur

composé ;

© ®6 @ O

N* i
parce que D est contractile).

L'isomorphisme (3,1.8.5) fournit les isomorphismes voulus

—
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(3.1.8.6) Ry }(R':'_,\(.’Q) = Hi(vo, noo. [

Nous vérifierons (C) en 3.1.10.

3.1.9. (ef., [3]) Soient X un espace topologique, i : Y > X une partie fermée

de X, T un automorphisme de X , induisant l'identité sur Y , et /A un groupe

abélien, Pour définir la variation Var , on cheoisit une réseolution T-équivariante

*
A; de A sur X , une résolution AY’ du faisceau A sur Y , sur laquelle T

agit trivialement par convention, et un morphisme éguivariant

A—"I-

© = h; —r i, v

qui résoud le morphisme évident @ A, —Fig A

X On suppose les faisceaux

i :

i i A x 5 g 2
ﬁ'ﬂ et ILV acvecliques pour les foncteurs qui seront considérés, Passant aux

sections globales, on trouve

: # *
(@) : Hﬁ.x) — TN

Supposons pour simplifier les IT¢Dl surjectifs (sinon, on les rend surjectifs par

addition 3 TUAY,) du cBne de D:A”’Y) ). On pose
RT (X mod ¥, A = Ker(T (@) .

Sous des hypothises raisonables, si # est l'ensemble des fermés de ¥ disjoints

de Y , on a

T (x-v, h*X) —= S RT (X mod ¥, N

(quasi-isomorphisme)., L'endomorphisme T-1 de ITA*K) ( T agit par transport de
structure) est nul sur { (les constantes) et se factorise par Ker(T («) ., d'od

dans la catégorie dérivée et sous les mé@mes hypoth&ses, un morphisme wvariation

Var : RT (X, N — RT, (x-¥, N
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(sans hypothé&se, on trouve Var : RT:(K, N —"RT (X mod ¥, L) ).

Cette description se simplifie si T est 1'identité dans un voisinage
de Y et, dans ce coisinage, est l'identité sur ﬁ; . L'endomorphisme T-1 de

T (H} ) se factorise alors par r§(“§ } . et fournit la wariation,

‘e
e Proposition 3.1.10. Via les isomorphismes 3.1.8 (A) (B), la variation

ite (RQHEAJ}O ﬂ'RT{OE(R?TﬁfD) est €gale & la variation 3.1.9 définie par 1'automorphisme
T T de V , identique sur &V

Le lecteur est invité & faire un petit dessin plutdt que de lire la dé-
monstration. Soient £B la boite fermée de 3,1.2 et fC CifB un collier le long

du bord (EC o BfB x [0, 1] comme fibré sur DL via un isomorphisme qui envoie

a.B x [11} identiquement sur BEE ). Soit

£

: —~ r
£t =3 (v x [0,1D X D,

une trivialisation du fibré (€ sur D, , dont la fibre em y €D induite 1'iden-

tité o = 3£ Ny)) => w x {1} . Soit C = £ NB et
1ar L

a: € = (v x [0,1[) X D_

s induit par £ - On garde les notations de 3.1.8, 2,
L Soient R la relation d'équivalence sur B
ts
= =vw ou p(x), ply) £€C¢ et alplx)), alp(v)) ont méme image dans & x [0,1[
Y
Seient 15 = 3/R - lﬁ* = B¥/R er 16* = p_l(C)fR . On dispose d'un diagramme
de ! commutatif
L
1ol
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i " J =
P 5 = =
B, > o« 1B b
Jq l q'
r'a ; N OB O 3 2 T
Eo > 15 < IB N
)

Seict A¥ une résolution Tl(D*)—équivariante de /i par des faisceaux =
acycliques sur B¥ |, Par définition, la variation se calcule 3 partir du morphisme *
de complexe

)
Lol —— 1% 3, (1% . £
! O
Puisque A == Rg,lL et ﬁ-JEL%'Rq'*I., on peut aussi la calculer 2a l'aide d'une
u
résolution équivariante de [ sur 1§* et du morphisme
L d
p - -
Ao]— 1i* 1J*(A}
3

via (A) (B), on identifie alors la variatiom au morphisme composé i

KE (0 4 S5 wD v, 0 —m— 2T F% D a

< ] 2 T 1 1l

T

(3.1.10,1) Var
P
RI‘C(V", D «==— RT (;B* mod,C*%, N , (
u
ot (D et (@ sont déduits de l'inclusion de V° dans (B* , et ou Var est 1
la wariation 3.1,9 pour lﬁ* et l'action du générateur positif de ﬁl(D*) (ce ¥

groupe agit sur 1%* via son action 1.,15; il agit trivialement sur 15* ¥

Choisissons une connexion V¥ sur B%/D¥ |, compatible & la trivialisation
de C . Cette connexion trivialise B¥ et définit par passage au quotient

u lﬁﬁ-————e Vv , Pour T défini comme en 3,1.3, le diagramme
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t commutatif., L'application u induit des isomorphismes en cohomolo ie, de sorte
es g

1 que (3,1,10) résulte de 3.1.10.1 et de la fonctorialité de la variation.

La proposition 3.1.10 sera censée justifier un caleul explicite que nous

ferons plus tard et oll, comme ici, T sera l'identité dans un voisinage de &V

On prendra une classe de cohomologie ¢ s Teprésentée par un courant C , et on

W

utilisera que Var(c) est représenté par le courant TC - C , & support compact

dans v° 3

3.1.11. Pour calculer en pratique T » on procéde souvent en deux étapes

(a) On fixe t et d avec t = T(d) » on choisit ¥ €D et on choisit une

t L]

-1

connexion WV 'sur f (S|y|) 2 Et a ¢ Cette connexion V définit un difféomorphisme
>

-1

T, d& V_=£7() N B 4 sur lui-méme, qui n'est pas nécessairement 1'idencité
: ]

sur le bord,

(b) On choisit une trivialisation de &8 a Suvr D . L'intégration de ¥V fournit
1 i

(eﬁ i

n

=
un difféomorphisme (B8) de 3V avee f ¥} T B, g + identifié 3 & par

st ) la trivialisation, Pour O =8 S1 , & 3) est un chemin dane Diff(av) qui

relie 1'identicé 2 BTD v

Le couple (T, ¢) obtenu dépend des choix arbitraires faits.

.eion i L'énsemble de ces choix étant contractile, il n'en dépend pas i homotopie prés.

Pour T dy type 3,1.3, (T, chemin trivial) est un {To, © du type considére iei.

3.1.12. oOn sait que DIiff(V) — Diff(3W) est une fibration, de sorte que
T=—= (T, trivial) induit une bijection entre

a) l'ensemble desdifféomorphismes T : V — ¥V avec 5T = Id , & isotopie prés avec
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b) l'ensemble des couples (TO, @, T, + vV —=3»V , © classe d'homotopie de

chemins de Id & 33T , a isotopie prés, 1

Un couple (Tc, ¢) calculé par (a) (b) ci-dessus détermine donc T
Concrétement, on calcule T a 1l'aide de (To, ©) comme suit:
(@) On prend un collier [0, 1] x &f‘i1—5 V de oV dans V (avec afl, x) =x ),

et un représentant de ¢ tel que @ : [0, 1] —> Diff(a&) , prolongé pour = <0

par Id , soit CT . Soit, dans le collier, B8(x) = pT, afl(x) ( B est sans point

critique, & valeurs dans [0, 1], et vaut 1 sur &V )

(E) On prend T = T, en dehors du collier et, dans le collier,

TCx) = T_(@XB(x)) " (x))

3.1.13., Voici une variante de 3.1.11(b) pour calculer la classe d'homotopie de

chemins ¢ , Sur chaque rayon arg(z) = & , on choisit une trivialisation du fibré

8B , variant continument avec & ., On identifie (&) _ = f_l(G)f 3B i
t,d o t,d

2V grace 3 la trivialisation au-dessus du rayon passant par ¥y . Soit

?a : Yo f-l(elv v) N B 4 déduit de l'intégration de V _ Transportant & Ya

le long des rayons, on obtient un difféomorphisme de (EV)O , donc de & , sur

lui-méme., C'est (8)

3.2. La formule de Picard-Lefschetz (cas transcendant).

3.2.1, Nous nous proposons d'expliciter les résultats de 3.1 pour 1l'application
n+1 5 1
£E=F 27 de @ dans € ., On prend pour & 1la fonction leiiz , et une
1
boite B = Ba_b
- 2
I &z 2 I =a"

2 2
= |zif =b

avec 0 <a < b (ce n'est que pour simplifier les notations qu'on prend une boite
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fermée plutdt qu'une boite 3,1.2),

3.2.2. La variété des cycles évanescents V admet 1l'équation

P
Lz, = az
i
{3, 2.2.1) 2 5
z Iz.[ =b
i
Décomposons z = (zi} en parties réelle et imaginaire: =z = x + iy . Les équations

précédentes se récrivent

(3.2.2.2} x" -y =a

x.y =0 (i.e. x .1 vy dans R" )

Prenons sur V 1le nouveau systgéme de coordonnées

X=x/|x| et Y= Y(EEEEE)-ifz .Ona x=x (a®+ yz)lfz et (3.2,2.2) se récrit P
ig

(3.2.2.3) ¥2 =1 "
Iy =g ”

Yz = 1 =

AW

Ceci identifie V au fibré en boules tangent & la sphére <P

3.2.3. L'application &*—>exp(2m i8)a identifie R au revétement universel de la
circonférence Sa de ravon a et centre 0 de € . Le fibré sur R image réciproque
de B est isomorphe 3 R XV . Nous le trivialiserons a l'aide de 1'isomorphisme

ve—>exp (T iB)v de V avec la fibre de B en exp(2Zm i8)a . Seoirt T, de cette

trivialisation comme en 3.1.11. En coordonnées (3.2.2.3), on a TD(K,Y) = (=X, -¥)

3.2.4

. Le fibré sur le disque Da de rayon a , bord du '"fibré" B , a pour

€quation
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la preoieetion sur le disque értant £ . Nous nous proposons de décrire une trivialiga.
. ] L - 2THE 4.
tion de 1'image réciproque de ce fibré au-dessus de chacun des ravons e i R D
a
+ i (
Au dessus du ravon R I Da s on prend pour trivialisation 1'isomorphisme
avee (R Da)X ¥ donné en coordonnées (3,2.2.3) sur & par L
z = x+iy +—> (£(z), X, ¥) = (£(z), x#[xl, y’]yl) 4 d
2TLE 4+, - s
Au-dessus de (e R ) Dﬁ , on le trivialise par la trivialisation image de la
TH 8 g -~ -
précédente par multiplication par e . Appliquons 3,1,13 et prenmons sur &V
q
les coordomnées (X, ¥)
2
(3.2.4.1) %° swts I, &% =0 .
»
- - 5 (
On trouve gue, si {5 transforme (X, Y) en (Xs, Ya) 3 ona
—— y
e R ) Xg+i¥g =e (X+4i¥) (0 =8 s1)
c
ot . t
3.2.5, En résumé, la variété des cyecles évanescents V est le fibré en boules

tangent a g7 . La transformation de monodromie est représentée par (To, @ , ol
To est la différentielle de l'applicartion x V> point antipodique, et ol  est

le chemin suivant de Id a aTo : par @(8) , on déplace par transport parallile

chaque vecteur tangent unitaire le long de la geodésique gu'il engendre d'une :
longueur + T & (le + signifie: "dans le sens vers lequel pointe le vecteur"). -
Pour & =1 , on arrive au vecteur antipodique. :

Par 3.1.13,0n obtient la description suivante de T : soit « une appli- ‘T (

cation c¢= [0,1]1-=[0,1] , valant O prds de O et 1 prés de 1 , T consiste sy
A

2 déplacer u , le long de la geodésique qu'il engendre, d'une longueur

- ’(l-uiiu]) (pras de |u| =1, c'est 1'identité, pres de |u| =0, c'est

1'application antipodique).

2 3 Soient W une wariété différentiable de dimension % er p : T(W) =W

son fibré tangent (vu comme une variété).
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Si (xl,...,xn} est un syst2me de coordonnées locales sur W

(xl,,,_,x 5 dxl,...,dxn) est un systéme de coordonnées locales sur T(W) . Soit &'

n
l'orientation de T(W) définie par ce systéme de coordonnées, elle ne dépend pas

du choix des I done est globalement définie. Supposons W orientable, La
sous-variété W < T(W) (section 0), munie d'une orientation (resp. d'une orientation

de son fibré normal),définit un élément w de Hd(T(N)) (resp. Hg(T(w)) ). On sait

que la self-intersection de W © T(W) est la caractéristique d'Euler-Poincaré

‘jnw Aw = (W)

{(pour l'orientation =<' ),

Dans le cas de la variété des cycles évanescents V » la structure complexe

de V définit une orientation 2 . Elle est lide 3 l'orientation &' du fibré

tangent i s" par

3.2,8. Le cycle &vanescent & est bien défini au siene rés, Pour n # 0 , ¢'est
£y gne p

1'élément de HE(VO) défini par la sous-variété S" <V® _ Pour n =0 , V est

réduit & deux points et c'est la différence de ces deux points, Pour l'orientation
P

complexe de V | on a par 3.2.7

ni{n-1)

(3.2.8.1) (&, 8 =(-1) 2 (1= (1) .

3.2.9. Posons ﬁ;‘(v") = ¥er (H:(VQ) —IT S5 ) (e'est H; pour i # 2a)

On a alors

ﬁé(v°] 0 pour i #F n

~n, .0 < )
EC{V ) =% , engendré par &

Uualement, on a

vy —al 5
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Pour n # 0 , l'image de & £ HZ{VO) dans H(V) est nulle pour n  im-

pair; et divisible par deux (et pas plus) pour n pair.

3,2.10. cCalculons la variation

var : H(V) —> HZ(vD) )

Nous utiliserons d'abord l'orientation &'

, et supposerons que n ¥ 0 . Soit g
. . " 5 - n 5 PRt ¢ Ui o | zea o
une orientation du fibré tangent &4 S ; et spit & € HC(M ) défini par
n O i = . gy, g it
S =v et l'orientation o de son fibré normal. Le cocyecle &' £ H (V) tel que
: 20 3 n i
(8" &) =1 est représenté par une fibre de la fibration de V° sur & ; le fibra

normal & cette fibré est le £ibré constant, de valeur 1'espace tangent en un point

o : ;
de 5 » et est muni de l'orientation o

On notera que cette assertion ne dépend pas de la convention de signe

choisie pour définir 1l'application
(sous-variété + orientation du fibré normal) —> cohomologie

(changer de convention change & en -8 et &' en -5'" ). Elle est valable si

Tr : Hin(\?, R) —» R est défini comme suit :

(c ﬁ$ étant une résolution molle de R , I;(Q;) représente RI(V, R) , d'ol

un isomorphisme HI(I;(V, ﬁg}) = H;(V, R) (on n'utilise pas le cobord itéré);

{(B) Tr est 1l'intégration.

T(&') coincide avec §&' dans un voisinage de aV , de sorte que

Var(&') = T(&') - &' est i support compact dans VO . On a
T(8') - &' -8 , d'ol
Var(8') = -(8'4).8 .
Voici le dessin pour n =1 . On dessine le fibré tangent a Sl en

faisant pointer vers l'extérieur les vecteurs pointant dans le sens trigonométrique

2 5 1
choisi pour orienter S
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6, & et &£

Pour l'orientation € , on a donc

Var(x) = - gfe'" (x8)&6 .

" ~n. o
Théoréme 3,2.11. Le groupe HC(V ) est isomorphe 3 Z

E

précédent. Les autres ﬁi(?o) et HYV) sont nuls.

La variation est donnée par

n(n-1)
- (=13 z (x5)8

Var(x)

n(n-1)
Y = (-1) 2 (-1

o

XIv

©

Var(5')

. engendré par le ecyvele

2 ~n = -
évanescent & . Le groupe H (V) est aussi isomorphe 3 #Z » 2t dual du groupe

Selon la congruence de n mod 4 , on a la table suivante

n mod & o] 2 3
(5, &) 2 0 -2
Var{x)= +(x5) 6 - - + 4

(&)= (-1)" s -8

A titre de contrdle, on note qu'on a bien

T(8) = & + Var(8)
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&, Cohomologie de De Rham

&, 1, Soient D wun disque analytique complexe, 0 £ D , D¥ =D ~-{0} et D= 1
un revétement universel de D¥ | Soient X un espace analytique, fE : X =D un
morphisme et le diagramme (1.27.1)
X e——— X ¢ 12 g#
i |
(4.1.1) lp l?'
X € i N ¥ L j 5w
& 7
J
On suppose que X¥ =X - X, est non singulier (= lisse). Son rev@tement
X¥* est donec lisse, on note (I le complexe de De Rham des faisceaux de formes )
T
différentielles holomorphes sur ¥ . C'est une résolution du faisceau constant @€

T
(lemme de Poincaré holomorphe), d'ol une fléche

(4.1.2) T O —— R @
2&*

dans D+(i, c) .

Proposition 4.2, Le morphisme (4,1.2) est un isomorphisme.

Il est clair que 4,1,1 est un quasi-isomorphisme en tout point de

¥¥cX ., 11 suffit donc de montrer gue tout point x £ X, aun systéme fondamental &

de voisinages U dans X tels que

HIG Hw), Py = 0 pour q >0

-1
Pour V parcourant un systéme rondamental de x dans X , les p (v)

forment un systéme fondamental de voisinages de x dans X . En particulier, les
p-lfv) pour V un voisinage de Stein de x dans X forment un systéme fondamental
de voisinages de X , Pour V de Stein, V-Xo est encore de Stein (car Ko nv

: -1 -l
est défini par une &quation dans V )}, ainsi que son revétement p' l(v-xo) =3 P 3
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Pour tout faisceau cohérent JF sur X*

Hq(j"1 p_l(V},

ce qui achéve la démonstration.

CQrollair& 4,3,

(4.3.1)

= 39 = X1V

» on a donc

F =0 pour g >0 ,

L'isomorphisme (4,1.2) induit un isomorphisme

it 3, n*_* ———> R¥_(&)

Variante 4.4, Soit V un faisceau localement constant de vectoriels complexes de

dimension finie sur X% (un systime local complexe). Le quasi-isomorphisme

v — ﬁ*x*(v)

(4.4.1)

i* 3, %
>

dromie.

4,5,

Soient f : X* - D¥* un espace topologique sur D#

(lemme de Poincaré) induit un guasi-isomorphisme

I*¥ e (p'®*v) ——==3 RrvY (V) .
x# o

Nous nous proposons de montrer que 4.3,1 reste vrai lorsqu'on remplace

f'%ﬁ;modules sur X¥® er F son

z({0)

disque assez petit, l'existence de

0

par un sous-complexe défini par des conditions de croissance et de mono-

sy F un faisceau de

image réciproque sur X% = X% Xy% D¥

Soit =z : D “—> @& un plongement holomorphe de D dans & , awec

]

. Par la suite, nous aurons toujours le droit de rétrécir D pour un

. s - ) Lo
z est une trivialité, On suppose choisie sur D#*

une fonction leog z tel que exp(log z) = =z et on pose

2% = expla log =)

Le groupe f]{ﬁ*) agit

Un élément £ < HO(X#*, F) est de

e ea)

O,s, =
(par transport de structure) sur H (X#®, F)

détermination finie si 1l'ensemble de ses trans-

formés sous “i{D*} engendre un espace vectoriel V(F) de dimension finie sur @

Soit

T

le générateur positif de

‘1(5*} . Pour que f soit de détermination finie,
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il faut et il suffit qu'il existe un polyndme P £ C[X]

non nul, tel que

P(TI(E) =0 Le polyndme P de plus petit degré tel que P(T)(f) = 0 est alors )

le polyndme minimal, €gal au polyndme caractéristique, de T agissant sur V(i)

On dit que f est de détermination finie unipotente s'il existe A tel que

(T-l)A f =0

. e log T N—
Sur l'espace de ces sections, on définit N = ;:3" par la somme finie

=1 & (1=T5"
T (1-1)

p
il n=>0 o

N(£) =

Pour £ (resp. g ) une section de détermination finie unipotente de HO(D*, &)

(resp. Ho(i*, F) ), en a
N(E g) = N(f).g + £. N(g)

(le logarithme d'un autmorphisme est une dérivation).

On dit que £ est de détermination finie quasi-unipotente s'il existe A

et B >0 avec

A

(t" -1 e=0 .

Examples 4.6, (pour X =D¥ , F = &)

&y exp(zﬂiﬂiﬁ+l fzﬂflog z}k)

]
=}

N(log z) =1

=

N{log z}k) = (log z)k-

(0 pour k = 0) .
k! (k-1)!

Proposition 4.7. Pour qu'une section £ £ HP(%*, F) soit de détermination finie,

il faut et il suffit qu'elle puisse s'écrire

(4.7.1) £= £ £, zMleg )" ;
Gk k!
avee 0 =®o) <1l , k €N , et les £ £ B°(X*, F) presque tous nuls, Poul f;

a, k

de détermination finje, la décomposition (4.7.1) est unique.
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D'aprés 4.6, toute section (4.7.1) est de détermination finie. Soit réci-

proquement f de détermination finie: P(T) (£) = 0 . Posons
T
) = 1 @0 - 1 (xeexp(zma)™(®
BEC 0= Me<1

avec n(a) = n'(exp(27ia)) presque toujours nul, Décomposant le €[X]-module V(E)
en composante isotypique, on trouve que f admet une et une seule décomposition

f=Ef‘_:1 , avec

(T-exp(2ma) )n(a)

Pour Q, €€[X] un polyndme congru 2 1 mod(X- exp{ﬁ‘iaj}n(a) et a 0

mod (X - exp(ET-'ia'J)n(a') pour a' # @ , on a fa = QG{T) (£) . Posons

.
== L] =
(&.7.2) Ea = ft‘z z QQ(T) (£) . ;
£
|
) = - S ; - .
Puisque T(z £!) = exp(-2Tia) = T(fa} ., on a y
)
(-1 ¢ g !
% il
%3
& ¥ om ; k e s 1
si £, r Ia,k lligr z) , avec fa,k SH (X¥, F) , on a alors par
4,6 et 1'identite I (-1)3 (¥) = 5
j D,h-'
(4.7.3) £, = I (<107 (log z)d NI*K £ s
* jz O i 5

d'oll 1'unicité. Si réciproquement £, 'est une section de détermination finie uni-

Potente, £_ Kk défini par (4.7.3) est nul pour k grand (car N© £ =0 pour k

grand) et est invariant sous T ; donc s'identifie A une section de F sur X% .

Honl:rons, ce qui revient au mé@me, que N : 28 X QO : on applique 3 f:';fﬂ 1'identcite
N I (-1 Qog ) i = 5 (-1)d (1og 233"l xd = 5 (_1)d (log )4 n3"1 = g .
j=z 0 j! j>o0 (j-1)! jz 0 11

(T
)
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On a enfin
)
i L - 3 % ] Tl
E £y, Qogo)* = T (-1 (1og 23K wIK g
k= 0 k! i, k= 0 3T kI
=L (Z D) Gog )" ¥ £, = £,
nz 0 J n! & -
ce qui prouwve 4,7,
y
Remarque 4.8.1. La condition ®a) € [0, 1[ de 4.7 peut se remplacer par a £¢C 5
»
pour C n'importe quel domaine fondamental pour € =T/ Z .
Remarque 4.8,2, Soit £ de détermination finie et sa décomposition (4,7.1), I
Pour 0 =®(a) <1 , et o tel qu'un £ £0 , soit m(a) = 1= sup{k]f L F 0},
a,k o,k
Si tous les fa,k sont nuls, posons m{a) = 0 . Le polyndme caractéristique de T
agissant sur V(f) est

Pe(T, V(£)) = II (X - exp(zfiaJ)m{a)

En particulier, f est de détermination finie quasi-unipotente si et seulement si

dans (4.7.1), on peut rescreindre Q & 2tre dans Q

4.9, Revenons aux hypothéses plus restrictives de 4,1 et soit F un faisceau co-

hérent sur X dont la restriction @8 X¥ soit localement libre,

Proposition 4.10. Seit f une section de détermination finie de 1'image réciproque 8

F de F sur X% , Pour que f soit & croissance modérée le long de Ko =

et il suffit que les fCL K de la décomposition (4,7,1) soient méromorphe le long

3

de X
— o

Pour la définition de "2 croissance modérée", je renwoie a [ 1] 2.10.
I1 est clair sur (&.7.1), (4.7.2), (4.7.3) que f est & croissance modérée si et

seulement si les f le sont] pour des sections de F sur X¥

TR , on sait
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Théoreme 4.13.

X1V

qug'a croissance modérée le long de Ko" €quivaut & '"méromorphe le long de X_ "

Q

Pour X =D et F =6 , 4,10 a le corollaire €lémentaire suivant,

Corollaire 4,11, Soient K le corps de germes en 0O de fonctions méromorphes sur
Corellaire

D , et K" (resp. K, Yy g K-algébre des germes en 0 de fonctions holo-

morphes sur 3* , & croissance modérée en 0 et de détermination finie (resp. de

détermination finie unipotente, resp. quasi-unipotente). Alors, K" 3 g™ . e b
admettent sur K les bases suivantes

K™ les z%(log 2)¥ (0 s®a) <1, k € N)

ke
e les (log z)
o -
G les z (log z)¥ (a€q, 0 =g<l, kK € W)
Sous les hypothéses de 4,9, notons ?:¥F) (resp. ?3r(F) ——

?; UF) ) 1e sous-faisceau de I¥j (F) formé des sections de F au voisinage des

points de Xo qui soient & croissance modérée le long de X et de détermination

finie (resp. finie unipotente, resp. finie quasi-unipotente). Soit F' o g i¥F le
faisceau sur X des sections de Jai¥F méromorphes le long de X

4.10 a le corollaire suivant, indépendant des choix arbitraires de =z et 1log z

Corollaire 4.12, Les morphismes naturels

T

(i) K g 1T ——5 ¥y
- - JILE s m .J.mu
(ii) K & i¥F —> L (F) ,

(iii) K9 g %" — 5 ¥ r)

sont des isomorphismes,

Le résultac principal de ce paragraphe est le suiwvant.

Le morphisme naturel, induit par 4,3.1,

(4.13.1) CNE ) ——— RY (@)
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wif ¥

7 it

=&k = XIvV

est un isomorphisme dans D*on, a¢)

Wous prouverons en fait des résultats plus généraux (4,15 ) (4.17. )
dont 1l'énoncé reguiert quelques préliminaires que le lecteur intéressé seulement

par 4,13 pourra se dispenser de lire,

L - Seoit V un faisceau localement constant de @Q-vectoriels de dimension finie
sur X¥% {un systéme local). Soit U=V 3& & le G-module localement libre corres
dant et ¥ la connexion intégrable sur U pour laquelle les sections locales de
soit horizontale, On sait que VU admet um prolongement U™ en un faisceau cohéren
sur X , tel que la connexion V soit régulidre le long de KO relativement 2
ce prolongement., On sait aussi que deux tels prolongements sont méromorphiquement
équivalents ([1] 1T 5.7); le faisceau ?ﬁfhﬁﬁ . (et ses wvariantes iy : quu) , ne
dépend donc pas du U choisi; on le note ?:(hﬂ . On définit de meme

'-;'n__;(%i*(v)) = ':‘T‘(.'i g ) , et ses variantes ¥ - , Y3

Propeosition 4,15, Le morphisme naturel, induit par (4.4.1)

.¢ITI 5
(4.15.1) LAV) —> RY (V)

est un isomorphisme dans D+(Xo, c) .

4,16, On dit que V comme en 4,14 est unipotent (resp. quasi-unipotent ) le

long de XO si, pour tout morphisme wu du disque standard Do dans X , avec

-1 = 5 . 3
u (X)) = {o} , la transformation de monodromie du systéme local u* sur D} %

unipotente (resp. quasi-unipotente).

Proposition 4.17. S5i V est quasi-unipotent, le morphisme naturel induit par

(4.4.1)

(4.17.1) L)) —— RY (V)

. 4
est un isomorphisme dans D (Ho, e) .
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Le théoréme 4.13 est le cas particulier de 4.17 o Vv =¢

Nous traiterons d'abord le cas o X est lisse et ol (x.)
4,18.

est divi=
P ea un vi

geur & croisements normaux dans X , Les théorémes étant locaux, on peut supposer

-

N 5
z; 1, (0<d <e,n, >0 ) de x =0°

que £ est l'application f£(z) = i

F=

dans D , ot D désigne cette fois le disque standard D = {z :u‘.| tzl <l} , et
41 suffit de prouver que la fibre em 0O € D° de (4.15.1) (resp. 4,17.1) est un

quasi-isomorphisme.

HAmE Soit U wun voisinage de O dans D° de la forme |zi] <a (0<a =1),
. On définit U_ , U, u% U%* en prenant 1'image réciproque de U dans 4.1.1. La
' cohomologie de U¥ ou U¥* est indépendante de a , de sorte que
, ne
H¥(U*, v) ————>3 (g* "fn(\?))o ‘
N d * — sy d e-d . F o
Le groupe fondamental = de X* = (D" xbD (égal 2 celui de U#® )
€tant abélien, V admet une filtration finie de quotients successifs des svstémes
locaux de rang un. Par dévissage, nous pouvons donc supposer V de rang un,
Pour U™ comme en &.14, nous noterons jl:, ﬂ;*f\?} le sous-complexe de
Ju W(V) de composantes les (:'%z ol T B D'aprés [1] I1 6.4,1 et 6.8, 1'appli-
cation naturelle déduite du quasi-isomorphisme V ——3 -.".-‘*.(*('-.-') (lemme de Poincaré
= P holomorphe),
L] e
(4.18.1) 1% PalV) —— Ry, V
* est
3
. €8st un quasi-isomorphisme. On a
| (4,18,2 H*( (5 PV ) —== R¥j, V) —=— u¥r, v)

Ceci sera le seul ingrédient analyrique de cette partie 4.18 de la démonstration.

-Iie_“_“_“E__"!“. 18.3. Pour ¥V de rang un, on a
) (i) pour V non triwvial : HR(UE, v)o= p
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X1y
a 4 ®* _.d
(ii) our =& : HE(U®, V) = A &
En effet, U¥ a le

tvpe d'homotopie d'un tore.

5 P 1 . —_— .
Soit T le générateur de H (D¥*, =) et son image réciproque dans

ce
nl(ux, z) .
Lemme 4,.18.4, Pour V de rang un, l'application naturelle réc
- - réc
HE(* —=~ 5 ey 7 s W * (v
H¥*(U*, €) Z s B ((3a eV ) — H¥(E, (ﬂ*{%{ )) ) .
identifie H¥(YTU(OA (V)Y ) 3 HRU®, v)/n H¥UF V) .
s X ol = Ler
dz
Urilisons 4.12 (ii), et 1'identité d log £ = T oy _11 . Le complexe
Zg
?Egiﬁ*x*(v)}o s'identifie au complexe simple s K associé (en prenant des sommes)

au complexe double K de composantes

KPP = (log £ . (50 fPK;KV))a a

p!

Ce complexe est dans un mauvais quadrant (p =0, g 20, p+g = 0); toutefois, §

est limite inductive des sous-complexe s O (¥) de composantes

o p+g=n
=
P=P5

et cela suffic 3 justifier l'argument ci-dessous.
J g

La suite spectrale de la filtration par le premier degré s'écrit

ETP TR = whu; v) (p 2 0),

avec d; =2mn A : ok, v) —> u" i, v

Si V est non triwvial, E, = 0

1 par 4.18.3 et 4.18.4 se réduit 2 0 =3

Supposons que V =€ . Les (E, dl} sont alors des complexes de Koszul, éventul

ment trongués, de sorte que (acyclicité du complexe de Koszul)
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qu =0 pour p ¥ O
5 = BN, v/nu" ik, v)
 ce qui vérifie 4 18.4

Pour £ £ €¥ |, notons VS le systéme local de rang un sur D% | d'image
D trivialisée, et de monodromie & ., Notons encore V. son image
U* . Sur TU% , 1'image réciproque de V Evs est canoniquement

v .
4,18.5, Pour V de rang un, l'application
3 (-B H¥(U¥*, v & Vﬁ).r'ﬂ H¥(U*, v @ V) — ua®(i*, v)

B eEc*

8t bijective,

k le pged des n, . L'espace 0% a2 k composantes connexes,

1

. iémes ; = g =
paramétrée par les racines k de 1'unité: sur celle, U¥ , d'indice E 5
e - o N 1/k ~ o e -
in ~1'image réciprogque de la fonction =z sur D¥ coincide avee 1'image réciproque de
= 1 .- d nip'k
la fonction £ : I 2z, sur U¥ | La composante U¥ a le type d'homotopie d'un

[T

tore, et la suite

. 0 —> -I(fg} —¥ TN — ™ (0%

&8t exacte. Notons ¢ : Zd —Z 1l'application "1{1‘-*J - ‘I(D*} . 81 Ker(g) agit
trivialement sur V , les deux membres de 4,18.4 sont nuls, Sinon, remplagant
V par un v @ v » On peut supposer que V est trivial, soit V =€ . On a alors

- m eohomologie complexe

HO(T#) @ us(u®)/n uu= —=—3 w0

#=M conclut en notant que V_ est trivial sur U% gi 3% =1 » que
=0 B~ =
cuel @ HO (U, Nl = ¢ —=—> H%(T*, © .
g sf=1
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et que, pour #1 , H¥(U*®, Vv_) =0

Remargue 4.18.6. Si V est quasi-unipotent, on peut dans 4.18,5 remplacer la
sommation sur &% par une sommation sur les racines de l'unité: la preuve est 1z

méme.

Appliquant 4,12, on trouve un diagramme commutatif b

H#E -._’rji“{f*(v))o (;—12 -i— H*‘tm(:?;*{vgvs)) «'m % 1{*(L'*,V3V_3}I'r‘i H¥(U¥*, V@ vs)}
8 § g :

-
—
o
w

HE RY(V) | € - HE(T*, V)
dont 4,15 résulte, On obtient 4,17 en y remplagant o par ¥ , la sommation

sur £ par une sommation sur les racines de l'unité et 4.18.5 par 4,18.6.

4£.19, Déduisons 4.15 et 4,17 du cas particulier 4,18, Soit u : ¥ —>» X une réso-'
lution de (X, KOJ , c'est-3-dire un morphisme propre, induisant un isomcrphismel
Y# —=—> X¥* | tel que Y soit lisse et que (Yo}red soit un diviseur 2 croisemenfl

normaux de ¥ , SiI V est quasi-unipeotent le long de Ko , son image réciproque;

u® est guasi-unipotente le long de Yo

z m L
Pour tout faisceau cohéremt F sur X , notomns F ou  Jaix i¥*F le

" . 2 P 4
sous-faisceau de jyu j* F formé des sections méromorphe, si f est 1'équation de’

X, ji i*® F est la limite inductive du systdme inductif

Lo
Fh

(4,19.1) F > F

b
e ]
W

Le lemme suivant est prouvé dans [2 ]

-

Lemme 4,19.2, Pour tout faisceau cohérent F sur X , on a

e 5 g (u¥ B)®

et R uy (u*F)® =0 pour i >0 .
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5 2 i i "
D'aprzs le Chéoréme de Grauvert, les R uy u¥ F sont des faisceaux cohérents.

i "
poyaux et conoyvaux de F —Duu u¥ F , et les R uyF (i >0) sont nuls en
_:Jrs de xo ; donc localement annulés par une puissance de f . Puisque u est

STOPTES Rlu* commute aux limites inductives filtrantes, en particulier & la limite

Meauctive (4.19.1), et (4.19.2) en résulte.

De 4.19,2 et 4.12 on déduit que, sous les hypothéses de lec. cit. et

§gignant encore par u l'application de YO dans xo induite par u , on a:

4.19.3, Les morphismes

¥UF) — ug Yi(u* F) ——— Ru, ¥"(u* F)

i

jont des isomorphismes.

E Que la seconde fléche soit un isomorphisme signifie que Rlu*¥i(u* F) =0
b0 i >0 . Ceci résulte de 4,12 et de Rlu*(i'u* F™) =0 pour i >0 |, qui
sulte de Rlu*(u*'Fm} =0 pour i >0 et du théoreme de changement de base pour
1le morphisme propre u
Pour prouver 4,15, il reste 3 contempler le diagramme commutatif
!'mm*x*wn uy YN(O* (urv)) r 155> Rus ¥ 0% L(u'V)
(4.19,3) ! Akl '
i (4,18)
. (1:8:%; XIIT 2;1,7.1)
- RY¥(V) > Ruyg, RY¥(u® v) |
> On procede de meme pour 4.17, en remplacant partout ¥ par ¥
= '!!EEESEE 4.20, Le théoréme 4.13 fournit une incarnation du théoréme de monodromie

B niveau des complexes.
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Exposé XV

La formule de Picard-lefschetz

par P. DELIGNE

Singularités quadratiques ordinaires (formes canoniques)

1.1 Rappels
1.2 Singularités quadratiques ordinaires

1.3 Modules de singularités quadratiques

Caleul des cveles évanescents dans un cas quadratique ordinaire standard

2.1 Préliminzire : la cohomologie d'un cone
2

2, Cveles évanescents
La formule de Picard-Lefschetz

3.1 Résultats préliminaires
3.2 Dimension relative paire
3.3 Dimension relative impaire

3.4 Résumé
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1 Singularités guadratiques ordinaires (formes canoniques) '

Bans ce §, on reprend les résultats de VI 6, en adoptant un point de wye

"hensélien™ plutdt que "formel". On deonne des singularités guadratiques ordinaires g
de leurs déformations des formes canoniques, sous lesquelles elles se mettent locale ‘

ment pour la topologie étale.

les résultats sont conséquence facile de VI 6, du théoréme des fonctions
implicites (sous la forme de Tougeron) et du théordéme de R. Elkik sur les modules
henséliens versels de singularités isolées. Lors du séminaire oral, on ne disposait
pas encore de ce dernier; un théor&me plus faible, ne couvrant que le cas (qui nous

suffisait) des intersections compliétes, avait été démontré et ne sera pas publié,

1.1. Rappels

1.1.1 Seit f : X = 5 un morphisme, X pouvant localement 8tre décrit par p
équations dans 1'espace affine relatif A;+p de dimension n+p sur § . L'idéal ==
jacobien J (X/S) a &té défini en VI 5. Si X est le sous-schéma de ag'® définlly
par les équations fi =0 (1 <is=p) , c'est le faisceau d'idéaux engendré par
mineurs p x p de la matrice jacobienne (afifaxj) . Le théoréme suivant est biled
connu. Un cas particulier de son analogue formel est démontré dans Bourbaki Alg.
IIT §4, n® 6, ecor., 3 au Th. 2; l'analogue c® est démontré dans Tougeron (idéaux de
fonctions differentiables - Theése - mai 1967 - Rennes); le cas considéré ici est

traité dans Artin, Algebraic approximation of structures over complete local rings,’

Publ. Math. IHES 36 (Zariski's volume) lemme 5.10.

1.1.2 Théoréme (Tougeron-Artin). Soient § 1le spectre d'un anneau local hensél

A , £ : X=5 un morphisme comme en 1.1.1., a et 1 deux idéaux de A distil

de A , et &' un faisceau d'idéaux de X contenu dans J (X/S)

B on suppﬂsﬁ
Pt e 2f e

de type fini. Soit s wunme section de f au-dessus de S/I : s € X(A/1) . Notds

s#g1? 1'idéal de A 1image réciproque dans A de 1'idéal 5*5'2 de A/I

si (5*6'2),a = I , alors, il existe une section s, de f: s
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(a)

congrue 2 s modulo (s*8').a

Soit 8 1le spectre d'un anneau local hensélien, de point fermé s ., Soient
1.1.3. P P

x' wun schéma de type fini sur k(s) , lisse en dehors d¢'un point fermé x , et
o

§

X 1'hensélisé de X, en X, - Nous nous intéressons aux systémes
o

R m—
[4]
He——-x

du type suivant

(a) T est local hensélien essentiellement de présentation finie sur 5(I 0.0.5): 1le

morphisme T = S est local et induit un isomorphisme sur les corps résiduels;

(b) X est local hensélien plat et essentiellement de présentation finie sur T :

(¢} 1la fibre spéciale de X/T est munie d'un k(s) - isomorphisme avee X

Ce sont les S-déformations henséliennes de Xo

. Un morphisme de (X,T)

dans (X',T') est un diagramme commutatif de S-schémas

1 e 5
H e—

—
]
induisant 1'identité de XO P&r passage aux fibres spéciales.Une déformation X/T

est dite verselle (minimally versal) si

- = "o el . ;
{a) Pour tout morphisme X"/T" —s X'/T tel que T" = T' soir un plongement fermé,

1'application

Hom(X'/T' , X/T) —= Hom(X"/T" , X/T)
&st surjecrive. En particulier (faire X'/T" = Xoﬁs) » Hom(X'/T', X/1) # ¢ .
o
(b) pour 7' = Spec(k(s) =7/(c")) , 1'application "image réciproque" : Hom(T',T) =

(classes d'isomorphie de déformations de X sur T') est bijective,
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1.1:4: Théoraéme (R, Elkik). Il existe une S-déformation hensélienne wverselle de A <
Ho (et une seule 3 isomorphismeé non unique prés). Si & est noethérien, pour que '

X/T en soit une, il faut et il suffit X induise sur le complété T de T wune F
o = e iz |

S-déformation formelle verselle de XO (minimally formal versal deformatiom, VI 1.9 i k

et VI &4). v S

Pour lz démonstration de ce théorigme délicat, on renvoie 3 R, Elkik (sémi- r B

naire de 1'ENS, 1971/72). i @
1.2, Singularités quadratiques ordinaires r
|

Soit y un point fermé d'un schéma Y de type fini sur un corps k de

caractéristique p , et soit n 1la dimension de Y en y . *

L

Définition 1.2.1 (= VI 6.6)

(1) Pour k algébriquement clos, on dit gque ¥ est un point quadratique ordinaire I
de Y si le complété &; de 1'anneau local de Y en y est isomorphe au quo- }
tient de k{[xl,...xn+1]j par 1'idéal engendré par une seule série formelle f , ‘
s'écrive ¢

1
(4.2.1) f(X) = Q(X) = + termes d'ordre > 2

4
avec Q(X) wune forme quadratique ordinaire.

!
(ii) Si k est une clOture algébrique de k , on dit que y est un point quadra- & ;. L

tigue ordinaire de ¥ si les points de Y=¢% 8% K au-dessus de ¥ sont des

quadratiques ordinaires de Y .

L2, Si dans cette définition on remplace "forme guadratique ordinaire' par

"forme quadratique non dégénérée', on obtient la notion de point quadratique_ggg_égal

généré (VI 6.0). Pour que ¥y soit un point quadratique non dégénéré de Y , i1

faut et il suffit qu'il soit un point quadratique ordinaire et gque soit p # 2
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i 5
soint

=R

goit n est impair.

Exemple 1.2.3. Seit Q(X) wune forme gquadratique non dégénérée 3 n+l wvariables sur

. Seit ¥ le cBbne quadratique danms £n+l d'équation =0 . Alors, l'origine
k Fo] k E ]

qu'on notera Yo o est un point quadratique non dégénéré de YD

Exemple 1.2.4. Supposons que p = 2 et que n = 2m . Soit a €k , et seit Q

un polyndme

2
QX) = (X_ - a) + £ e . SV
N O<isjsom 4t

On suppose que la forme quadrique & 2m wvariables = a, .x.%x., est non dégénérée,
PO o [ B |
O<isi
et on désigne par ¥4 le point fermé de EE+1 de coordonnées (\a,0,...,0)

¥ est un point gquadratique ordinaire du sous-schéma Yo de E
o

. Alors,

n+1l

Kk d'équation Q = 0.

Exemple 1.2.5. Soit k' wune extension finie séparable de k et soit Y, un
k'-schéma du type considéré enm 1.2.3 (resp, 1,2.4), Si 1'on regarde le schéma Y,
comme un k-schéma, alors v, ©st un point quadratique non dégénéré (resp. ordinaire)
de e L'extension k' de k s'identifie & la plus grande sous-extension sépa-

rable de kiy)

Théoréme 1.2.6. Supposons que vy soit un point gquadratique ordinaire du k-schéma
Y , et soit k' la plus grande sous-extension séparable de ki(y) . Il existe alors
un k'-schéma Yo :ZE:TI du type 1.2.3. ou 1.2.4., et un k-isomorphisme @ entre
l'hensélisé vy de Y en y et 1'hensélis& Y de Y en y i
_— (vy) — —_— oly ) — o — Q
’ o
Notons tout d'abord qu'il existe un voisinage é&tale Y' de y dans Y
v
y"é"f
qui soir un k'-schéma. Le schéma Y(v) est en effet canoniquement un L'-schéma,
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Remplagant {(k,Y.v¥) par (k',¥',¥) , ceci nous rameéne au cas oa k = k' , i€, au [

cas ol kiv) est radiciel sur k ., f

Le kly)-vectoriel (nifk)y est de dimension n+l : il suffit de le wérj. |

fier aprés extension des scalaires de k(y) 2a sa clBture algébrique, et aprés com-

& -

plétion en ¥ ; c'est alors évident. Un voisinage de y dans Y est donc un sous-

S

schéma d'un k-schéma lisse Z de dimension n+l . De plus, quitte & remplacer Y
et Z par des voisinages convenables de y , on a que 1'idéal de Sz qui définitc r
¥ est principal (m&me chanson que plus haut), défini par une équation f b4

lemme 1.2.7. Supposons que vy Soit un point guadratigque non dégénéré de Y et gue

—

kly) soit radieiel sur k . Alors, .au voisinage de vy , J?lk {1.1.1) est

monogeéne, concentré en y et de rang 1 sur k . En particulier ki(y) = k . §

Il suffit de prouver la premiére assertion aprés passage a la clOture algé-

brique de k , et aprés complétion en y . Elle est alors évidente par calecul direct:

avec les notations de 1.2.1, il résulte de Nakayama que les Effaxi {a forciori f

et les Rf/éxi) engendrent 1'idéal maximal.

Prouvons 1.2.6 pour y non dégénéré. Nous pouvons supposer et supposerons

que k(v) = k , que Y est défini par une équation f dans un schéma lisse Z , et
Vg . = = o+l n+l “ 5
qu'il existe un morphisme étale x : Z —>E, de Z dans E, (un "systame de

coordonnées locales xi") qui envoye y sur 0 . Il existe alors une forme quadra=

tique non dégénérée a4 n+l wvariables Q telle que, en ¥y ,

£ =Qfx.) + termes d'ordre > 2
i

i
L

Soit ¥ défini par Q comme eén

Sur Y , le syst2me des X; est une "solution approchée'" de 1'équation

Q(xi) =0 : si m est l'idéal qui définit ¥y , on a

Q(xi) = m3 (sur YY)
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rons

de

dra-

fon

puisque Q est non dégénérée, 1'idéal de EE+1 engendré par les est 1'idéal
i
maximal en O , et l'image réciproque de cet idéal par x = (xi) : ¥ ——a'EE'l est

m . D'aprés le théor2me des fonctions implicites 1.1.2. (appliqué avec a =m et

(v) des fonctions x{ y Congruents aux X,

5'= J) il existe sur 1'hensélisé Y
mod m2 (le S*Eé.a de loc, cit.), qui vérifient Q(x{} =0 . Elles fournissent

1'isomorphisme cherché entre Y(Y) et YU(FO)

Lemme 1.2.8. Supposons que y soit un point quadratique ordinaire dégénéré

(p = 2, n pair), et que ki(y) soit radiciel sur k . Alors, au voisinage de Yoo,

T;Ik est monogéne, concentré en y et de rang 2 sur k ., En particulier, soit

k(y) = k , soit k(y) est isomorphe & k({a) avec a ck , a ¢ e 5

Procédons comme en 1.2.7 : avec les notations de 1.2.1, il suffit de wéri-

fier que

dim (k[ [%;,....%_ 11 / (£,.2£ y)) = 2

Dans un svstéme de coordonnées convenable ¥y v Xpao »¥g la série formelle £
s'écrit
2 m
f=x +Ix, % 4+ R (ordre R = 3)
(o] N L 1--m
Soient alors n' 1'idéal engendré par f et les :ffaxi » # celul engendré par
2 " —— i : ;
x, et les xifl # 0) et g 1'idézl maximal. Prouvons que n = n . On a claire-
ment n' < n , et il suffit de vérifier que n' + ng = n (Nakayama). Modulo nq |,
= = 2 2y i
Il a f = « . 111 T B v af R = =, - S -
¥y ¢+ modulo ng + (x| » onoa BEMAx .=, et sf/ﬁxi*m =%, (1 =4i=m),
d'ol l'sssertion,
Sous les hypothéses de 1.2.8, si k = ki(y) , on désignera par a un

Quelconque carré dans k
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Lemme 1.2.9%, Soient WV wun fibré vectoriel sur un schéma S ., et T un sous-schémg Y
——— e -
de ES[YJ localement libre de rang 2 sur S5 ., Alors, T est contenu dans une et }
une seule droite de ES(U) .

Le probléme est local (fppf) sur S ; on peut donc supposer que T/§ ;

admet une section. Par translation, on peut supposer que T contient la section 0

-

Soit n 1'idéal de T qui définit ©O : n est localement libre de rang un sur §

Chaque forme linéaire homogeéne v £V sur ES(HJ définic un élément de n , d'on

un épimorphisme de V dans n . Son noyau définit la dreite cherchée. L]
1.2,10, En particulier, si A est un sous-schéma radiciel de rang 2 de l'espace
s n+1 s i T 2 F =
affine Ek sur un corps k de caractéristique 2, il existe a £ k tel que, dans
un systéme de coordonnées affines convenables, A ait pour équations 4
2 v :
R TE S o x = 0 (1l =1i=mn) . Il suffit de prendre les ®s s'annulant sur la

droite définie par A

L2 s Prouvons 1.2.6 pour y dégénédré (p =

e n = 2m) . nous pouvons

2+

supposer et supposerons que k(y) = k({a) , que Y est défini par une équation f

dans un schéma lisse Z et qu'il existe un systéme de coordonnées locales en ¥
s q ¥

Zm+1

s i : i £ \[; t
3 (xi)Dsifzm : ———5—Ek qui envoye ¥ en le point fermé (\a,0,...,0) , e
n i ;s 2
tel que !ka soit isomorphe, au voisinage de y , & GY /(xc - a , xl,...,xzm}
On a alors, quitte & remplacer £ par un multiple
2 2
f= Cxo - a) + T a,, x,x. +R , ol
1si<jsom 9 4
(a) 1la forme & 2m wvariables 7 a,, x.%. est non dégénérée;

s i (D el

(b) aprés extension des scalaires 2 k , R est d'ordre =23 en x_ - fa et les
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Soit Yo défini par

comme £n 1.2.4.,

Sur Y , on peut encore regarder le systéme des *¥; comme une solutien

approchée de 1'équation Q(Xi) =0 . Cette fois, 1'idéal & image réciprogque par
. . Sy oo oas s . L0 2
x de 1'idéal engendré par les @Q!.Xi vérifie &Y;v =~ JYfk , ie est
5= lx® ~a (x.) ) en ¥
L) o) > = 1 < i -
Soit gq 1'idéal maximal qui définit y . Pour conclure comme dans le cas

non dégénéré, par une application du théor2me des fonctions implicites, il faut véri-

fier que
(1.2.11.1) Qx,) =0  (mod #%q) sur ¥
Soit g 1'idéal qui définit y , aprés extension des scalaires 2 la cldture algé-
¥ brique de k . On vérifie que
et
2
¥ g ne, =
o g T U
.
de sorte qu'il suffit de vérifier 4,11.1 aprés extension des scalaires 2 E : on peut
Bupposer que a = (0 . En ¥y , on a alors
2 5 %)
& = ¥ ox.X U X, X ;
A R LTI Gegxi®32121,5 » OnpXy k'ist, j,x0
= 2 3
De 12, on tire que £°q = g et que
les
2. . & 2 P 2 2. 4
x £ =x_ (mod #7q)} , d'ol £7gq =+ (x_£) =q )
. { d _‘a) dias 2 (x £) = 3
x,§ = xg mo q + q o g +(x f) = q
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On a enfin
L]
2 =
QEyiJ =0 (87q + (£)) sur Z ,
: e NS (i 0 B S
Remarque 1.2,12, Soit Q wune forme guadratique non nécessairement homogene a n+l

n+1

variables, non identiquement nulle, et supposons que le sous-schéma Y de Ek

d'équation Q présente en un point ¥y une singularité quadratique ordinaire. Par ua
changement linéaire (non homogine) de wvariables, on peut alors mettre Y sous la

forme 1.2.3 ou 1.2.4, Dans le cas non dégénéré, k(v) = k , et il suffit de mettre

\

y & l'origine des coordonndes. Dans le cas dégénéré, il suffit que le support de

Tl:_ soit sur la dreite x, = 0 (Isis2m) (cf. 1.2.9.).
Y/ K i

1.3 Modules de singularités quadratigues

La proposition suivante résulte du théorgme de R. Elkik 1.1.4. et de cal-

culs explicites laissés au lecteur (essentiellement contenus dans VI 6),

Proposition 1.3.1. Soit 5 = Spec(A) un schéma hensélien local de point fermé s

et soit T, CfE;?;} un schéma du type 1.2.3. ou 1.2.4.

(i) Prenons Y, de type 1.2.3, défini par 1'équation

Q(X) = T =..x.x. =0 (=, .2 kis))
i<j ij 7 i) ij
et relevons les Eij en des éléments aij de A . Alors, le schéma hensélien verz

sel sur S des déformations de la singularité de Y, en y_ est

To -

T = Spec(a{bl)

la déformation verselle é&tant 1'hensélisé en > du T-schéma Y cCE d'équatiol

pe= =T T
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(ii) Prenons 23 de type 1.2.4, défini par 1'équation

n+1 2
= =g T . =0 a.a
Qix) &k, ~&) +E a5 % *; (a,aij € k(s))

T un S "

et relevons les Eij et & en des éléments ai‘j et a de A |, Alors, le schéma
L hensélien versel sur S des déformations de la singularicé de Yo en y_ est
-re

T = Spec(Af{b,c]) ,
- -
la déformation verselle étant 1'hensélisé en ¥, du T- schéma Y c:E? 2 d'équation
(xz -a) +F¥a,x,x, +bx +¢=0
=] i3 1 j o
zal-
La proposition suivante résulte aussit®t de 1.2.6 et 1.3.1.
H Corollaire 1.3.2. Soit S = Spec(A) un schéma hensélien local de point fermé s et

2 s,

soit [ : X = S un morphisme plat de présentation finie. On suppose gu'en le point

fermé x de : R Xs présente une singularité quadratique ordinaire, que ki(x)

gst radiciel sur k(s) , et gue Ks est de dimension n

(1) Pour x non dégénéré : il existe une forme quadrique non dégénérée a n+l va-

riables Q , & coefficients dans A , et b dans 1'idéal maximal de A , tel gque

’ le S-schéma hensélisé de X en x soit isomorphe 2 1'hensélisé en l'origine du

ver-
I N N n+1 i r

Sous-schéma de ES d'équation (1.5.1¢(iY) Q - b = 0

(ii) Ppour =« dégénéré (n = 2m, carfk(s)) = 2) : il existe une forme quadratique

non homogéne & n+l variables, a coefficients dans A
fﬁiﬁi (6.14.2) Q(x) = Ky bx 4+ ¢ + b3 aij \i‘j

l=i<j<2m
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telle maximal, la forme 2

2m

que soit ans ue la a variables 8. . X.¥
—_— AT o s -~
g 1] 17j ( §:2
soit non dégénérée et que le S-schéma hensélisé de X en = soit isomorphe & 1'hep.
. r L. n+l — v
sélisé en (\c,0,...,0) du sous-schéma de Es d'égquation Q = 0 i
} 2
i ; " g ——— : o . y ) Fc
Remarque 1.3.3. Dans le cas (i), si 1'hensélisé =x de X est isomorphe par un
. — [ a n+l sy z - X
isomorphisme + & 1l'hensélisé en 0O de Ko = Ek , d'éguation T aii Lixj =0 .,
% 5 = o I{
et si les a,  relévent les a,, , on peut prendre Q = L 2. xixj 5
3 4 “ x!
3 X,
Dans le cas (ii), si l'hensélisé en de Xs est isomorphe par un iso- i
, 5 n+1 - = ’
morphisme ¢ & l'hensélisé en (\a,0,...,0) de KD :?Ek d'éguation ?
g - - —
(%7 +3) + T .. x.x%x, , et si les a., relévent les a. , On peut prendre h
o £] A ij L
2 - r
= X e + - Y = mas
Q & bx,+ ¢ z aij hixj , avec ¢ a2 mod 1'idéal maximal,. ¥,
F
Dans les deux cas, 1'isomorphisme promis en 1.3.2 peut Btre pris prolongeant
g1
me

Corollaire 1.3.4, Soit f X =85S comme en 1.3.2,

Il existe un voisinage

u

dans X tel que les points de non lissité de f

contenus dans

u

quadratiques ordinaires de leur fibre.
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§2, Calcul des cycles évanescents dans un cas quadratique ordinaire standard

2.1. Préliminaire : la cohomologie d'un cdne.

2.1.1. Seit Y =P° une variété projective sur un corps algébriquement clos k

Posons les notations suivantes,

Xxc ﬂr+1 est le cOBne projetant affine, d'origine O
X( ) est l'hensélisé de X en 0O

o

# = 3 i =% _ 3 -
% = X {0} et x(o) %) fol ;
Xy c‘mr+1 est le cOne projectant projectif de ¥ : ona X = Kl =¥ 3
¥ ¥ X Scl: 0]
X x(O} 3 xl sont les &clatés de X , X(O) . Xl en (

Y scipr ¥ 2y N

¥, est l'image réciproque de O dans X , ?(0} ou X, ;
h : fi =+ Y est la projection naturelle
Ypu¥sy ©X =2 E} sant les sections de h d'image Yo et Y
F est un groupe abélien de torsion premier a la caractéristique de k ; tous les

groupes de cohomologie considérés seront i coefficients dans F , gui ne sera pas

mentionné,

Notre but dans ce n® est de relier les cohomologies de K? y Bt
aLs =

-

Proposition 2.1.2. On a

(1) B == n'(fol) = | F si i=0

5

LG si 1i>0 5
(ii) 4§

" L. o e i
ras (X)) —= Ho(x) .
(0] c
Cette proposition se démontre par un argument d'homotopie, qu'il nous wa

falloir formaliser,

;]

S8oit k un corps algébriquement clos, U et V deux schémas sur k,
 uUn anneau de torsion premier 3 la caractéristique de k , K = 0b pH(U,/) et

Leon piqy

3/ -
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Appelons "morphisme" £ de (U,K) dans (V,L)}) un couple formé de
P P p

f + U=V et de wm: £ 4K ., Un tel morphisme induit sur la cohomologie
P E

£% . g¥(v,L) —= "H¥(U,K)

Disons que deux "morphismes" £, et £, sont homotopes s'il ewxiste un

schéma connexe de type fini T sur k , deux points 0 et 1 de T et un "mor-

phisme" H de (U x T, Pff K) dans (V,L) qui induise ED et f1 en prenant les

fibres en 0O et 1 .

Lemme 2.1.3. S5i ED est homotope A f] , alors 53 coinecide avec fT i
On sait qu'il existe une suite de points O = KyaX¥preownX, = 1l de T ,
des courbes lisses et connexes Ti et des morphismes a; *i = T tels que g et
xi¢1 soient dans 1'image de a, . Pour construire les _i , on normalise un sous-
i

P ; i ; £
schéma connexe de dimension 1 de T gqui contienme O et 1 . Ceci nous raméne au

cas o T est une courbe lisse. Soient

" e—
(o]

En vertu du théor2me de changement de base par un morphisme lisse, appliqué & €

on a

t ¥R, K == Rpr2* (prr K)

L'application f? (i = 0,1) se factorise alaors en

L
B v,L) s 5™ x Typiy K m—e HO(T,Rnprz* (pr? K))
v d
. ‘h
HoC(T, e ® 87 (u,K)) i; EE

s
H (U, K)
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et est donc indépendante de i .

théties) 2 l'application de X dans X constante de valeur O 7 (1) en résulte.

Uctilisant des homothéties de rapport tendant vers 1'infini, on voit que

Y est un rétracte par déformation de X et (ii) se déduit du lemme des 5 et du

1
diagramme
S H]EO-‘(X) — s i ) —s ulox® 2.
| | ;
=) 3. i 3 3
> B (X)) —= H(Xy) H (Y)
Corollaire 2.1 4. Hi(x*} = Hi(x?b)) )

On applique le lemme des 5 au diagramme

—i H?m(x} — Hi(x) e Hi(x*) —_

51 (2,1,2(1”11 l

i LA s S
o H{01(X(O))——> H (xw)) —=H (""{0)) —

2.1.5. Utilisant la suite spectrale de Leray de h|3\rl—‘.'o

que les morphismes de restriction

YR -y ¥ —a gliv)y

HY(X) = Hif‘:' )= zii(ﬂ
o]

logie des couples IKI—TG.Y} - fXI-Y,YO} sorit les lignes d'un diagramme

185

2.1.3. Prouvons 2.1.2. L'application identique de X est homotope (grace aux homo-

et h|§}—Y . on trouve

' Sont des isomorphismes. Via ces isomorphismes, les suites exactes longues de cohomo-



'Y

ALY

T S B
Priye)

Lemme 2.1.6. Les fléches notées 7 et -7 de 2.1.5.1 sont les cup-produits avec la

CE, L3701 P e W R Y e W e R

i

B Ly ——s 2o st — s alah ——s

-1

classe de coliomologie d'une section hyperplane. Le diagramme 2.1.5.1 est commutatif,

La premi&re assertion résulte de ce que + (resp. -7 ) est la restriction
a v flresp. Yy ~ ¥) de la classe de cohomologie du faisceau inversible &(Y) (resp,

G(YD)) sur Xl-Yo (resp. Xle) ; '

Utilisons la suite spectrale de Leray de h : les deux lignes de (2.1.5.1)

s'obtiennent en appliquant le foncteur H(Y, ) 2 des triangles distingués

: - @ . ®
Y ouRY F —= R(B[X =Y ) F —= R(hIX®) , F ——>
1 —~
et ¥y Ry F ——= R(h|X,-¥) F ——= R(h|x™ Fr ——=
0% "0 1 3+ #*

les faisceaux de cohomologie non nuls des complexes sommets de ces triangles sont
ceux d'indice (2}, (0), (D et 1) , de sorte que les flaches (I et (Z) sont déterminées
par leur effet sur les faisceaux de cohomologie. Ceci nous raméne au cas o Y est
un point. Ce cas est laissé au lecteur.

2:1.7 La suite exacte longue du couple (?(D)’Y est un analogue local de la

)
o
2% ligne de (2.1.5.1). On a

[

3 " i P
H (R(D}) —— E\OH

(théoreme de changement de base pour le morphisme propre X - X la suite

(0) (o) °

exacte longue en gquestion s'écrit donc
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i-1, % i-2 - i i %
b =
(2.1 7.1 H (x(m) — H & Jl=ly—": R (Y ) ——H (xm))
J )
Bl ——= it =2 vl —= wtamy
la seconde ligne de ce diagramme commutatif étant celle de (2.1.5.1).
Le lemme technique suivant nous servira en 2.,2.7.
Lemme 2.7.8. H“"I(YOJ e BN s g™ e H?X-L(X) — H:(Xs)
1L y) HO(X_)
e

est anticommutatif.

D'aprégs 2.1.7, il revient au mfme de prouver commutatif le diagramme

H“'l(xl-{o?) - -{TE

| |

1Ly - HZ{.\:)

C'est 1 un general non-sense.

2.2. Cvcles évanescents

2.2.1. sSoient S wun tvait hensélien et s, 7,8, comme en XII] O.2.5

A=Z/k , avec k premier & la caractéristique résiduelle de § , E:—I 1'espace
affine type de dimension n+l sur S et ¥ le sous-schéma fermé de Ez;l défini
Par une équation quadratique Q = 0 , non nulle module 1'uniformisante
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{ = x + = b,x= +
Qlx) 'z_ aij xi\j z Hiki c
i=s]j
' n+1 n+1 , .
5i Eg est le complément dans PS de i'hyperplan a 1'infini H

nt
alors X se déduit de la quadratigque X de T; ! d'équation homogéne

‘ P

L
= 2
(2.2.1.1) Z a X, + L b.x,2 +¢cz” =0
RS o IR T : B |
lg]
. = 2
par soustraction de Y = Xl- H
e
Faisons les hypothéses suivantes.
(a) ¥ est une quadrique lisse sur S , ie. la forme quadratique I a;; ®;x. est
icj ]
ordinaire;
e
(b) 1la quadrique X; est singuliére, ie. XE est un cBne guadratique,
<
On désigne par *s le peint singulier de xs , et par f la projection €
de X sur § .
\
Remarque 2.2.2. Si £ est un point rationnel, on peut par translation le mettre 2 (
l'origine des coordonnées, Si X, =9 les b, et ¢ sont divisibles par 1 'unifor-"
misante. .
: 3Q !
Le sous-schéma A de X_ d'équations 3 ©St concentré en x_ . Sauf
il -
dans le cas exceptionnel ol k(s) est de caractéristique 2 et o n+l est pair, ce _

schéma est de degré un sur k(s) , donc X, est rationnel. Dans le cas exceptionne;
il est ramifié sur k(s) et de rang 2, de sorte que k(xo} est soit Lk(s) , soit

une extension gquadratique inséparable de k(s) . lLes assertions faites sur A se

vérifient le plus aisément apr2s passage 2 la clOture algébrique k(5) de k(s)

Proposition 2.2.3. Sous les hypothéses de 2.2.1, les morphismes
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nte , N —s mUR, R (1)) —= RY_(n)
M n ®

| I o

i —~ i i i
H (X, M) < H_ (X, Rz a)) «c—-——m{xo](xg,m,ﬁ(h))

gont des isomorphismes.

Que les fléches de gauche soient des isomorphismes résulte de 2.1.8.6 et
7.1.10.5; que celles de droite en soient est un corollaire de 2.1.2; on dispose en

effer d'un triangle distingué
ol e
(A sur XJ[0] —= Ri(A) —= Ré?i(!‘-.)

et 2.1.2 s'applique & (A sur XE) , tandis que Réﬁ(AJ est & support dans X

Corollaire 2.2.4. 2i 1a fibre générale géométrique X_ est singulidre, ie. est

z i
encore un cbne gquadratigque, les faisceaux R §(/) sont tous nuls,

D'apres 2.1.2, A = KO(X M) —= HO(X, M), et 0 = H(X,A) = H (X, 1)

On applique alors la suite exacte longue XIII, 2.1.8.9 (valide par XIII, 2.1.9),

2.2.5, Supposons maintenant que

(*) la fibre générale X_ est lisse.

Pour simplifier nous supposerons aussi § strictement hensélien. Il est

facile de calculer les faisceaux de cvcles évanescents & 1'aide de 2.2.3 et XII 3.7.
La cohomologie a coefficients dans |
)

“ - adique de loc. cit par la formule des coefficients universels (cf. 2.1.13)

Voici les résultats.

A. Cohomologie sans support.

Ona R _(A) =0 si i# 0,n
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g
LN

1} si n# 0 : en a ;ﬁfﬁ) = De plus, R :=_{L) est (non canoniquement) iso.
morphe au faisceau [\ sur %, prolongé par 0 sur Xs
- - = i I3 - ]
2) n_queleconque : on vérifie que, mBme pour n = O 2 LAY =0 pour i #n , g
i,z . 2 : ) ; .

que F_ (/) est (non canoniquement) isomorphe au faisceau [, sur %, prolongé par
0 sur X

5
B Cohomologie 2 support dans £

On a HF» 1(XS,RJ=JL)) =0 pour i # n,2n On dispeose de plus d'un mor-

tx
phisme trace

2n )
(2.2.5.1) er o Hp (X _LRU_(A(A))) —= |

0! S

si n# 0 : le morphisme (2.2.5.1) est un isomorphisme. De plus, H?x 1(K£,Rv,&h(njn
—— =,
est (non canoniguement} isomorphe & fi
C. Dualité. Pour a £ Rn:=(&)x et b E H?x q(xs,RﬁE(L(n)J), posons

o
(a,b) = Tr(a A B) , ot Tr est le morphisme XIII 2.2.6

Tr : HE® (X, RY_(A(n))) —— A
ERE

Il résulte de la dualité de Poincaré sur X et des isomorphismes 2.2.3 que (a,b)

met en dualité parfaite les /i - modules libres RHJ:(ﬁ)x et H?‘ }(Ks,qufﬁ[nJ}.
i o o

D. n=2m >0,

D'aprés XII 3.7, les groupes H?x 1(XS,RU¢fL{m))} et Rn?=(h(m))x ont
o
des générateurs naturels définis au signe p?és, soit & et &' | Soit ¢ 1'appli-
cation naturelle du premier de ces groupes dans le second. On peut normaliser les
signes de & et &' de sorte que

(2.2.5.2) 56 = 1 on a alors
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o= (2.2.5.3) w(8) = (-1)". 2.5
Soit Z 1l'extension quadratique séparable de k(™) centre de la partie
Sl paire de 1'algébre de Clifford de la forme quadratique (2.2.1.1). Seit £ 1le carac-
par rere correspondant d'ordre 1 ou 2 du groupe d'inertie I. Pour C £ 1 , on a
{2.2.5.4) o8 = e(g)é
(2.2.5.5) ob' = e(o)é'
oxr-~
Les formules (2.2.5.2) (2,.2.5.3) (2.2.5.4) en cohomologie 3 coefficients
dans Z/2k impliquent que la variation est
(2.2.5.6) var(e) (a) = £k (™ (ap) g
(n)))
E. n=2m+ 1 - Cycles évanescents.

=~ = ann

D'aprés XII 3.7, les groupes H?x 7(X5’R$= AMm)) et Rnt:(h(m+l}) ont
5 *

o
des générateurs naturels définis au signe prés, soit & er £' _ Avec les notations de
D , on peut normaliser les signes de & et &' de sorte que
-
(2.2.5.7) (8,86 ) =1 ; on a :
{(2.2.5.8) wls) = 0
b)
F. n=2m+ 1 - La wariation
)
Le groupe d'inertie 1 agit trivialement sur la cohomologie de X_ . Ceci
résulte de XII 3.7 et du fait que T agit trivialement sur la cohomologie de Y _ ,

Y étant propre et lisse sur s

Pour =T dans le groupe d'inertie, on a nécessairement
yLi-

(2.2.5.9) plaYtet) = 3{2)y. & , avec if{o) € L(1)

) La formule d'additivité (XTIII, 1.4.3.4) s'écrit ici

3 Cosy = 3{a)y + 367)
Soit £ ¢ T —= [(l) = 1 "homomorphisme tel que
(3
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&=

1
-
-
]
(8]
o=
o

pour t une uniformisante, 3 est nécessairement un multiple de = , vu la strye.

ture du groupe d'inertie modéré. La formule (2.2.5.9) se récrit

(2:2.5.10) Var(og) (a) = 3 .=(c)(ad)d
pour . £ convenable (dépendant de X/5) . Nous déterminerons Yy Plus tard,
2.2.6 Nous allons donner des cycles & et &' de (D) et (E) une description de

nature locale pour la topologie étale.

Le cas o n est pair est facile : si 2tk (A=Z/k) , + & est carac-
térisé par (2.2.5.3) (2.2.5.4) , ie. par
(2.2.6.1) (8,6) = (-1)™.2

En général, I & est l'image d'un quelconque cycle & , en cohomologie & valeurs

dans Z/2%k (a grand) , qui vérifie (2.2.6.1).

Supposons n impair; x, est alors un point rationnel (2.2.2).

l'hensélisé en x de X

Soient }-’.S(O} ~ g ? XS(G}

L S g en
1'éclaté de &s{a)

® ' 'i i i
X, » Y, 1'image réciproque de x_ dans Xs(o‘.‘ (une quadrique) et

+#*

Xotay = }15(0) - {xo} = }?s(o} - Y, . Considérons la fliche composée (cf. XIII, 2.
By, Am) e B NE L Am) —— il e
o s(o) s(o)
(2.2.6.2)

iy - Ir A n
H{x-l(?.s,Rf_;(,,(m))){—-— H{XE(KS,F.(m}) :

Lemme 2.2.7 La fl&che 2.2.6.2 identifie H?x1(}ts,R‘H=(ﬁ(m)]) au quotient primiti
4 | Y

A
la cohomologie de dimension 2m de la quadrique ‘:’0 de dimension 2m ; - &
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if de
p—

35t

est 1'image des générateurs naturels de ce quotient primitif.
est 1

Les cycles T & sont caractérisés par leur image dans H;(Kv,ﬂ(m)) H

gtilisant (2.1.7.1), ceci nous ramdne 2 montrer que la fléche composée

n—lt 1

Y, M) e Hn_l(;is,,"'.(m)) — 1" hex, Am)

n
o

1x](xs’ﬂ{m))

n Sp n
H (X_,Alm)) ~<~—— H (X_,A(m)) - H
[ o mTn c s

envoie les générateurs distingués du quotient primitif du premier groupe sur les gé-

nérateurs distingués du dernier groupe.
Appliquons 2.1.8. La flache se récrit (au signe prés)

H“‘In-s,f.tmn il HD (X, Alm)) iF

o 1

K, M) —— KK )

et 2.2.7 en résulte. A
L]

§3. 1a formule de Picard Lefschetz

3.1 Résultats préliminaires

31.1. Soient S un trait hensélien et f : X = S un morphisme plat de type fini,
Purement de dimension relative n (On suppose que la fibre spéciale XS est lisse,
i 2 o - - = -t - - - = 3 - i
Bauf en un ensemble fini de points T , o RS présente une singularité gquadratigue

ordingire
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T

St Wi
L= AN

#i

-

J
naturel £ , bien défini au signe prés, caractérisé par les conditions d'@tre nati

Soit I 1l'ensemble des points = € T tel que la fibre générale X soir
lisse dans un voisinage de = . Soit enfin A un anneau de torsion, premier 2 1a
caractériscique résiduelle de 5 . }

i %
Proposition 3,1,2. (i) Les faisceaux R Z(A) sont nuls pour i # n.
(ii) 1Le faisceau RT&(NA) est seul en dehors de T . Sa restriction a T est un

faisceau de /i - modules de rang 1 _

(iii) Pour tout peint géométrique ® de ~ , la forme (a,b) (2.2.5 (C)) met en
dualité les [/ - modules (anfﬁﬁﬁ? et H?gﬁ (R™y_(N)) . Ceux-ci sont libres de
rang un pour n # 0 , de rang 2 pour n =0

Les assertions de 3.1.2 sont de nature locale pour la topologie étale. Ceci

permet de ne traiter que le cas oi S est strictement hensélien, et ol X est 1'hyper

surface de 1'espace affine relatif Ag+l défini par une équation gquadratigque véri- &
fiant 2.2.1 (a) (b) (appliquer 1.3.2).

f est lisse en tout point de xs - Tl , de sorte que R§ = 0 en dehors
! D'aprés 2,2.4, R§ est mBme nul hors de T . On peut maintenant supposer 2.2.5

(#). Les assertions (ii) et (iii) résultent alors de 2.2.5 (A) (B) (C)

3.2 Dimension relative paire,

On conserve les notations de 3.1, en prenant pour n un entier pair 2m
On suppose pour simplifier S strictement hensélien (le cas général s'obtiendrait
par descente).

2

Proposition 3.2.1. (i) Pour x € , le groupe H?X](RnJﬂ(h{m)) a un générateul

rel en i et de vérifier
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(8,8) = (-1)™ 2

Te(&) = 0) .

EEEE n=0 , ajouter la condition

Pour un caractére = [ —= {217

(ii)

d'inertie I , la variation s'éeritc
s

var(o) (a) = (-1¥%¢5‘D-1y agys

2

(pour a € Rnéﬁgh(m))} Il résulte que

c(B) = ¢ (G). 8 .

Passons 4 la limite pour ne traiter que le cas universel ot M serait #Z

Au signe prés,un seul § peut alors vérifier les conditions de (i). Comme en 3.1.2,

on se raméne alors au cas 2.2.5 (#), et on applique 2.2.5 (D),

Complément 3.2.2. S5i, en x £ I ., l'hensélisé R{x} de X en x est isomorphe

2 1'hensélisé en Hy du schéma projectif (@ d'équation,

D 2 g, X%, =0 .
i<j i h

alors, le caractére = est défini par 1'extension gquadratique séparable Z(C‘lqi]

2

du corps des fractions (ceci résulte de 2.2.5 (D)).

. . 3.2,3. En caractéristique résiduelle # 2 |, on peut rendre 3.2.2 plus explicite,
it Dans ce cas, I admet un seul caractiére non trivial = d'ordre 2. Pour t une uni-

formisante, on a
T sCVt) = glz) _L
tu-

D'autre part, Ft 3 est alors isomorphe & 1'hensélisé en 0 d'un schéma
T %)
&ffine
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]

3

o

I

xt

o
—_————— = ————

aij vixi = b A 3.
b
oii b est dans 1'idéal maximal et ob Qix) = 7T aij xixj est non dégénérée. L'idéal fr
(b) définit 1'image du sous-schéma de K{g] support de J; jg - le centre de
l'algebre de Clifford est isomorphe 2 k{'){f(—l)le.Eh detiZiﬁ))lIQ) (Bourbaki, Alg,
Ch 9, §9, n® 4 Rmg finale), d'od
On
”v(b)
e, = ¢ po
La wvariation est nulle si b est de wvaluation paire, et sinen g =&
3.
3.3. Dimension relative impaire 5
£
Pour démontrer la formule de Picard-Lefschetz en dimension relative impaire, X
nous devrons nous ramener au c¢as transcendant, traité em XIV 3.2.1.1. L'argument de L.
spécialisation requis nous force & travailler sur une base qui ne soit plus de dimen- pe
sion un. Nous le ferons par des arguments ad hoc, adaptés au cas précis dont nous
avons besoin : je ne dispose pas d'une théorie serviable sur une base de dimension
> 1, et j'ai préféré ne pas recouvrir mon ignorance de généralités, g
mc
FUBuly Soient § = Specl(A) un schéma strictement local noethérien et f : X = §
un morphisme plar de type fini, purement de dimension relative n , dont la fibre
spéciale XS n'a pour seuls points de non lissité que des points quadratiques non dé-
générés. Soient s le point fermé de S , xs la fibre spéciale et %, ° XE un
point singulier. D'aprés 1.3.2 (i), au voisinage de Xy ¥/S est localement is0- i?
morphe & un S-schéma défini par une équation Q-b = O dans Ag+l , avec b dans . i
L o}
1'idéal maximal et Q une forme quadratique non dégénérée. L'idéal (b) de A ne dé- . .
LU

pend que de {X/S.xo) : dans un voisinage de % , il existe une section s 2 %A/ (b))

de ¥ sur Spec{A/(b)) , tel gque soit isomorphe a B . On note

n .
Tx/s s(Spec(A/b)) E o

sx cette section et b(x) un quelconque générateur de (b) .
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aire,

de

ins

3.3.2. Supposons S normal, et soit b £ A . Pour n invertible dans A et

(n)

b # 0 , nous noterons ey 1'homomorphisme suivant du groupe de Galois du corps des

fractions de A dans =/(n) (1)

fk: n
a;”)(c) = (o Vb)/ Vb
(nm), ™ (n)
On a (Eb )= g, . Si A est un Z/n -algibre, on note encore g le com-
posé Gal —=>Z/(n)(1) —= A(1) . 11 est indépendant de n
Le caractere ¢ se factorise par ™ (S-(sous-schéma b = 0))

3.3.3. Supposons que § soit un trait strictement hensélien, et que n soit im-
peir : n = 2m + 1 . Seient x un point singulier de Xy dans un voisinage duquel
xﬁ soit lisse, et XIIS un sous-schéma d'équation Q - b = 0 de ﬁ;*l comme en

1.3.2 (i). L'hypoth&se sur =x signifie que b , nul modulo 1'idéal maximal, n'est

pas O .
" - i N ot [ g oy o
Soient ks(x) 1'hensélisé de KS en x|, Xs(x} 1'éclaté de Ks en x
; ; 5 =% = Futem B - ¥
Y la quadrique image réciproque de x et ks(x) Xg () {x] g () ¥ Le
morphisme composé
K7 er, am)) <= 0P NE A —s 1N Ay
s{x) s(x)

|

X ACm))
s

HY (X ,Ru_CAlm)) <— u°
[x; 5 : 5 13

ldentifie ce dernier groupe au gquotient primitif (XIT 3.5), de 1la cohomologie de 1a

Quadrique v D'aprés (2.2.7)

. c'est en effer le cas dans une situation localement
lsomorphe. Les images des deux générateurs naturels de ce quotient (classes de coho-

mologie des génératrices de Y ) sont deux vecteurs de base T2 de

H!‘.
Ex} X, RO AmI))
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~ 78 - XV
}.4. Revenons aux hypethéses plus génédrales de 3.3.1, avec n = Im + 1 Pour
tout point singulier = de Xs , nous noterons encore I £ les sections de

W e 2o 5 - i 5 La=1, 4
R f,flm) sur § image des géndrateurs du quotient primitif de H (Y, A(m)) (meme

notation que plus haut) par le morphisme composé

ey Almd) == WV NER Aem)y — w1k
slx) T

HO(S,R7E A(m))  <=—— HL(X_, Alm)) <— Hr (X, A=)

est le eycle évanescent en =

Lorsque § est un trait, =+ & £ HZ(X;,ﬁ(m)) est ] 'image par XITI 2.1.8.4

_— ; . o -
de ia classe (3.3.3) T & g H

r=vJ

S0 JRE(Am)))
- =

X7

Nous prouverons simultanément les deux résultats suivants.

Proposition 3.3.5. Pour S5 un trait hensélien et X/S comme en 3.3.3, la variatgg?.

est donnée par

var(o¥(a) = (D™ ¢ (o)(at)b .

Proposition 3.3.6. Soit S strictement local régulier et f : X =35 un morphisme ,?

propre et plat de dimension relative n = 2m + 1 tel que xs présente un et un Seuls

point de non lissité = - supposé quadratique non dégénéré. On suppose aussi gque

b(x) est un paramdtre, Alors, Galois agit sur la cohomologie de la fibre générale

géométrigue par

ola) = a+ (-1 €, (0)(ab )8

(A) Soit %k un corps algébriquement clos de caractéristique O S 1'hensé119€
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- 29 - XY

de Spec(klT]) en 0 Prouvons 3.3.5 lorsque b(x) est une uniformisante.

Par le principe de Lefschetz, on se raméne 2 supposer que k =0 . La

question étant locale, on peut supposer gque £ : X = S se déduit par changement de
=

pase de 1l'application T zi de ¢" L dans La construction donnée de * § 3

un analogue transcendant, en cohomologique entidre. Via XIV 2.1, T & correspond

donc & un cycle €vanescent transcendant, image de

R L Z))

= o
bes € HEOW(XO‘R'ct

D'aprés XIV 2.1 et la propriété correspondante des cycles T & algébriques, 1'image

de T éc{ dans H?O'I(KQ’E!E{:{*.(R)) SRL est un générateur de ce groupe. Das lors,

+ bc{ sont deux générateurs de H?Olﬁxo,R$c£ﬂ(:E)) » et coincident avec les cycles
évanescents de XIV 3.2, La formule 3.3.5 résulte donc de XIV 3.2.11 (en toute rigueur, "
i1 faudrait avoir vérifié une compatibilité entre l'isomorphisme XIV 2.1 et les cup~- f,
produits et traces),
(B) Prouvons 3.3.6 pour X/S comme en (A) (et de plus propre). .
7/
e
Cela résulte de XIITI 2.4.6.2.
(C) Soient p un nombre premier et So 1'hensélisé strict de Spec( Z[T]) en
(p,T) Prouvans 3.3.6 pour X/s_ tel que b(x) =T
La restriction du faisceau Rif* . & 1'hensélisé strier de § en (T)
- 8st justifiable de (B). Ce faisceau étant localement constant sur le complément du

diviseur lisse T = 0 » qui est d'inégale caractéristique, (C) résulte de (B) et du

lemme d'Abhyankar.

(p) Dans au moins un ecas oo (C) s'appli ue, £ n'est pas un élément de torsion en
pplig N P

tohomologie i-adique.
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- 30 - Xy
Soient Sl 1'hensélisé strict de Specl( Z) en (p) et V= Pr'ﬁl une dan
variété projective lisse sur S1 , purement de dimension relative n+l - On suppoge ) par.
qu'il existe un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes pour la fibre spéciale »
VD de vfsl (XVIT, 2.5): ce pinceau est défini par une droite d' dans la fibre ]
spéciale de 1'espace projectif 'E..-’-l’rrf'S,1 dual de ]Pr-"Sl . Relevons d' en une droite ]
d de érfs] et soit X -+ d 1le pinceau des sections hvperplanes de V paramétrées b dan
par d (XVIIT 3.1). Le lieu exceptionnel [ de d est &tzle sur 51 (XVIT &) . L] B
Par localisation étale en un point de jb = d , on obtient donc une situation (¢}, aut
Pour wvérifier que Ex n'est pas de torsion, il suffir de la faire aprés (F)
extension des scalaires de Sl a € ., Prenons V = Pn+1 , et le plongement projec- Q*
tif défini par ®(N) . Pour X = 2 , on peut appliquer XVII 2.5 (wvalable pour tout
¥ dans ce cas particulier). On appligque alors le lemme suiwvant.
L
Lemme 3.3.7. Pour un pinceau de Lefschetz d'hypersurfaces de degré N grand dans
Pn+l{¢) (N =23 suffit), un cycle évanescent (en §, - cohomologie) est non nul. Pic
une
Ce lemme résulte de la théorie des pinceaux de Lefschetz, par exemple de
XVIIT 6.6.1. Il n'y a pas de cercle vicieux & utiliser ici ce résultatr de XVIII,
basé sur la "formule de Picard-Lefschetz", car nous disposons déja de (A). On peut se
aussi utiliser la variante plus directe XIX n® 4, purement transcendante et qui ne
dépend que de ¥IV 3.2. The
et
(E) Preuve de 3.3.5 en caractéristique résiduelle p pour (X/S, x € }(S'J ou
xi
Soit Kofso comme en (D). D'aprés 1.3.2 (i), il existe g : 5 = SCI tel
que 1'hensélisé en x_  de g® X, = X Xg § soit S-isomorphe 2 l'hensélisé de X e
en x . Il suffit done de prouver 3,3.50p0ur e* XD . On déduit par changement de -

|

b z
ase de (C) pour kofso que

c(a) = a - (1) &, (@) (a8 )8,
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le

rjec-

—out

ans

de

ne

rel

-

n F F : o
dans H (xo;) » pour O dans le groupe d'inertie, Soit = une uniformisante, com-

parons la formule ci-dessus avec (2.2.5.9), o € = £_ . On trouve gque
m
X, B & = - (-1} ¢ o 5
¥ ~Lo)ia x)éx (-1) 2:‘(:{)( }(a'x}éx
dans H“(xo=; . Puisque 5x n'est pas de torsien, nous pouvons simplifier cette
formule par (aéx)éx ; la formule 2.2.5.9, pour la wvaleur obtenue de 3 n'est

¥ o
autre que 3.3.5,

(F) Preuve de 3,3.6 (cas général)

3.3.6 se réduit du cas général de 3.3.5 comme (B) et (C) de (A).

3.4, Résumé,

Les propositions 3.1.2, 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 et 3.3.5 sont la"formule de
Picard-Lefschetz". Cette formule est 1'analogue algébrique de XIV 3.2.11, mais prend

une forme trés différente selon la parité de la dimension relative.

Dans le cas le plus intéressant ot X/S est propre, les résultats peuvent

se résumer commeé suit.

Théordme 3.4 (Formule de Picard-Lefschetz). Soient S un trait strictement hensélien

Bt f : X =S un morphisme propre et plat purement de dimension relative n = 2m
o4 2m + 1 . On suppose que X_ est lisse et que Ks ne présente que des singula-
rités quadratiques ordinaires. Soit T 1le lieu singulier de X
(1) a chaque x € T est attaché un cycle évanescent = § < HP(X=){m} . Ces ﬁy
Sont deux 3 deux orthogonaux. Pour n pair, on a (& .% ) = (-7, 2
(11) on a HO(X ) —== H (XD
Bour { # g , n+l et une suite exacte longue
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) Mgy —s g hix SRR scA
|
| ExE
| 4
(iii) Des caractéres locaux du groupe d'inertie sont définis
i )
n  pair 1P I —3 i1
x |
n  impair g+ I —= A1) -
Pour X régulier en x , ils sont surjectifs; pour x non dégénéré, ce sont .1
M
l'unique caractére d'ordre 2 et le caractére canonique. ! e
e
L
mer
L'action du groupe d'inertie I estr fournie par
ris
o LK(C)—I
n = 2m gla) = a + (=1) ¥ = {at )&
wzT 2 ® X
T b 1.
m
n=Zm+ 1 ola) = a - (-1) £ e (o)lad )6 . 1
xEL '
En particulier
B = ~YE
n pair ol Jx) cx(")”x
n  impair 5(51) = bx
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EEEOSé VI

La formule de Milnor

par P. Deligne

Dans cet exposé, on transpose en caractéristique p 1la formule donnée par
Milnor [3] (voir aussi [27]), qui permet dans certains cas de calculer des dimensions
d'espaces de cycles évanescents. La démonstration est de nature globale, et ne per-
met de traiter que le cas "géométrique" d'une base un trait hensélien d'égale caracté-

ristique & corps résiduel parfait.

1. Enoncé du probléme

p 1S L Soient S un schéma régulier purement de dimension un, s un point fermé de

5 2 corps résiduel parfait, f : ¥ -» S5 un morphisme plat de type fini, ®, un point

fermé de la fibre X_ et ';Ea un point géométrique de X localisé en x_ . On
Suppose que

(a) *, €st un point de non lissité isolé de f : il existe n et un voisinage U
de ¥, » purement de dimension relative n , tel que U - fxo1 soit lisse sur § ;
(b) % est régulier en Xy -

Sous ces hypotheses, X est une intersection compléte relative sur S en
¥y - On renvoie a 1'exposé VI. 3,10 pour la définition de DL, . Dans le voisi-
nage U de X, » Om &

1

=yl A = Exel(n! :
Dyrs = H (R Hom(1y . ,6,)) = Exc (Q x/g? 8% i

< 1 - .
dans ce voisinage, Dwf% est de longueur finie et de support contenu dans

~a
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vy
Définition 1.2, Le nombre de Milnor y = _(Xﬁs,xoj de X/§ en X Eéi-ii-ﬂzgﬂﬂﬂ. dans
S 1 |
du lexo-module défini par Dysg - est 4
point
Exemple 1.3. Prenons pour $§ wune courbe lisse sur un corps algébriquement clos k I donc
Remplagant X par un voisinage de ®, » On peut supposer X lisse sur k Le cop. |
plexe cotangent se réduit alors 2 la résolution suivante de 3;;3 (1.5.
{
F oo L 1
0 = [£f7 - [l "
Lss = L8 0/ = % pd
er so
Choisissons une coordonnée locale t : § ﬂiﬁi sur S en s (t étale en s ¥ v[dK,
i = . -
désignons encore par £ le composé t=f , et soit {xi)lsisn+1 un systéme de co f
ordonnées locales sur ¥ en x . A ce moment, en xo < f*ﬂéjk a pour base df , (1.5.
et ﬁ;!k a pour base les dxi . Dés lors, Défs s'identifie au quotient de Bx prl
1'idéal engendré par les 25
b 1.6.
image
- af af
(1.3.1) u = dlm.k(&x /(g ,,..,g 1) soit
o 1 n+l
ture
C'est 12 la définition qui figure dans Milnor. Erouy
Exemple 1.4, Supposons que X soit le sous-schéma de Eg+1 défini par une équa- ¥
. n+l . Dans
tion g . Seit 1 : X v'Es le morphisme d'inclusion. Le complexe cotangent s&

réduit alors 2a

1

[(8) /() — 1*n 1 ¢
n+l
E /'8
et Di}s est isomorphe au quotient de @x par 1'idéal engendré par les
(ag[nxijlsiSn—l + soit encore au quotient de Qin*l par 1'idéal engendré par 8§ =

et les agjaxi

Exemple 1.5, Prenons pour S le spectre d'un anneau de valuation discréte V &

corps résiduel parfait et de corps des fractions K . Soit X le normalisé de 5
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‘Bueur

* Com.

o=
df

par

va-

1

_—

XVI
dans une extension séparable K' de K . D'apras 1.4 et [5] III 7.1%4 pg 68, ni},s
est alors isomorphe au gquotient de Gx par la différente QXIS « 8L ;; est un

point géométrique de xs , localisé en xoe Xs sy le nombre de Milnor en i; est

donec
o913 “r"-*‘-"'(@x,x fsx‘,S} 3
o

Soient s un point géométrique de S localisé au point fermé s de §

El

et soit dK'!K un élément de V qui engendre 1'idéal déscriminant, de valuation

V(dK'fKJ . Il résulte de 1,5.1 que

(1.5.2) V(dK'fK) = :’:_ I._i(xt"s,x).

®xEX(s)

1.6. Gardons les hypothéses de 1.1 , désignons par s le point géométrique de §

- 1 P =
image de ®, » soic S(E) le spectre de 1'hensélisé strict de Gs,s en s , et

soit xcgj l'image réciproque de X sur 5(3} . Soient T 1le spectre d'une cl8-
ture algébrique du corps des fractions k(n) de S(E} s et I = Gal(k(F)/k(n)) 1le

groupe d'inertie,
Soit £ wun nombre premier distinct de la caractéristique résiduelle de §

Dans un voisinage du point E; de Xg » les faisceaux de cycles évanescents @iﬁz/{):

i
R @;QEI{) sur X, relatifs au faisceau constant Z/# sur X sont concentrés
i = vE
en EQ i de plus, le groupe d'inertie I agit sur les Z/4 - vectoriels
i
§ (z/r)_ i
kS %

Ceux-ci sont de dimension finie (XIII 2.4.2).

L.7. Soirt 11 un quotient fini du groupe d'inertie. Rappelons que le caractére de
Swan sSw de Ii est la différence a - u du caractére d'Artin a et du caractire

de 1la représentation d'augmentation u . Rappelons aussi qu'il existe, a isomor-

Phisme pres, un seul ZJ:Ilj - module projectif S(I,) de caractire Sw (voir [6].

199

205

o



o = XV

Seicr V un wectoriel de dimension finie sur Z/2 , muni d'une aection de
I : gt 1 =GL(V) . Supposons que p se factorise par I1 . La dimension Sauvage

de V est alors

L S dim sw(v) = dim Hom, (S(1,)®_ , 2Z/L , V)

Z/4 I1

Cet entier est indépendant du choix de I1 , car pour H distingué dans I1 , on

a S(Il/H) Ll S(IllH .

On pose de plus

dim tot(V) = dim Sw(V) + din]zj{(vl

et on appelle ce nombre la dimension totale de V .

Définition 1.8, Avec la terminologie de 1.6 et 1.7, on appelle nombre de ecycles

évanescents de X/5 en Eo (resp. nombre sauvage de cycles évanescents, resp. nom-

bre total de cycles évanescents) l'entier

by = n S . i
(-1)"dim {azo- dfn (-1) f (-1)"dim 1»?1 (zz!:_);c

(resp (-1)"dim Sw g = .. (-7 T (-1)7dim sw & (z/2)
[s] i I [e]

resp (-1)"dim tot 5. = aen (-7 T (-1)'dim tor 8L (zZ/L)_
o T Xo

(-1)™dim & + dim Sw & ) )
xo :‘:CI

Conjecture 1.9, Sous les hypothéses de 1.1, le nombre de Milnor ¢ de X/S en

io est €gal au nombre total de cycles évanescents de X/S en X,

Remarque 1.10. Soit S un trait hensélien de corps résiduel imparfait et £ :
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yn morphisme lisse sauf en ®, £ xs . On suppose X régulier en X, . La définition
1.2 du nombre de Milnor |, garde un sens sous ces hypoth2ses, mais je n'ai plus

d'interprétation gfSométrique de ;3 2 proposer.

1.11. Dans la suite de ce n°®, on suppose que S5 = Spec(V) est un trait hensélien a

corps résiduel algébriquement clos, de point fermé s s que f : X =5 est un

morphisme plat de type fini purement de dimension relative n » que X est régulier,

que X  est un point fermé de X, et que X - {xa} est lisse sur §

Ceci ne restreint pas la généralité.

Proposition 1.12. i n=0 (ie. X/S fini), la conjecture 1,9 est vraie pour

(X!S,xa} i

On peut supposer que X est le normalisé de S dans une extension finie
K' du corps des fractions K , D'aprés 1.5, on a wo= V(dK‘fK)

L'extension K' est définie par un sous-groupe ouvert H du groupe
d'inertie 1 . Seit H'— H un sous-groupe distingué ouvert de I et I' = I/H' .
Soit SI!H le caractére de la représentation de permutation de I' sur 1/H ,

al » le caractére de 1la représentation d'Artin, SwI » celui de la représentation
de Swan et Ure celui de la représentation d’'augmentation, D'aprés la "Fuhrerdis-
kriminantenprodukt formel" d'Artin, 1'idéal discriminant est le conducteur d'Artin de

s ([5] VI 3 cor 1 pg 111) :

I/H

) = |1

w= Lap,s,y
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=l & XvI
On a 0'a
S U L Sw11 tio
\ ke
(UI"SIIH} = = I/H - 1 l
Cas
(Sw_,,s.,.) = dim Hom (S(1') @ =/, =m/at'Hy =
e - | TZIL 1 ZZI. i B
= dim Hom_(S(I') ® __ Z/iCoker( Z/4i -ozszlm})
Z/L I E} ) N
et donc
s ) i I/H
= (# I/H - 1) + dim Sw (Coker{ Z/Z sZ/L™" 7)), 5
X - r de
On vérifie aussitdt que $ =0 pour i # 0 et gue
fal
vé
8° = coker(z/z ~z/t'H)
X h
Ca
la formule en résulte,
P:ogositian 1.13, Si XS présente en x, une singularité gquadratique ordinaire, la
conjecture 1.9 est vraie pour (X!S,xo) :
Cas 1. n = dimfxs} =2m - 1,
ay
Le probléme est local pour la topologie étale sur X . On peut donc qu
= n+l e : o fa
SuUpposer que Ks est le sous-schéma de ES défini par une équation f :
m
T X 3 +a =20 _
t=1 i Ti+m pe

a étant dans 1'idéal maximal de V , et que x est 1'origine des coordonnées. De

(1

plus, pour gque X seoit régulier en L il faut et il suffit que a soit une

uniformisante. D'aprés 1.4, on a | De
u=tel6 g/ (g, 2Ly =1

- Es » ax -
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i

n i .
p'aprés F° §x =0 pour i#n , et §x est de dimension un, avec ac-
o o

tion triviale de 1l'inertie. Le nombre sauvage de cycles évanescents est donc nul, et

ije nombre total de cycles évanescents est 1, ce qui vérifie 1.9.

Cas 2. n = dim(xs}= 2m , car(k(s)) # 2 .

—

Sous ces hypothéses, on peut prendre X C:E:+1 ‘défini par une équation f

omt1 +a=0 ,

i ; i
=0 pour i#n et & est
b x
o o

a étant une uniformisante. Ici encore, y=1 , @&

, 4 . . n

de dimension un. Cette fois le groupe d'inertie agit par + 1 sur @1 , donc de
“o

fagon modérée, Le nombre sauvage de cycles évanescents est encore nul, et 1.9 est

cwérifié.
¢
Cas 3. n= dim(xsj = 2m , car(k(s)) = 2 . ;
n+l = ) . =
Cette fols, on peut prendre X :iES défini par 1l'équation f
- 2
= . _ ¥
o MM T w1 * gy +8I =0 , 5

avec a et b dans 1'idéal maximal, Pour que X soit régulier, il faut et suffit
que b soit une uniformisante; pour que la fibre générique de X soit lisse, 11

faut er il suffit que a2_ 4b # Q

Le nombre de Milnor o de X/S coincide avec celui de Xa :‘ES défini
par l'équation fo
(1) ® 4+ ax + b =20 i
i " n 2 i .
De méme, les 3 sont nuls pour 1L # n §x est de dimension un, 1 agit sur
@n o fa]
k.. Par = 1 et le sous-groupe d'indice deux de I qui agit trivialement corre-

Spond 3 1'extension de K d'égquation (1), Le nombre total de cycles évanescents de

203

209




X/8 en x coincide donc avec celui relatif 2 XOIS ; et la validité de 1.9 dang

ce cas résulte de 1,12, Le nombre de Milnor est donné par (1.5)

. 2
(1.13.1) w= via - 4b)
et
2. Le cas '"géométrrique"
b
On se propose de montrer gque la conjecture 1.9 est vraie en égale caracté-
ristique. Le résultat géométrique clef est le suivant, La possibilité de 1'utiliser
m'a été suggérée par des conversations avec B. Saint-Donat.
- ’ < ; : F St
Proposition 2.1. Soient S une courbe projective lisse et connexe sur un corps
coh

algébriquement clos k , X une variété propre et lisse sur k , purement de di-

mension n+l , et £ : X =2 S un morphisme lisse en dehors d'un ensemble fini F

de points de X . Les caractéristiques d'Euler-Poincaré (en cohomologie &tale) de

5 , X et de la fibre générique géométrique x“ de f wvérifient alors

(2.1.1) (X)) = w(8) ¥R D = -1)" T ultisE) .
7 xEF

On sait que la caractéristique d'Euler-Poincaré de X cofncide avec la

trace {(ou intégrale sur X ) de la derni2re classe de Chern du fibré tangent

- n+l [ 1
%(x) =fcn+l{c3{) = (-1) J cn+1(ﬁx) g

Posons

R L1 81 1
e = (G ® (£% 007 ) ® £2 O

La classe totale de Chern du faisceau inversible f%* Ql

g est l1'image réciproque de

la classe totale de Chern de GI sur S

S
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1 3 1
* ) = L
c¥#(f Og i f#e (S,QS)
1
et les cup-puissances de ¢ sont nulles :
(% clts,-r:é))" - E*(cl(s,ﬂé)n)= 0 (n >1) .
On en déduit que
okl 1, _ on 1 PR -2 | Ey , 0#l, .1 i~ 1 8-1
c (f‘.x) =c ('}.h 2 (r*ﬂs) o f-ﬁ:l(s,i‘}s) + c (al.x ® (r*..s) 5

Si S est de genre g , alors cl(S,ﬂé) est égal & (2g - 2) fois la classe de

cohomologie d'un quelconque point fermé s de 5 , d'oa, pour xs non singulier,

B n, 1 L~ 1.8-1 1 !
I= j;c (Ck S(f*_;s) : f*cl{s,,s)

(23—2).}[-cn(51 @ (e 0%y fuca(s)
% b4 s

- s n i ~ L @=1 &
(2g-2). Jr c (X ,ﬁa 2 (F# S) g G, )
X s
s
De plus, sur X = E*T‘l est isomorphe & @& et TJ 2 = figure
s s X X "B, X =
s X s
dans une suite exacte
Q- f*"1 2 G =0 ®& - - 0
s X “x X ® ‘
s s B
De l&, on tire que
Iy _,_I Fab o 1,%-1 - 5 el ",t
e (X, b ® (f S) 2 &, ) c (Ks,ﬁx ) et
s s
-
[ & I 41
I= (2g-2). | e (X_,0 )= (-1)""" y(s) x(x ) .
57K 5
X s |
s |
|
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- 10 - VI
L'application canonique
- 1 1
3# #7 (1
£ SR r
ts - -1 -1\ B-1 = 2 e 3
s'identifie & une section a de o 2 (f*.s_) . Une fois choisis des systémes
- B c~l ®-1 T
de coordonnées locales sur S et X , ce qui identifie ﬁ; z (r*’%) i G;+l
les coordonnées de a sont les dérivées partielles %é— . La section a ne s'an- h
i

nule donc que sur F , et d'aprés 1.3, la multiplicité du zéro de a en x € F

est égale au nombre de Milnor y(X/S,x).

Rappelons que si une section a d'un fibré vectoriel (¢ de rang d sur un
k-schéma propre et lisse X purement de dimension d ne s'annule qu'en des points
" - d » .«
isolés, alors la trace u/ﬁ c (G) est égale au nombre de zéros de a , comptés avec

X
leurs multiplicités, On a ici

1[=Ic“+1(r1; 8(5*!‘;1533'1)= T ulX/s,x) .
X x&F

Regroupant les termes, on trouve

XCX) = (-1I"LET & ID) = (8. x(E ) =~ LD T ulxIS.x)
8 XEF
d'ot 2.1 puisque ‘*(Xs} = yw(X_) .
—
Corollaire 2.2, Sous les hypothéses précédentes, si n(X/S,x) est le nombre total_

de cycles évanescents en x de X/S (1.8), on a

T oulX/s,x) = T n(X/s,x)
xEF xeF

La suite spectrale de Leray pour £ fournit

¥ (X) = % {—l)pfqdim?zi!d Hp(g’qu*E{}_) =7 (-1 x(S,qu*zaH,)
q
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Pour tout faisceau constructible G de Z/L - modules sur S , on a

([ 4] ou SGA 5 X 7.2)

¥(8,6) = %(8) . dim () - 7 e (&) i
- s

ol,pour chaque s € 5 , si on identifie T & la clBture algébrique du corps des

fractions de 1'hensélisé de S en s , on a

£ (6) = dim(G_) - dim(G ) - dim Swi(G_)
8 n -] Lo

Pour s €8 , on déduit des suites exactes XIII 2.4,6.3

cee R /) R /) - @ 8 (mir) - ...
# s 3 = xeF(s) T *

que
(2) £ DT aim@rY, z/0)_ - aim(RYE, z/2)
e s
= T T (-DY dim 83 (zm/2)
*x€F(s) m %
® ¥ D% dim sw@®,z/2)_ = T T (DT dim se 82 (z/2)
b xEF(s) = ®
(&) T 1Y ®RY% zZ/1) = ¢ dim tot %
s 3 ®
=xEF(s)

La formule d'Euler-Poincaré se véduit donc 2

X(X) = 7 (-1 w(s,rRY, 2z/2)

g s - - =
= ¥ (-1)% (x(8).aim(R%E, z/2)_ - T e (R z/1))
s
= x(8). £ (-1)% atm(rY, Z/2)_ - 7 T (-1)3 e (Rt z/2)
-
= %8, Wxr¥-T ¢ dim tot &
X Ao s xf%{si X
= x(8), wtx) ~ (=137 3. alxis;x)
1" x=F
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Comparant cette formule avec {(2.1.1), on trouve Z, 62,

Corollaire 2.3. Sous les hypothé&ses et avec les notations précédentes, si = F

a

et si pour tout =x € F distinct de Xy o la fibre de £ passant par = présente

en x un point singulier quadratique ordinaire, alors

u(xfs,xo) = n(xls,xo)

Pour X # x , on a d'aprés 1.13

ulX/s,=x) = n(X/8,x) ,

et il reste a appliquer 2.2.

Théoreme 2.4. Soient S wun trait hensélien d'égale caractéristique 3 corps résiduel

parfait, f : X = S un morphisme plat de type fini et X un point géométrique de

X , d'image dans X un point fermé x de XS qui soit un point de non lissité

isolé de X/S . On suppose que X est régulier em = . Alors, le nombre total (1.8}

de cycles évanescents de X/S en x coincide avec le nombre de Milnor ulx/s,=) .

Soit S' le trait hensélien déduit de S par extension du corps résiduel
de k(s) 2a sa cloture séparable, et soit X' = X X_ $' . L'assertion 2.4 pour X/S
équivaut alors a 2.4 pour X'/S' . Puisque k(s) est déja supposé parfait, on peut

done supposer le corps résiduel de S algébriquement clos.

Pour un tel S , soit S' 1le complété de S , et X' =X Xg 5' . le
nombre de Milnor de X/5 en x est le meme pour X/S et X'/S' . D'apras XIII 2.4.2
il en est de m#me du nombre total de cycles évanescents, Ceci permet de supposer queé

-

S est de plus complet, donc isomorphe a k[[t]

Tt]] (avee k algébriquement clos). On

a alors, pour Ks de dimension n en x :

Proposition 2.5, Il existe une variété projective et lisse Y sur k , EEEEEEEEfEE

lisse en dehors d'un ensemble fini

»

dimension n + 1 , un morphisme f : Y -UIP:;
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de points de Y et v,& F tels que

(a) si yw éF ,y# Yo =+ 2lors vy est un point singulier quadratique ordinaire de

la fibre de f passant par vy ;

(b) on a f(yo) =0 ,s8 a: s ﬂ]Pi est l'isomorphisme naturel entre S et le

complété de Ipi en O , i1 existe un S-isomorphisme entre 1'hensélisé de X en

x et 1'hensélisé de a*y en y_

Montrons que 2.5 = 2.4, D'aprés 2.3 et 2.5 (a), le nombre de Milnor de

Y/T en vy coincide avec le nombre total de cycles évanescents. Comme plus haut,

o

d'aprés XIII 2.4.2 » Oon a le mBme résultat pour a*Y/S , donc aussi pour (X/S,x),

qui par 2.5 (b) est localement isomorphe a (a* Y/S,yo) s pour la topologie &tale.

Prouvons 2.5. Le complété de 1'anneau local &K  ©&st isomorphe, en tant

que k[[tT] - algébre, 2 un quotient

Gx,x“ - k:[c,xl_..xn*lj]f(f} g
On déduit alors du théoréme des fonctions implicites XV 1.1.2 (= [1] lemme 5.10)
qu'il existe un entier N tel que la condition 2.5 (b) soit vérifide des que GY,;
est k[Tt]7 - isomorphe a kfft.xl--»xn_ljlf(flJ ; avec £, - f dans la puissanceo
e de 1'idéal maximal m de k::t,xl---x 17
n+1

Si (to,tl) et (Eo""’xn+l) sont les systémes de coordonnées homogénes
1 n+1 1 P 1 n+1
usuels sur P et TP , on prendra pour Y/IP la sous-variété de T » P

définie par une équation

(2.5.1 t x =0
) g(tos {: Kypes ’"1-__;_]'_) ‘ 2
homogene de degré d' en ito,t1} et homogéne de degré d" en les . En termes
plus intrinséques, g sera une section de &(d", d") = prit &G(d') B pr¥ &(d™)
209
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zoin = X1

(2.5.2) BUL.E 5 La¥yaowna® g} =6 mod m" y
Fixons d' et d" . Les g du type (2.5.1) sont alors les points (ra-

tionnels) d'un espace affine A sur k . Seit u £ Pl # mn+l . On désignera par

B(u,k) 1'espace affine dont les points sont les k-jets de sections de &(d',d") en )

T R 7S {1,0;1,0,...,0) et si u # gy alors, pour d' et 'd" assez grand,

1'application de restrictiom

(2.5.3) A - B{uo,x) % B(u,2) , r

toujours linéaire, est surjective. Soit C(u) = B{u,2) l'ensemble des 2-jets

h € B(u,2) qui soient le 2-jet d'un germe & nul ou tel que

(a) u se trouve sur la variété V d'équation H =0 ;
(b) u n'est ni un point lisse, ni un point quadratique ordinaire de la fibre

passant par u de VﬂPl

On vérifie facilement que C(u) est fermé de codimension n + 3 dans

B(u,2)

Soit D le sous-espace affine de A formé des g vérifiant (2.5.2).
Pour u # us s soit D(u) le sous-espace de D formé des g nuls ou tels que

g({u) = 0 et que u ne soit ni un point lisse, ni un point quadratique ordinaire,

de la fibre passant par u de la variété V d'équation g =0 . Alors, si d' et

d" sont assez grands pour que (2.5.3) soit surjectif, D(u) est de codimension a+3
dans D . La réunion des D{u) pour u # u, est donc de codimension
~ 1= (n+3) - (n+2) , et un &lément général g de D n'est dans aucun des Dlu) -

11 résoud le problzme posé.
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SGA 7

EXPOSE XVII

PINCEAUX DE LEFSCHETZ: THEOREME D'EXISTENCE

par N. M. KATZ

0. Introduction

Dans le présent exposé (qui, dans le séminaire oral, se
plagait avant les exposés XIV, XV consacrés a la formule de Picard-
Lefschetz), nous introduisons les '"pinceaux de Lefschetz" de
sections hyperplanes d'un schéma projectif et lisse, nous en donnons
des conditions d'existence; dans l'exposé suivant, nous en faisons
une étude cohomologique élémentaire, basée sur la structure connue de
la cohomologie des variétés éclatées. Le fait que certaines hypo-
thé&ses sur les pinceaux de Lefschetz que nous sommes amenés & intro-
duire sont souvent satisfaites résultera de la formule de Picard-
Lefschetz de Exp. XV, de nature moins élémentaire que les résultats

du présent exposé et du suivant.

Certains développements du présent exposé et du suivant se
trouveront exposés ailleurs dans un cadre plus général (schémas de
base généraux, hypoth2ses de quasi-projectivité au lieu de projecti-
vité, etc.), notamment 1'étude pré-cohomologique des pinceaux de
sections hyperplanes (et des pinceaux de Lefschetz plus particulidre-

ment) dans EGA V, et 1'é&tude cohomologique des schémas éclatés dans

LS
—
()
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S XVII

1l'exposé de JOUANOLOU SGA 5 VII; le lecteur trouvera également dans
EGA V des démonstrations ol la chasse aux diagrammes intrins&que

remplace l'usage des coordonnées, qu'affectionne le ré&dacteur du

présent exposé,

Je tiens & remercier P. DELIGNE et P. GRIFFITHS pour l'aide
qu'ils m'ont apportée dans la conception de cet exposé. Dans tout
cet exposé, k désigne un corps algébriquement clos, sauf mention ex -

presse du contraire.

1. Un rappel sur les singularités quadratiques (ef vI §).

1% Soit Y wun k-schéma purement de dimension n . Un point

fermé y € Y s'appelle une singularité quadratique ordinaire

de Y si:

a) le complété QY,Y de l'anneau local de y dans Y est iso-
morphe au quotient k[[Tl,...,Tn]]f(Q(T}J des series formelles
en n=1+dika variables par 1'idéal engendré par un &lément
Q(T)

b) Q ne commence qu'en degré deux, et la sous-variété de T:_l
définie par 1l'annulation de 1la partie homogéne de degré deux

de Q(T) est lisse sur k si n = 2 s et la partie homogene

de Q(T) de degré deux est non-nulle si n =1

51 1la caractéristique de k est différente de deux, ou si n

€st pair, la condition b) &quivaut a la condition
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.55 2 XVII
b') Q ne commence qu'en degré deux, et la matrice hessienne de Q :
2
y
2
29 o) 3
B4Rty 1si,j=n ¢
s
est inversible, b
u
Comme on voit en s'appuysnt sur le critére jacobienne de lissité.
1
d
La "forme standard " pour la partie homogéne de degré
d
deux Q2 d'une série Q wvérifiant b), forme qui peut 2tre .
é
obtenue aprés un changement de variable linéaire, est
P [n/2] .
{ QZ(T) = T Tpy1 Toy si n est pair
{ i=1
6 25 U5 5 I
[ n
| 5 £§1
k Q2(T) = T ¥ El Typyq Tpy st n est impair,

comme on voit par la théorie des formes quadratique (Bourbaki, Alg.X).

1.2, Un point fermé y € Y qui vérifie a), b) o'appelle

singularité quadratique non-dégénérée. Comme le déterminant de la

matrice hessienne est identiquement nul en caractéristique deux si
n  est impair, les singularités quadratiques non-dégénérées en
dimension n n'existent que si, ou bien n est pair, ou bien si
k est de caractéristique différente dedeux cas dans lesquels ce

sont exactement les singularités quadratiques ordinaires.
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2, Les Pinceaux de Lefschetz : &noncé des résultats

2.1. Désignons par P* 1'espace projectif 2 r dimensions sur k A
par Er l'espace projectif dual des hyperplans dans e » &t par
cer(l, P°) la variété des droites dans ®° . Un poeint D € Gr(1, )

s'appelle un pinceau d'hyperplans dans P° . Considérant D comme

une droite dans B" , on écrit, par abus de notation, Dﬂ{Ht]ten s
les Ht étant les hyperplans de i qui sont les points de la
droite D . On appelle axe de D 1la sous-variété linfaire de P~
de codimension deux qui est l'intersection HD- H_ de deux &léments
distincts quelconques du pinceau. Considérant 1'axe de D comme un
point de Gr(r-2, p5) » la variété des sous-variétés linéaires de

dimension r-2 dans P" » la flache D —3 l'axe de D n'est autre

que 1l'isomorphisme bien connu d'orthogonalité

Gr(1, P5) —_— er(r-2, ")
2.2, Seit X wun k-schéma, propre, lisse et irréductible, de
dimension n 21 , muni d'un plongement X “—— Pr . Un pinceau

D= THtTt c p 9'hyperplans dans P" s'appelle un pinceau de

Lefschetz (par rapport su plongement X<— = p¥) si

a) l'axe de D coupe transversalement X (EGA IV 17.13.7):

b) il existe un ouvert dense U de D tel que pour tout
t €U , 1l'hyperpian H: Coupe transversalement X ;

c) pour £ Fb-U Ht coupe transversalement X sauf en
o

(=]
iy
n
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un point, qui est un point singulier quadratique ordi-

naire de X. Ht
o

Nous allons voir plus bas (3.2.1) que les pincoaux de

Lefschetz forment un ouvert de Gr(l, P°)

2.3. Le plongement X< p* s'appelle un plongement de Lefschetz

si les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert dense dans

#
Gr(l,'?r) ).
2.4, Rappellons maintenant la notion de multiple d'un plongement
donné X<——=p" . C'est le composé du plongement donné X '— @’
" (rgd)—l
et du d-idme plongement de Segre, By @ = F qui s'écrit
en termes des coordonnés homog2nes xo,...,xr dans P°

s
d W
(xo,...,xr)———-ﬂ—) G i X sromad

ol xw = x:° ...X:o parcourt les mondmes de degré d en

Xo“"’xr 7 Rema?quons qu'une "section de X par une hypersurface
de degré 4 " e pour un plongement donné n'est autre qu'une

#}

ou plus correctement, dans 1'ensemble des points fermés de Gr(l,fr).

Nous nous permettrons par lz suite de tels abus de langage.

Ea
)En Anglais, on dit plus commodément: hypersurface section of

degree d .
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"section hyperplane" pour le d-i2me multiple de ce plongement.

Théoréme 2.5. Soit X irréductible, propre et lisse sur k de
dimension n =2 1 , muni d'un plongement i : X —> p° . Alors
dimension Alors

2.5.1. Tout multiple d-id2me de i , avec d = 2 , est un plonge-

ment de Lefschetz.

2.5.2. 581 k est de caractéristique nulle, le plongement donné 1

est un plongement de Lefschetz,

La démonstration se coupe en plusieurs morceaux, qui suivent.

3. La variété duale

3.1.  Soit I 1'Idéal dans ®° qui définit X . On désigne par

N 1le faisceau conormal I/Iz » faisceau localement libre de rang
r-n sur X , et par P(N) 1le fibré projectif au-dessus de X

b
formé des droites dans N . (Pour X = Tr ,» P(N) est vide,)

.
Le fibré P(N) s'identifie 3 la sous-variété de X x B~ formée

des couples (x, H) tels que H soit tangent 2 X en x , par
) la fl2che ®(N) —23 X x BF

{3.1.1):P(I/Iz)x7 F —4— (x, 1l'hyperplan d'équation f’;gfx)Ti : I8

F désignant une section locale de IfI2 . On définit

(3.1.2) © @ P(N) — P*

PT :
comme €tant le composé P(N) —E—ﬁ X x B 2 BT
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i 5 . 1 On désigne par X l'image de ¢ ; c'est 1l'ensemble des
hyperplans qui ne coupent pas transversalement X , et s'appelle

la wvariété duale de X (plongé dans b par 1) .

Proposition 3.1.4, La variété duale X est irréductible et propre

de dimension = r-1 .

Démonstration. C'est l'image par ¢ de P(N) , lui-m@me irré-

ductible de dimension r-1 si X # P~ , et vide si X = p¥

Remarque 3.1.5. Il est possible de préciser l'interprétation de
P(N) de la fagon suivante. Soit Y — X x P° le sous-schéma de

X ¥ B° "d'incidence" , dont la fibre en tout peoint H de PF (k)
est X.H. Il est immédiat que Y est lisse de dimension n+r-1 ,
comme fibré projectif de dimension relative r-1 sur X , donc

Y — 8% fait de ¥ umeintersection compléte relative de dimension
relative virtuelle (n+r-l1)-r = n-1 . Ceci posé, le sous-schéma

jacobien !ﬂ_ligfﬁr) (VI 5.2 ) n'est autre que P(N) . Grice

2 la compatibilité de la formation du sous-schéma jacobien d'une
intersection complte relative avec tout changement de base, on en

e
déduit que pour toute droite D dans P s le sous-schéma jacobien

J.1(F/D) , o8 X =Y x xr D , n'est zutre que P(N) X, D .
P

Proposition 3.2. Le sous-ensemble B de % formé des hyperplans

H tel que X-H ait un et un seul point singulier, et gue ce point
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soit quadratique ordinaire, est ouvert

C'est un cas particulier de XV 1.3.2, , s'appuyant la
théorie des '"modules henséliens" de R. ELKIK (XV 1.1.4). Le cas o on
se restreint aux points quadratiques non dégénérés (i.e. on
car(k)#2 ou n=dim X est paire)est d'ailleurs évident grice 2a

3.3 ci-dessous (dont la démonstration n'utilise pas 3.2).

Corollaire 3.2.1. Sous les hypoth&ses de 3.2, désignomns par F

le fermé X-B de X . Alors les pinceaux de Lefschetz forment

e
un ouvert dans Gr(1l, PY) » ¢t les conditiomns suivantes sont

équivalentes:

r

3.2.2. Le plongement donné i : X— P est un plongement de
Lefschetz;

3.2.3. il existe un pinceau de Lefschetz d'hyperplans (pour

le plongement donné),

3.2.4, La codimension de F dans P est =z 2

Démonstration. Une droite D dans P  est un pinceau de Lefschetz
si et seulement si elle vérifie:

(3.2.5) L'axe de D coupe transversalement X

(3.2.6) D n'est pas contenue dans X ,

(B.2.7 D ne rencontre pas F .
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Les conditions (3.2.5) et (3.2.86) définissent des ouverts de

1
|f :
donc les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert dans cr(l, ?r} - ® ]

Gr(l, 25 » et, F étant fermé , il en est de méme pour (3.2.7),
Parce que dim X € r-1 , l'ouvert (3.2.6) est non-vide, et donc '

dense. L'ouvert (3.2.5) est également non-vide, donc dense. En
effet, soit H un hyperplan qui coupe transversalement X : un

7

tel H existe car dim X < r-1 . Parce que dim (X'G) < r-1 v

il existe un hyperplan G qui coupe transversalement X-H , et

par construction la droite D passant par H et € a une axe

qui coupe transversalement X . Donc le plongement est de Lefschetz
si et seulement si 1'ouvert (3.2.7) est non-vide (et donc dense).
Or, F é&tant fermé, (3.2.7) est non-vide si et seulement si F

est de codimension = 2 dans P (cf. EGA V, ou Mumford, Intro-

duction to Algebraic Geometry, p. 88, Cor 3).

Corollaire 3.2.8, Sous les hypotheses de 3.2., sSupposons que

i: X P" soit un plongement de Lefschetz. Soit H_ ~ un hyper-

plan qui coupe transversalement X s, et désignons par Gr(l, ér}u
o

la sous-variécé de Gr(l, P°) formée des droites passant par £

Alors les pinceaux de Lefschetz passant par HO forment un ouvert

”
dense dans Gr(l,l?r)H .
o
Démonstration. D'aprés (3.2.1), les-dits pinceaux forment un
v
ouvert dans Gr(l,_lPr)H . L'argument qu'on vient de donner pour
(=]
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établir que les ouverts (3.2.5) et (3.2.6) sont non-vides démontre

que leurs intersections avec Gr(l, ?ﬁr]H sont également non-vides.
o

Il reste & prouver qu'il y a des droites passant par H, qui ne

W
; i r .
rencontrent pas F . Pour ceci, soit T un hyperplan dans TP qui ne

contient pes HD « On 2 un isomorphisme

e

6r (1, BY), —= T

o
la droite passant par <=—+—
H et T
o
donc Gr(l, E‘i’rJH "est" un espace projectif de dimension r-1.

[=]

Les droites la-dedans passant par un point de F y forment un

fermé de dimension < r-2 , étant 1l'image du morphisme

F— @r(1, fE"r)H

o

f F—> 1la droite passant par H et par f

~
Proposition 3.3. Le morphisme « : P(N) —> P’ est net (= non

ramifié) en un point fermé {xc, H) si et seulement si le point x

e

est une singularité quadratique non-dégénérées (1,2) de X-H ., En

particulier, le sous-ensemble de IP(N) formé des points (x, H)

tel que x soit une singularité quadratique non-dégénérée de

¥*H est ouvert.
o L T

bt
%]
—
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Démonstration., Nous pouvons nous borner au cas X # P° . Les propriétés
prétendues équivalentes &tant indépendantes du choix particulier des

coordonnés, on peut les expliciter 2 1'aide de coordonnés choisies

d'une fagon tr2s particulidre. Or, X étant une sous-variété lisse de P~

de dimension n 2 1 , on peut choisir des coordonnés homogines

xo,...,xr dans Pr de telle fagon que

3.3.1. le point x_ €P" soit (1, 0,...,0) ;

3.3.2. oposant x, = xifxo pour i =1,...,r , de sorte que le

complété O 3 s'identifie 2 k[fxl,. . ,xr]] , 1'idéal définissant
W%
o

la trace de X dans Spec o est engendré par des é&léments g;

PT,x
= i 0 ' i
(i=1,...,r-n) dans E]P"',x qui, dans EZE“-', x, s'écrivent
g, 5% . = hi(xl,...,xn) sy 1i=1,...,r-n

ot les hi(xl,...,xn) sont des séries en Xyseee X seulement qui se

trouvent dans le carré de 1'idéal maximal de k[[x .,xn11 2

12"

3.3.3. 1l'hyperplan H provient, via (3.1.1) de Ea.n

Il résulte de (3,3.2) quc, posant V = Spec(éx - ), il ¥y 2 une trivialisation
k]
o

2 —~ r-n
a/n9lv = o,

n-r

(3.3.4) (11,...,}\?“35—-9 % 113n+1_

I1 résulte de ceci et de (3.3.3) qu'il existe un voisinage W de (x, H)

228
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r-n-1

dans P(N)|V tel qu'on ait V x4 =W , 1l'isomorphisme étant dounés

par

-r-1
r-n-1 v 2
(3.3.5) (v,Qhy,..0h, L DEVxR —> (v,(g _+ ? A 8 )ER(I/IN) |V

(ot 1'on pose ki =N A ).

5 ] o TR A
En particulier, le complété —O—P{ﬁ),(x,ﬁ) de 1'anneau local de T(H)

en (x, H) s'identifie 2 k[[xl,...,xn,ll,... 11 . Exprizons

’lr-n-I

maintenant ¢ en termes de ces coordonnés, au niveau des complétés:

(3.3.6) SAx,A) = o (x,,...,x ,ll,...,l

1 n r=-n-1
n—+r
= 1l'hyperplan d'équation T ¢ (x,A)T. =0 .
j=g * i
Comme 1'hyperplan image T ©; T, contient le point (x) , point oui
s'écrit en coordonnés homogénes
(3.3.7) (x) = (l,xl,...,xn, hl(x),...,hr_u(x) =
on a
n r-n
(3.3.8) cﬂ(x,}-.)= -151 xifpi{x,l)-izl hi(xJ¢n+i(x,l)

d ! i fal
ans QIP(N),(xc,H) et;d'aprés (3.1.1), pour i =1 , posant

D = _._a___ A P
i axi & Derk(g IPr,xc’ gl’r,xo)
( r-n-1 -
3. o 2 =
3.9) Qaif'x,}.) Di(gr_n+izl )'i. gi) (x) dans EIP(N),(XGHJ

a2
[
[
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Rappellant g, = x . - hi(xl,...,xn] , on a
5 r-n-1
- = o — < 1i =
(3.3.10) (_]._(x,l.) Bxi(hr-n +l£‘1 Aihi) pour 1 i B s

(3.3.11) ‘pi(x,l) = li pour 1 <i <nq %
et

(3.3.12) g}(x,l)

I
[

i L]
Désignons par m 1'idéal maximal de EP(N}, (xo,H)

Compte tenu de

ce que hi = 0 mod mz pour i =1,...,r-n , on trouve
(3:3.13) Cﬁ(x,l) 2 0 mod 02
ahr—n 2
(3.3.14) ¢, k) = = mod m pour i=1,...,n
i axi
Mettant ensemble les formules (3.3.11) - (3.3.14), on trouve que la

matrice jacobienne de ¢« en le point (xo,H) est

230
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(3.3.15)
n r-n-1
1 { o] o (o] (6]
:zhr T azh:r.' n
- —(0) ..... —(0) ...0 ..... 0
axlaxi axnﬁxl
n
2 2
3°h g h
r-n r-n
e () 5 on (0) o (]
1% o n
0 (o] 10 0
0 " 010..0
r-n~1 o .
8]
o] 0 00 01
1 { B 4 oom o oo y w s 0

Donc (¢ est net en (xo,H) si et seulement si la matrice hessienne

2
Bhr

( ——"——(0))

i ax N ij

1si, i=a

est inversible. D'autre part, (3.3.2) et (3,3.2) nous assurent que le

complété de 1'anneau local de x, en X-H est

1 (3.3.16) k[lxy.0.,%x. 11/ (n G R 3, |
1 n r-n 1 o

(]
ra
¥
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et on conclut grfce A la définition (1.2). Prc
. gér
Exemple 3.4. Supposons que X soit une hypersurface dans P , définie
un
par une &quation homog2ne F(X ,...,X ) =0 . Alors T(N) =X , et )
- 5 o
¢+ X —sp" s'exprime, en coordonnés homogénes, par | )
a
b)
_ 3F 3F
(3.4.1) L{Xo,...,XrJ = SX 7" 3K )y - :
o T ) oL 28
c)
C'est le "morphisme de GAUSS"
ait

Donnons un exemple oii ¢ est partout ramifié (i.e. non net).
Pour ceci, soit p 1la caractéristique de k , r un entier =21 , et

prenons l'hypersurface X d'équation

r r
(3.4.2) g = L
i=0D

pour laquelle on a

r 3
(3.4.3) X e XY = GF v XE )

o r o T

de sorte que X est reduit & un point si p =0 , et X =x , avec o
le morphisme de Frobenius si p >0 , On observera qu'il résulce de
3.3 (ou de 3.5.0 plus bas) que si p > 2 , le plongement envisagé n'est

pas un plongement de Lefschetz.

Reprenons le cas général.
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proposition 3.5. Supposons que le morphisme © : P(N) —>P"  soit

génériquement net (i.e. ne soit pas partout ramifié). Alors © induit

un morphisme birationnel de P(N) sur X . Plus précisement, les trois

ouverts suivants de X sont identiques:

a) le plus grand ouvert de lissité de i 4

b) 1le plus grand ouvert V de X tel que ¢ : P(N) — X induise

-1 =3
un_isomorphisme ¢ (V) ==> vy

c) 1l'ouvert (cf. 3.2 ) de X formé des hyperplans H tels que X-H

ait un et un seul point singulier, ce dernier é&tant guadratique non-dé-

génére.

Corollaire 3.5.0 Supposons car.k#2 ou dim X paire. Le plongement

donné est un plongement de Lefschetz si et seulement si 1'une des deux

conditions est satisfaite: a) ¢ est génériquement net, ou b) dim X<r-2

En effet, la suffisance résulte du critare (3.2.4), car, par

3.5, on a ou F = lieu sing(%) , donc dim F < dim(X) = r-1 , ou
dlm(i) S r-2 . Pour la nécessité, on observe que si D est un pinceau
de Lefschetz et si dim X = r-1 » 11 existe x €D N X . et par 3.3

r et la définition (2.2 ¢)) ¢ est net en les points de G‘l(x) , donc

génériquement net, cqfd.

Démonstration de 3.5 L'hypoth2se implique dim X = dim P(N)(=r-1) ,

- -

d'od résulte (3.2) que X est une hypersurface irré&ductible dans IPT
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Soit R le lieu de ramification de ¢« , qui est par hypothise un fermé

de TP(N) de dimension au plus r-2 , de sorte que «(R) est un fermé

de X de dimension au plus r-2 . Désignons par V' 1'ouvert dense
v '
de X { (
(3.5.1) V' = (X - o(R)) N (X - 1lieu sing(i)) 5 I
» (
et par F son complémentaire dans X
r c
(3.5.1.1) F = @(R) U lieu sing(X) . v

Nous allons prouver d'abord que ¢ induit un isomorphisme de PNRICAD

I(V').

avec V' par la méthode naive de construire un inverse § : V' —> ¢

-
L]

En effet, considérant c.-:;*l(v') comme plongé dans X x V' wia (3.1.1) ,

de sorte que ¢ s'identifie A pr , Oon voit que la construction de |

2

équivaut 3 la construction d'un morphisme ‘&1 : v —>pt tel que le

diagramme
= ©
P(N) Do (V') ——= V'
(3.5.2) ¥,
X < B*

soit commutatif (on pose §(v) = (lyl(v), v) €PT xv")

Pour ceci, remarquons que pour une hypersurface quelconque dans un espace
projectif, le morphisme de GAUSS (3.4.1) est "défini" en tout point

lisse. Appliquons ceci a 1'hypersurface X dans BT ; comme V' est

228
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contenu dans V , 1l'ouvert de lissité de X , le morphisme de GAUSS

nous donne un morphisme, noté 1;'1 z

'
T } of
> 1P = P

(3.5.3) ¥ 00 V!

I1 reste & vérifier la commutativité du diagramme (3.5.2). Soit alors

(x_, Ho) un point fermé (,:.‘_1(‘.?') 3 11 faut vérifier que X, considéré
o
W e
comme étant un hyperplan dans P » €5t tangent 3 X en Hc s 1.e. on
va démontrer que pour (xo, HOJE (,D—I(V') » H  tangent 2 X en x
b
= x_ tangent 2 X en H, . Comme ¢ est net en (x_, Ho) ,» et X
est lisse en H_ = q:(xo, Hc) » ¢ induit un isomorphisme des espaces
tangents
8 ¢
P —
>
(3.5.4) Loy (x50 )) Ty (H)

de sorte que la premi2re partie de la démonstration s'achave par le

lemme suivant,

Lemme 3.6 (EULER). Soit (xo, Ho) un point fermé de P(N) |, et

désignons par TL le fibré tangent de 1'hyperplan L dans i-hl défini

par x_, . Alors danms ijr(Ho) on a

¢ (Iﬂ,(m({xo, HO)J) s TL(HO)

Démonstration. Choisissons des coordonnés hkuwogénes XO,... ,xr dans
T
P » en termes desquelles x, devient le point A = (Ao,...,Ar)
229
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Un point de T,(x ) est un point de P° 2 valeurs dans k[27f(62L

(3.6.1)

tel que pour toute sec

T
(3.6.2) b
i=0

tion locale H de I , on ait

ol =
B, E[&) = O

Choisissons de plus une section locale H de I qui donne lieu 2 Ho

par (3.1.1). Par la trivialité locale de IP(N) au-dessus de X , un

point de Tp(w) ((xo,Ho)) se représente par un point

(3.6.3) (a +

o F est une section

ci-dessus. L'image par

£B,H+¢eF) ,

locale de I , et o A et B sont comme

¢ de (3.6.3) est 1l'hyperplan & coefficients

dans k[e]f(ez) d'é&quation (c.f. 3.1.1)

r
(3.6.4) Z
i=0

e)
3%, (BeF) (a+eB)T,

: &

de sorte que le lemme équivaut & la formule

r
(3.6.5) z
i=0

Compte tenu de ce que

A

(. I
1 3%,

(B+eF) (a+eB) = O

52 =0 , et la formule de Taylor, on a

d 3H F T A%
(3.6.6) =—(B+eF)(A+eB)= S—(a)+e 2E (a)+e £ B, 28 __ (a) ,
3%, S A
230
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donc

(3.6.

(3.6.

(3.

(3.6.

et,

Ceci

6.

r (3.6.

(3.6.
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11 suffit de vérifier les trois formules suivantes:

r
n r oA 2w = o,
i=0 i
r
8) I A %;—(é) = 0 ,
i=0 i
r 2
3 H
9) Z AB. =—(A) = 0
1,1=0 173 axiax
H et F étant homogenes de degré zéro, la formule d'Euler donne

oH AF

10) TX 3= 0 , T X, 5% 0
i i
2%— étant homogdne de degré -1 , cette formule donne

]

s x OH__ _ _am
1 i axiaxj ij

de sorte que (3.6.,9) se récrit

L) j ax )

qui n'est autre que (3.6.2).

démontre que ¢ induit un isomorphisme

12) P"l(vr}_._"-'_._b v!
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dont l'inverse est § . Remarquons maintenant que le morphisme

(3

p: V' — > PT x V' c P¥ ox X
.6.13)
t{w) = (ﬁlfv),v)

s'étend en un morphisme

(3

(3

le

On

(3

ce

]:?r

(3

(3

| —— TR

.6.14)
;(v} = (gl(v},v) 3
l'on désigne par
.6.15) i v——> BF
morphisme de GAUSS, vu comme défini sur V tout entier.

vient de démontrer 1'inclusion
.6.16) w(v') < ()

qui implique, V' &tant dense dans V , et P(N) &tant fermé& dans

x X , l'inclusion

6.17) YV < BOY)

Il est évident qu'on a méme

.5.18) W e v v .

Encore par "continuit&" |, les relations
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¥ o0 =1d
o W)

G o ¥ = idv.
impliquent les relations

i~

veo@=1d
e w

tp°#=idv »

ce qui démontre que les ouverts 3.5 g)et 3.5 e)sont identiques.
Démontrons que les ouverts 3.5 a)ot 3.5 c) sont identiques. On remarque
d'abord que, d'aprés 3.3, 1'ouvert 3,5 ¢) est le sous-ensemble U de %
défini par

G ¢ (x) contient exactement un point,
(3.6.19) U={x€Xx ’ et en ce point ¢ est net. 1} .

or ¢F1(g) est normal (étant lisse) et le morphisme induit
-1
e: o (U) —u

est birationnel (on 1'a déja démontré), radiciel (par définition de o

et propre. Donc

o g:r_l(_l_l) —> U

est le normalisé de U . En particulier, U est géométriquement
unibranche . Comme ¢ : ¢r1(g)-—*€bil est net , il s'en déduit
(EGA IV 18.10.1) qu'il est &tale . Par EGA IV 18.10.18, on conclut

alors que c'est une immersion ouverte, donc un isomorphisme, donc que
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U est lisse, i.e. qu'on a l'inclusion 3.5 ) = 3.5 -a). D'autre part,
(3.6.19) rend évidente 1'inclusion 3.5 b) c3.5-<), et on conclut, compte

tenu de ce que 3,5-a)= 3,5 b),

Nous pouvons maintenant démontrer:

3.7 Le théordme 2.5 est vrai dans le cas car.k # 2 , ainsi que

dans le cas X de dimension paire.

Démonstration. Compte tenu de 3.5.0 et de 3.3, il suffit de vérifier:
(3.7.1) Pour tout point fermé x € X, et tout entier d 2 2,

41 existe une hypersurface H de degré d tangente 3 X en

X telle que ® soit une singularité quadratique ordinaire de X.H.

Or, prenant convenablement des coordonnés homog2nes Xo""’xr , on
peut supposer que x = est le point (1,0,...,0) , et que les fonctions
xifxo , 1=1,...,n , donnent des coordonnés locales sur X dans un
voisinage de X, - On prend pour H 1'hypersurface d'équation

J.g % 3
(3, 7:1:1) H=X L X si car.(k) # 2

o i

i=1

a-2 n/2

£3.7.1.2) W= 3 Z X, X oy si n est pair

[n/2]
(3.7.1.3) H = xd'z &+ 3
o n {=1

) 8i = est iopair .
Xy xfn!21 +i
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Pour 1'énoncé 2.5.2, remarquons qu'ou bien ¢© est génériquement net,
et 3.5.0 s'applique, ou bien ¢ est partout ramifié, ce qui implique
dim X = r-2 , k étant de caractéristique nulle. Dans ce dernier cas,

le critére (3.2.4) est trivialement vé&rifié.

4., Le ccc pénéral

Nous allons esquisser une autre méthode de démonstration de

2.5 valable en toute caractéristique, en admettant 1'éEnoncé suivant,

voisin de 3.1, et cas particulier de XV 1.1.4.

(4.1) Le sous-ensemble de TP(N) formé des points (x, H) ctels que

x goit une singularité quadratique ordinaire de X-H est ouvert.

w
£

Remarquons que 4.1 ré&sulte de 3.3, sauf si car(k) = 2 et dim X impaire.

4.1.1. Désignons par R; le fermé de WP(N) complément de 1'ouvert

4.1, et par E‘l son image ¢,{RIJ c X cp’

Lemme 4.1.2. Si 1'ouvert 4.1 est non-vide, alors codimur(Fl) z 2

Démonstration. Par hypothise, dim(Rl} < dim@®(N)) = r-1 , et

4.1.3. Désignons nar F, 1la partie de X formée des hyperplans qui

sont tangents & X en a2u moins deux points. On remarque que F, n'est

T
el
W
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pas fermé, mais qu'on a

4.1. 4. 1'adhérence de F2 = FI U F2 e
ceci A cause du fait que Fy U ?2 = F (cf. 3.2) est fermé. (L'inclusion
4.1.4. "dit" aqu'une confluence de deux singularités n'est pas

quadratique ordinaire.) En tout cas la construction de 4.2.4. montrera

que F2 est constructible. Pour démontrer 2.5.1 nous allons appliquer

le critére 3.2.4. Pour ceci, il faudra savoir que codimvr{Fl) =2 et
P

que codimur(Fz) =z 2. D'autre part, 3.8.1 et 4.1.2 nous assurent gque,
P

remplagant le plongement donné par son d-iéme multiple, d =2 2 , on

aura codtm_r(Fz) =2 . On conclut que 2.5.1 sera prouvé, une fois

r
connue la

Proposition 4.2. Soit X une sous-variété lisse et irréductible de
i , de dimension n =2 1 . Pour tout entier d =2 , la partie
n+d
v( d -1 v N r
F de TP = 1P formée des hypersurfaces de degré d dans TP

qui sont tangentes & X en au moins deux points est de codimension > 2

b
dans ]PN
4.2.1, Commencons par le cas spécial d = 2 et X une sous-variécé
lindaire de P~ . Or, il suffira de trouver une droite dans f“

qui ne rencontre pas F (cf. 3.2.4). Choisissons des coordonnés

homogénes xo,._.,xr dans ®° de telle fagon que X soit défini par

236
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% +1-.__=-xr =0 , et des coordonnés homogenes (A, u) dans p!
e

Pour n pair, n = 2k , on prend le pinceau de quadriques

k-1
= 2 .
(46.2.2) Besipids A xc+(1kax9)xzk+£l QX +HX, X

pour n impair, n = 2k+l , on prend le pinceau

k
(4.2.3)  Hg 3= X +uX X +in21(hxzi+uxi)x21+l

Dans les deux cas, on constate que X'H{k i est lisse pour
E]

(h,u) # (0,1) , et que X-H n'a qu'un point singulier, qui est
s (0,1) q

méme quadratique ordinaire, et donc que le pinceau ne coupe pas F

4.2.6. Désignons par Btgd{x) la sous-variété de B° *x (XxX-A(XxX))

formée des triples (H, %y xz) tels que H est une hypersurface de

degré d dans 5 qui est tangente 3 X en X, et en x

s s et

%y # Xy - L'image de Btgd(x} par pr, est l'ensemble F, de (4.2),
de sorte qu'il suffira de démontrer

(4.2.5)  dim Btgd(x) s N-2 si 4 =3 ;ousi d=2 et X

linéaire,

Pour ceci, désignons par Lin(XxX) 1la sous-variété de XwX-A(XxX)

(4.2.6) Lin(XxX)={(x1,xQJQXxX !xl#xz » et la droite engendrée par =x

'est tangente 4 X en ®y )

{(xl,xz)EXxKlXI# x, et x, € XMg (RIJ}

-
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On a évidemment :

4 2.7, Si X mn'est pas une sous-variété linéaire de " , alors
dim Lin(X x X) < 2dim X . 1

Donc pour (4.2.5) il suffira de démontrer que les fibres du morphisme

d P¥a.3
(4.2.8) Btg (X) ——=—> X x X - A(X x X) ,

v
considérés comme des sous-variétés de IPN, sont

de codimension = 2dim(X)+41 au-dessuz de Lin(XxX) ,
(4.2.9) {' E

de codimension = 2dim(X)+2 au-dessus de XxX-A(X¥X)-Lin(XxX)

L'énoncé (4,2,9) est une conséquence du lemme suivant, en prenant pour 4

Li l'espace tangent 2 X en X; i=1,2

Proposition &.3. Scoient xq et X, deux points distincts fermés de

Tr s et 1.}_ et l'.,2 deux sous-espaces linéaires de IE'r tels que

~ N e {rd )Hd
x) €L, et x, €L, . Dans l'espace P =P des hypersurfaces
de degré d , le sous-espace lin&aire formé& des hypersurfaces tangentes

a Ll en xl et 2 L2 en x2 est de codimension

= dim L1+dim L2+2 si d=3, ou si d=I et LlﬂLz ne contient pas

la droite (xl,xza contenant x,,X,

= dim L,+dim L+1 si d=2 et L;ML, contient la droite (xl,xz).
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Eggnnstration. Pour d =23 , il faut prouver que dim Ll + dim L2+2
conditions linéaires sont indépendantes , de sorte qu'il suffit de traiter
le cas L; = L, =P » 1.e. de trouver 'combien" d'hypersurfaces sont
singuligres en %, eten X, - Or, en termes de coordonnés homogenes

choisies de telle fagon que %, = (1,0,...0) et x €0, X;0.:.;0)

2=
1'hypersur face d'équation T waw est singuliére en (1,0,..,0) si et
seulement si les coéfficients des monOmes x:'lxi » 1=0,...,r, sont tous

nuls, et elle est singulidre en (0,1,0,..0) si et seulement si les

coefficients des monBmes XT'IXi » 1=0,...,r , sont tous nuls. Pour
d-1 d-1 o
d 23 , les monBmes xo xi, i=0,...,r et Kl Xi’ i=0,...,r sont tous

distincts, ce qui donne 1'&noncé wvoulu pour d = 3 .

Pour d =2 , le méme calcul donne 1'inégalité

codim = dim Ll + dim L, + 1 |,

2

(car le mon®me X, xl est compté deux fois).

Vérifions que si L, N L, ne contient pas la droite (xl,xz}, alors les
conditions de tangentialité& sont indépendentes. On se ramdne au cas

T
Ll =1 . L2 un hyperplan dans Pr qui ne contient pas la droite

(Kl,xz) . On choisit des coordonnés homogdnes xo,...,x de telle fagon

T

que x; = (1,040550) ®y = (0,1,0,..0) et L, soit 1l'hyperplan
Ka =0 . Or, une quadrigque T Ali Xi xj est singuligre en (1,0,..,0)
i<j N
i et seulement si Abj = 0 pour j = 0,...,r , et tangentec a
239
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go =0 en (0,1,...,0) si et seulement si aij =0 pour j = 1,...,T , [

ce qui fait ensemble 2r+l1 = dim Ll+dim L2+2 conditions indépendentes.

Pour 1& caa o fmz cantient l:-&:oite(xl,32L on sg romdpe ou

cas L; = L, = la droite (xl,xz} . En termes de coordonnés homogeénes ‘
dans lesquelles x; = (1,0, 050 5 X, = (0,1,0,...0) , la quadrique

¥ A,. X, X, passe par (1,0,..0) et y est tangente 2 L, si et saule-

15§ iy 1 3 j &

ment si Aoo = Aol =0 ; elle passe par (0,1,0...0) et y est tangente y
a L2 si et seulement si All = Ao,l =0 , ce qui ne fait ensemble )
que 3 = dim L1+dim L2+l conditions.

L% Le degré de la variété duale par voie "élémentaire" /

(C£.XVIII 3.2. pour une autre méthode dans le cas oa dim X

est pair ou car(k) # 2 .)

Nous employons toujours les notations de 2,2, donc X —> Y est une

sous-variété lisse irréductible de dimension n

5.1. Commengons par considérer le morphisme (3.1.1)

(5.1.0) v : P(N) —> X x BT

d'un point de wue plus "foncteriel" . (Je tiens & remercier S, KLEIMAN

pour m'avoir signalé la formulation qui suit,) On a une suite exacte
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de faisceaux cohérents sur X

" 1 1
(5.1.1) O—>N—>0p, | X—> g —>o0

D'autre part, "&crivant les formes différentielles sur P en coordon-

nés homogenes" , on trouve une suite exacte de faisceaux sur P
1 r+1
(5.1.2) o—a-n]Prfk—-p (91’('1)} —>0_ —>0

qui, restreinte @ X , donne alors une suite exacte

X—> (1™ —s 0 5o .

1
(5.1.3) 0 —>0 P

!
/!

Mettant ensemble 5.1.1 et 5.1.3, on trouve une inclusion
(5.1.4) N e—s (o (-1)F |

qui donne, par transposition, une sur jection,

(5.1.5) o (™ — s

d'oll une immersion fermée

(5.1.6) @ P —> P = x xpT

qui n'est autre que (5.1.0).

|
!
l
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5.2, L'idée du calcul.

W
Nous supposons 2 partir de maintenant que X = ((@P(N)) est
de dimension v-1 , done que c'est une hypersurface dans P . Le

calcul de son degré se fait naturellement en introduisant les classes

|
1
?

de Chern [1] .

Pour toute variété projective et lisse T , nous notons par
CH(T) son anneau de Chow , qui est un anneau gradué (par la codimension

d'un cycle). Etant donné un &£lément =z € CH(T) , nous notons par

T
le degré de sa composante de degré zéro (qui est un O-cycle), La classe
dans CHl(T) d'un faisceau inversible L sur T sera noté également
L quand aucun confusion n'est A craindre (par exemple, quand elle se

trouve sous le signe d'intégration h )
T

W
Ceci posé, notant par L la classe dans CH®P ) d'une droite, on a

-
!

f
(5.2.1) deg(X) = l L'x .

W
]Pr

b
Or, X est "ensemblistement" 1'image de P(N) par ¢ (3.1.2).

Mais, du point de vue de 1'homomorphisme "image directe"

¢, ¢ CHE@(N)) —> CH@Y)
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on a
Cul P(N)) = degly)- X,

de sorte que 5.2.1 se réerit

&

v = 1 J - .
(5.2.2) deg(X) = Ity 5 . L @, ( P(N)) ¥
1
par abus de notations, dans deg(yp) , ¢ désigne évidemment le

morphisme P(N) —> X induit par (3.1.2), qui est un entier =20 ,

nul si et seulement si dim X < r-1 (=dim P(N)).

Par la formule de projection pour ¢ , ceci se récrit
3) deg(X) = —1 [ dw
(5.2. eg(X) = E;ETST i @ (L
r(N)

Désignons par 1 € CH( P5) 1a classe d'un hyperplan, de sorte que
r-1

L=mn » et (5.2.3) se récrit
S, | S o -1
(5.2.4) deg(X) = o g (e (¥

P(N)
Calculons maintenant la classe ¢™(m) en termes 'concrets"

Notons par £ (resp. 7) le faisceau inversible canonigue QJP(N)(]'}

r+l1

sur P(N) (reSp_p_P(gxu)rJrl) sur P(gxl.'l) ) ) . Par fonctorialité,

nous avons (cf. (5,1.6))

(5.2.5) () =€
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r+l)

D'autre part, moyenant 1'identification 'E(gx(l) =X x®° , on a

évidemment, posant H = gx(l) 3§
+* #
(5.2.8) T = prl(H) 2 prz{ﬂ) .

Désignons par T : P(N) —> X 1le morphisme structurzl, on a

#*
d'od, appliquant @  aux deux membres de (5.2.6), on trouve, par (5.2.5)

(5.2.6) E=a (=1 2o (n

Dans CH( P(N)) , on a done

(5.2.7) O =g - mm

et (5.2.3) se réerit

" 1 " r-1
(5.2.8) deg(X) = e l@ (E - 7 (H))
P(N)
Le deuxieme membre de 5.2.8 "se calcule" grace au lemme suiwvant
(c£. 5.3.3)
Lemme 5.3, Soient X wune variécé quasi-projective, lisse et connexe

de dimension n , et M un faisceau localement libre de ramg fini

a sur X . Notons par £ 1le faisceau inversible )(1) sur P(M) ,

9 pm

244

250



- 34 - XVII

et par T : P(M) —> X 1le morphisme structural. On sait que CH( P(M))

¥ -
est un CH(X) module (via m ) qui est libre, de base 1 B B t R

ou & satisfait & 1'équation

a a-1 a-2 a=3
(5.3.1) £ -cg '+ C,z2 - C4E 1

les ci dénotant les classes de Chern dans CH(X) de M . On pose

c(M) = 1+C,+C,+..., 1la classe de Chern totale de M ; c'est un &lément

inversible de CH(X)

Alors:

(i) On a la formule

a-1
_ 1
(5.3.2) rr*(-f_F_—g) = oD

(11) Soit F(T) € CH(X) [T] un polynbme 2 coefficients dans CH(X) ,

tel que le coefficient de 'I‘i soit un élément homogine de degré

nta-1=i . Donc F(E) est un &lément de degré "maximum'" n+a-l=dim P(M)

dans CH( P(M)). Ceci posé, on a

F(-1)

f - a-1
(5.3.3) L OFR(®) = (-1) Lo

%

|
J J
P(M) X

Démonstration. Commengons par déduire (5.3.3) de (5.3.2).

Ecrivons
(5.3.4 e S & s .
4) 6] j;o bj s B,=1, bj de degré i dans CH(X)

bj=0 pour j <0 |,
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de sorte que (5.3.2) se récrit

s—1+j)

(5.3.5) T(E” = I(-l)jbj pour a-l+j =20 ,

(compte tenu que w*(gjj =0 si j < a-1 pour raison de degrés).

Déduisons-en (5.3.3). Par linéarité, il suffit de traiter le cas
F(T) = o e , u homogéne de degré n-j dans CH(X) . Par (5.3.5)

et la formule de projection pour T , on a

(5.3.6) ( F(Z) =5 T -e* < gu.n,(ga'“j) - (—l)j[u-bj
(M) P (M) X X

D'autre part,

a=-1+7 =
5.3.7. (-1)“{ F(-1) _ ¢_pya=1] L-1) g (-anz ub,
c(M) c( i i
x X X

]
=

et compte tenu de ce que deglu) = n-j , at deg(bi)

Iu-bi=0 si 1#3 ,
X

, on a

de sorte que (5.3.7) se récrit

(5.3.8) (-na“ijﬁ-(—‘l=<-1)i T R

d'ot l'implication annoncée.

Démontrons maintenant (5.3.2), ou se qui revient au méme, (5.3.5).
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On sait que
iy = :
m(E") =0 si j <a-1
pour une raison de degré, et que
a-1
mE™ 7)) = Le

=1

pour une raison géométrique ( ga rencontre chaque fibre "en un point"),

de sorte que, par la formule de projection, on a

a-1 P
(5.3.9) m(Z m(u) e =u,
j=0 >

=i

Par (5.3.9), 1'énoncé 5.3.5 est conséquence du lemme suivant dans
lequelle E devient T , et C1 devient 51, compte tenu de 1'équation

5.3.1.

Lemme 5.4, Soit 2 wun entier > 0 , et désignons par A 1'anneau

ZE[XI,...,Ka]] des sé€ries formelles en a indéterminées. Désignons

par B la A-algibre

a

B=a[[T]] / (JT(T-x,0) ,

i=1
de sorte que B est un A-module libre s, A base l,T,...,Ta-l 4
(5.4.1) B=aT1"les12% @
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Désignons par 51 €A la i-i2me fonction symétrique

o (
5, = - X wuiX ;
. 1= a1<. S OLSa al ai h
' 0
de sorte que
2 i a-i 5
(5.4.2) Tz (-1) Si T = ©0 dans B .
i=0 s

L'élément 1 + 8. + § +...+5_ est inversible dans A , nous écrivons

1 2

son inverse
=t L T el B

(5.4.3) —_— =

b § bj homogéne de degré j dans A

5 bo =1 .

D'autre part, pour tout entier j > O on définit un &lément aj E A

homogéne de degré j en écrivant, par 5.4.1

(5:4.4) PP wg P L et 2wt B L5 des BEA

Ceci posé, on a pour tout j =0

(5. 5%.5) a, = (-3 v, .
j 3

Démonstration. Compte tenu de la définition (5.4.3) des bj , tout

revient a démontrer qu'on a
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a =1
o
(5.4.6) a 1 o
£ (-1) S;a, ;=0 si j >0
i=0 i
Or, on a évidemment a, =1 , et la deuxi2me relation (pour j> O

donné) n'est autre que celle déduie ,en prenant le coefficient de

1* 1 (via 5.4.1), de la relation

(5.4.7) o -DYs, T ) 20 dans B ,

relation obtenue en multipliant 5.4.2 par T']“1 s cqfd.

Corollaire 5.5. On a la formule

(5.5.1) deg(ﬁ) =

Démonstration. On applique (5.3.3) (pour M = N , le faisceau normal

de X—=w") 2a (5.2.8).

Ecrivons, pour une variété quasi-projective et lisse § , sz classe
de Chern totale (cf. 5.3)
dfn
€5:5:.2) c(s) — C(TS)

ol TS désigne le fibré tangent de S ,
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La duale de la suite exacte (5.1.2) montre qu'on a

(5.5.3) ™) = 1+ W™ dans cu(pH)
La duale de la suite exacte(5.1.1)montre qu'on a

(5.5.4) c(N) c(X) = c(P")|X dans CH(X)

Mettant ensemble (5.5.3) et (5.5.4),(5.5.1)se récrit

Corollaire 5.6. On a la formule
Y (=1)F (169
(5.6.1) deg(Xx) = 5
degl(y) x (1+H)

(5.7) Pour une variété S projective et lisse, on définit sa caractéris-

tique d'Euler-Poincaré par

(5.7.1) x(5) ==vr c(s)
S

Proposition 5.7,2, Désignons par Y une section hyperplanelisse de

et par 4 une section lisse de X par un spus-espace linéaire de P

de codimension deux. On a

(-1)"

duglep)

(5.7.3) deg(X) = [x(X) + x(a) - 2%(¥)1 .
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6. Le cas d'une base générale

6.1. Scient S un schéma et s un point géométrique de S, dé&fini
par une cldture algébrique du corps résiduel k(s) pour s € §.

Désignons par T l'espace projectif & r dimensions sur § , par

¥ r ) r ¥ ’
b1 1l'espace projectif dual et par I € TP x. IP la wvariété

S
v
d'incidence. Soit D € PP* wune droite, définie par un peint & wvaleurs

dans S8 d'une grassmannienne convenable, et A 1'axe du pinceau

d'hyperplans correspondant (cf. 2.1).

AVIT

Soit X wun S-schéma propre et lisse, purement de dimension n = 1,

—

muni d'un plongement projectif XC—= PT . Soient X = (X XSD) NIt
le schéma sur D de fibres leés sections hyperplanes de X parameétrées
par D, et u 1la projection de ; sur D.
Notons par un indice s le changement de base par s —= §,
Supposons que ﬂ; soit transverse 3 x; . Alors, au-dessus d'un
voisinage U de s dans S, A est transverse &2 X . On suppose dans
ce qui suit que U =S ., Le schéma g- est alors lisse sur § , et un

—

voisinage de 1'image réciproque de A dans X est lisse sur D

Supposons de plus qu'une des sections hyperplanes de x;
appartenant au pinceau D; soit lisse, Alors, apr2s que 1'on ait
remplacé § par un voisinage convenable de s, le sous-schéma F de

X défini par 1'idéal jacobien J" 1(X/D) est fini et plat sur §

[
o
[
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pémonstration. Notons 1 : ¥ <“—>X l'inclusion. On a
Demonstrc s
i*
N x = BPE=3R® |,
de sorte gque la suite exacte

* #*
O—7T, —>iT, —> i H——>=0

Y X
donne
(5.7.4) cy) = i« ‘1:_?_:) )
On a donc
x(¥) = I 1" ( Eiﬁ) )
Y

et, en appliquant la formule de projection

= ¢ e BAR) 4 _ H-C(X)
{5.?.5} 'Y(Y) = J lﬂi ( -]._'i'?i.ﬁ ) = j T—-—:«;{-—

X X

Itérant ce calcul, on trouve pour §A

1+ H (14H)  (1+H) (141)2
Y Y X

2
(5.7.6) (&) =j' H C(Y) _ ji*é : H-1¢ S NN 25 H® c(x)

de sorte que
2
\gc(x) [1 -H+»¢2]
1+H (1+H)

¥(X) = 2% (¥ )+x(n)

¥
_ ( c(x)

e (1 + H)2

%

€@ qui acheve la démonstration, compte tenu de 5.6.1.
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6.2. Le lieu exceptionnel du pinceau D est le diviseur de Cartier

relatif E de D/S défini par le G_-Module U, B fini et plat

D F’
n v

sur S . Localement sur D, si @D — @E u*BF —=0

E a pour équation detlv) = 0.

est une présentation de U*EF §

La formation de E est compatible 2 tout changement de base.

Le diviseur E; de D; s'écrit E n{P).P, pour n(P) 1la
-1, ~
somme des colongeurs de 1'idéal jacobien J° (X/D) en les points

critiques de u d'image P

Proposition 6.3. i D; est un pinceau de Lefschetz de sections

hyperplanes de X— , et si wear k(s) # 2 ou que n est pair, il

existe un voisinage U de s dans S tel gque

(a) Pour tout point géométrique t EE U, DE est un pinceau de

Lefschetz de sections hyperplanes de KF "

(b) Au-dessus de U, le lieu exceptionnel E est é&tale sur S.

Pour prouver (a) et (b), il suffit de noter que, sous les
hypothéses faites, D; vérifie la condition c¢) de 2.2 si et seulement
i le diviseur E; est réduit. On pourrait, en invoquant 3.3,

n'utiliser que la moitié 1la plus facile (=) de cette équivalence.

6.3. La proposition devient fausse dans le cas d'exception cité,

Toutefois, si S est de caractéristique 2 et que n est impair, il

existe un voisinage U , de § au-dessus duquel (a) est vrai, et on peut
définir un diviseur E' &tale sur U tel que E = 2 E'., Nous ne ferons

P8s usage de ce résultat.
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EX POSE XVIII

ETUDE COHOMOLOGIQUE DES PINCEAUX DE LEFSCHETZ
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INTRODUCTION
INTRODUCTION

Dans le présent exposé nous donnons la structure cohomologique
élémentaire des pinceaux de Lefschetz., Les sections 1-4 donnent les faits
“pien connus" sur la structure cohomologique des fibrés projectifs et des
éclatements, Dans 5 nous faisons 1'étude qui figure dans le titre, en
supposant que X satisfait au "théor2me de Lefschetz wvache" (5.2}, et
que le pinceau D en question satisfait 2 une certaine condition (A)
de nature locale sur D (5,3). Les résultats principaux sont 5,6,

5.7 et 5,8.7, ce dernier intervenant de fagon essentielle dans la
démonstration du théor2me de GRIFFITHS dans XX. Dans la dernidre
section, de nature nettement moins élémentaire, nous nous appuyons

sur l'exposé SGA 1 XIII de Mme. RAYNAUD sur le groupe fondamental

"modéré", et sur la formule de Picard-Lefschetz (XVI) pour démontrer :

(1) La condition (A) est souvent satisfaite (6.3, 6.4) ;

1

(2) Sauf dans le cas dim(X) impair et caractéristique = 2

p—
(1]

groupe de monodromie d'un pinceau de Lefschetz agit
irréductiblement sur la "cohomologie €vanescente', et

transitivement (modulo signe) sur 1'ensemble des
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"ecycles évanescents locaux" associés (viz 1la formule
de Picard-Lefschetz) aux divers "points critiques" du

pinceau (6.6 et 6.,7).

1. La cohomologie d'un fibré projectif

Théorgéme 1.1. (DELIGNE). Soient £ : X —=> S un morphisme propre, 4 un

nombre premier fnversible sur S, u € HZ(K,ZEL(I)) (resp., u € Hz(x,Qtfl))

une classe de cohomologie sur X, et {§ un Z  ~faisceau (resp. @

~-faisceau)

£ L
sur X , Cn suppose qu'il existe un entier n tel gque pour tout entier i
et tout entier i > O, 1'application
i
< -+
(Lo 1 P (3(3)) — D8 s ™l @G,

soit un isomorphisme de Z!L-faiscaagg(resp. de Q,-faisceaux) sur S .
-

Alors pour tout morphisme g : S —= T, la suite spectrale de Leray

Eg‘q = Rpg*Rq‘f*(s) = Rmcgf)*(ﬁ)
est dégénérée.

La démonstration se trouve danms [1, Prop. 2.4]. On remarquera
que, grace au théorg@me de changement de base pour un morphisme propre (SGA &

XI1 5.2), 1'hypoth2se se vérifie fibre par fibre,
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Théoréme 1.2, (Cf. SGA 5 VII 2,2.1 ). Soit € —= X un fibré vectoriel,
F—

localement libre de rang 1 + r. Désignons par f : P(8) —> X le Fibré
rojectif défini par €, et par u € Hzfﬂ."(a),ﬂ{‘(l)) ls premidre classe

de Chern du faiscesu inversible canonique EEPCE',)(I)' Alors, pour L un

nombre premier inversible sur X, on a
a) la suite spectrale

(1.2.1) epsd - xR, z) = wP (e, z,)
dégénere,
b) la fléche
(1.2.2) & Hqﬁz_j(x,ZEL(-j) ity H“(n}(e),zz{)
O=j=n
P +* i
défini par ST, ,, —> I f (Tq_p5) A ©

est un isomorphisme.

Démonstration. Les fibres de f étant des espaces projectifs de dimension r

on sait que i i
) h,fzu 52{' (T) pour i pair, G < i = 2r ;

(1.2.3) R f*R& -—
&- (o] sinon i

Le théor2me 1,1 s'applique 2 la situation (f, 4, u, 2 ., T), d'oh a),

D'aprads 1.2.3 on a

)
U
~I
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=b
(1.2.4) E = Ha(X,ZZ{’{_}J pour b pair, 0 < b < 2r
2
8] sinon,

donc le gradué associé de HI@P(2), R-{.) pour la filtration provenant

de la suite spectrale est & I-:q-zj (X,E)(—j)}_ On voit tout de
O=jst 4-23 -
suite que, munissant = H J(X,ZEL(—j)) de la filtration
C=j=r
F o= 8 Hq"EJ(x,zzJ(-j}),
o<sj=r N
q-2j=i

la fladche 1.2,2 est compatible aux filtratioms, et qu'elle induit

l'identité sur les gradués associés, d'on b).

2. La cohomologie des wariétés éclatées (cf. SGA 5 VIT 8)

2.1. Soient X un schéma lisse sur un corps k, et AC X un schéma lisse

partout de codimension 1 + r, On sait (EGA IV 19.4.9) qu'il existe un

e~
schéma lisse X , muni d'un morphisme projectif

(2.1.1) £:X —>X

tel que, posant

€2.1.2) 2 o= £ =2 xx‘f
f induise un isomorphisme

(2.1.3) E /R~ 3 ol s %y s

e W
et qu'il existe un A-isomorphisme entre [ et ]P(EMK)’ le fibré projectif
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des droites dans le fibré normal -l!e./x de A dans X. On a donc un
diagramme commutatif :

~ v

1Y = 1 (N
(2.1.4) £|E proj. canonique

A .

2.1.5. Dans le cas spécial X = Spec(A), A = Spec(A/I) oa I = (go""’gr)’
¥ s'obtient par le procédé de Hopf (cf. EGA IV 19.4.11) :

On définit un morphisme de X - A dans ]:E'r par
r
xEK—&.'—-—b(go(x),...,gr(x) ETP 5

et on considdre son graphe T comme plongé dans X x]Pr. Alors on définit
¥ = 1'adhérence schématique de T dans X X", le morphisme f : ¥ —= X

s'obtient comme le composé

g PT
T oe—sx g —Lloyx

2,1,6, De fagon analogue (cf. encore EGA IV 19.4,11), si X est

projectif, et si A est l'intersection de X avec 1 + r hypersurfaceg,disons

d'équations Gi =0, i =0,.,.,r, on consid®re encore le morphisme
X -4 i
X € X~ A —> (G (x),...,6.(x)),

et on obtient X comme 1'adhérence de son graphe dans X X’ . De fagon
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T
concréte, en termes des coordonnées homogénes lo,...,lr dans TP, X

s'obtient comme le schéma de X x T° défini par les équations
= ” <3<
(2,1.6.1) A, cj(x) xj .i(x) O<i<j<r .

On voit par ces équations que le point (x,)\) se trouve dans & si et
W

seulement si x € A ; autrement dit, P (Egjx) est le f£ibré projectif

trivial

i I

W
PO, )

= 6 X IP
(2,1.6.2) proj.canonique 35////::;
o .

On a le diagramme commutatif suivant

LXxPT —=— s T X C o x xPF

£|2 £
(2.1.6.3) v
N A x s

et 1'inclusion composée A X ——a x x " provient de AT——= ¥

par changement de base,

Théoréme 2.2. Soient X lisse sur un corps k, A un sous-schéma lisse

partout de codimension 1 + r, et £ : X —> X 1'éclatement de X en A, Alors ¢

(2.2.1) La suite spectrale de Leray

Pyd - uP q s P+q
Ey’ X, R E,Z, => v (X z)

L

dégéndre,
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2.2,2, 1l existe un isomorphisme additif

P o q -~ 14l q o
H (x,zzL) <= g (x,:z{') = H (E,z:{}fmn (a,z.:&}

T
q-zj paat o 9
& H EA,EZL( i) & n (x,z.:‘t)

j=1
Démonstration., Désignons par
(2.2.3) g: A —=A
la restriction de f 2 A s et par

(2.2.4)

—~

/r; : AC——= %
i op —s

X

les inclusions, de fagon 2 obtenir le diagramme commutatif

X
(2.2.5) fl
X

Celui-ci induit un homomorphisme des suites spectrales de Leray pour

i

> <— !
m

les morphismes £ et g, et le faisceau Zi sur X et = ,

(2.2.6) P29 () (1%, 5%) s Ep,q(g)
L r

D'autre part, £ induisant un isomorphisme de X -7 avec X - A , nous

avons, par le théor2me de changement de base pour un morphisme propre,
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ZzZ 8i g =0
q ~
(2.2.7) R°f, z,

iR, Z si g >0 I

Z

d'ol
(i3, 39)

(2.2.8) zg-qff) —_— Eg"*cg; pour @ # 0 .

Nous alleons démontrer par récurrence sur r que

(1%, 3%)
(2.2.9) ES’q(f) —_— Ei_)’q(g) pour ¢ # 0, T = 2
et
(2.2,10) ds’q(f) =0 pour r =2 .

Admettons pour l'instant la formule
(2.2,11) aP*l(g) = 0 pour r = 2, tout p .

Commengons par r = 2 ., Nous avons un diagramme commutatif

D) (1%,1%) > E2"g)
(2.2.12) az> ) 0 = ab*9(g)
eB*2:9-1(y) S L2 - 82971 (q) ;

Pour q < 0, on a Ez+2’q-1(fJ = 0, donc dg’q(f) =0 . Pour q = 1, on a
dg’l‘(f) = 0 par (2.2.11), et pour g > 1, les fl2ches horizontales dans
(2.2.12) sont des isomorphismes, et on sait gue dg'q(g} =0 par 1.2 et
2.1.4, Ceci donne (2.2.10) pour r = 2, et (2.2.,9) pour r = 2 n'est autre

que (2,2,8).
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Supposons connues (2.2.9) et (2.2.10) pour une valeur de r > 2

L'hypoth2se (2.2,10) implique Es’q(f) = Eflq(f), et patr 1.2 on a

1
P g) = EE;?(g), de sorte qu'on a le diagramme commutatif
r
(i#, j#)
P2 9(f) > P+ 9(g)
r k o
(2.2.13) § 5
(1%, %)
P9 P,q
Rr+1(f) -~ Er+1(g) 3

ce qui domne (2.2.9) pour r+l, compte tenu de (2.2.9) pour r. Pour

déduire (2.2.10) pour r+l, on regarde le dia gramme commutatif

P59 (1%, 3% P, q
> S ]
£P23(e) =B s
P,q = 4P 9
(2.2.14) 1 d *,CE) l 0=4d1 (e
i¥#_ §4

gPHrHl, a-r oy (1%, §%) o pPtTHl,q-1

r+l r+l (g) :
Pour g = r-1, on a E$:§+l‘q-r(f) = 0, donc dg’q(f) =0, Pour q = r,

on a (2.2.11), et pour g > r les flaches horizontales dans (2.2,14)

sont des isomorphismes, et dp’q(g}= O par 1.2, d'ott 1a conclusion voulue,

r+l
Il reste 2 vérifier (2,2,11), qui signifie que le "edge homomor-
phisme" composé
(2.2.15) P 0f) — e O(8) —s Ei'c’(f) —5vs BB OCE
St un isomorphisme, i.e. que
(2.2.16) £ HPCK,E{_J — WP, 23{)
263
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est injectif, Or, il existe un inverse 2 gauche, savoir 1'homomorphisme

de sin (2GA 5 1IV)

(2,2.17) £, 3 HP(X, B ) ——— BP(X,Z )

qui vérifie en effet,

(2.2.18) f f9 = 1d,
comme il résulte de la formule de projection, et du fait que f,(1) = 1,
f étant biraticonnel donc de degré un.

Ceci démontre (2,2.1). Quant a (2,2.2), remarquons gque le

diagramme (2.2.5) donne, par passage a la cchomologie, un diagramme

commutatif
wEz,) ———s v (E,z )
T A
(2.2.19) £3 g*
WP,z ,) —I—— WP,z ,)
] ’L 3 L E ]
d'ott un morphisme
P . P
(2.2.20) (X, Z ) C1#, 5%) (s .z ,)
f*HP(K,E%) g*aP(4,Z ) i

Désignons par Fi les filtrations de H'(E,EZ{’) et de H'(E,ZZ{’) provenant

des suites spectrales de Leray, de sorte que (2.2.20) se récrit
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(2.2.21) B,z ) (1%, §%) #’(%,z ,)

FPEP (X, Z2 ) HPFP(Z,z )

L
or, d'aprgs (2.2.9), le gradué associé 2 la flache (2.2.21) est un iso-
morphisme, donc (2.2.20) est un isomorphisme. D'autre part, (2.2.18)

donne une décomposition en somme direct

. __ f¥+inclusion
(2.2.22) H'(X,EL) - . H'(X,ELJ @ Ker f,

-
£ B(1=£%£,,)

et (1,2.2) nous donne une décomposition en somme directe

H'{8Z ) ~ P H"zj(g,zz{'(-j,l);
g“ﬁ'(&,i‘z{’}

(2.2.23)

1=<jsr

mettant ensemble 1l'isomorphisme (2,2,20) et les décompositions (2.2,22)

et (2.2.23), on trouve (2,2,2), cqfd,

Remarque 2.2.24. Esquissons une deuxidme démonstration de (2.2.2)

nettement plus simple, valable dans le cas o X est propre sur k, Plus
généralement, on trouve (sans hypothse sur X) le résultat correspondant
(2.2,26) en cohomologie 2 support propre. Nous avons les suites exactes
de"cohomologiz 2 supports propres', notéel-lc': » pour les couples (¥{,A) et (X,p)

qui forment un diagramme commutatif
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(2.2.25) —= Hi{ir-'s,zgl} = Hic(ﬂ',ZZ‘t’) s Hg(E,ZL) — Hi+l(f-E,ZZL)

; e ;
(2.2.26) —> H (X-5,%) —> 8 (X,2) —> 02(4,72) —> #17(x-4,2)

§ £# g E‘l

Cr, le quotient du complexe acyclique (2.2.25) par le

sous-complexe acyclique (2,2,26) nous donne le complexe acyclique

[
t

i
HC(S(U,%;) H

(2.2,27) —0© = — 0 —
f*ﬁi(x,zi) g*H_(5,Z .

i.e, on trouve, sans considérer des suites spectrales, que (2.2.20) est
un isomorphisme. D&s lors, les raisonnements qu'on vient de donner

s'appliquent pour donner (2.2.2).

Corollaire 2,3, Posons

- a - orarid
bq(X} d).mQ H (ybﬂl), x(X) z(-1) bqfx) .

2
On a
g b of
2.3. =
(2.3.1) bq(x) bq(x) + jEI bq_j (V) s
(2.3.2) x(X) = %(x) +r x(8) .
266
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3 L'éclatement associ€ 3 un pinceau

3,1. Soient X projectif, lisse et irréductible sur un corps k algé-
priquement clos, de dimension u, et D = {HT} cpl UM pinceau d'hyper-
gur faces dont 1'axe coupe transversalement X, en A . Considérons alors
j'éclatement de X en A, que nous allons décrire explicitement,

En termes d'équations, désignant par (),u) des coordonnés
homogénes de ]Pl, et par F et G deux formes linéaircs tels que F = G = 0 dé-

finiese l'axe du pinceau, le pinceau s'écrit

(3:1,1) AF-ucG .

Le sous-schéma /A est par définition l'intersection de X avec la

sous-variété linéaire G=F = 0 , D'apra2s 2,1.6,

(3.1.2) T o= {((xOuw € XxPL|AF-upc=0}

wa
.

c'est 1'adhérence schématique, dans X x:El, du graphe de 1'application

(3.1.3) X - & > p!

X > (G(x),F(x)) 5
La grande vertu de X est d'8tre une variété projective
{car plongée dans X x PL) et lisse {(car A 1l'est) sur k, gqui admet un
morphisme p versi?l, 4 savoir

~ 1 _PF3 1
(3.1.4) p: X —2> X xP ——= 7 .

dont les fibres sont les sections hyperplanes de X par les membres de

notre pinceau

déf

p-lit)

]
E]

){.hr_ s
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3.2, Le degré de la variété duale : méthode topologique. 3
Supposons en plus que le pinceau de 3.1 soit tel que .
(3.2.1) xt est lisse pour tout t contenu dans un ouvert non vide dEIPI, ‘ €
(3.2.2) Si xt est singulier, elle n'a que des singularités quadratiques

non dégénérées (XVII 1.1)

>

ces conditions sont vérififes en particulier pour un pinceau de Lefschetz
(XVIT 2.21) si car k # 2 ou si X est de dimension paire,

Soient 7 le point générique de‘El, 7 un point géométrique
au~dessus, n la dimension de X, et ¥ la caractéristique d'Euler-Fincaré
2 valeurs dans le faisceau QL . Alors la formule d'Euler-Poincaré XVI 2.1

appliquée au morphisme $, nous donne

(3.2.3) WX = '){CE’]') X (X-—ﬁ) 4 0=y Z 1 ;

pts sing,.
des fibres

formule qui, compte tenu de (2.2.2), se récrit
nombre total des |
(3.2.4) [ESHAL = x(X) + %(8) - 2 y(x=)
points singuliers L
On remarquera que la quantité y(X) + x(4a) - 2y (X;P est indépendante
du choix particulierdu pinceau, et ne dépend que du plongement de X

dans un Er, et mBme seulement de la classe de Chern de QW(IJ,

cf, [XVII, 5.7.5 et 5.7.6].
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3.2.5. Explicitons ceci dans un cas concret. Prenons X u]Pz . {HT]
un pinceau de courbes de degré d dans'mz qui vérifie (3,1), (3.2.1)

et (3.2.2)- Cn a

¥(X) =3 (en vertu de 1.2)
(3.2.6) x(%7) = -d(d-3) (cf. SGA 5 VIT 7.3)
x(8) = a° ,
d'ol
(3.,2.7) le nombre total de points singuliers est 3 (d—l}2

Prenons le cas particulier d = 3, et considérons la famille des
courbes elliptiques (en caractéristique #+ 3)

(3.2.8) X2+ Y+ z3+ 3u XYZ .

Les quatre fibres singuli®res sont au-dessus de | = racine cubique
de 1'unité, et u = =, et chaque fibre singulidre est l'union de trois

droites comme ceci

(3.2.9) / ,
/ TN

et a exactement trois points singuliers, tous gquadratiques non-dégénérés,

Cela fait ensemble douze points singuliers, et wvérifie (3.2.7) dans

cet exemple.
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Proposition 3.2,10. Soit X “—=>1P" un plongement de Lefschetz (XVIT 2.3),

et supposons que n = dim X soit pair, ou que car, k # 2 , Alors tout

v v
pinceau de Lefschetz, considéré comme droite dansjEr, coupe X en

(3.2.11) DL X + %A -2 x (x2)]

points, et le coupe transversalement (EGA IV 17.13.7).

Démonstration. Par hypothése, toute singularité d'une fibre du pinceau
de Lefschetz est quadratique non-dégénérée, de sorte que (3,2,4) s'applique
pour donner que le nombre des fibres singuli2res (chacune contenant
exactement un point singulier) dans le pinceau D est le nombre (3.2.11).
Or, la fibre XT est singuli®re si et seulement si T € ; N D ., Pour voir
la transversalité de l'intersection, on remarque que le nombre (3.2.11)
est indépendant du choix particulier du pinceau de Lefschetz, et que,
le pinceau générique &tant un pinceau de Lefschetz, ce nombre (3,2,11)
est le degré de ; (i.e. son degré comme hypersurface dans}%r, qui est
{par convention) 0 si dim_er-z). Or, si une droite D coupe une hyper-
surface de degré d > 0 en d points distincts X, (i<isd), 1l'intersection
est forcément transversale, En effet, 1la multiplicité d'intersection

My = rg(D N ;|xi) de D et ; en un x, est = 1, donc comme % W =4,

on a gy = 1, pour tout i, i,e, D N i est lisse, ce qui, équivaut

4 la transversalité, comme on voit aussit8t,
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Remarque 3.2.12, vPour un pinceau de Lefschetz D dont on suppose
déja qu'il coupe X transversalement (condition vérifiéeen tous cas
pour D assez générale), le résultat 3.2.10 peut 8tre considéré aussi
comme la conjonction de XVII 5.7.2 et du fait que deg =1, contenu
dans XVII 3.5, Bien entendu, le fait que tout pinceau de Lefschetz D
coupe ; transversalement, €tabli ici via la formule d'Euler-

Poincaré XVI 2.1 , peut aussi se vérifier directement de fagon

lémentaire, en utilisant le fait que 1'axe de D coupe X transversalement,

4. La cohomologie de 1'éclatement associé 3 un pinceau

4.1. Nous reprenons la situation 3,1, résumée par le diagramme commu-

tatif (cf, 2.1.6.3) :

X x P! Exp OF - VE —ed e & oyt

(4.1.1)
P £ lg
] A

p! SR, S

Commengons par préciser (2.2.2) dans ce cas.

Proposition 4.2. Sous les hypotheses de 3,1:

(4,2,1) Les homomorphismes de Zib-modules
£.O(1-£4£)
H X,z ) 2 > B'(X,z,) @ I{-.-r{f_.::H'(g,ZL) = 0 (X, Z

f¥*+ind

L
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sont des isomorphismes, inverses 1'un de 1'autre,

(4.2.2) Les homomorphismes de Et-modules

- £, 85(g,i®) -2
. i s _
H (x,zzﬁ{;———-———; R(X,Z ;) @8 (a,ZZL( 13

R+l g¥

sont des isomorphismes, inverses 1'un de 1'autre,

(4.2.3) La structure d'algébre sur H'(X,E&) 3 H'“E(Q,EL(—I}) déduits

par "transport de structure" par (4.2.2) du cup-produit dans H‘(f,zzj},

s'exprime, en termes des &léments '

a,b € H'(X,Z,) , x,y € u"zm,zz,f-n ;

par les formules

i

(4.2.3.1) (o&x) A (o2y) = j(xy) & 2xy cl{gﬂ(l)) 5

(4,.2.3.2) (a2 0) A (bo = ab & 0 .
(4.2.3.3) (a0 AN (0@ y) = 0 & j*(a)y >
(4.2.3.4) (0@ x) (b3 0) = 0 & xj*(b) i

En particulier, pour

. =2
a®x € H (x,zzL} S H {ﬁ,zaL(-l)

Zn-, 2n=2-

b&y €H x,2 ) ®F (az 1)),
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on a
(4.2.3.5) (a®@x)A(bSy) = ab - I (xy) .

Autrement dit, la matrice d'intersection totalede H*(X, Z!{)
g'écrit :

(;a matrice totale ;) (:)

es intersections sur

la matrice totale
- des intersections

sur A7

Démonstration. On a déji démontré (4,2,1) ;(cf. 2.2,22)), Pour (4.2,2),
remarquons d'abord que, g : E-———b & étant un fibré projectif de rang un,

la suite

o~ B =
(4.2.6) 0 —> 8 (8,2 ) —E— w3, 2 ) —= v"2(8,2,(-1)) —> 0

est exacte (cf. (1.2.2)). Compte tenu de (2,2,26), on obtient le diagramme

commutatif de suites exactes

: £* - Byl ™ <2

o———a-H(X,ELJ—a H'(X,Z ,) —— R”* 8Z ,(~1)) —> 0
(4.2,5) j*® i% H
v
. * s ud sl
d 0 —=H (a,zz'.L)——E—:a- H(AZ ) —>u7(82,(-1)) —0 .
273
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Compte tenu du scindage (4.2,1), ceci donne un isomorphisme
= . W ~ - =2
(4.2.6) £, OB 1% s ¥ (x,zz%J —= (X'Ea} S H (E-.,ij(—l).) "

Le transposé de (4.2.5) donne un diagramme commutatif de suites

exactes (apr2s le décalage . —= 2n=-.)

£ i.g¥
0 <—H'(X,Z,) — vz, <——— H"Z(Q,RL(—I))-&-— 0
M I
(4.2.7) 1
j* i-ﬂ-
bt E -2~ By =
o <— w7z, (-2) = PG w2,z (1)< o
et on obtisnt un isomorphisme ”
£¥4 g
- - ."2 5 B
{4.2.8) H (x,zz{) S H (u,ZZL(-l)) ————— R {x,zzi) .

Il reste 2 démontrer que le composé

- £l g® - £.5(g i%) B 4
(4.2.9) 1:'(:{,2%) S H" (a,a(-l})——-——» a'(x,%) —-——-——'b-H'(K,Zi)@H (&,ZZ&(-I}) 4

est 1'identité, Or, on a

£ f% = id sur H.(K'EL) s par (2,2,18)
g i¥E* = O par (4.2.5)

Eg i g* =0 par (4.,2.7) s
de sorte qu'il suffit de démontrer

(4.2.10) 8x1*1g*(X) = X pour X € H'(5,Z ,(-1)) .
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pour vérifier (4.2.10), remarquons d'abord que i : T =X étant

1'inclusion d'une sous-variété lisse de codimension un, on a [SGA 5 VII]
(4.2.11) 1%, 00 = e (Nre) x
(4.2,12) 1,001,(y) = 1,.(xy ) (Nye) .

Ecrivons g = gx(l}, Eb = Qﬁ(ll o Gl = _O£P1(1), ete .
En vertu de EGA II 8,1,7, on a, si ﬁ est 1'Idéal X dans X

W ~ oy g -
(4.2.13) EEIE =35 =37 OE 041) ®. 0O~ 0-A1) 3

=X 0=k =3

®oy
ot b est interprété comme IP{S!E}z). 3 étant 1'Tdé&al de A dans X . Or
on a un isomorphisme canonique ( A étant repzisenté comme intersection
de X avec deux hyperplans donnés dans P ),

'.3;‘52 == gi(—l} ,

qui donne naissance 2 1'isomorphisme

o
B =r@/sY) = (i1 = ®ed) = & xP!

o a est 1l'isomorphisme canonique EGA II 4.1.4. Par loc. cit, cet iso-

morphisme transforme

de sorte que (4,2,13) s'écrit

e
(4.2.14) Mg S (pUMQL(1) ® g0, (-1))

d'ott en prenant le ¢, des deux membres, le

281
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Lemme 4.3, On a

cl(_ﬂ-&fi—) = g*(gé) - {pi)*(%l) . '
Reprenons la démonstration de (4.2.10). D'apr2s (4,2,11) et (4,3), L
il suffit de démontrer
gxle®(x)[(pi)* (cl(gm]_}) - g*fcl(ga)l) = x : )
Or, d'aprés (4.2.4), gug* = 0, et, compte tenu de ce que #
A —i’f—'fi——, s x @t :
on a
(4.3,1) gglg*(x) Epi)*(clfgpl}) = x
(4,3.2) 8, (g¥*(x) cl(ﬂzgi)) = - x G

Calculons maintenant la structure d'algibre sur H'(}{,E‘L) EH'_Z(&, z ,(-1)),
déduitedu cup-produit par transport de structure via (4.2.2). Soient
a, b des &léments de H'(X,EL), %,y des éléments de H'_z(ﬂ,ﬁ.{’(-l)).

Commengons par (4.2.3.1).

osx) Alo®ay) = 722!
7 = £, 0(1,8%(x)) (i,8%(y))

= £, (i, (g*(xy) <y (Nm))) par (4,2,12)

Jagu(g®*(xy) ¢, (xe))

= jul-xy) par (4.3,2) .

276

282



-2 -

P! = —g (e (x) A 1,e*(y))
= —g, i¥(i, (g*(xy) cl(ﬂmi-))) par (4.3.2)
= —g*(g*(xy)(CI(Nnglle par (4.3.2) i

oT,

2 2
(cl(_lj_mi‘)) = (g*cl(g&(”) - (pi)* (c:l(gn,l))) par (4.3)
= g*((c; (5,07 - 2g%(c (£,))(p1)¥(e, (€ 1))

" 2
( + (pi)* ((cl( gn,l)) ) =0) p
2t = - gule(xy)gHie, (8)%) + ga(2g*(xy)g*(e, (8,) (pD)*(e, (€ 1))

7 = 0+ 2xy cl(gﬁ) par (4.2.4) et (4,3,1)

]
ce qui établit (4.2,3,1), Quant 2 (4,2,3.,2) : (a@0)A(b S 0) = ab

ceci exprime que f¥ est un homomorphisme d'algibres.

Prouvons (4.2.3.3). Or, la formule de projection implique

Rer £, N image f#* C Ker f, , de sorte que

(a20) Alo&y)= 087

(4,3,3) ? = - g d¥*(£4(a) 1,8%(y))

[ 8]
b |
~
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= - g (i%f#(a) g#(y) cl('_l\_?v&ff)) par (4.3.2)

~ gx(s*(i*(a)) g*(y) CI(EE/E'))

= ji*(a).y

ce qui établit (4.2.3.3). On remarque enfin que (4.2.3.4) se déduit

de (4.2.3.3) par 1'anticommutativité du cup-produit,

5. Etude cohomoclogique du morphisme p ?{'—-—bIP]' associé 2 un pinceau

5.1. L'homomorphisme de restriction H¥(X) —= u*(y).

Désignons par Y une des fibres lisses de o T f-—:-]Pl, disons

Y = p_l(to) =X.H_ . On ale diagramme commutatif
o
w! - X = i >F == axp!
£ g L= idx{to]
Sp(k}t{to} k !
% i DA
m
h
¥ .
278
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g_wﬂ!-f_i."ﬂ 5.1.1. Sous les hypotheses de (3,1), Y désignant une

fibre 1isse

(5.1.2) L'homomorphisme restriction

k* : H'(ﬁ}f,ﬂ{’) — H(Y,Z))
s'exprime (via (4.2.2)) par
m¥+hx

'K - o2 .
{8 H (X,EL}QH (E.,RL(—I))—-——-——-)- H (Y,EL) G

(5.1.3) La flache de Gysin

-2 . P
TRRERE (Y,EL(-I)) —=H (x,zaL}

g'exprime par
m, & (-h#*)

=2 i .=2
H (Y,EL(—-I)) H(K,!Z{'}$H (r_«,,z:L(—-l)J.

Démonstration. Les sous-schémas lisses E et Y de X se coupent trans-

versalement en A , autrement dit, le carré de schémas lisses

p —E— %
(5.1.4) ’1 h /]‘i
ek TR %
est cartésien, ce qui implique la formule [SGA 5. IV i
(5,1.5) hyd* = k¥, ,  Lyh® = i¥g, .
279
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Le composé or, P
5 EHi g . i
H'(X,Z?L) S HT {a,zzt(-ll) — °H'X,Z,) — = u(yv,Z )
est la somme de k#*f* = m#* ot de k¥*i g® = h_i¥g* par (5.1.5)), et
g.4 = id, , ce qui donne (5.1,2).
" d'od
Le composé
k & g, i%)
.2 o 5 A . o2
1 —_—— & =
E CY,zau_l)} — H"'(X, zaLJ H (x,zz{') H (A,RL( 1)) .

est la somme de E .k, = . et de =8,1¥%k, = Byl h¥ = —h¥® |

ce qui domne (5.1,3).

Corollaire 5.1.6, Sous les hypothdses de 5.1.1, pour i=n-1, les imeges de

mE s H"(X,EZ}} —— Hi(Y,ZL)
et de

k* : Hl(X,ZZ’C) —_— Hl(Y,ZZLJ
sont é€gales.

Démonstration, D'aprds le "théordme de Lefschetz faible" sur les

sections hyperplznes (SG4 5 VII 7.1 ), pour isn-1 la flache

(5.1.7) n”(x,z,}q}) - . Hiﬁz(ﬁ,ZZ_t{-l))

St un isomorphisme, de sorte que pour isn-~-1, l'image de h#* est égale,

grace & (5.1.2), 2 la somme de celle de m* et de celle du composé

12,z (1)) 12 8720,z , (1)) B, wh(y,z )
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or, par lez formule de projection

b, j*(x) = h, (h¥*(m*¥(x)) = h’r"‘{x)h*{l) = §Y m*(x)

= m¥*(x gx) puisque m*(g ) = & >
d'on 1'inclusion Im l-:i < Im ot s, cqfd.

T

5,2, Le "théor2me de Lefschetz vache" (LV)

5,2,1, Soit S projectif de dimension n, sur le corps k (alg. clos)

muni d4'un plongement projectif sC—=p . Désignons par
2
u € H (s,m&(l)}

la "classe de cohomologie d'une section hyperplane " (de sorte que u
s'obtient comme 1'image réciproque par le plongement S“~=1P de la
premiére classe de Chern de gﬂ, (1), classe qui se trouve dans
sl 3 EL(I}J, et désignons par

Lg ¢ B (5,8,(3) —= n"*2(s,q,(5+1))

1l'opération "multiplication par u",

5.2.2, On dit que S (muni de u) vérifie (LV), (le "théorgme de Lefschetz

vache") si pour tout (ou un)entier j et “out entier i > 0, les applica-

tions
r L; : H“"l(s,%{j))——-;- Hn“(s,mL(iﬂ))

Sont des isomorphismes.
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5.2.2.1. On conjecture que cette condition est vérifide si S est lisse,
C'est vrai si k est de caractéristique nulle [6], d'od on conclut,

grace au "théor2me de spécialisation", SGA 4 XVI 2.2 qu'il en est de mome
si §, avec son plongement projectif, se remonte en caractéristique nulle,
Donc on trouve que c'est vérifié pour S une intersection ccmpléte lisse,
On sait également que c'est vrai pour S lisse de dimension =< 2 [2],

et pour S une variété abélienne (soit "directement" (LIEBERMAN [4] et 2D,
soit par le théordme de MUMFCRD [5] qui dit qu'une variété abélienne
pelarisée se remonte, avec sa polarisation, en caractéristique nulle).
Rappelons que pour une variété S projective, on définit pour i < n la

"partie primitive" de laz cohomologie

n—-i+1 2n-1-+2

(5.2.2.2) Primi(S,QL(j)) = Ker (L : B(5,Q, (1) =1 (5, Q,G+2n 21420
Si S vérifie (LV), on a pour is=n la décomposition

(5.2,2.3) Hi(S,Q&(j)) <12 Prim’ (S,Q,(})) G‘:‘Hi_z{S,QL{j-i)) .

Proposition 5.2.3. Soit X projectif et lisse, vérifiant (LV). Désignons

par T : ¥ C—— x 1'inclusion d'une section hyperplane lisse, Alors

(5.2.3.1) Primn{X,Q_L(j)} = Ker(r#* ; n"‘(x,%un . H“(w,%(j)): 2

Démonstration. On a, grlice 2 la formule de pProjection pour m : Y —» X,

le diagramme commutatif
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n . n+2
H (X,QL(J}) -~ H (x,qL(j+1))

(5.2.3.27 = e

=)
n 5
H (Y,QL(J)) A

Par dualité et Lefschetz faible,

n+2

e P H(Y,Q(§)) ——— T (X,Q,(5+1))

gst la transposée d'une isomorphisme, done un isomorphisme, d'ol la conclusion.

Lemme 5,2.4. Scoient X projectif et lisse, ar T Y C—= X 1'inclusion

d'une section hyperplane lisse, Alors X wvérifie (LV) si et seulement si

b=
les deux conditions suivantes sont vérifides, -——
5.2.4.1. Y vérifie (LV) . y
s
5.2,4,2, La restriction du cup-produit Hn-l(Y,Qt} au sSous-espace éi
df
Im Hn_l(K,QL} est une forme non-dépénérée,
22t
1=

Démonstration. On a

J(- LX = rr*

(5.2.4.3)

Ly = TR, (par 4.2.11),
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de sorte que

(5.2.4.4) e S A ;

Dans le diagramme commutatif

i+l

Hn-i-l(x,l?&(j}) x - HMi+1(X,Q_L(j+i+1))
(5.2.4.5) * T
L:i.
Hn-lni(Y,QL(j)) X > Hn—1+i(Y,QL{j+i))

oen sait que 7% est un isomorphisme pour i = 1 par "Lefschetz faible",
et que T, l'est par dualité, Donc X vérifie (LV) si et seulement si
Y vérifie (LV), et la flache

(5.2.4.6) L Hn'lix,Q{‘(j)) — 1™ (x,q, (5410)

est un isomorphisme. Pour achever la démonstration, il suffit de voir

1'équivalence de 5.2.4.2 et 5.2.4.6. Pour ceci, soit a, b € Hn_l(x,QL(j)).

Par la dualité de Poincaré sur X, (5,2.4.6) &quivaut 2 :

(5.2.4.7) L2 forme bilinéaire

B, 9, ()% 5%, 0, (3)) — WX, 0, (25+2)

(a,b) | > a,L,(b)

est non-dégénérée,
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Mais par (5.2.5) et la formule de projection, on a

8Ly (B) = a.7y(T*(b)) = r(r*(a).T*(b)),

d'od 1'équivalence de (5.2.4.7) et (5.2.4.2).

corollaire 5.2.5. Soient X projectif et lisse, de dimension n, et
-——_____‘ —_

T

XVIII

s Y&—~— X 1'inclusion d'une section hyperplan lisse. Supposons que

X satisfait & la condition (LV). Alors pour i = n, la flache

™ BN(X,Q, (5)) —-—-—s-Hi(Y,QL(j)}
est surjective,
Démonstration., Par (5.2.4.3), on a, pour i = 0
i+l 5 1
Ly " =™y T
d'ol le diagramme commutatif

i
n-i LX

H (X,Q&(ja-l)]
N
Ty
i+1
LY
Hn"i-z(Y,Q{(j}} — > ™ (y,q, (j+141))

¢e qui doune le résultat wvoulu, cqfd,

291
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Lemme 5.2.6. Soit £ : F —= B un morphisme propre et lisse, avec

B connexe. Désignons par O (1) un module relativement ample sur F,

¢t munissons chaque fibre géométrique Fr du module ample induit par QP(l).

Alors, si une des fibres géométriques satisfait la condition (Lv), i1

en est de mBme pour toutes les autres.

Démonstration. Notons par §F = H2(F,EZL(1}) la premi2re classe de
Chern de‘QF(l). Cette classe, et ses puissances g; € Hii{F,ZZ{}iJ)

induisent des endomorphismes par cup-produit

(5.2.6.1) g 2 Rtfl;i'ﬁ{‘(j) —_— R;:iQL(j+i)
o n désigne la dimension relative des fibres. Par le théor2me de
changement de base pour un morphisme propre [SGA 4 XII 5.27, toutes
les fibres géométriques satisfont 3 la condition (LV) si et seulement
si toutes les fladches (5.2.6.1) sont des isomorphismes, Or, par le
théor2me de spécialisation [SGA 4 XVI 2.2], les faisceaux Rif*QL(j)
sont constants tordus, de sorte que les flécies (5.2.6.1) sont des

isomorphismes si et seulement ils le sont au-dessus d'un point

géométrique donné, cqfd,

Corollaire 5.2.7, Soit X propective et lisse, Si une section hyperpl ane

lisse vérifie (LV), il en est de méme pour toute section hyperplane lisse,

Démonstration. En effet, la famille universelle des sections hyperplanes

lisses de X vérifie les hypothises de 5.2.5,
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5.3, La condition (4).

5.3.1‘ Seit

o+ ¥ ——ap!

la "fibration" associée 2 un pinceau dont 1'axe coupe transversalement X,
et dont la fibre générique est supposée lisse,
Désignons par U un ouvert non-vide de‘El au-dessus duquel p

goit lisse, et par
(5.3.1.1) v : Ue—s p!

1'inclusion. Compte tenu de ce que les faisceaux R;*(Q}(j)) sont

constants tordus au-dessus de U, on voit que les faisceaux

i "

VgV Rp*(QL(J))
sont essentiellement indépendants du choix de U, et gque les homomorphismes
canoniques "d'adjonction"

i = .. "
(5.3.2) Rp-uq,L(J) ————— N Rp*(fﬁ{’(_]))
sont aussi indépendants du choix de U ,
5.3.3. BRemarquons queé pour un pinceau quelcongque de sections hyperplanes,

le thécr2me de Lefschetz faible implique que pour i=n-2, 1'immersion

i‘r(ﬁp)ﬁ_ ){)iPl donne lieu 2 un isomorphisme de faisceaux sur ]Pl

i . = i .
R D*QL(J) = WX, (§)) 51 , isn-2

293

T

an



- 34 - XVIII

. i . _ i .
i,e. R ﬂ*qi(J) est un faisceau constant pour i<n-2 et, a fortiori,

les fléches (5,3,2) sont des isomorphismes pour isn-2 .

5.3.4, ©On sait, par la théorie locale des cycles évanescents et

notamment la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4 ), que, pour un

pincesu de Lefschetz, les homomorphismes 5.3.2 sont des isomornhismes pour

i #¥n, et sont surjectifs pour i = n,

5.3.5. On dit que p , ou le pinceau dont il provient, vérifie la conditien

(A), si tous les homomorphismes (5.3.2) sont des isomorphismes (ou,

ce qui revient au méme, s'ils le sont pour tout i, et j = Q) ,

On verra plus bas (6.3, 6.4) que cette condition (A) a

une nette tendance & 8tre vérifiéde,

Lemme 5.4. B5i une des sections hyperplanes lisses de X (donc toute,

par 5.2.7) vérifie (LV) (p.ex. si X wvérifie (LV), cf. (5.2.4)), et

si p vérifie 1l'hypothése (A), alors toute fibre (y compris toute

fibre singuliére) vérifie (LV), et les faisceaux Rip*(Qi(jJ) sont
constants pour i # n-1 ,

Démonstration. Désignons par

Lt Ripe(Q,(3)) —= &5, (q, (541))
le morphisme multiplication par f*ﬂlfﬁxfl) € Hz(?,ﬂyt(l)); fibre par

fibre, c'est l'opération envisagée dans (5.2.1). Par hypothise, on a
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un {somorphisme su-dessus de U

n-1-1i

(5.4.1) vy o ouR n=1+1i

p*fQL(j)) —== y¥R p*({!{{(j-#i))

pour 1 > 0, tout j . Appliquant le foncteur v, , on obtient des

isomorphismes

n=-1-1

(5.4.2) (v LY ¢y v & Pu(@, (1)) == v R (g (541)),

qui, compte tenu de (A) s'identifient aux morphismes

i

(5.4.3) ) C Rn-l-i

=1+i

p¥Y, L)) —=—s R Pxd, (341D .

On conclut par 5,3.3.

5.4.4. Dé€signons par Y une fibre lisse de ¢ : 'f—euIPl . Par

"Lefschetz faible", la fliche de restriction
i * -
" 1(}{,%(3’)) = . 4" l(Y,QL(j))

est injectif, et om a vu (5.2.4) que, si X vérifie (LV), le cup-produit
sur HnHI(Y,QL(j)), restreint a m# Hn_l(x,Q&{j)J, reste non dégénéré.,
L'orthogonal de Hnnlfx,QL(j)) dans Hu—l(Y,QL(j)) est donc un sous-espace

n-1

complémentaire de H (X'QL(j)) dans Hn-l(Y,Q%(j)J, qu'on appelle,

sulvant la terminologie classique, 1'espace de cohomologie Svanescente

Ef Y . On définit un sous-faisceau correspondant de v*(Rnnlp*QL(j}),

ol v 1 U ——9]?1 est un cuvert de lissité # ¢ de p , le "faisceau de

n=1

cohomologie évanescente' E p*@{‘(j) sur ]P]', par
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poi (1'orth0g0n21 dans u*Rn_Ic%Q;(j) du )
(3.4.4.1) E s*ﬂﬁﬁj) = Yy o n—l“
Lscus—faisceau constant H (K’Qt(j>)ﬂ 3

11l est clair que ce faisceau est indépendant du choix de U ,

Lemme 5.5, 8Si X vérifie (LV) et si les flaches (5,3,2) sont des isomor=-

phismes pour i = n - 1, per oxemple si ¢ provient d'um pinceau de

Lefschetz (cf, (5.3.4)), on 2 une décomposition en somme directe

n

-1 . - n-1,, -1 .
(5.5.1) R'TTp@,(5) == H (x,c}{(jnmlef Px®, (1) :

Démonstration. Par (LV), on 2 une telle décomposition au-dessus de U :

(5.5.2) v loe, () = H“'l{x,qi(j))u S v Ennlo*Q{.(j),

a4 laquelle on applique v, .

Théorgme 5.6, Soit X une veriété projective, lisse et irréductible

ui vérifie (LV) (5.2.2), So0it { B _} »'n pinceau d'hyperplans dont
quil wveritie 202 % = B

1'élément générique et 1'axez coupent transversalement X, en Xﬂ_et en A

respectivement. Supposons que la projection p : i'-——bfwl vérifie la

condition (5.3.2), Alors :
(5.6,1) la suite spectrale de Leray
1 m+q o
ep’% = BP@, ri,Q) /TR, Q,)

dégénére, (MB. Ceci reste valable si, au lieu de supposer que X satisfait

la conditicn (LV), on suppose seulement qu'une section hyperplane lisse
e i T >

Y ¥ satisfait,)
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5,6,2. Désignons par 71 le point générique de IP]', par 7| le point

générique géométrique, par X-ﬁ la fibre générique géométrique de p,
et par T le groupe de Galois de k(7)/k(m).

Pour q # n=1, on a des isomorphismes canoniques

(5.6.2.1) E;’q (nH”GPl,qu*ﬂL)) = Hq(x-ﬁ,qb}
(5.6.2.2) By’ Y=’ @, R%,0,0) = HiCx-, @ (-1))
(5.6.2.3) D =P’ r%,0,0) = o, p 40,2 .

Pour q = n=1, on a

0,n-1 1 _n-1 o on-1 -
(5.6.2.4) E,’ " (=H°@",R" PxQ,)) = H" (%, )
0=l
= 1"(x,Q,) ,
2,n-1, 2.1 _n-1 o o=l =
(5.6.2.5) Ey* " (=1 @ ,R" PuQ,) = " (X7, (-1))

~ =1
H (X,Q{’(—l)} .

1,n-1

(On trouvera la valeur manquante E 5 dans 5.7 ci=-dessous),

Démonstration. Le théorgme 1.1 s'applique, par (5.4.3), pour donner
(5.6.1), Quant aux trois premi2res formules (5.6.2), elles résultent
du fait que les qu*QL pour q # n-1 sont comstants (5.4) ; pour (5.6.2.3)

il faut uriliser bien sQr queIP1 est simplement connexe, La premigre
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€égalité de (5.6.2.4) résulte de ce que Rn-lp*QL'"“Hb-v*v*nn-lp*qf =

n-1

de sorte qu'on a HOGPl,Rp-Ip*QL) = H°(uy,v*R f*QL)’ et de ce que

V*Rn-lf*QL est un faisceau '"constant tordu" sur U, donc &quivalent au
m-module Hn—l(xﬁ,Ql)' La deuxi2me é&galité de (5.6.2.4) résulte de la
dégénerescence, compte tenu de 5.1.6,

Passons 2 (5.6,2,5), Désignons par F" la filtration définie
sur H'(g,Q£) par la suite spectrale, Par dégénérescence,
n+l 2,n~-1 1. n+l

X,@) = E;*™7, et gr'n &) = ED® = 0 (5.6.2.3), de

2
- H 2

sorte que (cf, 5,1.0)

(5.6,3) Eg’“'l = FIHHHKS:',QL) . xer(H“H(S:',tn{) —_ H‘}GPl,Rn.Hp*Q‘,}

1 n+1
Ker (k¥ : H (x,qt} b {XE’QL))

(par (A))

Par (5,1.2), k* se récrit

- n+l n-1 iy n+l
(5.6.4) H (x,%) @ H (a,QL(-l})——-:- b4 (x;.ﬂ!L) s
et, par (5.2.2.3) se récrit encore
m¥Lam*L

(5.6.5) mm“‘lax,q&c-u e H“"g’{x,qt(-z)) & Hn-l(ﬁ,QL(-l)} —r— H“H(X'ﬁ,"t

Or, la flache

2
H“'a(x,qtc-z} v

n+1
H (XE,QL)

est un isomorphisme, par (LV), car mﬁ;i = Lﬁ_ « m* (cf,(5.2.4) et (5.2.5)).

Donc le noyau de (5,6,8) s'identifie (par pr., € pr.) a
1 3
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ﬁimn*l':xa‘%("l)} @ Hn‘l(g,q{‘(-.l)). Par (LV),

L
an-l(ﬁ,ﬂ‘b(—l)) - u“"3(e.,qb(-2>) e H““3(x,q{'(-2)), la dernigre

par Lefschetz faible. Par (5,2.2.3), on a donc

2,0~-1 . _n-1 3z
(5.6.6) E; H <x,q«{’{. 1)) 3

et l'autre é&galité de (5.6.2.5) se déduit en "tordant" (5.6.2.4).

Remarque 5.6.7. On peut démontrer (5.6.1) sous des hypoth&ses nettement

plus faibles, comme DELIGNE m'a expliqué;

Théoréme 5.6.8. Soient X lisse de dimension n «orun corps k algébriquement

r

clos, et

p: X —--—-——-.-IP:';

un morphisme projectif, dont la fibre générique est lisse, Supposons que @

(5.6.8,1) 1la fibre pgénérique géométrique, munie de la restriction du

module relativement ample QX(I), satisfait 4 la condition (LV);

(5.6.8.2) 1les fliaches (5.3.2) sont des isomorphismes pour i # n, et

sont surjectives pour i = n (condition satisfaite en particulier si p

provient d'un pinceasu de Lefschetz (ef, 5.3.4), Alors, la suite spectrale

de Leray
Eg:q . HP( ]PI,RQQ*QL) gHM(X‘Qé)

r dépéndre,

REmargu.F.: : Le mBme théoréme vaut, avec la mlme démonstration, pour

P, remplacé par une courbe projective lisse irréductible quelconque.,
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Démonstration. WNous allons identifier ,pour la démonstration, le
faisceau QL(l} aq, (possible car on a pris k algébriquement clos),
On peut évidemment supposer X connexe, et p surjectif, donc plat, 2a

fibres de dimension n-1. Désignons par

2
& € H (K,QL)

la premiére classe de Chern de Soit

S 1y-

LV u'———————ﬂrlPl

l'inclusion d'un ouvert de lissité de p , Par 5.6.8.1 et.5.2.6, les fl&ches
de cup=-produit

5; g V*R“-I-lﬂ*QL v*Rn_1+i

Q*Q;_’

sont des isomorphismes, pour i = 1, de sorte que, en appliquant le foncteur

Vyu s On trouve des isomorphismes (compte tenu de 5.6.8.2) pour iz22

i -1-i s -1+1
(5.6.8.3) & ¢ KT, —=—s R
et, pour i = 1, un isomorphisme

n=2 o n
(5.6.8.4) g * R p*QL —=—= YRR p*QL .
Cette dernidre fl2che se factorise en
gx fléche

n=2 o d'adjonction

(5.6.8.5) R pl, —=>K p*QL——’v*v*Rnp*ﬂ& =
294
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de sorte qu'on a une décomposition canonigue

§x+ind

n n=-2
(5.6.8.6) R p Q@ = R"""p,Q, @ Local’®,

ot 1'on a posé

(5.6.8.7) Local’@, = Ker(R"p,8, —> VaVRRT0,Q)

Oon remarque que le faisceau LocaanL est concentré aux points deIPl

oi la fibre de p n'est pas lisse, de sorte que, compte tenu encore de

(5.6.8.3), on trouve

(5.6.8.8) HI@', r{“‘z‘ip*q&} = Hjm’l,n“‘”it!{) 6f 1,3 21 .

Démontrons maintenant la dégénérescence, Compte tenu de ce que

E;’q = 0 sauf pour p = 0, 1,2, il suffit de prouver que les opérations

i 4 2, 1  i-1
d, : H°(®",R Px®) —> H (B R, 0,8,)

sont nulles, Pour q € n - 1, posons

<o cpP2d n-q , _p,q P,2n~-q
(5.6.8.9) Prlm(Ez' ) = Ker{gx : Ez' _— Ez’ ) S
Grace 2 (5,6.8.3) et (5.6.8.6), impliquant 1l'injectivité de
Ex : HP( IPl,Rnﬂzp'QL) — uP( :E’l, Rlp*@{'}, pour 4 = n -1, on a

1+E_+ 2-l-.,. -2 4
(5.6.8.10) ED’1 - Prim (ED°Y) @ Prim(el’ 1) @ Prim(E5*97) .
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Bour woir qu'on a

Ps9  _
d2 o

pour § = n -1 ,

remarquons simplement que le dizgramme commutatif

en=q_
L. =0
prim(e5’) X >
P,q
d2
-n-1-(g-1)
Ep+zrq“1 X
z T =

(1a fl2che du bas étant un isomeorphisme graice 2 (5.6.8.8)), entratne

que aP?9

Psd
d2 tue E2

tue Eg’q pour § 2 n + 1, Donc ilreste a prouver que 1'homomorphisme

Gn:  =0,n
d, : Ey

est nul, ou, ce qui revient au m2me, que

din Bt o GixE

(5.6.8.12) 3

Nous avons déja démontré qu'on a

(5.6.8.13) dim E2*? = aim 5’9
et, pour une raison de degrés,

(5.6.8.14) gP*9 = gP»9
3 =

—_—

2,n

z

E

Ps 2n_q
Ez
P,2n-q
d,
£P*t2,2n-9-1
2

2 tue Prim(Eg’q) pour ¢ £ n - 1, et donc, par (5.6.8.10), que

pour 9 = n - 1, Par (5.6.8,3), ceci implique aussi que d

2,n-1

2

1

XVIII

2

pour (p,q) # (O,n), (2,n-1)

302
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par(5.6.8.14), on a
b, (X) = dim H‘(x,%) =L dmedd |
pHq=i

et, compte tenu de (5.6.8,13), on a

_ 5 c,n-1 . 1,n-2 2,n-3
(5.6.8.15) bn—l(x) dim E, + dim E; + dim)

et

6 ,n+l 1,n

M 2,n-1
2 + dim Ez

3 .

(5.6.8.16) b (x) dim E 4+ dim E

nt+l

Par la dualité de Poincaré, on a

(5.6.8,17) b x) = bmlixl .

Remarquons d'abord que, par (5.6.8.8), on a

1.0

N 2 l1,n-2
dim E2 = dim E2

]

de sorte que (par 5.6.8.17) la démonstration de (5.6.8.12) est terminée

une fois connue

(5.6.8.18) dim £5°"7> = aim £3°7
(5.6.8.19) dim Eg,n-l i Eg,n-l )

Or, ces deux formules résultent de (5,.6,8.2) et la dualité de Poincaré

pour les fibres lisses de p, compte tenu du lemme suivant, appliqué a‘ml

et aux faisceaux Rn_Bpﬂ_Q“L et Rn_lp*QL .
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Lemme 5.6,9. (cf, SGA 5 I § 5 et SGA &4 XVIII J. Soit D une courbe

propre, lisse et connexe sur un corps k algébriguement: clos, Désignous

par 1 : m—= D l'inclusion du point générique, et par F un QL-faisceau

constructible sur D tel que F —— i i%*F , Alors

3

w?(n,F) = Ho(D,P(-1))” ,
W

W
2 F = 1 ((I¥F) ),

Corollaire 5.6.10. (Utilise Picard-Lefschetz), Soit p : X —> P! 1a

"fibration" provenant d'un pinceau de Lefschetz, et supposons que les

fibres lisses satisfont 2 la condition (LV), Alors

i T i £
(5.6.10.1) ® (x-;],cn{‘) Im (H'(X,Q) —>H (xﬂ,%)) i

Démonstration., Par 5.3.4. (qui utilise la formule de Picard-Lefschetz),

5.6.8 s'applique, et donne

i b o ¥ -
H (KT—"I,Q{) = Image H (X’Q{,) .

Il reste 2 voir que Hi{X,Q{) et Hi(E,QL) ont la m®me image dans Hi(xﬁ,qt).

Or, ceci est vrai pour is=n-l1 par 5.1.6, et pour izn par 5.2,5,

Passons maintenant au calcul le plus important :

Théoréme 5.7. Sous les hypoth2ses de 5.6, posant

E“‘Z(s,t‘z{(j)) = orthogonal dans Hn-z(&,Q_L(j)) de 1'image de u“'z(x,q{‘{j))

(partie "évanescente" de la cohomologie de A, ef. 5.4.4), on a une
- L .

décomposition en somme directe (cf. 4.2)

l,n-1_.,1..1 _n-1 . n n-2
(5.7.1) E;* " "=H (@",R p_ﬁQ‘L) <= Prim (X,Q,) @E (8,8, (-1)) .
i ¥
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pémonstration. Per dégénéres~ence on a
F‘-—_—_-—_

a5 H“{'X",%)/ PNTe) L

on a par (&)

(- - o T e
(5.7.2) F H(X,Q) = Ker (k* : H (X,q) ——> H (xﬂ,Q{‘)J »

“"2:5.,@{(-1)) mithe, H(x,Q,))

i~

(par 5.1.2) ™= %r=: (H™(x,0,) @ H
Par (LV), k* se récrit encore
o N=2 n=2 m¥+m*L+h,, n
(5.7.3) Prim (K,QL) SH T (X,Q,(-1)) 8 H (,:\,,QL(-U) —_— 1 (%=, 0.),
" 4
et la fl2che du milieu

(5.7.4) 2 (X,Q‘L(-—l)) L H“(x-"—j,{q&)

est un isomorphisme (cf. 5.2.3 et (5.2.2.3)), de sorte que, désignant par

(5.7.5) E H“(x,t@{) —_— Primn(}{,QL)

la projection sur la partie primitive, on 2

s.7.6)  F "&,q)) == Prin(x,Q,) & HV2(4,Q(-1)) .
@ £:8(-g,2%) -

Par (5.6.2.2) et dégénérescrmz2, on a

(5.7.7) P oEtR,) =" = an P, -1))
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D'autre part, 1'inclusion de FZHN(’JE,Q*‘) - Hn—zfx:,t[{’{-l)) dans H“('SE',QLJ
est par la fldche k, de Gysin, ( En toute riqueur, la flache de Gysin

n'est définie que comme une flache

i-2 i —
H (x;,QL)} — H (xxkk{‘r'Q,QL) s

mais compte tenu de ce qu'on a un isomorphisme canonique (SGA 4 XII 5.4)

pour tout corps Kfk algébriquement clos
ilix,0) —=—> wlx g &)
» ‘L @k 3 L 3

nous espérons que le lecteur nous permettra de tels abus.) D'apres (5.1.3),
la fléche de Gysin s'exprime par

m, 2{-h*)

(5.7.8) 2%, q,(-1)) ———> B%x,Q,) © 57 24,0, (<1)) .
L § il L i

Par Lefschetz faible,
my H'"2 (4=, Q, (-1)) = ma* 572(x,Q, (-1)) = LE""2(x,Q. (<1))
* Y * g i %%

est l'orthogonal de la partie primitive, de sorte qu'on a le diagramme

commutatif
ann(i',qLJ < > FlHn(E,QL)
!
(5.7.9) il x, P g 4%
-2 0 & h#

H {K'_l—_!, QL(‘]'))

ce qui donne bien (5.7.1), cqfd,
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Remsrque 5.7.10. Dans 5.7, 1'hypoth2se (A) peut-8tre remplacée par celle,

plus faible, que pour q¢ = n, les flaches
1
(5.7.11) 1®, Q) — 1°@!,r%,Q))

et
q.= q
i
(5.7.12) HNE 8 ) W00
gient méme noyau, comme le montre notre démonstration, En 1'absence

de cette condition, la conclusion peut tomber en défaut, cf. 5.9.

5.8. L'homomorphisme de Griffiths,

5.8,1. Seoit £f: T —> S un morphisme de schémas, La suite spectrale
de Leray définit une filtration (F) sur les H'(T,Q,(j)). On définit
(5.8.1,1) Prim’ (T/5,Q,(1)) = F'R'(T,q,(3)).

Grice au fait que la suite spectrale de Leray est contenu dans le

"premier quadrant", on =a

o} o
3. < 3.
(5.8.1,2) E_ E,
de sorte que
(5.8.1.3) Prim’(T,q,Q, () == Ker (H'(T,@L(y)—an°cs,a'f*ozL(jJ>
Pour la m@me raison, on a
(5.8.1.4) Else C__"'—)E;“ .

307




<k XVITI

Le composé

(5.8.1.5) Prim'(T/5Q,(3)) = Flr (1,0, (3)) —> gr'H (1,q,(3)) = glri-
v

1 i-1 _ e
H(S,R: @, (3)) = E,

sera dénoté

(5.5.1.6) Ut s Prim(T,,@,(5)) —> nl(s,R" 1f*(!)“(j)) :

5.8.2. Soit maintenant X projective, lisse, et irréductible, D = {HT]

un pinceau d'hyperplansdont 1'é&lé&ment générique et 1'axe coupent trans-

1

W iy .
versalement X. Désignons par U ——> TP un ouvert de lissité non wvide

de la projection p : X —sp! et soit f]U = Xx

:E']-U . On a le diagramme

commutatif

X «—=—& 3|y

/

(5.8.2.1) X p plu

v v

]Pl -— U .

v
302
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Le morphisme p‘U : E!U-——) U étant propre et lisse, on a, par le

théor2me de la spécialisation de la cohomologie (SGA 4 XVI 2.2)

»

(5.8.2.2) Prim'(i'ﬁUfU,I!_L(j) = Ker(H'(i-[U,.QL(j}J —> H (5,0, (1))

donc, d'aprés (5.2.3,1), on a

Proposition 5.8.2.3. Sous les hypothdses (5.8.2), pour x € Hn(x,ﬁ‘!‘(j)),

on_a l'équivalence

(5.8.2,4) x € Prim“(x,%(jn = g#*f*(x) € Prim“(f\ufu,q{’fjn

Si _de plus p vérifie 1'hypoth2se (A) de 5.3, on a

(5.8.2.5) x € Prim™(X,Q,(j)) <> £%(x) € Prim™(®/ Ipl,ea{‘(j))

Démonstration,(5.8.2.4) est prouvé. Quant 2 (5.8.2.5), 1'hypoth2se (A)
p
implique que H°( IPl,Rnp*U}{‘(j)) —_— HO(U,U*Rnp*Q{‘(j)}, done [£#(x)

est primitif rel, AJP]‘U.] => o¥f*(q) 1l'est rel, a U

Définition 5.8.3. Dans la situation 5.8.2, ;‘homomorphisge composs

(5.8.3.1) Prin”(X,Q, () - Prin”(%|u/v,Q,(5))

Grif "

B (o, v ™o 9 (5))

s'appelle 1'homomorphisme de Griffiths (pour X,relatif au pinceau donné D).
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Ajoutons au diagramme (5.8.2,1) la famille constante au-dessus

de U,de fibre X

5 a - fxplu
(5.8.3.2) - |y —————— X

b.4
£
x t
]Pl
Théordme 5.8.4, Supposons que X vérifie (LV) (5,2,2), et que p vérifie

o

plu

— ¥ g

1l'hypotheése (A) (5.3), Alors pour tout U > IP]', ouvert de lissité # (O

de p, l'homomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe", qui est, par

définition, le composé

(5.8.4.1) Prin"(x,@,(3)) —EE > wl(u, w00, (1)

n'( U,v*Rn"lp*@L(j »

Hl(U,En-lp*(ﬁ{’(j)) -
Cexo|v)*at (v, 5" (x,Q, (5

est injectif,
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bgmanstration. Par (5.5.1), on a, au-dessus de ]Pl
" Démonstration

[ =1 i = ~1 : -1
(5.8.4.2) rR® p*QL(J) = g (X,QL(]J):ml e E™ pﬁﬂi(j} 3

et au-dessus de U, on a

n=

(5.8.4.3)  v="log () = 1", (500, @ vee™lo e, (5)

! ce qui permet de récrire (5.8.4.1) comme indiqué

(5.8.4.4) Prim”(x,Q, (5)) —=5 Hl(U,\ﬂ'Rn-lp*ﬂl{(j)}

HI(U,v‘*En-lp*QL(j »

' D'apreés (5.7.1), 1la flache (qui n'est défini que grce 3 1'hypothése (A))
(5.8.4.5) u : Prin"(x,Q,(3)) —> Hlml,ﬂ““lp*mLJ

est injective. La décomposition (5.8.4.2), compte tenu de ce que IF]'

est simplement connexe, donne

1.1 -1 - 1.1 n-1 i
(5.8.4.6) HO@ LR Tp,0,) = u'eelE PxQ, (3))

de sorte qu'on peut compléter (5.8.4.4) en un diagramme commutatif
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Grif

Prin(X,Q, (5)) B (U, R0, (5))

(5.8,4,7) u {
1

W
v

H]'{]l’l,En-lp*QL(j)) > Hl(u,v*zn'lp*%(j)) .

Il suffit maintenant de voir que la fl&che en bas est injective,ce

qui résulte du fait
(5.8.4.8) E‘.n-lp*QL(j) - v*v*En_lp*Q{'(j)
par le lemme (bien connu l) suivant :

Lemme 5.8.5, Soient v : A —> B un morphisme de topos, et soit F un

faisceau sur A, Alors la flache cancnique

(5.8.5.1) ' (B,v,F) ———> H (A,F)

est injective.
Démonstration. Dans une suite spectrale du premier quadrant, on a

(5,8.5.2) E

Donc pour la suite spectrale de Leray

D’ ? = #P(s,r%, ) —> w4, P
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on a

1,0

(5.8.5.3) 5’0 = wlup = b0 - flylan .

Prenant F = V¥E, E un faisceau sur B, on trouve

(5.8.5.4) B (B, v ) S nlea,u%e) .

5,8.6. Soit L/k(r) une extension finie du corps des fonctions ration-

nelles sur IPI, et posons

(5.8.6.1) S = le normalisé de ]Pl dans L .

Faisons le changement de base § ---—:'n--]P1 dans la situation (5.8.3.2)

- g -
(5.8.6.1 bis) X < Xs
£ L
X
E 3
v
Pt b 3 .

Pour tout ouvert VC—E 5 ¢ au-dessus duquel Pg soit lisse, on obtient

apr2s le changement de base V——2 5 pl g.n¢ (5.8.3.2),
Cyr
¥ = X,

(5.8.6.2) 7 2
| / \w
X

L v V/
A p L

r v
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et on a encore {(cf, (5.8.2.3))

= n S L Pied )
(5.8.6.3) (a,f)* Prim (K,QL(j)) c Prim (xvfv s QL(J]) "
de sorte qu'on peut parler encore de l'homomorphisme de Griffiths

Grif

o < 1 n=1 .
(5.8.6.4) Prim (x,QL(j)) > H (V,R pv*QL(J)} .

Corollaire 5.8.7. Avec les notations précédentes, et sous les hypothéses

de 5.8.4, l'homomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe", i.e. le

composé

Grif 1

> gl(v,r?"

(5.8,7.1) Prim (X,Q,(j)) @, (i)
e L 4 A A

1 n=1
H (V,R j
] DV*Q&{J))
n=1

B (V, (7 WHE pa(®, (1)) =

(£xp )% Hl(V,Hn-l(X,QL(j))v)
est injectif.

Démonstration, Par le théor2me de la spécialisation pour la cohomologie,
on a

T

R _1pv*QL(j))

(m W R““lp*QL(j}
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de sorte que par la décomposition (5.8.4.,2), (5.8.7.1) se récrit bien
comme indiqué

Prim"(x,Q,(5)) —FEL 5 gl (o W00, (5))

B, G E“"lp*@{‘(j ))

I1 suffit donc de démontrer l'injectivité de
Primn(X,QL(j)} —_— Hl(V,p.* T E“"lp*m‘r’(j))

pour Vet s arbitrairement petit, On est ramené au cas

i

v ——s IP1 un ouvert de lissité de p

WU
vV —m—m— le normalisé de U dans L .

Du diagramme commutatif cartésien

-
v — i —= S ”
™ v
W
J U v ool
A
309
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on conelut que

f 5.
LT En_lp*ﬁ!&(j) = Tt E“'lp*% H
de sorte que (5,8.7.3) se factorise v
1 3 B .
ol | = = :
Prim (x,QL(J)) — (U, v# E p*QL(J)) } X

1 -1 g
BV, mv* ET p,&,(3)) .
Or, il suffit, grace a (5,8.4), de vérifier que

T BV BP0, (5)) —— BHY, mve BV 0., (5))

est injectif, Comme Ty : V—> U est fini et plat, la théorie de

1la trace [SGA 4 XVII 6.2] nous fournit, pour tout QL-faisceau F sur U

(p.ex, F = y¥ g1

p*QL(j)) une application

1 1
tr'"ur: H( v, ) —> B (U,F(3))
qui vérifie

tr, ™ = deg('rru),id ;

ce qui implique 1l'injectivité de H*(U,F) —> H*(V,ﬂﬁ?), et achdve

la démonstration.

310

316



- 57 = XVIiI

5,9, Un exemple o 1'hypoth2se (A) n'est pas vérifiéé,

Soit X une surface quadratique lisse dans ]Pa. Alors X
vérifie (LV) (5.2.4). Prenons un pinceau (de Léfschetz, si 1'on veat)
dlhxpegglanj dont 1'élément générique et l'axe coupent transversalement X .,
Alors (comme m'a fait observer Deligne) la projection p : X —91[’l ne
vérifie pas (A). En effet, Rzp*QL n'est pas constant, car les fibres
singulidres sont des courbes coniques singuli2res, donc sont réductibles,
et pour un pinceau de Lefschetz, sont chacun la réunion de deux droites

qui se coupent en un point (c'est la définition d'un pinceau de Lefschetz

dans ce cas simple)., Donc

dimg (ﬂz (fibre sing., Q&D =2
L

bien que

2 p=
dimQL (;l{ (fibre lisse, QLi) =1 %

De plus, la conclusion du théor2me 5.8.4 est ici fausse. Désignons par
1> IJ un ouvert de lissité # @ de p . Comme les fibres de p

au-dessus de U sont des courbes lisses de genre zéro, on a
v*R' Q. = 0
p*{’

et donc

HliU,v*Rlp*Q‘L) = 0 ,
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de sorte que 1'homomorphisme de Criffiths

Grif

Primzfx,ﬂl{() Hl(U,v*Rlp*QL}
est nul, Mais sur une surface quadratique, on a

dim (

2 -
QL'\-Prim (x,q{J ) =1 i

On voit de meme que la conclusion de 5.7 est ici en défaut,

6. Application de la théorie locale des cycles evanescents (PiCard—Lefschetz),

Proposition 6,1, Désignons par Z une hypersurface dans 1'espace projectif

E; » T =22, k étant un corps algébriquement clos. Soit

l'inclusion d'une droite qui ne coupe Z qu'en son ouvert de lissité,

et le coupe transversalement. Choissisons un point géométrique & de

Do - DO M Z, et désignons par

mod i
™ (DO—DO Nz, a

le guotient de ﬂi(Do"Do N Z, 3) qui classifie les revetements étales

-

de D - D, N Z gui sont modérément ramifiés en tout point de D, Nz

Alors
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6.1.1, L'homomorphisme canonigque

d st —
(6.1.1.1) i, = ﬂ'im {DO--D0 nz,a) —> n‘_i“:‘d( ©'-2,%)
+*

est surjectif,

6.1.2. Chaque choix d'un point géométrique ;; z Do NZ et d'un

"chemin" dans D entre x t a2 détermine un homomorphisme
Laet — Yo ———

o —

(6.1.2.1) | Z 1) e o558 (b_-p_ N 2,2

t#car(k) L 1

dont l'image est "le" groupe d'inertie en ;; . Prenant le composé

de ce morphisme et de iQ , on trouve un homomorphisme
£

(6.1.2.2) 1 Z (1) ———> ﬁ’f“"’c:rr-zn .
L#car(k)

51 Z est irréductible, tous ces homomorphismes sont conjugués entre eux.

Démonstration, Désignons par T le sous-schémz de la grassmanniene formée

des droites danstr qui

(i) passent par a

(ii) ne coupent Z qu'en son ocuvert de lissité, et l'y coupent
transverselement, par T son point générique, et par i DT,_-Q-EFS%k(q}
la droite correspondante (qui est donc une droite "joingnant a eu paoint générique
de Ei "). Choisissons aussi un point géométrique 7 su-dessus de 7, et

notons par D~ 1la dreite "géométrique" correspondante, Soit o le point T
|

correspondant 3 la droite donnée Do .

[
w
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D'apres (SGA 1, XIII 2.8), il existe un homomorphisme de
spécialisation (dépendant d'un chemin entre T et O dans T, donc défini

& conjugaison prés)
(6.1.3) 1-r’l“°d(n;1 - bz Nn2), B ——> %0, - b re,D

tel que 1'on ait

6.1.4. Les homomorphisme (6,1,2.1) de monodromie loczle

i1 z,(1) ———> (D -D rz,a)
L 170 "o

L#car(k)
s'obtiennent en prenant le composé de 1la flache de spécialisation (6.1.3)

avec les homomorphismes de monodromie locale pour Dﬁ "

_mM=>o _
(6.1.4.1) T z,0) ——s %= p= 0 2,3 ——> P40 p nza)
L#car(k) + 1 i M 1 Cl

(6.1.5) le diagramme suivant est commutatif

ﬁ'fc’d a*-z,3)

i
The

mod -
m (nn_ - nﬂ NZz,a

g SO z,a)
1 gl

3
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Admettons ceci, et prouvons d'abord 6,1,1, Or, par la commutativité

de 6.1.5, 11 suffit de démontrer que 1'homomorphisme

mod -_— d, r -
in T (o= - D= N 2,3) —> Mmoo @ -z,2)

est surjectif, et pour ceci il suffit de démontrer que 1'homomorphisme

analogue des 'r‘r1 immodérés
- r -
(6.1.6) iT‘t : 1"r1(I:tT—_|| = DT_T nz,a —> nlup & Z2R)

est surjectif, i.,e. que pour tout rev@tement £tale E —-:»mr-z, avec E

connexe (et done irréductible, IE'r—Z étant lisse, donc unibranche

(ECA IV 18.10.3)), son image réciproque E= = E x (D= - D= N Z) au-dessus
T ]Pr_z n T

de D_'-,‘ - D;-] N Z reste géométriquement irréductible. Pour ceci, il suffit

dlutiliser la variante suivante du théorgme de Bertini (EGA V ....)

(pour la fleche composé E — P -z->P", et s = 1)

6.1.6.1. Théor2me de Bertini : Soit k un corps, P~ ='.IP;, et £ : X —>°

un morphisme non constant, ol X est un schéma algébrique géométriquement
irréductible, Pour chaque entier s < dim f(X), désignons par L, le
sous-espace linéaire générique de codimension s de T . Alors

Xt = f-l(l.t) est géométriquement irréductible.

Etablissons maintenant 6.1.2. D'apr2s 6.1.4%, et la commutativité de

(6,1,5), il suffit de démontrer que tous les homomorphismes de monodromie

locale (6.1.3) pour D‘?]
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(6.1.7.1) L I 2?.4(1) —_— ﬂTDd(D: - D=N2z,a)
L#car(k) '

| by

deviennent conjugu®s apr2s la composition avec 1'homomorphisme

s-.';“"d(n* -D_Nz,3)

(6.1.7.2) ‘;TTOd(D: - D RVE, B i

Pour prouver ceci, remarquons que pour tout K fini et galoisien sur kin),

k(n) € K< R(7T), le schéma

def
i Dﬂ X k() K

est un revZtement étale de D_ , de sorte que DK - DK N Z est un revBtement
1
modéré de D - DM 2, d'ol on déduit une action de w‘f"dtn: -D_Nz73)
I 1
sur le schéma DK M2 , Nous prenons K suffisament grand pour que tous

les points de DK M Z soient K-rationnels, ceci étant possible car

par hypoth2se le schéma D_ N Z est &tale sur k(n).

I1 reste & démontrer que le groupe 11;.1“:"1i:'.I‘.\T_—l‘:lT_1 N Z,a) agit
|
de fagon tramsitive sur les points de DK N Z, pour établir la conjugaison

des homomorphismes composés d'inertie locale

Tz, —s n‘;"’d(n -D_ Nz,3
L#car (k) n n

pour les divers points de DK NZ, Or, 1'action sur DK NZ de

n’TDd(Dn - Dﬂ N Z,a) se factorise par le quotient canonique

%D, - D N2Z,a) —> m(n™ = Gal(/k(n)
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et 1'action de Gal(/k(n)) sur Kge N Z est celle qui est compatible

gvec l'inclusion
D. NZ C...._._.._.%]Pr K
K k %

od Gal(/k(m)) n'agit sur PE % K que via le deuxi2me facteur. Ceci posé,
on voit que 1'énoncé voulu équivaut 2 ce que le schéma Dﬂ NZn'a qu'un
point (i.e. que c'est le spectre d'un corps).Or, en termes terre 2 terre,
ceci n'est autre que le fait suivant (du style Bertini) (o2t 1'on prend
pour Z une équation affine F = O, et on suppose que le point 2 est

1'origine) :

Fait 6.1.8. Soit k un corps algébriquement clos, r = 2, et

F(Xl,...,xr} € k[xl,...,xrj un polyndme irréductible., Alors le polynfme

G(T) = F (xl Tyoua, X, T) € k (xl,...,xr)frj

est irréductible (en tant que polynBme en T & coefficients dans k(xl,....xr}.

Ceci termine la démonstration de 6,1.2, cqfd.

Remarque 6.1.9. Une autre méthode de démonstration de 6.1.2, valable
sous des conditions nettement plus générales, consisterait 2 s'assurer
simplement d'une compatibilité générale pour les "homomorphismes de
monodromie", disant que les homomorphismes composés de 6.1.2 sont
conjugués de 1'homomorphisme de monodromie relatif au point générigue

de Z (donc sont conjugués entre eux !).
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Corollaire 6.1.10., Soit X une variété projective, lisse et connexe

de dimension n sur un corps k algébriquement cleos k, Supposons que

n = dim X soit pair, ou que card(k) # 2. Scit D un pinceau de Lefschetz

our X, 7 son point générique, ;.un point géométrique su-dessus de 1 .

e — -
Alors la représentation naturelle de ﬂICD - DNX, ) sur 1 1(X:,QL)

. mod o S A .
se factorise par M, (D - DN X, m), Si cette représentation est

4
non triviale, alors D NX # @ et le groupe d'inertie en tout point

o
de D NX agit non trivialement,

v W
Démonstration. Si dim (X) S r-2, alor D N X est vide, et il n'y a rien

a2 prouver, compte tenu que‘Tl est simplement connexe, Sinon, ; est
une hypersurface dans P* (XVII, 3.1.4), et,par 3.2,10 et XVII 3.5,
6.1.1 s'applique (prenant X pour Z, D pour D_), Le fait que l'action
de ™, sur Hnil(ﬁﬁ % QL) soit modérée a &té vue dans la théorie locale,

avec la formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4) |, rappelée plus bas,

V-
Compte tenu du fait (nmon triviall) que n?Od(D - DNX, 1) est engendré

W -
par les groupes d'inertie en les différents points de D N X (SGA 1 XIII 2.10),

on a la conclusion voulue, Nous allons utiliser le résultat précédent
pour étudier maintenant la condition (A) de (5.3.5), Rappelons d'abord
le résultat suivant (XV 3.4) , conséquence facile de la formule de

Picard-Lefschetz :

318

324

e o

=]




- 65 - XVIII

prgnasition 6.2, BSoit X une variété projective lisse et connexe de

dimension n sur le corps algébriquement clos k. Désignons par D un
—— —_—

pinceau de Lefschetz, n son point générique, ﬁ un point géométrique

su-dessus de 71 . Alors le pinceau D satisfait & la condition (A)

“
gi et seulement si le groupe d'inertie en tout point de D N X agit

non trivialement sur thl(xﬁ,qb).

Théorzgme 6.3. Sous les hypotheses de 6.2, on a :

(6,3.1) Si o= dim X est impair, la condition (A) est vérifiée pour

tout pinceau de Lefschetz pour X,

(6.3.2) Supposons que n = dim X soit pair, ou que car(k) # 2., Alors

les conditions svivantessont &quivalentes :

(1) D ne satisfait pas 3 la condition (A) (5.3.5)

(ii) m(p-D N X) agit rrivialement sur thl(xﬁ,qt), et D N X # 6.

»
(iii) I1 existe un point de D N X dont le groupe d'inertie agit

. n-1
trivi alement sur H (Kﬂ,QL}.

il v
(iv) Le faisceau R" lp*qt est un_faisceau constant sur D et D N X

est non vide,

(v) Le faisceau Rnulp*Q£|U est un faisceau constant sur U

(ol U est un ouvert non vide D au-dessus duquel p seit lisse), et

p n'est pas lisse.
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(6.3.3) Si de plus X satisfait 3 la condition (LV) (5.2.2), ces

Le:
conditions (i) -(v) sont aussi équivalentes 3 la condition : .
c
(vi) 1la fl2che de restriction
&

n-1 n-1
H (K,QLJ—*——}H (x;],q{l

est surjective (donc un isomorphisme par "le théoréme de Lefschetz faible"j,

Démonstration. L'assertion 6.3.1 <ré&sulte de XV 3.4.

Passons aux équivalences de 6.3.2 ; (i) <> (iii) par 6.2,
(ii) <=> (iii) par 6,1,6, (ii) <= (v) par tautologie, et (iv) = (v)
par 5.3.4, Enfin, si X satisfait 2 la condition (LV), 5.6.10 donne Le:

1'équivalence (ii) <==> (wvi), cqfd, di

Remarque 6.3.4. On voit que la condition (A) ne dépend pas du choix du

pinceau de Lefschetz D, mais seulement de 1'immersion (de Lefschetz)
i:X—>p envisagée, C'est en effet clair par (6.3.1) si dim X

est impair, et si dim X est pair, la condition (A) signifie aussi que
le syst2me local sur IP° - X formé des H““l(x n H_, QL) est constant,
comme il résulte du critere (ii), et du fait que le syst2me local envi-
eagé est modérément ramifié en le point générique de }

et de la surjectivité (6.1.2). . . on

Corollaire 6.4. Socus les hypotheses de 6.2, supposons que n = dim X

est paire, ou que car(k) # 2 et que X satisfait 3 1a condition (LV).

tout pinceau de

Alors il existe un entier d0 tel que pour d = do’
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!gfschetz de sectionsde X par des hypersurfaces de degré d satisfait a la

condition (&),

pémonstration. D'apr2s 1'équivalence (i) == (vi) de (6,3,2), i1
———————
guffit de voir que, désignant par Y(d) une section hypersurface lisse

de X de degré d, on a
(6.4.1) dim H“'l(Y(d),-:&L) ————> o pour d —> = .
En effet, on a le résultat précis suivant :

Lemme 6.4.2. Soit X une variété projective, lisse, et connexe de

dimension n = 1 sur un corps algébriquement clos k, et désignons par

¥(d) ume section hypersurface de depgré d. Alors il existe un polynBme

£(T) € Z[T] tel que

(6.4,2,1) £(T) = deg(X) T + un polyndme de degré < n-1

(6.4.2.2) pour d = 1, £(d) = dim HV 1 (¥(a), Q,) .

Démonstration. D'aprégs (XVII 5.7.5), désignant par C(X) la classe
de Chern totale de X, et par ¥ la premidre classe de Chern d'un hyperplan,
on & la formule suivante pour la caractéristique d'Euler-Poincaré de ¥(c&)

n

d H,C(X) . .
(6.4.2,3)  x(¥(@) = [m—m—m—00T = S gyttt rt.c .
1 + dH i=]1 net
X X

L]
a
g
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On a, d'autre part, par dualité de Poincaré et Lefschetz faible
(6.4.2.4) X(¥() = (-1 Fdim BN (¥(a),0,) + 2 D (et gtlig
i=l

Mettant ensemble (6.4.2.3) et (6.4.2.4) donne le résultat voulu.

6.5. Un rappel sur lia formule de Picard-Lefschetz (XV 3.4).

Soient § le spectre d'un anneau de valuation hensélien strict

T son point générique, 1 un point géométrigue

au-dessus de 1, et s son point fermé&, Soit
Pt K ————ag

un morphisme propre, avec X un schéma régulier connexe de dimension n,
tel que p est lisse en dehors d'un point x, point qui se trouve dans
la fibre spéciale, et qui est une singularité quadratique ordinaire
de la fibre spéciale.
Désignons par I le groupe d'inertie de S en s, On sait
(XvV 3.4) que I agit trivialement sur Hi(X?,@%) pour i # n-1,

n=1

et que son action sur H (X-T—],QL) est donnée par les formulss suivantes :

6.5.1. 8i n = 2m+l, alors I agit & travers un quotient isomorphe &
Z /2Z (NB, si car,k # 2, il ¥y a un seul tel guotient). Il existe un

élément & € Hn"l(xﬁ,QLl m )), uniquement déterminé au signe prés, qui

s'appelle le cycle &vanescent en le point s, tel qu'on ait
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-' (6.5.1.1) 5. 6m(-1)"2 dans Hzn-zcx__

ﬂ’q{/(n—l)) - Q{' '

s {'}. (6.5-2-2> 1'élément non trivial o de Z /2Z agit sur Hi(xﬁ,q{’) par
la 3I§:rie

g x= x- (-1)"(x8)5

HZn-—z

[L'élément x .0 est dans (K-ﬁ,ﬁ{-( m) — Q£(~m), donc 1le

produit (x.8)6 définit un &lément de H“"lcx—ﬁ,u}L)J

6.5.2, 8i n =2m + 2 , alors I agit & travers son quotient canonique
2&(1). I1 existe un &lément & € Hn_l(x;,{!b(m) . élément canoniquement

déterminé au signe pre2s et qui s'appelle le cycle évanescent en le point s,

tel que g € E-L(l) agit sur ¥ € i (XTT'QL) par la transvection

(6.5.2.1) olx) = x - (-1D)™ g.(x.8)8

[Le produit x, 5 est dans - i

(X?],QL(T") — Q,(-m-1), donmec son
produit par g € EL(IJ définit un &lément g.(x.5) € Q‘,(-m] , et cet
élément, multiplié par § ¢ Hn—l(K;,Q&(m) donne 1'élément

n=1
0.(x.8)8 € B (X5,@,).]

Reprenons le cas global

Théoréme 6.6, Soit X une variété projective lisse et connexe de dimension

n sur un corps algébriquement clos k. On Suppose n peir ou car k # 2,

Soient D un pinceau de Lefschetz pour X, m son point générique, m un

"
(48]
ol
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W
point péométrique au-dessus de 1, et S1seessSy les points de D M X,

Choisissons par chaque i un isomorphisme Li entre 7 et le point

générique géométrigue de £; = 1le hensélisé strict de D en 55 » de

-1
= . " s : n : .
sorte que le groupe I, dlinertie de 5, en S, agit sur H (Xn’QL(J})

et définit le eycle évanescent (6.5) en s,

(=
e
I=n

I sin impair
5, € B H(X,Q,(m) , m = >

— - 1 si n pair .
oo mod Vo=
On_suppose les Li choisis de telle facon que les ILoms= ™ (b-D N X,n)

engendrent topologiquement le groupe ﬁl {ce qui est possible, en vertu
de SGA 1 XIII 2.10). Ceci posé, on a :

6.6.1. Si X satisfait & la condition (LV), 1'espace de cohomologie
dfn

&vanescente En-l(X?,QL(m) ( 1'orthogonal de Hn'l(x,qbim)} dans

Hnﬂl(xﬁ,QL(m), cf, 5.4.4) est engendré par les cycles &vanescents

T {5 S—

i’

6.6.2. Les cycles évanescents 61 sont conjugués, agu signe prés, sous

¥
le groupe de monodromie globale n1(D - DN X).

Démonstration. Pour prouver 6.6.1, notons que, par la formule de
v
Picard-Lefschetz 6.5, on 2, posant 11 = wl(D - D NX), et grace au

fait que les Ii engendrent 7
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(6.6.3) H“-I(x—,q{'(m)ﬁ 1l'orthogonal dans H’“‘l(x—-,q (m))
n il
du sous-espace engendré par les 611 .

par 5.6.10, on a

n-1

n-1 T :
(6.6.4) H (x;i,QL{m)J Im(H x,q, (1)),

de sorte que prenant les orthogonaux des deux membres de (6.6.3), on
trouve 6.6.1.

Pour prouver 6.6.2, on remarque simplement que le cycle
évanescent éi est déterminé au signe pras, par la représentation du
groupe d'inertie en Sy - Donc on n'a qu'a zppliquer 6,1,2, qui donme
modGPr

la conjugaison dans m - X,1) des homomorphismes d'inertie composés

¥ o
z,(1) —> ﬁTOd(D-DﬂX, =

v v o
rr'lnc’d( P° - x,R .

Ceci donne la conjugaison (& signe prés) des cycles &vancscents qu'ils

mod, Yr VY —
déterminent, par des éléments de ™ (P - X, 7), et la démonstration
s'achéve par 6.1,1, qui donne la surjectivité de
v ¥ v
d
:—.T"din—n-’ﬁ_x)——n—pﬁ’f‘z‘(mr-x) ;
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Corollaire 6.7. Sous les hypotheses de 6,6, supposons que X satisfait

2 la condition (LV), Alors :

v —
6.7.1. La représentation de nI(D - D NX) sur g I(X:bQLJ est absolument
]

irréductible,

L
6.7.2. 5i n est pair, tout sous-groupe d'indice fini dans ﬂi(D - DN X)

agit de fagon absolument irréductible sur En-I(Xﬁ,QL).

Démonstration. On peut évidemment remplacer le module envisagé par le

tordu E = En‘l(xT—_l,qL(m). Soit E = E g Q—; et soit y un &lément # O de E.

®

Pour démontrer 6.7.1, il faut prouver ;ue le sous Ez -vectoriel de E
engendré par % et ses conjugués sous T est E tout entier. D'aprés 6.6.1
et 6.6.2, il suffit de prouver qQue ce sous-module contient un des cycles
évanescents 6; . Mais comme Y satisfait (LV), la restriction de la

forme de cup-produit Hnnl(X,QL{m))c———— anl(xﬁ,qb(m)} est non

dégénérée, donc aussi la restriction 2 1'orthogonal En-I(XE,QL(mJ), donc

en vertu de (6.6.1) il existe au moins une valeur de i telle que l'on ait

x.ﬁi #0 5
Pour cet i, il existe par 6.5 un &lément oy du groupe dl'inertie en sy
tel gque
(6.7.3) o;(x) - x = un multiple non nul de 8 »

ce qui ach2ve la démonstration de 6,7.1.
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Quant & 6.7.2, on a n-1 impair, donec 6.6 = 0, et pour toute pulssance
k.igme de Ui on a, en itérant 6.5.2,

)= X +ko(x5) 8
(6.7.4) 5 1(x-8; $

ponc un sous Q&—module M de E est stable sous 1'action de 11 si et seulement
il 1'est sous un sous-groupe d'indice fini, car les deux conditions

équivalent & la condition

x &M =—> ¥V, tel que le cup-produit .8, # 0, alors b, EM.

Donc on est ramené 2 1'énoncé 6.7.1 déja prouvé,
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Exposé XIX

Le théorézme de Noether

par P, Deligne

Sommaire

1. Enoncé& des théorazmes 1
. Complément & XVIII '
3, Preuve de 1,3
4. Deuxiéme complément 3 XVIII 8

5. Les cas d'exception au théoréme de Noether, 1

1., Enoncé des théorémes

Le présent exposé est une mise au goldt du jour de la démonstration de

Lefschetz [3] page 108 du théoréme de Noether (1.2) ci-dessous.

1.1 Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique op

une suite d'entiers =1 . Une intersection c

n+d
pléte V de dimension n et de multidegré a dans l'espace projectif TP sur

Soient d =1 et = ) ;
a=Cedyey za
k sera dite pgénérique si, sur une extension de k , elle est projectivement
isomorphe 2 une intersection compl2te définie par des équations dont les coefficien
sont algébriquement indépendants sur le corps premier. Dans ce qui suit et sauf

mention expresse du contraire, on suppose que d =1 et gque a, = 2

i
Théoréme 1,2 Soic W CIPZLd une surface intersection compléte générique de
multidegré a . On suppose que a # (2), (3), (2, 2) . Alors, toute courbe (réd“‘?_
tracée sur V est 1l'intersection (schématique) de V et d'une hvpersurface de
]P2+d .

Montrons que le théorgme résulte de son corollaire
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2+d) =

:.“1‘2.1) Pic (P Z ————> Piec(V)

Si C est une courbe tracée sur V , (1.2.1) implique que ®&C) ~ &n)

pour n convenable; si H est une section hyperplane, n = (II ai)_l.(C. H) >0

I1 reste 2 prouver que le systéme linéaire induit sur V par Jn H| est complet,

Ecrivons V comme intersection d'hypersurfaces Hi de degré a; et soit

& vi = Hlﬁ wan Hi . On vérifie par récurrence sur i que le systéme linéaire induit

par |[n H| sur V, est complet: dans la suite exacte

ROV, &) —> 1%y, ), &n)) —> My, &n - a, )

le dernier groupe est nul (FAC)

Théorgme 1.3 Soit WV C3P2n+d une intersection compléte de dimension paire

. 'zn # 0 et de multidegré 2 pgeénérique. On suppose vérifiée 1'une des conditions
-t

gulvantes

w

(a) k n'est pas de caractéristigue 2 » et (2n; a) est distinet de (2n; 2),

5 0253 .
2n,0

(b) 1le nombre de Hodgze h est non nul, i.e, I (ai-l} > 2n

Alors, toute classe de cohomologie algébrique dans Hzn(V, B,(nd))

5 " n < 2
est un multiple rationnel de la classe T des sections linéaires,

f Déduisons 1.2.1 de 1.3. Lescas d'exceptions dans 1.2 sont exactement ceux
pPour lesquels Z(di -1} =2 ; on peut donc appliquer 1.3 (b) 2 la surface V de

L2, On sait que Pic (V) = 0 (XI 1.8); donc que Pic(V) s'injecte dans

2
de BV, @,(1)) . D'apres 1.3, tout &lément de Pic(V) est un multiple rationnel de la
Egﬂﬂiﬂg classe n de (1) , et on conclut par (XTI 1,8),

Il est clair que la validité de 1.2 et 1.3 ne dépend pas de l'intersection

Compléte générique choisie, mais seulement de p,n et a

[
[2%]
0
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Théoreme 1.4, Soit X

I

I’ une wvariété projective lisse purement de dimension r

e
i

ol
2n + 1 sur k . Soit r un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de

Pour k de caractéristique 2, on suppose que 4 est m@me un pinceau de Lefﬂcheu
T ——

On _suppose gue X vérifie (LV) (XVIII 5.2.2).

Soit WV 1la section hyperplane générique dans le pinceau 4 L'une des

deux conditions suivantes est wérifiée.

(a) Aucune classe de cohomologie # O dans la partie évanescente Ev(V, Q,(n)) du

2
groupe de cohomologie H_n(V, m)(n)) n'est algébrique.

(b) Les classes de cohomologie algébrique engendrent Ev(V, @,(n))

Précisons le sens du mot générique dans 1.4,

(a) Soit G 1la grassmanienne des droites de l'espace projectif ﬁ’ dual de TP

Appelons '"point géométrique" de G un morphisme du spectre d'un corps algébrique-
ment clos dans G .

Tout point géométrique s -0 définit un pinceau de sections hvperplanes 4 de la
variété déduite de X par extension des scalaires de k a k(s) . On dit que 4

est générique si s est localisé au point générique de G

W
(b) Soit 4 un pinceau de sections hyperplanes (une droite de I ). Tout point
géométrique s = 4 définit une section hyperplane de la variété déduite de X par
extension des scalaires de k 2 k(s) . On dit qu'elle est générique si s est

localisé au point générique de £

Soient s comme ci-dessus, d'image dans 4 1le point générique s et
S ©4 1l'ensemble fini des points de 4 donnant lieu 3 une section hyperplane
singuli2re. Le groupe de monodromie ﬁi({-— S, s) , quotient de Gal(k(s)/k(s))
agit sur Ewv(V, QL(n)) . 8% k n'est pas de caractéristique 2, cette action esC
irréductible (XVIII 6.7); au n® 2 ci-dessous, on montrera que ce résultat reste
valable sans hypothése de caractéristique pour un pinceau générique. Le sous-espacg

de Ewvw(V, QL(n}) engendré par les classes de cohomologie algébrique est stable S

le groupe de monodromie (i.e. sous Galois); c'est donc tout ou rien, ce gui prouve:
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% 2n+d " N i "
corollaire 1.5 Soit V CP une intersection compléte de dimension paire 2n
.—-—l—'_"_-_“

et de multidegré a générique. On a soit
et ce m

(a) Toute classe de cohomologie algébrique dans Hzn(v, Qbin)) est multiple rationnel

n
ge T .

2
(b) H'U(V, m{(n)) est engendré par des classes de cohomologie algébrigue,

Si (b) est vérifié, pour toute intersection compléte de dimension 2n et

I

multidegré a sur un corps algébriquement clos de caractéristigque p , Hzn(V, Q}(n))

est engendré par les classes algébriques,

On applique 1.4 pour X wune intersection complite de dimension 2n+l et
de multidegré (al...ad_l) générique et powr £ un pinceau générique de sections de
X par des hypersurfaces de degré a, (cf, XVII 2.4). En fait, on pcurrait aussi
prendre X de multidegré {al...ad) et 4 un pinceau générique de sections hyper-
planes. La remarque finale résulte de ce qu'une classe de cohomologie algébrique reste

algébrique par spécialisation,

2. Complément & XVIII

Propesition 2.1 Soient X CIF une variété projective lisse purement de dimension

" W -
ar paire 2n sur un corps algébriquement clos k , et 4 TP un pinceau de Lefschetz

générique de sections hyperplanes de X , Soient s un point géométrique de 1

H5 la section hyperplane correspondante, S T 4 1'ensemble des valeurs exception-

nelles du pinceau et ﬂi(i - S8, s) le groupe de monodromie.

I On_suppose que X wérifie (LV) .

Alors, la représentation de ﬁi{{ - 8, s) sur la cohomologie évanescente

n
' Ev(H,, @) <H™"(u_, @;) est absolument irréductible.

%
Rappelons que EV{HS, @,;) est l'orthogonal de 1'image de H™"(X, @)

y 2n : . . ;
ace dans H st Q{) , image é€gale au sous-groupe des invariants sous le groupe de

sous monodromie (XVITT 5.6.10).

)
s
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L& droite projeceive PL est simplement connexe le groupe “1{{ -8, s) 3.1
est donc (topologiquement) engendré par les sous-groupes d'inertie en les points de col
% & n -
S - et leurs conjugués. Son image dans GL(H (Hs, @;)) est done (topologiquement) Ca
engendrée par les x —>x - (-1)T(x &5 pour & conjugué & un cycle évanescent, le
2 2r
L'image de H (X, ;) dans H H(HS ®,) est donec 1l'orthogonal du sous-espace en-
£ A
gendré par les cycles évanescents et leur conjugués: EU(HS, Q,) est engendré par Pﬂ!
i —
les cveles évanescents et leur conjugués. So|
; . . - ge
Pour un pinceau de Lefschetz générique , les arguments du n® 6 de XVIII ==
" (a
montrent encore que les cycles évanescents § relatifs aux différents points de § [
) se |
sont conjugués entre eux. __I
(b |
Soit ¥ ClEv(Hs, QL) un sous-espace invariant # 0 . Il existe un conjugué i
& d'un cycle évanescent et v £V tels que (v, &) # 0 (ec'est ici qu'on utilise (c
(LV)). Puisque v - (-1)T(v 88 2 v ,ona & €V | Le sous-espace V , contenant ¢!
un cycle évanescent (et tous ses conjugués) coincide avec EV(HS, Q{) .
[
[
Cet argument reste valable aprés extension du corps de coefficients QL 3 [
fc
d'olt 1'absolue irréductibilité,
18

Remarque 2,2 Lorsqu'on omet 1'hypothgse (LV) , les arguments qui précédent
2

prouvent encore que tout sous-espace invariant de H"n(HS, QL) contient Ev(HS, ﬂ{) &
ou est contenu dans l'image de Hzn(X, QL) . Le mé@me résultat vaut pour X de d
dimension paire (et tout pinceau de Lefschetz). e

su

d
3. Preuve de 1,3

d
3.1 I1 s'agit de prouver que, sous les hypoth&ses du théorgme, 1.5 (b) n'est P ] )

P 0,2n o 0,204 0

vérifié, Le cas o h° # 0 sera traité par Katz en XXI 4.1 (la condition h

Equivaut a LI di - (2n+r +1) 20 , ce nombre étant l'entier m tel que
#
rr3 = &m) ). Les résultats du présent exposé ne servirons plus dans la suite de

séminaire, de sorte qu'il n'y a pas de cercle vicieux.
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Lorsque k =1L , on démontre 1.3 en notant que si 1.5 (b) est vérifié, 1a

ts de : ﬁ logie de V est purement de type (n,n) , la cohomolozie alegébrique étant de type
cohomolog g gébriq ¥P

ment) ®(n,n) . Ceci n'est le cas que dans les cas exceptionnels exclus de 1.3 (XTI 2.9). Par
scent, 1e principe de Lefschetz, 1.3 est donc vrai en caractérisitque 0 .
e en- ‘
par progosition 3.3 Plagons-nous sous les hypothéses de 1.4, et supposons (b) vérifig,
f__iE Ev(V, @) le Q-sous-espace vectoriel de Ev(Vv, QL(H)) engendré par les classes
de cohomologie algébrique,
VIII -
_ (a) On a2 Ev(V, Q) & Q{ —> Ev(V, Qcﬁn)) . Sur Ewv(V, @) , la forme d'inter-
gsection est rationnelle définie, de signe (-1)"
(b) Les cycles €vanescents et leur conjugués sont dans Ev(V, @) : ils v forment
-onjugué un_systéme de racine irréductible de tvpe A, D ou E
lise . (¢) Le groupe de monodromie (image de ﬂiCL -5, 8) dans GL(Ev(V, ®)) ) est fini;
.tenant !!i'est le groupe de Weil du systéme de racines (b)
Sauf le caractére défini de la forme d'intersection, (a) résulte dge ce que la
b forme d'intersection est non dégénérée sur Ev(V, g,(n)) (par (LV)) et rationnelle
sur Ev(V, @) .
ient La condition 1.4 (b) équivaut 2 dire qu'il existe sur V des cveles al-
Is’ QL) gébriques modulo équiwvalence numérique non invariants par la monodromie. Cette con-
de dition est donc indépendante de 4 . Soit x un tel cycle algébrique, et £ le
eyele &évanescent relatif & sy €S et 3 un chemin ch de s (définissant V ) 3
8y - Pour ch convenable, (x 8) # 0 , Le transformé galoisien o(x) = x=(~1)"(x5) 6
de x est encore algébrique; (x8)¢f est done algébrique, image d'un cycle vy in-
l dépendant de 4 . Le nombre rationnel L:lln(y. v) = (xi)z est donc indépendant de
n'est pasd 2 )
0,20 ¢ L ; c'est un carré dans tous les corps Q{ . donc un carré, et + (%, &) -est dans
3 @ ec indépendant de 4 . Ceci montre non seulement que & T Ev(V, @) , mais encore
v Gue le cycle algébrique modulo &quivalence numérique + & = (o(x) -x)/{x, &) , est
de '
indépendant de 4

e
i
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I'n eyele algébrique sur une variécé V est toujours défini sur une eXten. Re
sion finie de rout corps de définition de V ., Tl en résulte que ‘lfi - 8, g) er
agit sur Ev(V, @) wvia un groupe fini. Ce groupe est engendré par les réflexionsg de
associées aux cycles &vanescents £ et leur conjugués (XVIII 6.6.1 et n® 2). Les 8
et leur conjugués forment donc un systime de racines de groupe de Weil le groupe de . 3.

®
monodromie, De plus, toutes les racines de ce systéme de racines sont conjupuées soug 1
le groupe de Weil: il est de type A, D ou E ., =
el

La forme d'intersection est, & un facteur prés, 1'unique forme invariante b:
sous le groupe de Weil, Elle est donc définie. Son signe se détermine en calculant &

(8, & = (-2 . "
L

T
Proposition 3.4 8i k=& , et sous les hvpothéses de 1.4, les conditions suivant

S
sont équivalentes

H
(i) 1le groupe de monodromie est fini;

e
(ii) la cohomologie évanescente Ev(V) est purement de type (n, n)

(

Soit ? —> 4 le fibré de fibres les sections hyperplanes appartenant au

pinceau 4 , et VS la fibre en s € 4(C) . Les EV(VSJ forment une variation al=

LI

gébrique de structures de Hodge sur 4 . D'aprés le théorzme de la partie fixe [2],

4.1.2 appliqué a un revé&tement fini de £ (ecf., [2] 4.1.3.3), (i) implique que la 53§

structure de Hodge des Ev(?s) est localement constante. Le groupe de monodromie »>3%

agit donc par automorphismes de la structure de Hodge, Pour T wune transformatiomy

de Picard-Lefschetz, Im(T-1) est une sous-structure de Hodge de rang un, donc dej
A

type (n, n) , engendrée par un cycle évanescent & . Les cycles évanescents &tanB

de type (n, n) |, Ev(V ) tout entier 1'est.
Réciproquement, si Evw(V) est purement de type (n, n) ., la forme
d'intersection sur Ev(V) est définie et le groupe de monodromie fini (cf. [2]

51,7303,
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EEEEEQES e 8i les conditiong équivalentes de 3.3 sont vérifides, on voit comme
en 3.3 que les cycles évanescents (et leurs conjugués) forment un systéme de racines

de type 4, D ou E dont le groupe de monodromie est le groupe de Weil.

3. 6. Prouvens 1.3 pour k de caractéristique finie # 2 . Soient S = Spec(V)

le spectre d'un anneau de valuation discréte d'inégale caractéristique de coTps

résiduel k , et X CUP§n+d une intersection compléte de dimension relative 2n+l
et de multidegré fal...ad_l) sur S . Seit 4 un pinceau de Lefschetz de sectionms

hypersurfaces de degré 2y de ¥ (en fibre spéciale, {S est un pinceau de Lef-
schetz pour XS Y. Soit £ : %X —> 42 ﬁ’?é le fibré de fibres les sections du pinceau.
Le lieu exceptionnel T <4 est étale sur S (XVII 6; on utilise ici que p # 2 ).

Le faisceau Ran* QL est localement constant sur 4 - T ; il est donc modérément
ramifié et sa monodromie est la m@me en caractéristique p et en caractéristique O,
si 1.5 (b) est vérifié, on déduit donc de 3.3 (c) et 3.4 que le groupe de cohomologie
HEH(VJ des intersections compliétes complexes de dimension 2n et multidegré a

est purement de type (n, n) , ce qui n'arrive que dans les cas exclus par 1.3

(X1 2.9).

4. Deuxieme complément & XVIII

Dans ce numéro, nous travaillons sur @& et en cohomologie entigre (trans-
cendante). Nous reprenons, avec des méthodes plus proches de celles de Lefschetz,

certains des résultats de XVITI. Dans XVIII, ils n'étaient prouvés qu'aprés tensori-

sation aveec @ (on plutdt ©; . ce qui revient au m@me),
4.1 Soient X ©T une variété projective complexe lisse purement de dimension
m+1 er 4 un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de X . d'axe A

2 . . . . 1
On désigne aussi par < 1l'espace des paramétres du pinceau, isomorphe a3 P

Soit 8 © 4 1'ensemble des valeurs exceptionnelles. Pour s £ 4 , on notera Hs

la section hyperplane correspondante de X (de dimension n).

Ll
b
o 1
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Soit T(A) un voisinage tubulaire fermé de A MX dans X , de bord

transverse 4 tous les Hs

Soient 0, = deux points dans 4 - § , et soit o un difféomorphisme

" sy 1 "
orienté de 4 - 8 vers T (C) envoyvant O sur O , = sur = et S dans la

circonférence de ravon un centrée en 0 ., Le composé of de o et de la projection

o T ; sy e i
sur 4 fait de X - T(A) un fibré singulier en variétés a bord sur Plfm) (une sip.

gularité au-dessus de chaque point de @(S) ). Nous noterons c_ le segment de

droite joignant 0 2a als)

Omettant la mention de G , on a la figure

Au voisinage de s £ 5 et du point singulier ®g de Hs =X , on se

trouve (dans des coordonnées locales convenables) dans la situation étudié en XIV 3.1
Si @ est choisi holomorphe prés de s , on peut méme trouver des coordonnées

2 =L
locales sur X et £ telles que £ s'écrive L z; et que o 1(¢s) soit

"z réel positif" ., Au-dessus de l'intersection d'un veisinage de s et de
-1 : - 5 NN = find
[0 ] (cs) - s , on peut alors considérer le fibré en sphéres réelles & =x , défim
par " z, réel" | Pour t =g , la fibre A4' de A' en t tend vers x .

i st & s

On notera A4  la réunion de {xs} et d'un fibré en sphires au-dessus de

-1 1 ; " .
a3 (cs) - {s} , contenu dans X - T(A) et qui prolonge ﬁ; . is est un disque
plongé dans X , de bord HG M &5 une sphére qui représente le cycle &vanescent
-1

&

. & s transporté dans H ~ le long du chemin « (cs)

2

Appliquons la théorie de Morse 2 la fonction [af | , pour étudier

comment change 1'homotopie de
{x €x| x €ET(A) ou Jaf(x)|® sr}
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ljorsque T crolt. Seit

X" = {x €X | x €TA) ou @ f(x) #w} .

on trouve que l'inclusion

U 4 F—> x-

H U LH S&——>T(A) UH U
Q - 5 o s

s€ 8 s€ 5§
est une équivalence d'homotopie. On sait, encore par la théorie de Morse, gque
X - X peut se rétracter par déformation sur un sous-complexe de dimension réelle

<n . Au total, on a donc le résultat suivant

Théorgéme 4.2. 1l existe un sous-complexe L compact et de dimension (réelle) = n
aff _ a
de H_ =H_- A tel que l'inclusion
H U k_} b —=X - L

o - [
s €S

soit une équivalence d'homotopie.

4.3 La soustraction de I est sans effet sur les groupes de cohomologie,
3.2
d'homologie ou d'homotopie d'indice 1 <n de X . Puisque H, < er = se
sE §
déduit de H, en attachant des n+l-disque le long de sphzres représentant les
cycles évanescents, on trouve en homelogie
i 2 —> p (v ) —>u (x) —>0
ini "no n .

La suite exacte analogue en cohomolegie, et celle qui s'en déduit par dualité de
Poincaré, forment un diagramme commutatif

Z
E a5 T
5 s

5
¢ ,5)
5
V) —EY ) —— > b
Q
X)

i‘
|

(4.3.1) z5 —— > "
Hn

"
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5. Les cas d'exception au théor2me de Noether 4

Dans ce numéro, nous persistons & travailler sur € , en cchomologie

entiére.

5.1 Scient 2n, d et a = {al,...,adJ (d =1, a; = 2) tels que la cohomologjie

de dimension 2n des intersections compliétes lisses V de dimension én et de multi-
degré a soit purement de type (n, n) . En d'autres termes, n =0 ou (2n: a)
est €gal a (2n; 2), (2n; 2, 2) ou (2; 3) (XTI 2.9 ).

Supposons que V se déduise d'une intersection complite X C:Pzn‘d

:JPZn—d*lj

(resp. X de dimension 2n + 1 ‘et de multidegré (aL,.,,,ad_l) (resp.

(al,...,ad) ) en prenant une section par une hypersurface de degré a; (resp. une

T

section hyperplane) appartenant & un pinceau de Lefschetz £ .

La partie évanescente Ewv(V) de HZH(V} , égale & la partie primitive

de cette cochomologie est, d'aprés 4.3.1, engendrée sur Z ar les cvcles évanes-
g B g sur P y

cents, C'est 1l'orthogonal de la puissance T de la classe de cohomologie T d'une

section hyperplane.

Puisque sur Hzn(V) la forme d'intersection est unimodulaire, et gque
TF“ n'est pas le multiple by (b > 1) d'une autre classe de cohomologie (XI 1.6

(iv)), le discriminant de la forme d'intersection sur Ev(V) est égal a
=1

oft, ™ = la, .

2n

Soit R le systéme de racines dans H™ (V) formé des cycles évanescents
et de leurs conjugués. On a sur R 1les informations suivantes
(a) R est vide ou de type A, D ou E
(b) 1le rang de R est donné en XI 1,10 ;
(c) le discriminant est :ai . Dans les tables, ce discriminant est l'ordre du
centre du groupe simple simplement connexe complexe correspondant. L'argument
par lequel nous avons calculé le discriminant montre que ce centre, dual du

quotient du réseau des poids par celui des racines, est cyclique,
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Dans tous les cas de figure, ces informations déterminent R complitement

si n#¥0 . On trouve:

logie Proposition 5.2 (i) Pour V une guadrique de dimension paire, R est de type Ay
Lri- (ii) Pour V wune surface cubigque, R est de type E6 .
a) (iii) Pour V de dimension 2n , et l'intersection de deux quadrigques, R est de
type Dy..5 -
i 1
5. 3. Supposons que n ¥ 0 . L'ensemble R des vecteurs de longueur + 2 dans
B- Ev(V) est aussi un systéme de racine, ayant les mBmes caractéristiques (a) (b) (e¢)
B que R . On a donc R = Rl . Soit ™ le groupe fondamental de 1l'espace des
5 " 3 5 —2n+d AT
paramétres de toutes les intersections complétes V CIP du type considéré.
L'image de 7, dans GL(Ew(V)) est le groupe de Weil de R . Dans tous les cas
dve de figure, c'est le groupe d'automorphismes du triple
s-
. (Hzn(V), m , forme d'intersection).
une
5.4, Avee R remplacé par R1 de 5.3, le résultat 4.2 (ii) est bien connu
[1] et pour les petites valeurs de n . 4.2 (iii) était connu, au moins par
P p p
.6 Manin (n = 0 est trivial; une surface intersection de deux guadriques est une sur-
face de del Pezzo). Une étude détaillée de l'intersection de deux quadriques a &té
faite par M. Reid [4] I1 déduit 4.2 (iii) d'une étude de la géométrie des sous-
espaces linéaires de dimension n sur une intersection de deux quadriques
nts v :]Pﬁn-'-Z
Bibliographie
(1] E. CARTAN. Quelques remarques sur les 28 bitangentes d'une quar tique plane
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SGA T

EXPOSE XX
EXPOSE XX

LE THEOREME DE GRIFFITHS

par N. KATZ

0. Introduction

On démontre le théordme de GRIFFITHS [1], qui donne une fagon
systématique (bien que non-constructive) de "trouver" des cycles
algébriques qui sont QL—cohomologues a zéro, mais donc sucun multiple
n'est algébrigrement €quivalent 2 zéro. La démonstration donnée ici
(due 2 GROTHENDIECK) est la traduction en termes purement algébriques
de la démonstration originelle, plus au moins transcendante, de
GRIFFITHS. Dans toutes les deux, c'est le théorime d'irréduccibilité

XVITI 6.7 qui est un point-clef (cf.3.1.6 at 3.2).

1. Le formalisme des classes primitives

Dans toute la suite, on suppose fixé un nombre premier 4 . Tous les
schémas envisagés sont supposés a caractéristigues # L

Considérons la situation

(1.0.1) X - ;4

dans lag:elle on supposa

s
4
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Laife™y

-2 = e

(1.0 3) f, g lisses de d: mensions relatives 4% d1 et d2 s

(1.0.4) T proore .

Compte tenu de ce gqie X et Y son® lisses sur S5 , la propreté

de ™ nous donne nn morphisme de Gysin (SGA 5 1V )

L < .a-2(dy-4d,) o =
(1 03%5) Fe & HAX, mitil) — ¥ 27(y, 9, (1-(d;-d;))) .

Localisant sur § (au sens étale), on obtient également un morphisme
3 P

de faisceaux sur §

(1 0.8) Ty % qu*iﬂai(i} e 84 (Q, (i-dy~d,)) ,

et, appliquant le foncteur HF(S, )} , un morphisme

(1.0.7) 7, HP(s,R%%,001)) — uP(s,rI72(1-42) 8, (Qf1-d +d,)))

Définition 1.0.3.  Sofent (ED’Y , 42%) e (EP'?, 1aP % goux

suites spectrales (dans une catégorie abélienne donnée), et

(a, b)

M

Z x Z Le décalage de ('E?'q g 'di’q) par {(a, b) est

la suite spectralc ("Ep'q, "dp,q) . BVec
;g i

ngP:q  _  .pPta,qib
T r
{(1.0.9)
udP,q = dp+3:q+b
r
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A ——

1.0.10. Un morphisme de suites spectrales de (Ez‘q » dﬁ’q) dans

("t-:p’q : "dg'q) s'appelle un  morphisme de bidegré (a, b) de
T ; ge

0,q P.9 P q 2P g
(AR 47" dmne ('ETT, SN

Le lemme suivant st une conséquence triviale de la théorie du

morphisme de Gysin (SGA 5, IV).

Lemme 1 1.

Il existe un morphisme canonique T, de bidegré (a,—z(dl—dz))

des suites spectrales de Lerﬂ

9 —_ P+q
(1.1.0) RPa R £.9, (1) = ’R"Uan), 0, (1)
et

q
(1.1.1) RPa,Rg,Q, (i-d +d,) =R Y(ag) Q,(i-d +d,)
qui sur le terme E2 est donné par (1.0.7), et sur 1'aboutissement
par (1.0.5).

1.2. Considérons maintenant la situstion

(1.2.1}

::n’ll/}: Xg Y P‘-’z
x Y

N

%]

-qﬁa—

L
o
i

349




dans laquelle S, ¥, £, Y, g sont comme dans (1.0.2) - (1 0.%),
mals en supposant maintenant également f propre.
Soit

-

(1 2.2) z € (X x ¥, 0. (b)).

Alors =z induit une applicatioa (=ncore notée 2z )

(1:2:3) o BN, QIE)) e THOT2Y) oy 0, (i+b-d;))
par la formulea
£
(1.2.4) z(x) = pr, (z A pr, (x)) .
2, ¥
ol pr, est 1 '"homomorphisme de Gysin Par localisation étale sur § ,
3
z définit également
q k q+a-2d, .
(1.2.5) z : Rf.M (i) —= R 1 g, (9, (1+b-d,))
et, appliquant HP(S, — ) , des applicacions
P . +2- -
(1 2.4 (s, RE@, (1)) —— #P(s, RYP2 g (g, (i4b-d,))
Lemme 1 3 L~ classe 'z définit un morphisme de bidegré (O, b—Zd])

des suites spectrales de Leray

) - P
(L.2.7) wP(s, R, @ (1)) = Tz, 0,1
et
(1 2.8) HP(s,R%, 0, (1+0-d.)) = Py, Q, (i+b-d,))
344
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qui sur les termes E, est donné par (1.2.€), et par (1.2.3) sur les

gboutissements.
abour SBRIAEDIE

pémonstration. Compte tenu de la formule (1 2.4) et de ce que la
Démonstratlion

rgultiplication par z définit un morphisme de bidegré (0, 2) de

suites spectrales de Leray

(1.2.9)  #(s, R%pr; £), @, (1)) = wPTUx xg¥, @, (1))

- .
(1.2.10) uP(s, Rq”‘(prl £, @, (1+b)) = nP+ata y Xg¥, @, (i+b))

»

on n'a qu'a appliguer 1 1. 2 la situation

KXY-—-———-—-—-—}Y

(1.2.11) \ /

Corollaire 1 4. Dans la situation (1 2.1) - (1 2.2), le morphisms

(12 3)
(1.4.1) z - u%Ux, 6,01)) SRR L e @y (2+b-d;))

transforme classe primitive (XVIIT 5.8.1) en classe primitive, a2¢

le disgramme suivant est commutabif,

ek
4=
w
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= if XX
2 +a-2d

primi(x/s, 0,(1)) —> Prim? Ley/s, @ (i+0-d,))

(1.4 2) ug \!Lug
z

als, Rq-lfﬁﬂi(i)) — T, R L B2Q, (1+b-d, )
(ons Ues ug sont les homomerphismes canoniques de XVITI 5.8.1).
Lz B Soit = un point géométrique de S (au-dessus d'un point

m de S ), et soit

{1 5.1) z- € H (x; ¥ k(a)Y; . Q{(b})

la classe induite par =z sur la fibre géométrique correspondante Ae

(1. 5.2) ¥ x.,Y¥Y ———= 5§ a

Proposition 1.5 3. Supposons £, g propres, S

annexe, et soit

g Z . S5i la classe z- induit 1 'homomorphisme nul

e 5 A q+a-2d, -1 _
{1.5.3) @ 2 H (xﬂ i Q&(iJ) — " 1 (Y;, q£{1+b le),

alors, pour tout X € Primq(XfS, ®.(i)) , on a

(1.5.4) ug(z{x)) = 0 dans HI(S,Rq+a_2dl_lg*Q}(i+b—dl])
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pémonstration Par la commutativité de (1.4.2), il suffic de voir
—l——-'._—-_

que z induit 1 '"homomorphisme nul

(e}

(1.5.5) z: k17 g, @, (5) o gata-2d;-1

85Q, (1+b-d ).
or £ et g étant propres et lisses, les faisceaux R‘f*m_{{.) at
R g,Q, (*) sont constentstordus (SGA 4 XVI 2.2), donc équivalents & leurs

valeurs en 71 , vus comme modules sous WI(S, o)

1.6. Une Construction de Manin

Supposons données deux sections de f : X —= § :

(1.6.0) S < F—— X ’

& chacune on associe sa classe de cohomologie

t, (1) € HZd
i*

(1 5.1) cl(ti) 1 (X, m{(dl})

5i les fibres de f : ¥ —> § sont géowétriquement connexes, (plus
généralement si pour s € 8§ , f(s) =t g(s) appartiennent & la mtme

composante connexe de Xs ) on voit bien que

0L 6. - 20y
6.2) cl(tl) cl(tz) ¢ Prim (X/s, Qéﬁdl)) .

[0
i
e |

353



On désigne par

1 2dy-1
(1.59.3) u (e, -t,) € H (S, R £,0,0d,0)
son image par

. . 2d 1 2d,-1_
(1.5.4) u, : Prim l¢xnyss, Q,(a,)) —> H (S, RTL7£,Q,(4,))

(C'est un analogue :,1(1.'1 - tz} de cet £€lément que Manin étudie dans
[sD.
L.6_5, Soit maintenant 2z wun cycle algébtrique sur X x SY de co-
#

dimension = b sur chaque fibre de X X SY ( ), qui détermine une
classe de cohomologie (SGA 5 IV b5

~ wlb ]
(1.6.86) el(z) € w7 (X x _Y, Q{’(b))

=]

Cette classe définit un= arplication (ecf (1.2.3))

24 2b
(1.6.7) cl(z) - HT (X, Q‘&(dl)) — H (Y, (b)) ,

et si les cycles z(tl) et z(tz) sont définis, on 2 (grace a la

compatibilité SGA 5 IV du cup-produit avec les intersections de

cycles):

(#) 8i S est lisse sur un schéma T (p. ex. T=Spec k, k un corps), il

suffirait de supposer z de codimension = b sur chaque fibre au-dessus de T .
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(1.6.8) cl(z) (CI(EI) - cl(tz)} = cl(z(tl) - z(:z)) .

ta commutativité de (1 &4.2) nous donne

(1.6.9 ) cl(z) (uf(:lvtz)) = ug(cl(z{tl} < z(tz)))

Comme corollaire de 1.5.2 , on a nlors:

Proposition 1 7. Soient £y er &y deux sections de f : X —= § ,

f étant supposé 3 fibres connexes, =t soit =z un cycle alpgébrique

sur X X SY de codimension b , tel que le cycle algébrique

(1.7.1) z(tl) = z(tz}

soit défini. Alors sa classe de cohomologie est primitive (XVIII 5.8.1).

51 le cycle algébrique Z- sur K; X Yﬁ induit 1'homomorphisme nul

2d;-1 1 0 _2B-1 ’
(1.7.2) z_ : H 1 (X, Q,(2,)) ——=H (Yﬁ, Q, (b))
alors
(1 7.3) u (ele)) - 2(e,)) = 0 dans u'es, &2 g, @ ()

(ot u, est 1 'homomorphisme de XVIIT 5.8.1 intervenant dans 1.4).
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2. Un rappel sur le niveau (Cf [27], 9.7, 10.1] )

2.0.1. Soit X propre et lisse sur un corps k algébriquement clos.

On a vu (1.2.3) que, pour tout

(2.0.2) T propre, lisse et connexe sur k de dimension 4 ,

et tout

(2.0.3) cycle algébrique 2z de codimension b sur T x X,
la classe de cohomologie

(2.0.4) cl(z) € sz('r WX Q_L(b))

donne lieu aux applications

(2.0.5)  cl(2) : w1, Q, (1)) —> u2®2d (x g (i4p-a)) |

On définit la filtration par le co-niveau (N7) de Hq(X,Qf(i}J
-

(2.0.6) NIHY(X,Q,(i)) = z _images cl(2):29723(1,q,(1-1)) —> 5%(X,q, (1)),
. (T,2) % %

la somme é&tant étendue aux couples

(2.0.7) (T, z) T/k propre lisse et connexe de dimension &

z cycle zlgébrique sur Tx¥ de codimension j+d. |

11 faut remarquer qu'om parle parfois de la filtration F? croissante

"par le niveau" , défini par

(2.0.8) Fonix, Q,(1)) = N HUX, (1)) .

(=
o
L)
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Remplagant (T, z) par ( rly T, {pt} x z) , on voit que

J-1

(2.0.9) v ri(x, ® (1)) < v Ta%x, Q (1)) .

Evidemment on a:

Prozosition 2al, Soient X propre, lisse et géométriquement connexe

gur un corps k , k une clBture algébrique dg k , xﬁ = ¥ ?%k

Alors gal(k/k) , agissant sur Hq(XE, Q,(i)), préserve la filtration

par le co-niveau.

Des raisonnements standards (cf [27]) montrent les énoncés suivants,

Proposition 2.2. 1La filtration par le niveau est invariante par exten-

sion des corps algébriquement clos k'/k .

Proposition 2.3. Soient S wun schéma réduit et irréductible, 2 pcint

générique n , et

it X — 5

il ]

un morphisme propre et lisse, & fibres géométriquement connexes. Si

pour des entiers j et g donnés, on a pour lz fibre générique géo-

métrique X

(2.3.1) HUXS, @) = & w%x-, e,)

alors il existe un ouvert non-vide UC S rtel que en tout point

UEU , on ait pour 1la fibre géométrique X=

q = agd 9
(2.3.2) H (x;, ¢,) = N ¥ “(G’ &}&)

b
s
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3. Applicarion aux pinceaux de Lefschetz

i 31 1 A partir de maintenant, on fixe :
(3.1.0) k , un corps algébriquement clos,
(3.1.1) e P , un k-schéma projectif, lisse et connexe de dimen-

sion paire n , qui vérifie (LV) (XVIII 5.2.2) .

Prenons

(3.1.2) b= {H

Lo

1 un pinceau de Lefschetz d'hypersurfacesde degré d

tte P

a fibre générique

(3.1 3) X_ , m= le point générigue de P! ‘
Posons (cf XVIII 5.4.4)
(3. 1.4) m : X; c——? X Kkk{;) 1'inclusion ,

(3.1.5) "L (x-

-

o
Q,(i)) = 1'orthogonzl de m "' 1(X,m;(i)) dans

Hn_l(X;,Qj(i)) :

Nous avons wvu (XVIII 5.7.2) que la formule de Picard-Lefschetz entraine

(3.1.8) 51 n est pair, tout sous-groupe d'indice fini dans

gal(k(n)/k(n)) agit de fagon irréductible sur

22“‘1(x;,a£(i))

Propositicn 3.2, Seit D = {HE} un pinceau de Lefschetz, et supposons
n = 2m pair. Alors ou bien
352

358




n-1 " P 5 § 5 m-1 n-1
2.1) 4 (X2,@, (1)) cm H 77 (X,g,(1)) + N (X-,Q

= (i))

4

(3.2.2) Pour toute courbe C propre et lisse sur k(f) , et tout

cycle algébrique =z sur C x Xﬁ de codimension m , 1'homo-

morphisme induit (1.2.3)

2m-1

’1;(3_2_3) cl(z) : ulce, o, (1+i-m)) —> H (Xz,@, (1))

a son image dans m~H2m—1(x,Q£(i)}

Démonstration. Supposons que 1'image d'un tel homomorphisme (3.2.3)
n'est pas contenu dans mnﬁnhl(x,qé(i)) » ou, ce qui revient au méme,

3Q_que son image dans En_l(XE,@{(i)) = HH-I(X;,QL(i)) u“‘ltx,qt(i>>

" n'est pas nulle. Comme cette image est évidemment stable sous les opéra-
tions d'un sous-groupe d'indice fini dans gal(k(A)/k(n)) , 1'irré-

ductibilité (3.1.5) de En-l(xg,ﬂi(i} se récrit en disant

n=1 s _ *, n-1 ]
=y = i » L5 .
B {xﬂ Q{(x}) m H (X Qa(i)) + 1'image de (3.2.3)

et, par définition,

l"image de 3.2.3)= 1'image par el(z) de & (C,0,(1+i-m))

Jw

- Nm—lﬁn-l

(¥-,@. (1)) ,
de sorte qu'on a bien crouveé

H“‘l(x;,a;(i)} = m*ﬂn‘1(x,qifii) + Nm"lw“‘ltx;,qi(i))

™
w
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3.3. La condition (B).

3.3.1. ©On dira que 1'inclusion
m : X— — x xkk(?)
vérifie la condition (B) s'il existe

(3.3.2) V— , un cycle algébrique de codimension n-l sur X:X(Xxkk(:J)

tel que 1l'application qu'il définit
(3.3.3) ¥ : Hn-l(X:,Q{(i)) —_ H“'I(x,a;,.(i)}

soit inverse & gauche de

n

(3.3.4) n #H —l(K,Q),(i)) — Hn_l(xr,tﬂj(i)) 5

=

i,e. tel que l'on ait

(3.3.5) V— m* =id ,

/.

(3.4). Cette condition (B) est vérifide si 1'opération n [4, 1.4.2.1]
est algébrique (cf. [4, 2.12 (ii)]. On conjecture que N est toujours
algébrique, donc que la condition (B) est toujours vérifiéde, et on sait le

vérifier dans de nombreux cas [4]. Elle est vérifife trivialement pour X

une intersection compléte de dimension paire car alors on sait (IX 1.6) que

(3.4.1) P Nx,q,()) = o .
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- L5 = XX
4, Lo théorécc de GRIFFITHS
Ibfﬂfgﬂﬁ 4.1. Soit X projectif, lisse et connexe sur k , de dimen-

sion paire n = 2m 2 4 Soit D un pinceau de Lefscherz de sections

par des hypersurfaces de degré 4 . On suppose

(4.1.0) X wvérifie (L V) (XVIII 5.2.2),

(4.1.1) le pinceau D wérifie 1'hypothase (A) (XVIIT 5.3)

(4.1.2) le pinceau D wérifie (3.2.2), i e (3.2) la cohomologie

évanescente En'l(x;,Q}) n'est pas de niveau <1 ,

= -
{4.1.3) l'inclusion m : X-<—= X kafﬁ) vérifie 1'hypothaése (B) (3.3)

Alors, si un cycle algébrique z de codimension m sur X est tel

que sa restriction (eo tant que cycle algébrique) 2a xﬁ satisfasse

(4.1.4) gz = zfxﬁ est algébriquement équivalent a zéro

Alors (4.1.5)z est Q,-cohomologue & zéro, i.e. cel(z) = Hzm(X,QL(m))

est nul.

4.2, Une remarque sur le cas olt X est une intersection compléte

Comme on a d€j2 remarqué (ef, XVIII 5.2.5, ot (3 4)), les hyporhzses

(4.1.0) et (4.1,3) sont alors automatiquement vérifies . Nuant a

1'hypocthese (4.1 1), on a wu (XVIIT 6.3.4, 6.4) qu'elle est vérifiée pour

[}

un pinceau d'hypersurfaces de dezré d > 2n D'autre part, on v
Prouver dans le prochain exposé la condition (4.1 2) pour un pinceau
'@énéral”d'hypersurfaces de degré d > 2n (XXI 5.2 ) Done un pinceau
'@énéral"d'hypersurfaces de degré d > 2n wvérifie toutes les hypothéses

du théoréme 4. 1.

-
L
i
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4.3. Revenanct au cas ot X est quelconque, il semble trés plausible
que pour un degré d assez grand, toutes les conditions de 4.1 sont
vérifiées pour D , du moins pour D assez général On a déja vu que
c'est le cas pour (4.1.1) (XVIII 6.4), et on a sign~lé qu'on conjecture
que (4.1 0) et (4.1.3) sont vérifiés en tous cas (er c'est vrai en tous
cas pour (4.1.0) si car k = O ). fuant & la condition (4.1.2), elle
est vérifife (grace a la théorie de Hodge) pour d grand si car k=0,
et des arguments heuristiques (que le lecteur trouvera en appendice &
1'exposé suivant) rendent plausibles qu'il en est encore de méme si

car k > 0. Plus généralement, ces arguments (théorie de Hodge, rasp
cohomologie cristalline) prouvent (resp rendent plausible) que pour
une variété projective lisse X de dimension n, et pour tout pinceau
de Lefschetz D d'hypersurfaces de degré d assez grand (resp. tout
pinceau D 'assez général" d'hypersurfaces de degré d ) la cohomolugie

évanescente E"'l(x-

n?

@,) est de niveau égal & n-1 (i.e. n'est pas

de niveau <= n-3, i.e. n'est pas de coniveau 1 ).

4.4, Démonstration du théordme de Griffiths.

Soit =z wun cycle algébrique de codimension n sur X , tel que

(4.4.1) zz = z|X~ est algéhriguement &quivalent A zéro -
T n

Par définicion, il existe

(4.4.2) une courbe C- , propre, lisse et connexe sur k(n),
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(4.4.3) deux sections ti{ﬁ} : Sp(k(n)) — ¢ , i=1,2 ,

(a,b.ﬁ) un cycle algébrique Pﬁ sur Cﬁ ® Ka , de codimension n ,

tels que

(4.4.5)  zz = P=(t () - P-(t,(n)) sur Xz

considérons le cycle PF comme une correspondance algébrique sur
]
(c;, Kﬁ} » définissant une correspondance cohomologique, encore nocée

Pﬁ’ ou encore un homomorphisme

v_,*+2 (m-—l ) (x_

(45.4.6) P H*(C%,Q{’(i)) — 4 Q{((i-n-m—l))

Considérons de méme la correspondance algébrigue Vo (3.3.2) sur

(xﬁ’ X ekk(ﬁ)) donnée par 1'hypothése (3) de (4.1.3), définissant

=
= s s R
(& 4.7) Vo i B (x;:, @)L(i.-»m-l)) — H (x-‘@kk(n), ﬂ}{(1+m-1}) . N
d'od une correspondance algébrique composée Qﬁ = V- = P sur
(Cﬁ’ x gkk(;)) , définissant
f
= # i -
(4.4.8) Q- =V- o P-: H (C,Q,(1)) —> 1 +2(m 1)Cx* k{n),q, (i+m-1)) ¥
1 'R ° e g : %
Considérons 1'inclusion
m o3 X'F‘| —= X \_nkk(r') 5
2 -
donnant la correspondance algébrique m  sur (X @kk(ﬂ), X2 , d'si
]
*
la correspondance composée m Qa = sur (Cz, X=) , définissant

"t
b
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I

XX

Fix

£ 3 - -
(4.4 9) mQz =m Vi Pz : ¥ (Cg, @, (1)) —s E™2(m-D)
T | | T

(Xz,Q, (1+m-1)) .

Considérons la correspondance algébrigue

s - > "~ -
(4.4.10) Rz = P m Qz =(id-m V)P :H (C-,Q,(1))—> g TR

(X:_!,:ﬂ’.ti"-m-'llj_
#* *

Comme V- @est inverse 2 gauche de m , (id-m V-) est un projecteur

dans H"(K;, -) , dont l'image est un supplémentaire de

s e
Im (m : 5 (

X ?kk(;),—} — H-(X;,-}) . Comme en vertu d= 1'hypoihése
(4.1.2) 1'homomorphisme

2m-1

(4.4.11) Rz HI(CE,@aii)} — 2™z, 0, (rme1))

E
a son image dans Imm , On trouve que

(4 4.12) 1'homomorphisme (4.4.11) est nul

Choissisons maintenant une extension finie
L/k(m)

au-dessus de laquelle les obiets

(;IJ’ Q- . Bz

C=, tliﬂ}, ty = %

-

soient déja définis, et
U un ouvert ¥ ® dans le normalisé de Pl dans L.

Prenant U assez petit, il existe une courbe relative propre et lisse,

4 fibres géométriquemenr connexes
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E——>u ,

dont la fibre générique géométrique soit C; » et deux sections

dont les valeurs en 7 sont cl(ﬁ)

Soient

la projection (XVIII 3.1 4) dont les fibres sont les sections du pinceau,

X =¥ x o .,
u IP1

M : xUCL———+> X xU

et

—~

1'immersion canonique de X dans X X U (considéré comme la famille

u
=
constante sur U de valeur X ) ,
“a
3 +#* \
z, =M pri(zJ i
le cycle algébrique sur XU » induit par =2z . Prenant U assez petit, Lé
/
il existe un cycle algébrique R sur C XUXU dont la valeur en iﬁ

C- x X; est Ra » et un cycle algébrique Q sur C ¥ X % I don: 1a

valenr en C- x(X Ekk(;}) est Q; » tels que 1l'on ait
] 1

= = i Py - E 5]
(4.4.13) 2y R(tl) Rf:2)+r1dx}1) Q(tl) Q(LE)

Pour démontrer 1. théor?me, il suffira, grace 3 l'injectivité de

i
e
wo
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1 'homomorphisme de Griffiths "modulo partie fixe" (XVIII 5.8.7)

1 Zm-1
, H (U,R opgx€; (m))
Prlmzm(x,qfin)) gEif = s
. L m—
Mot (2 i, e, (m))
de démontrer que 1'image de 2y par
2m-1

. 2m,7 I |
u_ : Prim m(KU;U’mj(m}) — H (U,R SU*Qé(m))

2m-

+#
se trouve dans M (H'(U,P 1(x,@;_(m))

Or, compte tenu de la décomposition (4.4.13), et de la commutativité

de (1 4.2)

+*
Prim?(C/U,@L(I)) S Primzm(XfoU,Q;(n)) L Primgm(XUiu,Q;(m})

‘u IuL
PT, n
v .

2m- M 2m-1

HI(U,H l(K,Q{(m}) —_— Hl(U,R (m)) ,

op €
u. 4
il suffit de démonirer

2n-

1, 1_
UD(R(ti} - R(tz)) =0 dans H (I,R QU*QL(H}) ,

qui est conséquence de (4.3.12), grice 2 1.7.

5 Le Groupe de Griffiths

5.0. Soit S propre et lisse sur un corps k algébriquement clos

Désignons par
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- 21 - XX

(5.0.1) z'(s) 1e groupe des cycles algébriques de codimension i sur §

5 :

(5.0.2) zalgcs) le sous-groupe de z'(S) formé des cycles algébrique-
ment équivalent 2 zéro,

et, pour tout nombre premier 4 # car (k)

(5.0.3) Z:-coh(s) le sous-groupe de Zi(S) formé des cycles dont la

classe de cohomologie dans Hzi(S,QL(i)3 est nulle
(On conjecture [41 que ce groupe est indépendant de £ , ce qui est

vrai du moins si ecar.k=0. )

On pose

(5.0 &) Grififs) =zt

£
con B EE, 8

alg

Si de plus 5 est projectif, et muni d'une immersion projective, on

pose

(5.0.5) Zi,prim(s) = le sous-groupe de Zi(S) formé des cycles qui
sont primitifs (i.e. dont la classe de cohomologie

l'est),

(5.0.6) primi‘;g(s,%(i_}) = le sous-Q-vectoriel de Hzi(S,Qi(i})
engendré par des classes de cohomologiec

des cycles algébriques primitifs.

Corollaire 5.1 Sous les hypothises de 4.1, on a
514 Crif(x-3= S Ln L
dimm( rif (xﬂ}%zq) = dlmO(Prlmalg(k,Q{(nJ))

En cffer, d'apr2és 4.1 5, le novau de la fliche composée

n,prim rest. a X. n n
—_— T . - i =
&,z (x) %52 conXz) — Grif (x2)
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. n < . 2n .
@st contenu dans za—cohcx} 2 @ , de sorte que Prim_ g(h,ﬂé(n)}

Z 1
est un quotient d'un sous-groupe de Grifn(xﬁ) ETZ f , ce qui
achéve la démonstration
S 5 . = 2m+1
Remarque 5.2, Pour X une hypersurface quadrique dans P on a

dim, (Prim°™ (X,@,(n)) = 1
Q{ alg L

En particulier (4.2), pour X une quadrigue dans Ps , la section de

X par une hypersurface généricue de degré => 5 contient une courhe,

Qt-cohomokogie 4 zéro, dont aucun multiple n'est algébriquement équiva-

lent 2 zéro,
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EXPOSE XXI

LE WIVEAU DE LA COHOMOLOGIE DES INTERSECTIONS COMPLETES

par N. Katz

avec un Appendice par P, Deligne (§ 5)

SOMMAIRE
0. Introduction,

1., La matrice de Hasse-Witt d'une intersection compléte,
2. Le coniveau dans le cas d'un corps de définition fini.
3. Application aux intersections compl2tes.

4. Les conclusions,

3. Théorémes d'intdgralité,
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0. Introduction

Soient X une variété projective et lisse de dimensien n = 3,
Y(d) une section par une hypersurface de degré d, et En-l(Y(d),QJ)
la cohomologie "évanescente" de Y(d) (XVIII 5.4.4), Le but du présent
exposé et de démontrer que pour d suffisamment grand, et Y(d) suffisa-
ment générale, il n'est pas vrai que tout En-l{Y(d),Q£) "provienne"
du Hi(i < n-1) de wvariétés algébriques propres et lisses, par des
correspondances algébriques. En caractéristique nulle, c'est une
conséquence triviale de le bigraduation de Hodge sur la cohomologie

complexe, et de ce que, pour la cchomologie coh&rente, on a
dim Hn_l(‘f(d), @Y(d)) ——> @ pour d —> = .

Lz méthode employée en caractéristique p est encore de relier 1la
cohomologie cohérente 1y (a) ) (un vectoriel en car. p) & la
2 (d)

cohomologie étale Hn;i(Y(d},QL). Pour ceci, on se place sur un corps
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donne le résultat principal 4.2 comme

(1.4) sur les opérations de Hasse-Witt

essentiellement la mBme méthode,

par P. DELIGNE, et qui est prouvé dans

1.

Il existe des arguments heuristiques dis & A,

de base fini, ol les deux sont liés par la fonetion C de la variété
y(d), fonction qui s'exprime en termes de la cohomologie 4-adique,

et dont la "réduction modulo p" s'exprime en termes de la cohomologie
cohérente (cf, XXII 3.5). Cette méthode marche sans probléme pour

les intersections complétes, gr&ce & la connaissance détaillée des

deux espéces de cohomologie (&tale et cohérente) dans ce cas, et

conséquence d'un résultat

(1.0).

GROTHENDIECK

et

s'appuyant sur le yoga de la cohomologie cristalline, qui rendent

plausible 1l'énoncé général pour toute X projective et lisse, par

Méme dans le cas particulier des intersections complates,
la démonstration utilise de fagon essentielle (2.2) le théoréme d'in-

tégralité des valeurs propres de Frobenius 2,1, démontré récemment

1'Appendice I,

La matrice de Hasse-Witt d'une intersection complate

Définition 1.0,

Un schéms propre sur un corps k d'exposant caractéristigue

P s'appelle spécial si 1'opération additive p-linéaire

()

(1.0.1) § ¢ ——>g, . g—>g

induit une opération

(1.0.2) 8 ¢ 3OP%(g 6 ) ——a g MKy 6 )
s X R

)
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- 3 = XTI

qui est nilpotente (ou, ce qui revient au mfme, posant

dim¥

M= dimk(H (X,GX}), si 1l'opération pM—linéaire

M M

(1.0.3) S, "0y & —>6 , sgt—>¢F
’ ,

wd

Rappelons [2] que pour tout i € Z , 1'homomorphisme
i 3 i
HY(X,6,) — (X,6,)

induit par (1.0.1) s'"appelle classiquement 1'homomorphisme de Hasse-Witt

dans HL(K,GX). On notera que si p = 1, dire gque X est non-spécial

mi
signifie simplement que Bdi (X,@x) # C,

Théor2me 1,1. Fixons un exposant caractéristique p, une dimension

nz1l, un entier r 2 1 et un multidegré{dl,...,dr). 5i on a

MH

(1.1.,0) d z (n+rl+l

i

i=1

alors, parmi toute les intersections compl2tes (de dimension n) dans

P de multidegré (dl,...,dr) en caractéristique p, un &€lément

"assez général" est non-spdcial (1.0).

Démonstration. Désignons par

(1.1.1) £ : & —>T

la"famille universelle'" des intersections complites dans P ° de
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multidegré (dl,...,dr) en caractéristique p (muni des équations de
définition), de sorte que U est un ouvert dans un produit de r
espaces projectifs sur E} » d'une dimension impressionrcante,

On sait que le GU—module
n
(1,1.2) R E*GX”

est localement libre, et sa formation commute 3 tout changement de base
(XI 1.5 (i)) et, par 1l'hypoth&se (1.1.0), que son rang M est non nul
(XI 2.5). Cela donne le théroéme si p = 1, pour toute intersecticn
compleéte vérifiante (1.1,0).

Supposons p = 2, L'opération de Hasse-Witt itérée

- . ph o
(1,1.3) gp = ﬂpm : R f*@xu — R f*(;xu

M. g ” y i
€étant p -linéaire sur G, , et Rnf*ﬁx étant localement libre, 1'action
Lid

(1.1.3) s'exprime localement sur U par une matrice H de type (M,M)

4 valeurs dans SU » de sorte que

(1.1.4) {uevu ]Xu est non-spéciale} est ouvert dans U
(car c'est l'ensemble des u tels que H(u1) # 0), et, U étant irréductible,
il suffit de trouver une valeur de u telle que Xu soit non spéciale,

ce qu'on va faire sur un corps fini,

Proposition 1.1.5. Soit X une intersection compl&te sur Fﬁ. i X

n'a pas des pointsIFq—rationnels, glors X est non spéciale,
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Démonstration. En effet, il suffit évidemment de prouver gque pour X

une intersection compléte, on a l'implication
(1:1.5.1) X spéciale == card{X( Ifq}) =1 mod p

Or, d'aprés ls formule de la trace (prouvéedans 1'exposé suivant
XXII, 3.,2), on a
card(R(F ) = T (-D7er(F |8 (xX,5,3) .
q . 9
iz9
Compte tenu de ce que HL(K,GK)=ﬂ si 1F0,netim(D) et HOCX,SK) = T

9
(X1, 1.5 (iii)), ceeci se réerit

card(X( Eﬁ)) =1 + (—1)“tr(ﬁqlﬂn(X,@x})

Si X est spéciale, alors par définition 1l'opération de ﬁq sur Hnﬁx,ﬁt}
est nilpotente, don¢ a une trace nulle, d'od 1'implication (1.1.5.1)

et la proposition.

Proposition 1,2, Quelle que soit la puissance q de p, si

d z nr+l N

&
i

el B

il existe une intersection compl&te dans n%f*r de multidegré (dl,...,dr}
q

gqui est sans point.Eafrationnel.

Démonstration.

Commengons par le cas r=1, Pour tout d = n+2, il faut trouver une

forme homogéne de degré d

.
o
oo
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v B X1
(1.2.1) H(xll,...,xn+2) € nrq[xl.....xMzJ
telle que
n+2 _ .
(1.2.2) (al,...,uﬁz) € {]Fq) , H (%""’amz) " B - ST - SR

Pour ceci, posons E =Iqu , et soient Bl""’emz des éléments de E qui

sont lindairement indépendant sur IF‘q . On prend

n+2

(1.2.3) HX yo0esX o) = l%f'ﬁ"q (151 B; X0 .

Dans le cas général, compte tenu de ce que

(1.2.4) d. = n+r+l 4

1

HH

on peut trouver r entiers

b < < = =
CLe2i5 1< a a, < . a_ = nér+l
\'I
vérifiant
dl = ao ,:
*
(1.2.8) .< d, = a, - a;
f
f ar = ar - ar-l

3%
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On prend, pour i = 1,...,r, une forme homogine de degré dj

H, (x

i (ai_1+1l""’xa ) € Eﬁ[xa gp2eeenk ]

i -1 b ¢
en a, - a, , variable qui a la propriété (1.2.2). L'intersection complate

voulue est celle définie par les formes homogénes

Hlixl....,x Y3 awen i Hr(:v:a seeesX_ ) i

b r=1 r

Théorgme 1.3. Soit X une intersection compl2te, irréductible, de dimensior

n =1 sur un corps k d'exposant caractéristique p. Pour tout entier

d 21 +n, une section assez générale de X par une hypersurface de

degré d est non-spéciale (1.0).

Démonstration., Les sections X.H de X (par des hypersurfaces) de

degré d sont (parsmétérisées par) les droites dans HO(X,GX(d)), i.e. par
(1.3.1) P(H(X,6,(d)) = U

et au-dessus de U, nous avons la "section universelle de X par une

hypersurface de degré 4 "

1.3.2) € 5 B w——————y .,
soit U' 1'ouvert des ufU tels gue dim(Ku) = n-1. Nous savons par
(XI 1.5 (i) et 2.5) que le Gunmodule
n-1
(1.3.3) RTTE,(8 ) | U
u
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est un faisceau localement libre dont la formation commute 3 tout
changement de base, et est de rang M = 1, Cela donne le théorgme

si p = 1, pour toute section par une hypersurface de degré = l+n .

- Ly

on suppose donc que p > C ; l'opération i i s'exprime encore localement

P
en termes d'une matrice M X M 3 valeurs dans @u’ de sorte que

(1.3.4) {ue U'[K.Hu est non-spéciale} est ouvert dans U'

I1 suffit donc de démontrer que 1l'ensemble (1,3,4) est non-vide,
Traitons d'abord le cas

(1,3.5) k= T )

Quitte & remplacer ]F'q par une extension finie, on peut supposer

(1.3.6) card(KﬂFq)) > 0
e A My il existe des coordonnées homoggnes xl""’xn+r+1
d P . n+r
ans 1'espace ambiant 'IPk s telles que X ne
i : 3 = =% =
rencontre pas la variété linéaire Xl cen h“+1 0.

On prend alors une forme homogéne de degré d

(1.3.8) H(Xl,...,xn+13 f= ]F‘q'[}{l,...,

]

X“+1

qui a la propriété (1,2.2) (ceci est possible car d = l+n). On prend

pour H 1'hypersurface dans P © d'équation H(X ) = 0. Alors

 ERRRS e
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l'intersection X.H est sans point Kﬁ-rationnel par construction, ce
gui montre & la fois, grace a (1.3.6), que X & H, donc X,H est de

dimension n=1 (X étant irréductible) i.e, H u!

M

» et que X,H est
non=-spécial (1.5).

Passons au cas général, Regardant les équations qui définissent
X, on voit qu'on peut supposer que k est de type fini sur Eﬁ, et qu'il

existe un sous—anneau B de k, de type fini (comme anneau) suriEP dont

2 T+T .

le corps des fractioms est k, tel que (1,3.9) X c® — est la fibre
AT ' ; : 5 g e n+r :
générique d'une intersection compléte relative X CEPB qui est,

fibre par fibre, de mBme multidegré que X, et géométrigquement

irrddzesible.
Nésignons par

(1.3.1cG) p : X —> 5 = Spec(B)

la projection, par

€1.3,11) E, le &S—module localement libre p*SY(d) 5
et par

v
(1.3.32) m: T= P (E) ——=> 5§

le fibré associé des droites dans E . Notons que la fibre générique de
(1.3.12) n'est autre que U =VE(H°(X,®X{d)). Au~dessus de T nous avons

la section universelle de z(:]P;+r par des hypersurfaces de degré d, notée
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(1.3.13) a: 'k".u.r —_— T,

Ces comstructions s'ins2rent dans le diagramme 2 carrés cartésiens

X.HT - K.Hu = (K.HT. xu T
o
v W
73
Q v
5 = Sp(k) »

et nous avons encore que le ST—module

-

(1.3.15 R“"la%(sﬁ_ﬁr)

au~dessus de l'ouvert T' — T formé des t tels que dim cflit) = n-1,

est localement libre, et se formation y commute & tout changement de
base. Compte tenu de ce que les schémas T et U ont le mBme point générique,
pour démontrer que (1.3.4) est non vide, il suffit de vérifier que

l'ouvert de T*!

(1.3.16 { £ e T X (¢)+H, est non~spécialal

eést non vide. Or, le cas (1,3,3) déja traité démontre que pour tout point

e
e |
el
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o5

=1 ; . ;
fermé s £ 5, la fibre 7 “(s) a une intersection non wvide avec 1'ouvert

{1.3,16), Q.E,D,

Des raisonnements tout & fait semblables permettent de démontrer:

Théoréme 1.4, Soit X c " un schéma projectif de Cohen-Macaulay,

équidimensionnel de dimension n = 1, sur un corps k, alors il existe

un entier do tel gue pour d = dﬂ, désignant par X.H —~ > ¥ 1'inelusion

d'une section par une hypersurface générale de degré d, l'action de

= - . -1
(1.4.0) 5, sur B l(x.H,@K_H) /el x, 6,0

soit non nilpotente,

Démonstration. On se ramdne, tout comme ci-dessus, au cas k = Eﬁ, et

au probl2me de trouver un seul H (pour un degré donné assez grand et tel que

dim(Hn_1(X.H,GQ H)) soit indépendant de H ; cf., 1.4.4) qui rend vrai (1.4,0),
Quitte & faire agrandir gq , on peut supposer que les composantes irréductibless

Ki de X sont géométriquement irréductibles, satisfont 3

(L.4.1) Card xi(mq) =D

et gqulon ait

(1.4.2) il y a des coordonnés projectives xo,...,x telles gque X ne

N
coupe pas la variété linéaire By = e =X =0.
Por un théor2me d'évanescence de Serre, ([1] ou SGA 2 XII 1.4), il existe

un entier d1 tel que pour tout entier d = dl s on ALY
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(1.4.3) Hi(x,sx(-d}) =0sii#n=dim X |,

pésignant par H une hypersurface de degré d = dl, on a (par 1,4.3)

B (x,6,) —=—> nl(x.u,5, g 8L isn-2

(l.G6.4)

H““l(x,fs;x) s u“'lcx.n,sx y) injectif |

Nous allons démontrer le théor2me en prenant do = max (1+H,d1}. Pour

tout entier d = do, il faut trouver une hypersurface H de degré 4,

définie surZEq, qui ne contienne aucun xi, et telle que

(L.4.5) trace(ﬁq

sur Hn-l(}{.H,@x = Hn-l(x,‘st) £0 .

D'aprés la formule de la trace (XX, 3,2,1), on a

n-1 N "
(1.4.6) card(X.H ﬁFq))mod p==i£;(_ljltr(3q sur Hl(K‘H’EK.H})
n-1 -
(1.4.8) " 1yder(s sur B G5, D) her (@ sur(

=0 q

Dé€signons par a € Z /p Z, la quantité

n=-1
rH
i=GC

i i
(-1) tr(;]q sur H (K,GXJ) ;

L]
)
"

381
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Il suffit alors, pour tout d = do’ de trouver uns H défini sur 'E‘q, de

degré d, qui ne contient pas X, et tel que

(1.4.7) Card(X.H Cil“q)? ?_é a mod p .,

Il y a lieu de distinguer deux cas, Si a # 0, il suffit de prendre
un H sur IFq tel que (X,H) (IFq) soit vide, tout comme dans (1.3.8),
Un tel E vérifie (1.4.7), et ne contient aucun X, (par hypcthese on sai:

que '-csri(}iiﬂr‘q)) = 2),

5i a = 0, il suffira de trouver un H tel que Card(X.II)GZF’q)———l
(1.4.7 sera vérifié, et Xy & H, car Card(xi)(n-‘q) = 2), Pour ceci, on

choisit des coordonnées projectives XO,...,K telles que (1,0,...,0)

N
soit un point de X. On prend H d'équation H{Kl,...,xw} =0, oh B

est une forme homog2ne telle que (cf, (1.2.2))
(1.4.8) Opaeeesly El’u‘q, H(cxl,.,u.ﬂ} =0 “———-'-—‘?a,1=...=aﬂ =0 .

ol
Alors, 1l'hypersurface définie par H dans ]1’r n'a que le point (1,0,...,0)
comme point a4 wvaleurs dans IE'q, donc a fortiori, X.H n'a que ce point

comme ]Fq-point . cqfd,
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g9, Le coniveau dans le cas d'un corps de définition fini

2,0, Soit X un schéma séparé de type fini sur]Fq. Pour tout nombre

premier L # carﬂ?q}, on désigne par
i -
(2,0.1) HC(K’Q{,}

les groupes de cohomologie 2 supports propres de X =x @ f;} qui sont
IF
P B q
des QL—vectorlels de rang fini sur lesquels op2re le groupe de Galois

Gal(ﬂFq} de Eq . Désignons par
(2.0.2) g, € Gal(ﬂFq} 1'automorphisme de Frobenius .

On sait (SGA 5 XIII 3.2.1) que la fonction zé&ta de X (XXII 3.0.1)
est donné par la formule

- i+l
(2.0.3) z¢e,x2) = | | dee (1-¢ o L, g,V

i=0

DELIGHE a démontré récemment, en généralisant un résultat d0 3 WASHNITZER

dans le cas X projectif et lisse, le théor2me suivant, gqui est prouvé

dens 1'appendice plus bas (5.%5.3) :

Théorzme 2,1, Les valeurs propres de cal dans Hi(f,ﬁé) sont des

entiers algébriques, et, si i > dim X, elles sont divisibles (en tant

Qu'entiers algébrigues) par ql_dlm - .

383
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En particulier, on obtient (tautologiquement),

2.1 bis) les valeurs propres de ¢;l dans Hi(f,@ti—j})sant des entiers

algébriques divisibles par qJ i

Corcllaire 2.2, Soit X propre lisse et géométriquement connexe Sur E& .

Alors les valeurs propres de Ugl dans NJHQCE,Q;) (nctations de XX 2,0,6)

scont des entiers algébriques divisibles par qJ ”

Démonstration. L'énoncé est invariant par extension finie TF }Jm
?':—u»lz\- q

(qui revient i prendre les puissances, I ~° &Svaleurs propres
envisagfes), Quitte & faire un tel changement de base, on a, par
définition un nombre fini de schémas Ti projectifs, lisses, et
géométriquement connexes sur'Eq, des dimensions d,, et de cycles
algébriques

Zi sur T, A X de codimension j + d

= g

tels que 1'homomorphisme de Gal(ﬂfq}—modules

i

eCc1(Z. )

L4=2] /= 3 i Jn9ew
3 (‘I‘i (=j) ———> N-H (K,QL)

E Q‘t

scit surjectif, et on conclut par 2.1 bis.

378

384



- 16 - XXI

3, Applicstion aux intersections complétes

3,0. Soit X une intersection compliate dans:TN lisse de dimension n = 1
gur un corps k. Pour 4 # cer(k), on sait par "Lefschetz faible" et la

dualité que (XI 1,6)
0 si i impair et i # n
(3,0.1) Hi(i;Q{) = Qﬂiﬁ?ﬁ si i pair = 2n et i#n
Hn(i,QL} si i=n .,

Pour k = E&, on obtient donc une formule pour la fonction z&ta :

= i ~1 = {-1_'1nTl
(3.0.2) z(e,x/®_ ) [T (1-q*t) = det(i-t ¢ | Prim™(X,Q,)) F
T i q 4
{on 2 employé da décomposition primitive, et (3,0.1),)
e
Corollzire 3.0.3. Sous les hypothises 3.0, avec k =F_ , on 2 une i:
congruence modulo p |
det(1-t ¢ = | H*(X,q,)) == det(1-t §_| H'(X,60) . £
q L — 9 wi
ol
Démonstration, b'aprés lz formule de congruence (XXII, 3.2.1), et
r compte tenu de ce que
L =0
Eq
(3.0.4) H‘(x,@x) = 0 1L <<gn =1
1 0 i = n+l
s
8
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(3.0.5) z-.u,xﬂ}q) = (1-t) det (1-t9qu (X, 6)) mod p
de sorte que (3,0,5) et (3.{.2) donnent la congruence
P -1 - — = n s
{(3.0.6) det(l-t Oy | Prim (K’Qi}) —— det(l-t aq1H (K,hx)J med »
La conclusion voulue s'en déduit, compte tenu de ce qus

_ rrPrimn(E,Q;) si n est impair
(3.0.7) HX.g) = -
= L M= =2 =T . .
E_Fr;m (X,Qé) T‘QL QE?; si n est pair .

Corollaire 3,1, Scit X une intersection compléte, lisse de dimension

n=1 suriEﬂ « 81

(3.1.0) BN, Q) = NEUX,Q)
alors
(3.1.1) ﬁp est nilpotent sur HH(K,&x) .

Démonstration, D'apras (2.2), (3.1.0) implique qu'on =2

(3.1.2} det(l-t aﬁl | Hn(E,Q})) — 1 mod pfet mBme mod q) ,

et ceci, avec (3.0.,3), impligue qu'on a

. -
(3.1.3) det(l-t ¥, | BR800 =1

3
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ce qui implique que gq est nilpotent sur H“(x,sx), et donc que ¥ 1l'est,
P

cqfd.

Prggosition 3,2, Soit X une intersection compléte, lisse de dimension n > 1

sur- un corps k, S5i
(3.2.1) H(X,q,) = NE'(X,e,)

alors X est spéciale, i,e,

(3.2.2) 3, est nilpotente sur H“{x,gx) .
Démonstration. On peut suppos v k do type fini sur F_ (le cas p =
P

&tant trivial), et qu'il existe une sous—IFP-algébre B de type fini
de k, txlic que X/k soit la fibre générique d'une intersection complate

lisse relative X :

1
B
I
e
S

(3,2.3) T

<
<

Spec(B) =

3 . Il ey =
On sait que le B-module R ﬂ*(&;) est localement libre, et sa formr-tion

tommute & tout changemenrt de bzse, donc 1'ensemble des points

387
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(3.2.4) { s €5 | X_ est spéciale }
5

est un fermé de S,

Par (XX, 2.3), quitte & rapetiss:r 5, nous pouvons supposer gue

1
(3.2.5) Ysecs, }:“(x—s-, Q) = n“(x;,:a{) .

Par (3.1), pour tout point fermé s de S, X_ est spécial, Il s'ensuit
que le fermé (3.2,4) de 5 est S tout entier, donc, en particulier, que

X = X_ est spécial.
"}

4, Les conclusions

Mertant ensemble 1,1 et 3,2, on trouve :

Théorgme 4,1, Fixons une caractéristique P, une dimension n, et un

multidegré (dl,...,drl. Désignons par
(4.1.0) Xy ——————>V

l'intersection compléte lisse de dimension n et multidegré (dl,...,dr)

universelle en caractéristique p,

Si

t4.1.1)

=l

di =zn+1r +1 >

alors il existe un ouvert dense Uc V tel que

(4.1.2) pour u € U, on a HM(X,Q,) # Nlan}{;,Q‘,) ;
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| Mettant ensemble 1.3 et 3.2, on trouve de meme ,

Théorzme 4,2, BSoit X une intersection compl2te, lisse de dimension

n =1 sur un corps k . Fixons un entier

(4.2.1) d=z1+n .

Désignons par

(4.2.2) XK ————> U

la famille universelle des secticns de X par des hypersurfaces de degré d,
ia zami o

qui sont lisses de dimension n - 1. Il existe un ouvert dense T — IJ

tel que

(4,2.3) pour £t € T, on a En"l(X.HE,QL] # NlHn_I(K.HE,Qt) i
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§ 5. Appendice ., Théorgmes d'intégralité, Par F. Deligne

5.6. Soient p un nombre premier, q une puissance de p, EE un corps 2a
q €léments, E le complété d'un corps de nombresen une place divisant un
nombre premier { distinct de p, et T un ensemble de nombres premiers
(par exemple T = @),

Un €lément o d'une clBture algébrique de E est dit T-entier

s'il est algébrique sur @ et entier sur Z [(1/r) Un endomorphisme

rET]'
F d'un vectoriel de dimension finie sur E est dit T-entier si ses valeurs
propres sont T-entiéres,

Soient k un corps fini a ¢' éléments, k une clBture algébrique

de k et G = Qal(i!k) le groupe de Galois de k. On désigne par f £ 2 1la

substitution de Frobenius, donnée par
ql
flx) = x

et par F le Frobenius "géométrique", inverse de f dans (%, Une représen—

1\.:'—.

tation p de G dans un vectoriel de dimension finie sur £ est dite T-enti?ra
si o(F) est T-entier. Si X est un schéma de type fini sur]Fq et x un point
fermé de X, on désigne par F_ 1%&1ément de Frobenius géométrique du groupe
de Galois de k(x) ; si x est un point géométrique de X localisé en x et

G un E-faisceau sur X, Fx agit par tramnsport de structure sur la fibre G;

Définition 5.1. Un E-faisceau constructible G sur un schéma X de type fini

sur Eﬁ est dit T-entier si, pour tout point géométrigue x de X localisé

en un point fermé x de X, FX est un automorphisme T-entier de g;
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8i a: X —> Spec{[Fq} est un schéma de type fini sur E‘q

Ie; ¢ un E-faisceau constructible sur X, on désignera par B¥(X,G) les

g-faisceaux R¥*a,(G) sur Spec(quJét s vad Eq est une clBture zlgébrique

de F_ et si X est le schéma déduit de X par extension des scalaires de E&
q

liif les H¥(X,G) s'identifient aux groupes de cohomologie 3 (X,6),

considérés comme modules galoisiens, i.e. munis <d'une action du Frobenius

géométrique F, De mfnme en cohomologie & support propre,

Lemme 5.2,1. Soit G un E-faisceau constructible sur un schéma X de
—— Heal

type fini sur IF‘__1 et de dimension = n.

(1) Il existe une partie fermfe Y de dimension C de X telle que la

fl2éche évidente de HD(X,G) dans HO{Y,G] soit injective,
H =/ dans H L ]

(11) 8i X est séparé, et si U est un ouvert de X dont le complémentaire

Z est de dimension < n, il existe une partie fermée Y de dimension 0O de U

et une fl&che surjective de E?(Y,Q)(—n) dans H "(X,5G).

L'assertion (i) est &vidente. Prouvons (ii). Quitte & remplacer
X par Xred et a rétrécir U, on peut supposer que U est lisse et que GlU

est constant tordu, On a, puisque dim(Z) < n,

G = HZn—l
2.

(z,8) —> E2™(u,5) == 52X, 0) —> 82(2,2) = o
= o4 = - = =
et, par dualité de Poincaré (SGA 4 XVIII et [27)

Zn 3
B (U,8) = H(U,6 (n)) .

On conclut par (i),
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Théoréme 5.2.2. Soient X un schéma séparé de type fini sur Eﬁ et de dimensiog

S n, et G un E-faisceau constructible T-entier. Alors,; les endomorphismes
= s L ;
F et q F de Hc (X,G) sont T-entiers.

Le cas ol dim X = C est trivial, et les cas i = C et i = 2n

du théorzme résultent de 5,2.1. Soit Z(X,5,t) la série formelle

Z(X,6,t) = N det (1-r_ ¢%e80¥) . &yl F[[t1] .
& Al &, 1]
xexX
inc

D'aprés (SGA 5 XV 3.2), on a
i+l

ce = = i (=177

(5.2.3) Z(X,G,t) = 1 det (1-Ft ; H_(X,6))

i
Prouvons 5,2,2 pour n = 1, Cn a zlors H:(X,EE = G pour & >2

—C

(SGA 4 X 4.3 ou XVII 5.2.9.1), Par hypothese, la série formelle Z(X,G,t)
est & coefficients T-entiers, D'aprés les cas i = O et i = 2n = 2 de 5,.2.2,
le produit de Z(X,G,t) par

det(1-Ft ; HO(X,G)). det{1-Ft i Hz(x,a))
- = =C —

est encore & coefficients T-entiers. Ce produit n'est autre que

det(1-Ft ; gé(x,g)), et le théorgme en résulte pour n = 1,

Procédons maintenant par récurrence sur n = dim(X},

Seit U un ouvert de Zariski de X, dont le complément Z soit

de dimension < n, et tel qu'il existe un morphisme f : I —> Y, de but

=] '9

une courbe et & fibres de dimension < n-1,
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S

o €

La suite exacte

0 —> ji% —> ¢ —>

&

induit des suites exactes

i i i
H (U,8) —> H_(X,6) —>H_(2,6)

de sorte que par récurrence, il suffit de vérifier le thfor2me pour

le faisceau G sur U, Gr23ce & 1l'hypoth2se de réecurrence asppliguée aux
fibres de f, et au théor2me de changement de base pour un morphisme
propre, on sait que les faisceaux Riflg sur Y sont T-entiers, et que

les faisceaux Riflg(i—(:rl}) sont T-enticrs, La suite spectrale de Leray

pour £ s'écrit

eP? = #%(y,r%,6) = wPYu,5
2 =c 1= o - =

]

En vertu de ce qui précade, et du théordme déji connu pour ¥, les E;q

sont T-entiers, et les qu(p+q-n) le sont aussi., Le théoréme en résulte.

Corollaire 5.3. Scient X un schéma de type fini sur fe, de _dimensien = 1,

Uun ouvert de X, j : US—> ¥ le morphisme d'inclusion et G un E-faiscesu

constructible sur U, Alors
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(a) 5i

—

19

est T-entier, alors j_ G est T-entier,
et ENLler, HL0rs 3. £5L UL AT T

(b)

Si pour tout x € U, Y sst T-entier, alors,

pour tout x £ X,

w
(j.8) est T-entier.
J*_-._;x 5 (5]

On se ram2ne au cas X affine, puis X projectif.

Jéfinissons H par la suite exacte

O

A
iy

L

by b bt c

.

La suite exacte de cochomologie correspondante fournit, si Y est le
support (fini) de H, une suite exacte

8%(v,5) —= %y, B) —> ﬁ(u,g)

On szit, par 5.2.1 et par le théorgme 5.2 que EF(U,G) et giiu,g) sont
T-entiers ; il en résulte gue 3?(?,&) est T-entier, ce qui prouve (a2},
S1 X' est le normalisé de la partie purement dz dimension
un de Kred 2t U' un ouvert de U, dense dans le lieu

3

lizse de dimension

1 de Urc*’ et tel que G restreint & U soit constant

tordu :
Q:c————-—-évx'
it ik
l -
u< > ¥ < Sy =
i

alors peit 6 | ¥ = j,6lY. I1 suffit donc d'étudier le cas od X est
1

=

. " = L
se de dimension un et ob EHU est constant tordu. Le faisceau G est

alors T-entier, de sorte qu'on szait déja que pour tout x £ X
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est T-entier. Désignnons par Qx le groupe de Galois du corps des fractions
) - - s
de gk,x pour x € X, et par gx le groupe d'inertie, L= faisceau G définit
alors unc représentation, encore notée G, de Qx, et le Q‘fﬂx = Gal (k{x;/kix))-
g P T s " -~ .
module (§.C )x(renp (J_“_':':}x ) s'identifie alors au H;.xffix-module des inva-

riants (resp. des coinvariants) dans gf. Il reste & prouver :

Lemne 5.3.1. Soient K un corps local de corps résiduel Eh} G son groupc

de Galois, I le proupe d'inertie, et p une représentation continuec de 0

T
dans un vactoriel V de dimension n sur E (cf, 5.0), V° 1ll'espace des

invariants sous I, et VI l'cspace des coinvariants sous I, considérés

comme G/I-modules, Soient Oy eee G les valeurs propres de F agissant

E . . "
pur V', Alors, il existe des entiers m, =2 0 tels que les waleurs propres

P . ms
ge T ggissant sur VI spient les c:,iq e

Soit I' 1z plus pgrand sous-sroups de I d'ordre mramicr a 4.
- (& - =

Le groupe o(I') est fini, étant un sous-groupe compact &'ordre premier
&4 L de GL(V). On z donc

VI =X (Vp(ll)}

3 1! . o
et, remplacant V par V- , on peut supposer que I! agit trivislement

sur V. Cn 2 I/1' = Z‘F(lj (en tant que G/I-modules) : soit T un

générateur topologique de

b=d

/T', et, pour chaque @, soit V& le Sous-espsc-
Propre généralisé de T dans V de wvaleur propre o : on a vV =S

J

et la décomposition V = V(1) S ¥ V'™ est stable par G, et compatible
oFl

3R89
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f bl

1 :
au passage au dual ; on peut donc remplacer V sar V' 7, ce qui permet
- B 2 - .-rp - » -

de supposer due I agit de facon unipotente,

Lemme 5,3,2, Soient V un vectoriel de dimension finie sur un corps k

de caractéristique O, I un groupc additif % un param@tre, p I —> GL{V)

une représentation de I dans ¥V, N un générateur infinitésimal de I et

posSons

vhsE vl a ey

31
V. . = Im{Ker (WT7) —=> v ) v
I,k 1

’ . I ; . :
Aio:is, la fléche N induit un isomorphisme

Nk ; — vI,kfvi,cml

Nl

Vi

et définit des isomorphismes canoniques

o 95 a Ik, T,k

;VI,k

Y1,k -1

Les représentations V de I s'identifient, via M, aux k[7Tl-modulas

tu€s par 'ne puissance de T. Il suffit de vérifier 3,2 lorsque V correspond
a un k[T])-wmodule irréduccible k[T]ka, ce qui es% triviel.

Achevons la démons=ration <e 5.3.1. Le sorite 5.3.2 fournit

A ; g . . L,k o
des filtrations croissantcs =t décroissantes VI . eE V7?7 de ?I et v‘,
3 B

t des isomcrphismes de G/I-modulecs

L]

5 38 %

d'oli les assertions,

3%0
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Théordme 5.%4. Soient X un schéma de type fini sur IF , séparé et de
—_— q

E-faisceau constructible sur X. On suppose que

dimension n, et G un
—

W
our tout x € X, 1'endomorphisme Fx de Ex est T-entier, Alors 1'endo-
pors — — — S

i v T i ; . . T, v
morphisme ¢ F de H (X,3) est T-antier, ainsi que l'endomorphisme q''F¥
e ey - g

i W
de H_(X,G) .
—_— e
On procide corme dans le théor2me 5,2 pour se ramener au

cas ot X est une courbe lisse et ol G est constant tordu sur X, Soit

j 1'inclusion de X dans la courbe Projective et lisse X! qui compactifie A,
On sait (dualité de Poincaré) que H'(X',;,G) est dual de
1-}.2"‘:-‘('}(‘J.j;ﬁe s¥(1)). En vertu du corellaire 5.3 (a), le théor2me5.2s'applique
v

2 juG

o ;Y = 2 : a3
EFX',jc) = H(X',35,6) (-1) est T-entier,

1 ¥

gl(x',j*s"} = H (X',j.6) (-1) est T-entier,
W

Ez(){',j*cu)(l)—“* B°(x',3.6) est T-entier,

ce qui prouve le théoréme pour 35G. Dé&finissons H par la suite exacre
60— j6—> j 6—3>HE—>0 .

La suite exacte de cohomologie fournit, si Y est le support de H,

_@_‘:i.:,:)L-«e-f(x',j*c} 4
L s Lre on b § | R
2L B R, gl w3
._—If(:»:,:} —f——égzir',j,ﬁ) ,
391
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de sorte que le théoréme pour (X,G) résulte du théorem: pour (%',j _5).

5.5. La méthode précédente de fibration en courbes permet aussi d'obtenir
des majorations & la Lang-Weil [37] sur les valeurs absolues complexes

des wvaleurs propres de Frobsnius,

Soient X un schfma de type fini sur ]I-‘q, G un E-faisceau

constructible sur X, et } € R, 8i, pour tout point X € X,

=

avec # kix) = g

les wvaleurs propres de l:‘y agissant sur G_ sont Jdes nombres alpébriques

a dont toutes les wvaleurs absclues complexes vér- fient

on &crira

Lamme 5.5.1, Soit X une courbe sur K-‘q, par quoi on entend ici un schéma

X de type fini sur ]Fq' séparé et de dimension < 1, Soit G un E-faisceau

constructible sur X tel que log |G| < A avec ) €R. Alors les valeurs

absolues complexes des veleurs propres o de T agissant sur j-_!i(}{,t}}

vérifient lal s q1+1.

Soit g un plongement complexe de E, ou simplement un plongement
complexe de la fermeture algébrique de @ dans E.

I1 suffic de vérifier que, gquel que soit T, les zéros B de la

P |

fraction rationmelle o Z(X,G,t) vérifient |B-11 s q . On sait déja en

# 392

398

‘;’

a3 Ry

r

Le

et

&
-

&




effet par 5.2.1 si g est une valeur propre de Frobenius agissant sur

2 3+l
EE(X’EJ ou sur EC(X,E), on a ]c al = g .

Vérifions que la série
T

l1og ¢ Z(X,G,t) = L Ek. i o Tr(F,x%G) est convergente pour
ko =xEx( qu)
3-1

lt1 < q° . Représentant X comme rev@tement ramifié dc'Pl, on ohtient

trivialement une majoration
:H: K(Fqk> = A,q N

Par hypoth&se, on a d'autre part

| o Te(E,x*6) | < B.(d) .

Le coefficient ey de l:k dans ¢ Z (X,G,t) vérifie donc

e | < c. gt Rk

1
|l
L k

et l'assertion en résulte.

Théoréme 5.5.2. Soient X un_schéma de type fini sur'Eq, séparé et de

dimension < n, et G un E-faiscezu constrvctible sur X tel que 1mgl5[ <3

avec )} e R .

Alors, les valeurs sbsolues ccmplixes des valeurs DIOpres @

de Frobenius agissant sur H;(K,E) vérifient
lal = g et

|

1A
£

oY)
e
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Sin=<0, 5.,5.2 est trivial., Si n =1, les cas i = 0 et
i =2 de 5.5.2 résultent de 5.2.1, tandis que le cas i = 1 résulte de
5.5.1, On procgde glors par récurrence sur n, comme dans la démonstr-cion

de 5.5.2.

Corollaire 5,5,3, Soit X un schéma séparé de tvpe fini de dimension n

sur]?q . Alors, les wvaleurs propres o de 1l'endomorphisme de Frobenius

o iy L, : 2 i
géométrique F de EC{K’Q{} sont des entiers algébriques, De plus

(i) Pour 4' # p, o est une unité 1L'-adique.

2 " s i-n
(ii) Pour i > n, a est divisible par g K

i -1

(iii) Pour i=n, (resp. pour izn), g a (resp. q°

-1 .
a ) est un entier

alpébrique,

{iv) Pour © < i, les valeurs absclues complexes de g vérifient

"

fal
s

™4

fal et |a| = & .

D'apres 5.2.2, o et §© © o sont des entiers algébriques, Les

assertions (i) 2 (4iii) résultent alors de 5.4. Pour i >n, (iv) résulte
de 5.5.2. Pour obtenir (iv) quand i < n, il va falleir conjuguer 5.5.2

3 1l'hypoth2se de Riemann pour les courbes. Procédons par récurrence

sur n, le cas n = 0 €tant trivial, 5i U est un ouvert de X, de complé-

mentaire Z de dimension < n, la suite exacte
i i i
1 H 5 b]
gc(_l,mr’) _— L.Cfx,uz{J _— .__C(Z,E;‘L.
montre qu'il suffit de nrouver 5.2.2 pour Y. Guitete > remplacer

au préalable X par Xr ceci nous raméne su cas ol X est lisse affine,

ed’
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et tel qu'il existe un morphisme lisse

conditions suivantes :

(a) dim{(8) = n-1
(t) les fibres de f sont purement de
Puisque les fibres de f sont
o =
R f' QL (o]

D'eprés Weil [4], on a

A

(5.5.3.1) log |2'€, @, | = 1/2

f : X—> 5 vérifiant les

dimension 1,

des courbes affines, on =2

et d'aprés 5.2.1 appliqué aux fibres de £, on a

(5.5.3.2)

log ]sz! Q}l =1 .

-

La suite spectrale de Leray pour f se réduit ici & unc suite

exacte longue

Hi'z(s,az
H_

£,2,) —%ﬁz(}{,@{’) _— y‘_z'l(s,relf,n{’) .

D'apras (5.5.3.1) {resp. 5.5.3.2) et 5.5.2, les veleurs absolues com-

plexes des valeurs propres g de Frobenius agissant sur Hlnl(S,le!Q.)

-

(resp. sur Eé-zﬁs,RZEleJ) vérifient

Lel4l -1

-
la| = ¢ ¢ =q ?
i-
i—-24 i -
(resp. |a| = g 3 =q 1 Sq = i
Le corollaire en réaulte.
395
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Pour cobtenir guelques résultats analogues sux précédents,

en cochomologie sans supports, il semble nécessaire de disposer de 1r- 1t
résclution des singularités, En dimension < 1, 12 solution du probléme * 1i:
est fournie par le corollaire 5.3, Go

ér

Théoréme 5.6. Soit N un entier, et supposons que l'on dispese de 1-

résolution des singularités, sous la forme forte de Hironaka, pour les

schémas de dimension < N de type fini sur Ea (jusqu'ici, on peut donc

prendre M = 2 [1])., Soient £ : X ——= Y un morphisme de schémas de typs

fini sur‘Fq et G un E-faisceau constructible T-entier sur X, Alors, si

dim(X) < N, les E—faiscezu&le%g sur Y sont T-entiers,

Les démonstration proc2de par récurrence sur ls dimension
ns=l de X, Soit j : U ——> X un ouvert de X, lisse, affine, tel que G
restreint 3 U soit constront tordu et tel que le dimension de son complément
Z soit <n, Utilisant 1'hypothé&se de résolution, on sait gue les Rij*(jfg}
sont constructibles (SGA 5 1 s [2)); pour i > 0, ils sont concentrés
sur Z et, pour i = 0, j*(j*c) ne différe de G que sur Z, Il en résulte,
d'aprés 1'hypoth2se de récurrence qu'il suffit de vérifior le théorzme
pour le faisceou j*G et locs morphisme j et £ j. Il suffit de vérifier
le théor2me sous 1'hypothEése additionnelle que X soit 2ffine lisse 2t €
constant tordu (i.e. fourni par une représentation continue du groups

fondzmenitsl de X dans un E-vectoriel de dimension finic).
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Soient R 1'anneau des enticrs de E, % unz uniformisante, ¢

. Puisque X est

1'indice de remification sbsolu et b un entier >
4-1
lisse, donc normal et & groupe fondamental profini, il existe un R-faisceau

Go constant tordu tel que ¢ = ED-ERE. Seit p : X' —=> X le revetement
étale de X qui trivielise le faisceou localement constant g? SRRIXP

Le faisceau G est facteur direct de n.p*¥G, de sorte qu' il suffic de

vérifier le théordme pour p¥G et fop, Il reste donc A traiter lc c-s
o1 les hypothéses suivantes sont vérifides, :

. . : . - o
(#) X est affine et lisse, et il existe un R-faisceau 5, comstant

- : b :
tordu, tel que G —*—g?gRE et que le froisceau Q?ER R/ soit constant

Factorisons le morphisme f en un morphkisme propre =zt unz

immersion ouverte f = £ j :

xC - x!
b,
|
£ | T
|
v
by .

Le théor2me =2 dé€ja &té &tabli pour £ (5.2), de sorte qu'il suffit 4o

1'éteblir pour j, D'aprés la résolution des Singulsritfs, appliquéce 4 X!

on pouvait supposer que X' soit lisse et que X soit le complémunt d'un

diviseur & croisements normoux de X', réunion de diviscurs lisscs,

L'nypothese () implique que le faisceau G est modérément ramifié le long

de cc diviscur, On = alors :

ok

403




ot

- 35 - AXI

Soient X un schéma lisse de type fini sur Eq, D un diviseur

& croisements normaux dens X, réunion de diviseurs lisses Di, it uSsy

lc complément de D dans X et G un E-faisceau constant tordu sur U, modé-

rément ramifié le long de D, Alors, si G est T-entier, les faisccaux

R j.G sont T-zntiers.

e
Cn admettra (cf. 5GA 1 XIII i
Lemms 5.6.2. (i) Scus les hypothéses 5,6.1, soient D' une composante
de D, D" la réunion des autres composantes, U' = X-D" et D1% = pioy! .
512 L > D!
| ip
.0
i i
J !
LS > U< X
: i
Jl 3
Alors, l=z fléche de changement de base
e R ¢ R, (o
i RjL .Jl* Gi ——> R_]I']*l #* [1;_}1 3)
3

3 5 A .0 : .
est un iscmorphisme, et les faisceaux i %R G sont constant tordus
P 3 J1 = E]
4%

= m— o
modirement ramififs le lonz de D' - D',

(ii) &i C est une courbe lisse sur X, transversale & D en un point

lisse x de D,

9]

3

{3
=

Mo
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alors, la fléche de changement de base

k% Rj,6 ——> Rj_, k'*g

est un isomorphisme en x,

Déduisons 5.6.1 de 5,6.2 en raisonnant par récurrence sur la
dimension, et en admettant provisoirement 5.6.1 dans le cas des courbes,
I1 résulte de 5.6.2 (ii) et de cette hypothése, que les faisceaux
Rij*Q sont T-entiers en tout point lisse de D, En particulier, avec
les nctations de 5.6.2 (i), les faisceaux Rijl G sont T-entiers, de

#
sorte que, d'aprds 6,2 (i) et 1'hypothdse de récurrence appliquée 2
%% le*g ot a j5 ;s les faisceaux i¥ Rij*Q sont T-entiers, quelle quc
soit la composante choisie D' de D, Ceci prouve la conclusion de 5.6.1.

Reste le cas des courbes, Pour une courbz, scus les hypothases
5.6.1, s? x est un point de X - U, si O est le groupe de Golois du corps
des fractions de gx:X et f§ le groupe d'inertie, si on désipgne encora
par G la représentation de O définie per G et si ¥ est un point géométri-
que de X localisé en x, on a des isomorphismes de 3/f-modules peloisiens :

< i2

(

ch

R

[ =8

*
®';,00= = g (-1)
(Rijﬁg); =0sii=z2

et 1l'assertion résulte de 5.3 {(a) et 5.3.1
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SGCA 7

EX POSE XXII

UNE _FORMULEZ DE CONGRUENCE POUR LA FONCTIGH (

par N. EATZ

0. Introduction

Soit X un schéma propre sur]}‘q . Sa fonction z8ta, considérée
comme élément de Z [[T]], peut-8tre réduite module p ; on veut la calculsr
module p. On trouve une expression du type auquel on pouvait s'attendre
depuis les formules de points fixes du type "Woods Hole", comme produit

alterné de polyndmes caractéristiques d'un "Frobenius’ convenable agissant

sur 1'un quelconque des trois espaces de cohomolegie suiwvants
1) la coliomologie cohérente u'(X,8,) (3.1.1)

2) la cohomologie de De Rham H;R(x} =ZH1(K,9§} €3.1.1)

3) 1z cohomologie &tale Hit(X,ZZ ez} (3.1.2),

Cette expression doit 8tre vue comme une améliorstion d'un cas spécial de
la formule des traces de Woods Hole : celui du faisceau structurgl et de
1'endomorphisme de Frobenius. Ce cas est, eén effet, un corollaire de la
formule de congruence (cf, 3.2.1).

La méthode de cet exposé est complétement naTve ; elle consiste

3

& se ramener zu cas d'une hypersurface, ensuite i “réduire modulo "

401
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le calcul de DWCORK pour la vraie fonction z&ta d'une hypersurface, En
"réduisant" soigneusement, on trouve l'amélioration 5.C.6 due 3 AX [1]
(et également 2 DWORK dans le cas lisse [4, § 7])du théoréme bien connu

de WARNING-CHEVALLEY [87.

Une autre méthode, entiérement cohomologique et dans 1l'esprit
de SGA 5, s'appliquant également & des "coefficient tordus", vient d'@tre
trouvée par DELIGNE, et devrait figurer dans la réédition de SGA 5 ; elle
repose sur la formule des traces type 'Woods Hole", et la'"formule de
Kinneth symétrique" de DELIGNE (S5GA 4 XVII 5.5.21).

"

p=linéaires"

1. Un rappel sur les opératioms
1.0. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k de
caractéristique p > 0. Désignons par q une puissance de p. Una application
(1.0.1) 1V ———

s'appelle g-linfaire si elle additive et si elle wvérific

(1.0.2) oOw) = 3%(v) Yy€k, vev.

1.0.3. On fera attention zu fait que 1'itéré n'idme & d'un endomorphisme
gq-linéaire est qn—linéairc, et gue, si k n'est pas parfait, 1'imape wl(V)
d'un endomorphisme gelinéaire n'est pas nécessairement un k-sous-espace

vectoriel,

1.0.4. Pour chaque extension K/k, un endomorphisme g-linfaire o de V
donne lieu 2 un unique endomorphisme g-linéaire G de VK = UERK, satisfaisant

a la formule

CL.G.5) ol 8 v) = sl pour W € K, v £ V,
K
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1,0.6. On dit qu'un endomorphisme g-linéfaire tp de V est semi-simple

si son image cmgendre V comme k-woctoriel, et qu'il -st nilpotent

z'il admet un itéré nult

On définit des k-sous-espace stables par ¢

(1.0.7) Voo = (/_\ (le k-sous-espace engendré par ¢ (V))
n=1
|
(1.0.8) v . = Lgﬂ} (le noyau de $P PV —=v) .
nilp e

Evidemment, ¢ restreint a vss est semi-simple, et @ restreint

av est nilpotent. Si k est parfait, on a
nilp —

(1.0.9) LS eavnilp 5

mais, si k n'est pas parfait, (1,0,9) devient inexact, car il y a des

endomorpnismes q-linéaires qui sont injectifs sans Btre semi-simples.
Pour une extension K/k quelconque, on a

(1.0.10) (‘JK)SS = V.8 K =

Proposition 1.1. Soit ©» un endomorphisme g-linéaire d'un espace vectoriel

V de dimension finie sur un corps séparablement clos k., Si = est semi-simple

alors, posant

v F = fes T -vectoriel formé des points fixes de
= Ker(l=-g),
on a
(£.1.1) v == (v}7¥) pk .
9
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n

Corollaire 1.1.2. V' % = (yi @

-] Fn .,
IF
q q

Démonstration. (LANG, cf. [6], p. 119).

Soit e une k-base de V, et &crivons

Ca1.3) wle) = Aae

—— 2

A € GL(n,k)
Désignons par
(1.1.4) F : GL(n,k) =/ GL(n,k)

la flagche "élévation des coordonnées 3la q'idme puissance". Alors pour
g € GL(n,k), ge est une base de V formfe de points fixes de x si et seu-
lement si

{1.1.5) F(g) A g'l =1 a

Désignons par k une clBture algébrique de k. Le groupe GL(n,E) agit sur

la variété GL(n,k) par

~ — —
GL(n,k) x GL{n,k) —= GL(n,k)
(1.1.6)
(g,A) —_— F(g)Ag_l "
Pour A fixé, la flé&che
-1
(L.1.7) grH———>F(g) A g

est £tale comme on voit en calculant son application tengente, donc les
orbites sont ouvertes,Comme GL(n,k) est irréductible, il n'y a gu'une orbite ;

autrement dit, la flécue

(1.1.5) 51(n, k) ——————> Gl(n, k)
8 F(g_l).g
404
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est surjective. Parce qu'elle est sussi €tale, il s'ensuit, k étant sépara-

blement clos que la fléche
(1.1.9) GL(n,k) ———————= GL(n,k)
o — F(g‘l}.g

est surjective, ce qui veut dire que V sdmet une k-base formée des points
fixes de . Il est alors clair, @ étant g-linfaire, que tout point fixe de
¢ se trouve dans le Fq—vectoriel engendré par une k-base formée des points

fixes de o, <ce qui prouve 1,1,

Corollaire 1.1.10, $oit v un endomorphisme g-linfaires d'un espace vectoriel
Corollaire

V de dimension finie sur un corps sénareblement clos k., Alors on_a un iso-

morphisme ceanonigue

(1.1.11) v - g¥g k.
ss IF

I1 suffit en effet d'appliquer 1.1 2a Voer

Provosition 1.2, Seoit ¢ ua endomoronisme g-linéaire d'un cspace vectoriel

de dimensicon finie sur un corps sénarablement clos k. Alors l'amnlicatior

additive

Démonstration, On a une suite exacte de groupes abéliens

Q v = v = V/V_  —=,

3

n
0
w
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sur laquelle egit 1 - 7, Par le "lemme du serpent”, il suffit de trasiter
Vss’ évident par 1,1 en employant une base formée des points fixes, et

V!VSE, sur lequel @ est nilootente, donc sur lequel 1 - ¢ est inversible,

2, Conhomologie conérente et cohomologie étale

Proposition 2.0. Soit X un schéma propre sur un corps k sérerablement clos,

et désignons par

(2.0.1) R R (X,80) — ut(X,60)
P X X

1'application p-linéaire induite par

(2.0.2) g B ———— B Ep(f} = £¥

Désignons pear
X, z/pm)

les proupes de cohomologie é&tales 3 coefficients dans le faiscesu constant

Z [p Z Alors on a des isomorpnismes canoniques

i = ~ i 1-F
(2.0.3) Het(x,ﬂ: /pZ ) = (= {K’Gf” “p
Démonstretion. On & une suite exacte de faisceaux sur f;t'

1-3
(2.0.4) 0 —> Z /pZ > O P 6 —>0

qui donne une suite exacte de cohomologie

_ - 1-g e
(2,0.5) ... —> H:t(x,zz /oZ ) —>H;t(x,®i> — H;E(X,G}—i) -

On = H;t{i'gf) = HI(E;GK) 3 c'est un k-vectoriel d= dimension finie

X €tant propre. En appliquant 1.2, on trouve des suites exactes
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S _ 1-7 N
i 6) o —>u (X,Z /nz) —> 1 X, 00) — 2 i, 00) —> ¢,
(2.G. et 7

cqfd, Utilisent 1.1.1C, on conclut de (2.0) :

Corollaire 2.1. Pour X propre sur un corns séparablement clos k,
.-—-'—'_'_."—

i e A = :
(2.1.1) 6 e—— B, X,z fpz'.Jngk i

2.2, Soit maintenmant £ : X ——= Spec( ]Fq) un scnéma propre sur ]Fq‘

Désignoens par k une clBture algfbrique de IF‘q, et pcsons

(2.9.1) X = xx]},qk :

Le faiscesu &tale R'£,(Z /pZ ) sur Sp( T ) s'identifie 2

Hiif,ﬂ /pZ ) , vu comme Gal(k/ "_F‘qJ module, Désignons par

(2.2.2)

~3

- -_:i sy Ti F oo
5 ¢ ® (K’@x) —_—> 1 (h,ax}

l'opération linéaire (elle est g-linéaire, mais on est sur Fqi) induit® par

(2.2.3) g5 B, —= 3 . Sy = £%

Proposition 2.2.4. Désigncius nar q:q € Gal(k/ ]Fq) 1'&lément: de "Frobenius'

ccq(x) = }‘q et soit 1 € Z . On & uns identité de polyndmes ceractfristigues
=k e - o Tekive
(2.2.4.1D der Q-rg " |n, &Lz /o2 ) = detIFq‘Cl-t L—qk_—. G1,8,0) .

ot le nremier membre et le nolyndme caractéristiqus Ze 1'£lément ::; degns

ﬁlfspﬂf‘q)) apgissant sur le module galoisien HL{'}'{',Z /DZZ}

En effet, 2,2.4 est un ccorollaire de la
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Proposition 2.2
canunigue

e 4 Hi # 2 o~ i
G2 2 ) (X,JX}SSEK_‘CI’- Y

.5. Soit X nropre sur

qui transfcrme 1'automorpinisme :q% k
4

¥ & Lk cu second (qu'on psut auss

Spec( 1‘F‘q} . I1 v a un isomorphisme 0

t(i',zz IpZ) %,

™

du premier mewbre ern 1'automcronisme

i interpréfter zomme 1'=zndomorpiisme

:E———}Eest le

k-endemorpnisme dde Frobenius,

cEL BEALS, RVITL, 2.3.4).

Démonstration.

(2.2.7)

Compte tenu de ce que

i= s ‘
(X, = E(X,8

on a, par 1.C.10,

(2.2.8)

de sorte qu'on obtient 1'isomorpnisme 2.2,6 enGmposant les isomorphismes

2258 et 2.1.%,

(2.2.9)

—

L= 4
H (X,&i)gs = (x,‘ix}ss chk 3

Compte tenu de 2,.2.7 l'opération g-linéaire

%

admet une axtension q-lindaire {cf, 1

(2.2.1¢)

et admei aussi une extension k-iinéaire, notée encore {~

(z.2.11)

= 5 el
b= I "

bt \.-.,5?) _—> Hi(f,@i) s

"9

q

I Hi(x,fgx) —_— i,

3, ¢ d(K,0) ~—>Hi(i,3§) .

X

.C.5))
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Oon désigne par

(2,2.12) ®q :ai(f,@f} Hi(E._,&}-(‘)

; P . 3 " i
1'ooération g-linéaire dont les pointes fixes sont B \X,S-x). Les onérateurs

g cpq et gq, moyennant (2.2.7), s'&crivent aussi Eqﬁ id_ , i_.rjapq_. & ® B s

Tq K

donc commutent entre eux, ef on &

‘l ~ = = = .
(2.2.13) ﬁq Py 3-:; :}q = q;q P
: 2w : ) e i 4
et ils commutent tous a B, e de sorte gue Sq et q:q sgissent sur F (}{,Qf) 1
et sur Rl(f,bi)l_ﬂp. Or, gq et ::-:q sont des inverses l'upme a3 1'sutre sur

Hi{i,ﬁr}-{')l_:{’q, par (2.2.13), Donc l'opération de Eq sur

Hi(f,n&i)ss o Hi(f,&vi)l'ﬁ'q 8 k (cf. 1.1,11)
9

est l'inverse de 1'opération de :pq@k sur EI‘
aitk‘,@ial'% g, k . %1

9 i

Ecrivant l
&

(2.2.14} a:(i",&i)l"gq = xi(?,si}l‘g‘a ® T, ; ;

P

g 1
5 p 1§ : . .
1'autecmorphisme “q de H (K,’ST} }q devient, via 2,2.14, 1'automorphisme

[}

3 %1 Lex 1-";=‘I:: i 1 - e o
t‘:q @]rq as H (X,L‘)‘q) T %ﬂ ]Fq, de sorte que 1'automorphisme cpq.,-k de

i.=
H f}"@}_c}sa

devient, via 2.1.,1, 1'automorphisme :_:q.’v‘tlc de H;L(f,ﬂ fpZZ }Q:_, k,
b

ce qui achéve la démonstration (2.2.5).
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3. La_formule de congruence:énoncés et &quivelences &lémentaires

Je tiens & remercier Grothendieck et Deligne pour m'avoir expliqué les

variantes {6.1.2), (3.1.1.2) et 13.1.3) de (3.1.1).

init le degzré d'un poine

khy

3.0, £Seoit X un schéma ce type fini sur'TG. Cn dé
ferm&é y € X comme le degré de son corps résiduel EE(y)ﬂFc. Cn définic la
fonction zBta de XAFC comme &lément de Z[[£]], par la formule (c¢f. aussi
SGA 5 XIII 3.1)

(3.0.1) z(e,x/p ) = 11 (1 - cde8(y)y-1 .
9 ¥

Per la "fonction z8ta modulo p'" on veut dire toujours 1'imaze de

Z(:,K&FU} -~ ans E&[[:]] par la fléciwe de "réduction moduvlo p Z [[t]1]"
Z [[£]] ———>F_[[c]] .
Thuéordme 2.1. Soit ¥ un scoéme propre sur Eﬁ. Alors
; s e & 1 1 2
(3.1.1) th,KﬂFq) = I d=st (1-t thﬂ (K,@X)) mod

iz2C

ou, ce qui est &quivalent par (2.2.4).

y i+l
(3.1.2) Z(e,X/F )= 1 det(l-t q:_l| a‘t(x,m Iz ))("” mod p
q =0 q e

=

Corollaire 3.2, Soit X un schéma propre sur]@q.

Alors

(2.2.1) T (-1 trace(g !Hi(X,5 )= 4 X@ ) mod p
120 4 % 9

ou, ze qui est équivalent par (Z.2.4)
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i =Ly i =
(3.2.2) 150 (-1) e (e |5, X,z /PZ))=#XE ) mod p .

On prend les coefficients de t dens les congruences (3,1.1)

et {3.1.2).

2 3.3, Seit X un schéma propre sur IF s 1 i 5 a
Théordme PIop qon _désigne par RDR(XﬂTq) le

rq_uec:oriels }HTX,G%HF ), sur lesquels Sq apit. On =&
q
: =t
(3.3.1) z(t,xfn-*q)= | T det (1-t gq!H.DR(anq)} = mod p.
i=G
En effet, utilisant ls suite spectrale

P9 _ 9 2. 0oF .P+q
(3.3,2) Ey e ,.qu.‘ — WO (Xf.&?q)

Ka*

sur laqusllez Bq agit (via 1'endcmorrhisme Eq = fr dfduit de fri:x —> X) en

tuant 3‘.;:'51 pour q # C, on voitque {(3.3.1) £quivavt z (3.1.1).
Donnons uu peti: complément,

La formation de la "pertie semi-simple" (cf, 1.G.7) S-gnt un foncteur exact,

on ¢édu’t d=(3.3,2)une suite spactrele
Paq P4q i
(3.3.3) (B0, e Ho o (xfr.q}ss .
Comme (E?’q}-ﬁ = 0 pour a # O, on en Jdéduit pour tout I wun isomorpnisme
(3.3.4) H;H{K,fq)aﬂ —_ z:-"-fx,sf_;)ss ;
commutani & ﬁq’ da'on
3 H ja I!i i e - o I“i k.
(3.3,5} dec(l-t gq!L3R(Aﬂrq)) == det (l=-t gql“ kﬂ»—x)) .
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Tuforsuz 2.4, foit X un cchifma sérnaré de type fin? sur 'Eq. Alors désisnant
*ar :: la cunomologie éiale & supportspropres (4GA 4 MVIT 2,1.9 (1iii)), on a
. i+l
- —_T A =kpadigey (-1)
{3i6.7) Z(e,X/F )= 1 derc (1l-t cq tur(K,ZE. /pZ 1)) mod o.
iz =

Commengons par démontrer 1'équivalence de (3.4.1) ec (3.1.1),
Ecrivons, pour le moment
(3:4:2) Z(X) au lieu de Z (t,xff.Fq)

e . ¢aay*t
(3.4.3) Z'(X) eu lieu de II det(l-t %q 18 (X,Z /pZ )) .

1

Lemme 3.5, Si ['.Ji] est un recouvrement fini de X par des sous-scnémas ouverts

on a
~ R ¥,
(3.5.1) z2'(x) = 1l I z2'(u, M. ) ]
j20 11 <...<isn o 3

Démonstration. Résulte facilement de la suite spectrale de localisation

(SGA 4 XVII 6.2.10)

LI SO 88T, N...M0. ,z/pz) =>u R,z /pz2 ).
= i<, . ,<i, < 7 b &
s Bt -

On peut aussi l'obtenir par récurrence sur n, en appliquant 3,6 ci-dessous,

Lemme 3.6, Si U est un ouvert de X, Y le fermé X-1J,

(3.6.1) Z'(x) = z2'(u) 2'(y)

Démonstration. Résulte de la suite exacte de cohomologie

(3.6.2) —> HZ(E,E /pZ ) —> Hi(i{‘,m /pZ ) —> Hi(?,zz fpZL ) —> .,
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Lemme 3.7 (Moebius). Soit B un ensemble fini, {A,] un recouvrement fini
Lemme i

per des sous-ensembles, Alors

3,7.1) card(B) = ¥ (-1)7 2 card(A. N...MNA, )
j=0 1< o "3

Démonstration. On & le suite spectrale de Leray pour le conomelogie
Démonstration
rationnelle de l'espace discret B et le recouvrement ouvert {ﬁi}
E!;’q = & #(a N @) = #7750
q o g

et on calcule la caractéristique d'Euler-Poinceré de B,

Lemme 3,0, ol {U_} 5L un recouvrement fini de X per des sous-schémas,
———— i

alors
(=1)3
(3.5.1) 2(x) = I I z(u, No..fo, 3°° .
=0 i{<...<ij o

Démonstrsticon. “n a la ifermule

(3.5.2) cardiiTF n)) = ¥ r.card £ X|gegly) = r}
q 3 oAy 4

r|n

qui entraZine

(3.8.3) Z{X) = expl I caral(X(@ n))

nzl nt ?

i

et on conclut par 3.7,

bt

Lemme 3.5. Supposons que la formule (3.4.1) (ou ce qui revient au meme ,

(3.1.2) i.e. (3.1.1)) soit vraie pour X une hypersurface projective. Alors

elle est yraie pour tout X sé&paré de type fini.

4=
i
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Démonstration, Par 3.8 et 3.6, (3.4.1) est vraie pour le complémentaire

d'une nypersurface, P -H. Compte tenu de ce que ﬂﬂ?n-—ﬁi) =p" - UH, est

+ 1
1

encore le complément d'une hypersurface, le recouvrement ouvert

{3Pn—-h'i} de P" = N H, permet d'appliquer 3.8 et 3.5 pour déduire (3.1.3)
pour BT - N Hi' Par 3.8 ct 3.6, {(3.4.1) est vrai pour N H;, i.e. pour tout
X projectif. Une nouvelle aoplication de 3.8 et 3.5 donne 3.1.3 nour tout X
quasi-projectif, en particulier pour tout X affine. Finalement, pour X
séparé de type fini, on prend un recouvrement fini par des ocuverts affines,

et on applique 3.8 et 3.5.

4, Le calcul de la fonction z2ta d'une nypersurface 3 ls Dwork

4.0, Soit
(4.0.1) £(X) = f(xl,...,xn+2) en-‘q[xj homogéne de degré d,
dont 1l'annulation définit 1'nypersurfece V CIPTH‘l, et désignons par V¥
n+2
1'ouvert de V o I }{i est inversible, v:ff le ctne affine de V¥,
i=1
Chnoisissons wun caractére additif non-trivial
4.,0,.2 z
( ) x qu “p(c)v

1]

C étant un corps alg, clos fixé de car, nulle (p.ex. C £), de sorte

qu'on a
q si =0

(4.C.3) pour 2 EFvw I xlxy) =
9 y&aF

=

qV o] si y #

Pour ¥ = (Xl"“’xn-f-zj € (]F;.U)‘H-z,on a donc

414

420



- 15 - XXII

% qV si f(x)=0
(4.0.4) 2§ x(x £(x)) = E XCx £(x)) =

X e ¥, x @F .,
> b LA 0 sinon
En sommant (4.0.4) sur x € Gmgv)“*% on obtient
" N
= ot
(4.0.5) card V¥__(F V) = — (1 + x(x £(x))]
aff " g qwv x € (F* )n+2 x ar#,, o
qw o g
et, compte tenu de ce que
v
(4.,0.8) card ngf( IFqu} = (g =1) card V¥*( IF‘qv)
(4.0.5) se récrit
) (qe1)™2 1 E
hlf T = ; ——
(4.0.7) (g=1)cardv (]Fqu) i + i n+3x{’%f(")}-

(x _,x)e( F;-v)

Ecrivons explicitement la forme f(X) comme somme de monbmes

(4.0.8) f(X) = © a x¥ ,
W
of
dfn ¥ ot
= - = o e | 2
w = (wl,,_.,wh+2) avec L w, = d; K ___xl Lo 5
de sorte gque (4.,0,7) se récrit
WY n+2 __|-
(4.0.9)  (q%1) card VH( T )= S0 1 = ' xta x 5.
q v Q¥ (x_,x) -5{11—";‘;;? w

4.1, 11 faut maintenant expliciter notre "caractére additif & valeurs

en caractéristique z&ro'.Cn a envie de nrendre simnlement

X (x)
(4.1.0) ¥ ¢ xb—> exn(27 1 £ vm(x) = £ qw’ﬂp

q P
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Désignons par

(&,1,1) 7 la cldture algsbrique de Qp
(4,1.2) ord : (f —= @ l'ordinal, normalisé per ord(p) =1
(4.1.3) E_ £ [ une racine p-idme primitive de 1'unité,

2

Cn constate (ef, [2]) qu'il existe

(Ui 8) T ERLED o ordln) =
P 7P p-1
]
P
(%.1.5) tel que b ——;—;*—— =0,
n=C P

(NB, On constate aussitdt gue le premier membre converge dans Qn{fp}.)

Cn définic 1'exponentielle d'Artin-Hasse
5!

P
) € @ [[x1]

n ./ P

P

& 3 = = 'r/'_“
(4.1,6) E(X) exn
qui, on miraele, se trouve dans Z [[X]]. On définit

{(4.1,7) (XY = E(mX) .,

dont les propriétés fondamentales sont résumées dans le lemme suivant :

Lemme 4,2,

o n y n
4.2, @) = T X = A, =77 ord = 5
(4.2.1) (x) B . By 1 . " isn) i
(4.2.23 2(1) = g _, une racine p'idme primitive de 1'unité.
(4.2.3) Seit £t € 01 , et supposons que, pour un entier a > ¢ donné,
a
- T o .
EiF E (i.e. &t est un "renrésentant de TeichmiUller" dans W o) = .
a-1 od q
Alors I Z , de sorte qu'on peut définir la série formelle
j=c i
416
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a-1 i
5 P
(@{x}} ¥=o0 , et on a une identité de séries formelles
a=-1 .
a-1 i Tt
(4.2.3.1) I @ (ePx) = (B(x)) 3°0 ]
i=0

pémonstration, Compte tenu de ce qui E{(X) e,ap[[xjj, (4.2.1) se déduit de
Démonstration

1a définition, Quant & (4.2.2), on a

(4.2.4) log ( ®(1)) =0 par le chnoix de ™ (4.1.5)
et
(4.2.5) ord { @&(1) -1) = ke par (&.7.1).
p=1
o0
par (4.2.4), il existe un éntier n = G tel que &(1)7 = 1, (e'est 1a

caractérisation du noyau du logaritime) et (4.2.5) entraine que n = 1,

Quant & (4.2.3.1), en prenant les logarithmes, il ré&sulte d'un calecul

a-1 3
évident, une fois prouvé que 1'en & bien I P~ c Z P’ Cr on voit aussitdt
z j=0
que les e” (C = j = a-1) sont les conjugués de t € UIF E) sur 2‘1, dong
8~-1 pj 9 )
L & =Tqe yz (B EZ.
j=C a -] .
g
En nrenant la valeur em X = 1 des deux membres de {(4.2.3.1) nous
trouvons le
a —_—
Corollaire 4.3, Soit t & [I wvérifiant tF = t. Désignons par t =T -
p
Sa classe résiduelle, Alors on &
a1 3 . aﬂF ()
(4.3,1) T 8" )Y = B = p .
j=6 P
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4.4. Rappelons que le corps résiduel de 1'anneau des entiers de Qp(ip) C

est IFP . ooient

(4.4.0)

H
1

l'extension non-ramifife de Qv{épﬁ a corps résiduel F ; ‘ (

™,
{(4.4.1) T € Gal <‘K/Qn(§p)j.le "Frobenius', i.e, 1'automorphisme

se réduisant suivant 1'automorpnisme de Frobenius de EqﬂF gow — xp,
P

(4.4.2) Seoit F(X) = ¢ A, X" le relavement en K[Xlg...,x ] de

n+2
f(X) dont les coefficients vérifient AE = AW . Mettant ensemble (4,3.1)
et (4,0,%), on trouve (compte tenu de la définition (4.1,0) de X) :
W
( )n+2

(qil) card V*GFQ\D =2

(4.4.3)

ek ;2? TTh 1_ :{AﬁszjXPjV}

DEfinissons

- H(x [ £ .11
H(X) = H(X ,....,X_  ,) €K B SFPRNS SN
par
Wl Un_z
(4.4.4) H(X) = no (A X X "o X ) 3
w
Nous faisons agir Gal(K!ﬁp(%p)} sur Kf[xo,...,xn+2]] 2 travers son

action sur les coefficients ; 1'action composante de o & GaI(KIQD(EP)}serE

notée

(4.4.5) 60 [ M——— ) 01 S
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on & en particulier

s oW Va2
H X) = )] {Aw xoxl — xn+2 )

20
.

J
Compte tenu de ce que AJ = Aﬁ , (4.4.3) se récrit alors

(4.4.6) (qY-1)card VA ) =

1)n+2 ¢;? ord(q”)-1 -
| ke

~ = - . ] BT (%)

q 0 XIEGY_) (@)

4.,5. MHNous allons meintenant exprimer la somme dans (4.4.5) comme une trace,

Pour cheque b € §, on définit une K-alg2bre de Banach p-adique

{(%.5.1) L(b) = le sous-anneau de K{[Xo,...,x 2]] formé des séries

i+

qui s'écrivent

g u, U U 5
(4.5.2) B.X " X 4 (U= (U yeuesb

dUu =% U,
°© 4> 1
et qui vérifient
(4.5.3) inf (ord(B.) = b U ) > == |,
u U o

C'est une algdbre de Baneci: p-adique pour la fonction d'ordinal (1'opposé

du logerithme de la normc)

U

(4.5.4) inf (ord (B,) = by ) =ord ( T B, X} .
u u [o] U

On vérifie sur 4.4.4 et (4.2.1) que 1'on a
)y € 1 —1-) 5
.
p~1

419

425

2

1)

Vo

.



‘“ ﬁ-{\'u -

& 20 = XXIT

Introduisons des opérateurs,

Pour cheque entier k > @, on introduit un opérateur continu

d'espaces de Banach sur K

V. 3 b)) ———— )
(' V.. % iA8) L(k b
]
)

(4,5.5
¥, (£8x") = 8 xY
k UX - ka :
Pour chaque couple (b,b'), b' < b, il ¥y a un opérateur de
"restriction" qui est complitement continu {i.e. une limite uniforme des

opérateurs de rang fini)

" 3 . LL
restriction
L(b)

> L(b')
(4.5.6)

Z B X"k >z sx’ .

Cnaque €lément G de 1'algébre L(b) donne 1'endomorohisme continu

de la multiplication par 5

G : L(b) —— = L(b)

(4.5.7)

n F > n G .

Ces opérateurs sont liés par le lemme suivent, dont la démonstration se

trouve dans [2] (cf. aussi [4]).
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Lemme 4.5.6 (ou lemme de la trace (DWORK)). Soient b € Q. b >cC,
——

kEZ, k=2, et G € L(b/k). Alors le compos&

" - 0" ¥
L(b) —EESELICLIONS ;¢ iy XC o §(p/k) —E 5 1 ()

¥

noté ¥, ° G, est compl2tement continu, et sa trace [cf, [4]] est donnée

par la formule

(4.5.9) tr{’fk o Gk = 1 Z G(x)

(1) PTE X € Gy ;@)™
Appliquan: ce lemme auccs
G(X) = f’i{ﬁ - HTJ(XPJ) €L (ﬁm:,

(4.4.6) se réerit
ard(qv)-l j
g a2y T e '
tr \\Tq_.. B ¥ )L L

3=C

1N
p-1/i/"

1)n+2 (ql'l}“+3

(q¥
3
(4.5.1C) (g-1)card V*(.Tl:‘q.‘h’: qv v

Soit L°(b) 1'idéal des &léments de L{b) qui "s'ennulent en O'\i.e, "sans

terme constant", Il est stable sous Y ~G, et on a évidemment
(4.5.11) tr{?k=G} = g(C)+ wr (Y. o6 L™

Compte tenu de ce que H(O) = 1, (4.5,10) se réerit

v
V. n+2 erd(q )=1 _j j b S
(4,5.12) card V@& vi= (o)™ =TT 4 g BT xP yie 1)
q g ~ p=1.-
q j=0
421
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5 : =1 .. .
Censidérons maintenant 1'opérateur 7T -linfaire

(4.5,13) r“l ° ?D ¢ H{X) : L{(b) —= L(b) .

On constate que ses itérés sont donnés par

-1 - = - _a=1 a=-1
(5.4.14) (1 s ¥ooH())® = %y en(X)H xP)...n xP )

P

et on note que, si ord{(q)|a, on = % = id , Ceci posé, on définit une

opération "-l-linéaire

= o l\: 0'/ 1 ™
[% & DSy ™ TR
(4.5.15)
& = —— Tl . A .
P P

de sorte que (4,5.12) se récrit

+1 +2 d( 1. ™
(4.5.16) card V*@ )= (1™ + (2™ e (()°F qvﬁLOC‘E:T N

Dégignons par
(4.5.17) S = 1l'ensemble {1,...,n+2} .

Pour tout scus-ensemble A C S, A # @, on définit un sous-espace de L(b)

(4.5.18) Lﬂ(b) = ensemble des séries T BUXU € L(b) telles que, pour chaque
mondme KU avec

. 1 €

(s

BU # 0, les U, > 0 sont exactemant ﬂo et les U,
J

On a

(4.5.19) %) = & )
ATS

+0

o
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et, pour cnaque sous-ensemble

Bcs, B#0@ ,

on a8

(4.5.20) @ L) =L(b) N 1'idea1 ( T x;) K[[x]] .
ATB i€l

Evidemment chaque sous-espace LA(b) est stable par o ; il en résulte

o

qu'il en est de méme pour L7(b), qui est somme de sous-espaces du type

>

précédent.

Oon définit
(4.5.21) &y = 1'endomorphisme T_l—linéaire induit per o sur

i %N 22 A AR & mAaS
@ Lﬁi p-1 .S~ L p-1./ L \B-L/ ,

s

Explicitement, on ebtient aB par la formule

(4.5.22) a, = Hp HB(X), opération sous lagquelle 1Y est stable,

ot HB(R) se déduit de H{X} en y faisant la substitution X, = C pour

1 ¢ {c

[
5]

Récrivons encore (4,5.16)

% 1 L 2y W
(4.5.2.3) card V*@F v)= (¢5D™T 1 (g¥1)™2 ¢ =244 T itk A
q s \
A0
Définissons, pour AC 5, A # ¢, 1l'nypersurface
card(A)-1

(4,5.24) v, S P = n’“;l“.fxim ¥i € A

définie par £,(X), le polyndme déduit de £(X) y feisent le substitution

en Ki =0 paur i € A,
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la compatibilite de la

formation de la

série

i
yord{q”)

des

<

sont

de £(X)} a l'opération de substitmticn de 0 pour certaines
(4.5.23) donne, pour chaque A = o, A#2
V,ycar{A)-1 . card({A) _
505,25 card EVEGF v)J)= {qZ1)%? ( I~wq21} S S -
4 R4
D'autre part, on a
(4,5.26) card VIF v) = L card v'@F v) i
1 ACS -
AFE
Aprés une sommation facile, (4.5.25) donne alors
\ R v b 1(5)-1)
(4.5.27) card VEF V) =1+ g+ q + .., +q tmeed (@=L,
Y, i yeard(5- "
I (q,_l)cara(ﬁ)qac rd B)tr! (o
BCSS
B#(
3 i ot ; . ordiq)
Notons que & donc les gB étant - linéaire, les 2h
Définissons alors les séries caractéristiques
AE(E} €1+t k[[t]]
(4,5,28)
) B 7 ord{q) B” 1 ™\
4(e) = det (1 - ¢t ay | L By
Introduisons des endomorphismes de 1 + tk[[t]]
(4.5.29) e glt) s %) = glqt)
et
(4.5.30) b=1-0g: gle)—>g"(t) = glt)/g(qr)
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Compte tenu de ce que
31) Z(t, VIF ) = ex C iz card (VQ@F v)) £
(&.5- r q p \\ \j:;"l q b /
et
e W oy
(6.5.32) det(l-t aord(q5=exp k‘— B tr((cBJvcrd 9 £
. B -
=21 W
(4.5.27) se récrit
n+l $ n+2 ’ \:{”épcn+2~j
r I i = 7] 1 )
(4.5.23) z(:,xﬁpq) = (1-q7t) ':1 0 aB(c)/
d ca?ﬁ?B)“j
4,6, Nous allons &tudier meintinant l'intégralité dis sérics “B . Pesons
(&4.6.1) & = 1'anneau des entiers de K

et définissons une filtration sur 1 + t &[[c]] per

1+ q't 6[lqlt]]

1}

(4.6.2)  F (1 + € 6[[e]D)

eHi+e 6[[e1D

On =

(4.6.3) ¢(Fi} ~ pi+l

(4.6.4}) 5(;1) = -

(4.6.5) £ induit l'identité sur Fi;piél

m

1 + t 6{[e]], et si un entier j vérifie

(4.6.7) jd < card(R)

alors on =a
— e =

(4.6.0) Ay € ¥l = e s[[e1D)

431




ey

%iﬁf'"

Lo ¥X11

) ; : By
DEmonstration. Les espaces de Banach L7

sont tous ""du type B(I)"
W) u type B(I)

au sens de Serre [7], i.e. ils admettent des "bases orthonormales", 2

savoir, les mondmes

\ 1 '+ G - T | o A
(4.6.5) £l km A oo X o
qui ¥y appartiennent, Que c! une base "orthonormale' weut dire par
définition qu'on 8
T"'c‘ Uo Un'2
(4.6,10) ord(E €. 7 "X % ... X _.°) = min ord(c.) .
U o n+2 i 4
Scit
B 1 ™

(4.6,11) R_ = le >-sous-module de L| —— formé des #léments

B \ op-1 ./

d'ordinal = 0, Pour démeontrer le lemme, il suffit de démontrer

(4.6.12) si jd < card(B), slors (: )crd(q) ) - O e ch
6.12) st B Ry = 'R
ou, a fortiori, de démontrer
(4.6.13) si jd < card(B), alors aB{RE)-: ijB .
Or, on & (4.5.22)
=1
£’ 2N = W -
(4.6.14) ay Yo ® uE(X} .
B
Compte tenu de ce que
(4.6.15) H(X) € L ( — ", ord(H(X)) 2 0
N p-l o
on a
(4.6.16) HE(A;. Ry < Ry
et dvidemment
p 373 =1 N
(4,6,.17) L3 uiq) = RB "
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de sorte que (4.6.13) sera conséquence de

; i 1
(4.6.18) si jd < card(B), alors YP(RB} = pj+

Ry .

yvérifions (4.6,18) mondme par mon®me. On a

4 Uo Uo L21't+2
= z & T
Yp(ﬁ X T aee Kn+2 ) 0, sauf si Vi p[Ji
(4.6.19K et
pU_ pU Py u u u
’ 0. 9 n+2, _ _(p-1)U 6, =6 nt2
Yp(ﬂ- X see X p ) =m o '\zhjii_;;;_fjjf,’ 3
€ Ry
U U
s 3 . o o = =BT L%
Or, les conditions pour que 1l'om ait X_“... Xn+2 € L \Lp—L/ sont
dUO = E Ui 5
izl
(4.6,20)
lpcurial,onauiboﬁiéfs E!:ﬁ
d'of, en particulier, ‘L
&
-
(4.6.21) dUO = card(B) " -f
¥
On & donc
(p-1)yU
(4.6.22) ord(~ ® = u_ 2 cardCR) o 4
d
et, comme ‘-'JC c &
(p—I}UO
(4.6,23) ord(m Y= =3+ 1.

Mettant ceci ensemble avec (4.6.15), on trouve (4.6.18),

433




"Iw

5. Un théordme d'AX [1], (cf. aussi [4], section 7).

Tnéordme 5.0. Soient V wune hypersurface dans Pn+1 de degré d > O,

définie sur 'Fq, et j un entier : gi om a

(5.0:12) jd<n=+ 2 >
alors

n+l ; . ,
(5.0.2)  2(t,V/ T ) |] (1-g*t) € 1 + qle Z[[qgle]] .

i=0
et l'inverse de tout zéro ou EPHF de

= i
(5.0.3) Z{e,V/ T D) I ] (1 -q¢)
% 10
)

est de la forme g-°.(un entier algébrique),

Tnéoréme 5,C.bis. Soit une hypersurface danﬁxén+2 définie par une

Vafe

frrme nhomogéne de degré 4, défimie sur Fq . Si on a

(5.0.7) jd<n+ 2
alors

. + I 3
(5.0.5 zle, V, oo/ ]Fq] €1+ gt Z[[qe]] .

En particulier,

(5.0.6) card(ve (7)) = 0 mod q°
et par suite

3
(5.0.6 bis) card(V (]Fq)) = fl_l—l >0

(ce qui améliore le th. de CHEVALLEY-WARNING [8]).
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pémonstretion., L'implication (5.C.5) =3 (5.0.6) est cleire, en prenant
e —————
le coefficient de t dans le fonction zfta. Les assertions (5,0.4) et (5.0.2)

sont équivalentes, compte tenu de ce que

(5.9.79 cexd Vafquqv) = 1+ (g =1) card UOF$J) P
d'ohi
Z(t, v/ F)
(5.0.8) Z (e, Vv fr o) =
aff’ g z{qe,v/ IPq)(l—t)

et

- = i i 3
(5.0.9) z(t,v/ ]Fq) = 2. [(L—q £) 2(q¢t, Vet qu_-' N

A

Les énoncés (5.0.2) et (5.0.2) sont équivalents encore, par le théoréme de

Fatou [3], graéce a la rationalité de la fonction zéta. Comme on a

.0.10) Z(t,VﬂFq) € zZ[[t]] ,
il suffira de démontrer
n+1 . 5
(5.0.11) z(t,Wl}‘q) I (1-g't) € Fl+e 6[[eID)
i=0

Compte tenu de (4.5,33) et (4.6.4) - (4.6.5), il suffit de démontrer, pour

Bc {1,...,n+2}, B ¥ @, qu'on a

05.6.15) A () e pitcard(B)-(n+2)
- - i -
Nous pourrons terminer ls démonstration en appliquant le lemme (4.4.6),

une fois démontré&e 1'assertion

(5.0.13) si jd < n+2, alors (j+card(B)-(n+2)) d < card (B),

qui se récrit
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(5.0.14) si jd < n+2, aslors (j—(n+2)) d < card(B) (1-4) .

inf card(p) (1-4) = (n+2) (1-d) ,
Bc {1,...,n+2}

B# 6

de sorte qu'il suffit de démontrer

(5.0.15) si jd < n+2, alors (j-(n+2)) d < (n+2)(2-d) 5

ce qui est wvrai.

Remarque 5.1. La condition
€5.1,1) jd < n+2

admet une interprétation cohcmologique. Soit V wuue hypersurface lisse
de degré d et de dimension n. Posons, comme dans XI 2.1, pour a+b = n

a,b

(5.1.2) ag

" by, 2 ; a,b
= 200 92— § = dfm EM )
dim LV, Q) g b dim E (v

ol Ea'b(V) est la composante de bidegré (a,b) de la "cohomologie

&vanescente de Hodge" (comparer XVII 5.4.4)

a,b . b n+l -] — b, .a
(5.1.3) ET?7(V) = Coker (R AP ", Qops) > H (V,0) .

Alors, par XI, 2.8,

(5.1.4) jd < n+2 Qﬁz[n i

; = 0 pour a < j et a > n—jJ 5
i.e. la condition signifie que le "nivesu de Hodge" (XI 2.7) de la

"conomologie de Hodge é&vanescente" de V ;
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a — n n+1 n =
Epp(V) = Coker quds (p )C-—>}1Hdg ()

est = n-2j, i.e. son co-niveeu est = j. D'autre part, la conclusion
gignifie aussi que les valeurs propres du Frobenius ?q opérant sur la
cohomologie évanescente L-adique (&L # p) sont des entiers algébriques

(XXI A,2) divisibles par g7, Le résultat de AX 5.C. vient donc a 1'appui

de la conjecture suivante, suggérée par le yoga du nivesu des motifs, et

qui met en relations les classiques conjectures de HODGE [5] et de TATE [5)

Conjecture 5.2, Soient f : X —= S un morphisme propre et lisse, avec

S intégre, de type fini sur Spec{Z ) et dominant Spec(Z ), i,j des entiers,

Supposons que le co-niveau de Hodge du H" de la fibre générique de f

soit = j. Alors pour tout point s £ 5, le coniveau (XX 2.0.6) de Hi(XS,QI)

est =2 j, donc (XX 2.2) si s est un point fermé de S, les veleurs propres

de Frobenius opérant sur EL(XS,QF} sont des entisrs gl-ébriques divisibles

par q‘], o1 g = card(ki(s}),

6. _Fin de 1a démcnstration de la formule de congruence
r_" -

Compte temu de (4.6.6) et (4.6.3)-(4.6.4), (4.5,24) donne une

formule de congruence

n+1
; =1 - o
(6.0.1) Z{e, W E&}(l—t? E:}SLEJC 1 mod 1 + qt & [t]] .

Passons au calcul de £ (t) module m s[[t]]. DEfinissons (cf. (4.6,11) :
o

(6.0.2) HWo = R_& F
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= 5 e ? =1 i . ¥ E
(e.C.3) . : W, —>V_, l'opération T -linfsire induite par . ,
. r= o -
(6.C.4) R.(t) le svus-mocunle de R, forme des &léments de degré i en 1{? )
5 oLy = n {4 for
(6.0.5) Woll) .x:.'\L) 2 -.":;IFCE

Proposition 6.0.6. On _a 1'inclusion

a (R, c R (1) + pR
wd

Démonstration, On a la factorisation (4.6,14)

(6.6.7) G. = T ‘e ¥ e HOO .
On sait (cf, (&4,6.15))
{6.0.8) B(XY. 2, o B 4
5 s
et &videmment
=k ) _

{6.0.9) T (Rsfl) + p RS) = Rs{l} + p Ry P
de surte qu'il suffit de vérifier
(6.0.17) 1 v R, = R_(1) + p R, A

P P o e ]

ce qui est clair par (4.6,15).

Corollaire 6,0.11, On a 1l'inclusionm

o W & hsfl) .

o
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corclleire 6,0.12, On & la congruence
---—-_____

ord(q)

A (e) Eaet(l-t(ES) lws(n} mod ™ 6[[t]] .

proEosition 6.1. L'opération Tl—linéaire ES W (1) ——> w. (1)

est écale 2 1l'opération

(6.1.1) T"l?p o (Xog(x))PL )
Démonstration. Ecrivons
(6.,1.2) H(X) = 1+ £ H,(X
izt
ol
(6.1.3) Hi(K) est de degré i en X i
D'aprés (4.6.1%) encore, on a
1 .
&) . - .
(6.1.4) > Vp Rs(i) c p RS si i # p ~
Compte tenu de ce que
(6.1.5) Ei(}:}. I{S(j) c RS(;__-J-;. ,
on a
( e
6_1-6 r’a o = A 1 far T #
) la, > rplp_lxh}}(R:\ln-ez P Rg
On a donc
o E ord(q) n ik ord{q)
6.1.7  [tag S A N JENCOR= S

Calculons maintenant H 1(K}. On & {cf., (4.4.4))
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(6.1.8) H{X) = u (A X X7
n
T x")P i
= ][I exp ( z -
W n=0 -pn /
W.oph
I < (A X X) ~
W n=0 e ol B
= W .
= I exp (:Auxox ) mod degré p
W
- -
= exp (7 ;_waox ) mod degré p
= exp (7 KDF(K}} mod depré p,
d'oh
ﬂpqlxp—l
- i - : [+] p-1
(6.1.2) H _l(n) = F(X) .
P (p-1)1
On constate facilement que
-1
(6.1.10) N B P
P
donc
1 APl
(8,1.11) —— B (x) = (X _£(x) mod p
P p-l == Q

ce qui acn2ve la démonstration de 6.1.

Corollaire 6.1.12,

n'est autre gque

¥

L'opérateur linéaire

— ,ord(q)
(ag)

-p2-1
qc(xof(h,‘f} .
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pémonstration, D'apreés (6.1.1)
_#___-—_

— sord(q) _ , =1 p~1l,ord(q)
(us) = (r ?P-(xof(x)) )

ord(a)-1 .

A j p-1
= ¥ I x 4 fTJ(x“ )
Q. o
j=0
ord(q)-1 j
=y 1 (X, £GP (P-1)
9 j=0
=¥ o (X )L
q e :
Mettant ensemble (6.1.12) {(56.C.12), et (6.6.1), on trouve,
Corollgire 6.1.13. On a la congruence mod p
n+l
det(1-t ¥_(xe£x) ] w_ 1))V
(e, W/ F ) = =
1 1 -t
6.2, Il reste & calculer les groupes de conomclogie de Sv 4

Posons

(6.2,1) gq = l'opération "€lévation 2 la puissance q'i2me " dans By .

Nous avons une suite exacte de faiscesux sur‘mn+l =1P
£
Gl 5 (= o) G =
(6.2,2) 0 —>~tn,( d) > & &y "
et le diegramme suivant est commutatif
0 ——> § (-d) ——> 1 s 5
Spt- R > \l:rv e
_l:\v s o
(6.2.3) £9 Bq By 8y
v e v v
o fa == o
—_— 1P( d) ﬁp > 5y
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Compte tenu de Ce que

1

e XXII

P o bty
S s A = T
| N .
(6.2.4) e Ll §) = O i 0
LHi( phHL Ge(-dd=0 1 #0, ntl

la suite exacte longue de cohomologie associé & (6.2,2), donne

(v, 6, =
(6.2.5) atv, 6) =

S + S & i~
Lﬂ (v, &) =

Le diagramme commutatif (5.2.3) donne alors

(6.2.6) det ( 1 - t 5}

?Jq
et

(6.2.7) det{l-t Eq]Hn(V,EV)) = det
I1 ne reste qu'a Etablir

(6.2.8) det(l-t(fq'lﬁq)|a“*1UP“+1

ce qui est une conségquence de la

Proposition 6.3,

F

q

o si i# 0O,n
- s gp(=a))
.0 _ =
8w, 5, =1 t

(2-e(£975 ) | okl gp(-a)) .

J§p-d)) = det(l—t(?q-{xef(X)}q_l|w5(1)}

Il v a un isomorphisme

{6.3.1) wsil) — Honﬁq(ﬁ

par rapport suquel I'Opérateur

(6.3.2) ¥ (XgE(x) 3T

n+l 7, =
(wr 5 -_]P( d),]I‘q)

wstl) +——>ws(1}
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est le transposé de
—

= le ]Fq-—soua-vectoriel de base des mon®mes

J
¥, e

Xy .o 'xn+2

1 qui vérifient en plus :

Z i rel que W, = 0 ,

i

p'autre part, Ws(l} - RS(1) l@@]?q’ et on a

6.3.5) R.{1) = le G-module libre de base les mondmes
s
Ul 4 +2 .
(mX ) X, ... X 0° vérifient T U, =4, U, >0V, .
o 1 n+2 i i i
L'accouplement
(6.3.6) €, ) sway x g™l Gp(-d)) —>T
S q
défini par
1.8t U = -W, pour
U i o W tout i N
6.3.7) cdemxxtx ™2, g1 g2y
( 3.7) (classe de T Acxl ...xn+2 > hl ---xn+2 ) \
[C sinon
V est évidemment une dualité parfaite de ]Fq-vet:toriels, et on constate

facilement que 'i'q.(.‘(of()(})q_l est la transposée de f(K}q_I-fq, ce qui

Prouve 6.3,

443

6.3. £ BE™, g a) —s B E™, g a .
pémonstration. En calculant le groupe Hn"'l( 1p“+1_ %,(-d}) & Thaide dia
-.-—-—._-_-___
1
recouvrement standard de ]an", on trouwve
W H

i+1 +1 . . 1 n+2

6.3.4) BT @, §p(-d)) = 1le ]Fq-vectorl.el de base des mondmes Ky eeeX o
les W, € Zvérifient T W, = -d




#"

- 38 - XXIT

Bibliographie

[1] A, J. Zeroes of Polynomiels Over Finite Fields, Amer, J. Math

06, 1964, 255-251,

[z] DWORK, B, On the Rationality of the Zé&ta Function of an Algebraic

Variety, Amer, J. Math, 82, 1960, 631-643.

3 DMORK, B. An Algebraic Variety, in Proc, of the Woods-Hole
d F &

Summer Institute 1964 (miméo).

(4] DMCRK, B, On the Zeta Function of Hypersurface II, Ann. Mati., (2),

80, 1564, 227-299,

[5] GROTHENDIECK, A,, Le Groupe de Brauer III, dens Dix Exposés sur la

Cohomologie des Schémas, North Holland Pub. Co, 1268,

[s] SERRE, J.P. Groupes Algébriques et Corps de Classes, Hermann,

Paris, 1959,

[7] SERRE, J.P, Endomorpnismes Complétement, Continus des EZspsces de

Banach p-Adiques, Pub. Matn, I.H.E.S, n® 12, 1662,

M
[sa}
et

CHEVALLEY, C. Démonstration d'une hypothese de !, Artin, Abhandlungen

Metin. Sem. Hamburg, 11, 1936, 73-75.

438

444




